Elemi tortekre bontas




Elemi tortekre bontds a raciondlis szamok korében

Definicié. c

Elemi torteknek nevezziik a — alakd torteket, ahol p primszam, k és c pozitiv
p

egészek, és ¢ < p.

Tétel.
Minden raciondlis szam felirhatd egy egész szam és elemi tértek Gsszegeként.

Bizonyitds (vazlat).
Harom ,triikkre” lesz sziikségiink:

1. Tetszbleges a, b, c € Z (a, b # 0) esetén

alb= Ixyecz: =247
ab a b

Ezt ismételten alkalmazva minden raciondlis szdamot fel tudunk bontani
primhatvany nevezdjii tortek Gsszegére. Példaul:

157 157 —L+L 21+—4
72 23.32 23 32 23 32



Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

Bizonyités (folyt.)
2. Maradékos osztas segitségével levalasztva a tortek egészrészét, elérhetjiik, hogy

c
minden tortiink — alakd legyen, ahol 0 < ¢ < pk:
p

LA PR R ) R
72 0 238 32 23 32 23

5
37 .

3. Minden ik alaku tortben a szamlalét felirjuk p-alapld szamrendszerben, és
p
»szamjegyenként szétszedjiik™:
5 101, 22+1 22 1 1 1
23

BB T B B @R
5 123 342 3 2 1 2
-~z —x@ptyaEpT3ty

Tehat a végeredmény:
br 1.2
72 2 23 3 32



Polinomokra minden ugyanigy megy

Tetszleges T test esetén a T [x] polinomgylirii elemeivel ,,ugyantigy” lehet
szdmolni, mint egész szdmokkal (maradékos osztds, euklideszi algoritmus), ezért az
elébbi eljaras T feletti polinomokra is miikodik.

3.17. Definicié.

A T test feletti racionalis térton — alakd formdlis kifejezést értiink, ahol

g
f,g € T [x] és g # 0. Minden racionilis torthéz tartozik egy racionalis
tortfiiggvény (a két fogalom nem &sszekeverendd!). A T feletti raciondlis tortek
halmazit T (x) jeldli.

3.18. Definicié.

A T test felett elemi tortnek (vagy parcidlis tortnek) olyan raciondlis tortet
neveziink, amelyben a nevezé T felett irreducibilis (fé)polinom hatvanya, és a
szamlalé foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

f‘

—- € T(x), aholf,pe T[x], k€N, pirreducibilis T felett, degf < degp.
p



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

3.19. Tétel.

Tetszéleges T test felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és elemi
raciondlis tértek bsszegeként.

3.20. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett minden raciondlis tért felirhaté egy polinom és véges
sok
A

(x+a)

alakd raciondlis tért bsszegeként.

(A acC, keN)

3.21. Kovetkezmény.

A valés szamok teste felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és véges sok
A

(x + a)k
Bx+ C
(x2+ bx +c)*

(AaeR, ke N), illetve

(B,C,b,c €R, b*>—4c <0, ke N)

alakd raciondlis tért sszegeként.
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Példa. )
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére R felett az ——— raciondlis tortet.
X<+ x
1 1 7é+ B  A(x+1)+Bx (A+B)x+A
x2+x  x(x+1) x x+1  x(x+1) x(x+1)
)
A+B=0éA=1
)

A=1éB=-1

Tehat

x24+x x x4+1
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Példa. )
3 2x+1
Bontsuk parcidlis tortek Osszegére R felett a xextl raciondlis tortet.
x4+ 2x5 + x3
3x2 +2x+1 32 +2x+1  3x®+2x+1

xT+2x5+x3  x3(x4+2x2+1) 43 (X2+1)2 o
A B C Dx+E Fx+G
X X X x¢+1 (x2+1)
N Ax2(x2+1)2+Bx(x2+1)2+C(x2+1)2+(Dx+E)X3(x2+1)+(Fx+G)X3 _
o x3(x2+1)2 o
_ (A+D)x8+(B+E)x®+(2A+C+D+F)x*+(2B+E+G)x3+(A+2C)x?>+Bx+C
o x3’(x2+1)2

)

A+D=0 B+E=0, 2A+C+D+F =0,

2B+ E+G=0, A+2C=3, B=2 C=1
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Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldjuk:

A=1 B=2 C=1 D=-1 E=-2 F=-2, G=2

Tehat )
3xc+2x+1 1 2 1 —x =2 —2x —2
==+ =+ +— + 5"
x*+1  (x241)

xT+2x5+x3  x  x x3



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2 1
Bontsuk parcialis tortek 6sszegére C felett a SxtAexdl raciondlis tortet.
x7 +2x5 + x3
3x2+2x+1  3x+2x+1  3x342x+1
XT+2+x3 32412 S (x4 (x—i)?
_A + = + < + e £ + F + ¢
x  x2 x3  x+i (X_|_,‘)2 X —i (X_,')2

t

A+D+F=0 B-iD+E+iF+G=0, 2A+C+D—-2iE+F+2iG=0,

2B—-iD-E+iF-G=0, A+2C=3, B=2, C=1



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes linearis egyenletrendszert megoldjuk:

1 1 1 1 1
A:1,B:2,C:].,D:_E_gl,EZE_*I,F:_*—F*I,G:*‘i‘ii.
Tehat

3x*+2x+1 1 3+i+_%_%i+%_%’ —I4+3i 14l
x2 X3 X+ (x+i)? X—i (x —i)?

xT+2x54+x3  x



