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1. Relacidk
Ekvivalenciak és osztalyozasok

1.1. Definicié. Adott A halmazon értelmezett reldcion A-beli elemekbdl alkotott elemparok halmazat értjiik, azaz egy
tetsz6leges p C A x A halmaszt.

Jel6lés. Az egyszerliség kedvéért (a,b) € p helyett gyakran azt {rjuk, hogy apb.

1.2. Definicié. Ekvivalenciareldcionak nevezziik a p C A x A relacidt, ha rendelkezik az aldbbi harom tulajdonséggal:
(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Va,be A:apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c€ A: (apb és bpc) = apc (tranzitivités).

1.3. Definicié. Az A halmazon értelmezett legsziikebb ekvivalenciareldcié az wy := {(a,a) : a € A} egyenlbség reldcid,
a legb6vebb ekvivalenciareldcié pedig az A x A teljes reldcio.

1.4. Allitas. Tetsz6leges f: A — B leképezés esetén a
ker f:={(a1,a2) ra1f =axf} CAXA

reldcio ekvivalenciareldcio az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

1.5. Definicié. Legyen p C A x A egy ekvivalenciareldcié és a tetszéleges eleme A-nak. Ekkor az
a:={be A:apb}

halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztdlydnak, az ekvivalenciaosztalyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti
faktorhalmazdnak nevezziik.

Jeldlés. Az a elem p szerinti osztdlyat szokds a/p-val, a’-val vagy [a] -val jellni, de mi inkdbb az egyszer(ibb @ jelolést
hasznaljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de altaldban kideriil a szovegkornyezetbol, hogy mi a széban forgé ekvivalenciarelacio.
A faktorhalmazt A/p jeloli, tehét

Alp={a:a e A}.

1.6. Definicié. Egy nemiires halmaz osztdlyozdsdn olyan paronként diszjunkt nemdiires részhalmazainak halmazét
értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt. Formélisan: C C P (A) osztdlyozds a nemiires A halmazon, ha

(1) VBeC: B #0;

(2) VB, #BQEC:BlmBQZQ];

(3) U B=A.

BeC

1.7. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

e Hap C A x A ekvivalenciareldcid, akkor A/p osztdlyozds az A halmazon.
e Ha pedig C C P (A) osztdlyozds, akkor az
apb <= dB€C(C:a,be B

Sformuldval definidalt p reldcio ekvivalenciareldcio az A halmazon.

A most megadott ,ekvivalenciarelacié — osztdlyozas” és ,osztalyozas — ekvivalenciarelacié” megfeleltetések egymds in-
verzei.

TA természetes szamok halmazst N, a nemnegativ egész szamok halmazit Ng jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
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Részbenrendezések

1.8. Definicidé. Részbenrendezési reldcionak nevezziik a p C A X A reldciét, ha rendelkezik az alabbi harom tulaj-
donsédggal:

(1) Va € A : apa (reflexivitas);

(2) Va,be A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);

(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitas).

Ha még a kovetkez6 tulajdonsdg is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy linedris rendezésnek) nevezziik:

(4) Va,b e A: apb vagy bpa (dichotémia).
Jeldlés. A részbenrendezéseket szokds a < szimbélummal jelolni, még akkor is, ha az alaphalmaz elemei esetleg nem is
szamok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy a < b.
1.9. Definicié. Részbenrendezett halmazon egy (A; <) pért értiink, ahol A egy nemiires halmaz, és < részbenrendezés

A-n.

1.10. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a,b € A. Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b,
de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt a < b jeloli, és a < relaciét az adott részbenrendezéshez
tartozé fedési reldacionak hivjuk.

1.11. Tétel. Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatdrozza a fedési reldcidja.

1.12. Definicié. Legyen (4; <) egy részbenrendezett halmaz. Az a € A elemet minimadlis elemnek nevezziik, ha nincs
nala kisebb elem, és legkisebb elemmnek nevezziik, ha 6 mindenki masnal kisebb. Hasonlbéan a € A maximdlis, ha nincs
nala nagyobb elem, és a € A legnagyobb, ha 6 mindenki médsndl nagyobb. Formélisan:

e o minimdlis <= fecA:b<a;
a legkisebb <= Vbe A:a <b;
e o maximilis <= Fec A:b>a;

e alegnagyobb < Vbe A:a>0b.

1.13. Tétel. Részbenrendezett halmazban legfoljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van legkisebb elem, akkor az minimdlis
elem is, sét & az egyetlen minimdlis elem. Hasonlo érvényes a legnagyobb elemre is.

2. Szamelméleti kongruenciak

Diofantoszi egyenletek

2.1. Definicié. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kdzdés osztdjdnak nevezziik, ha kielégiti a
kovetkez6 két feltételt:

(1) d]aésd]b;
(2) VEeZ:(k|laésk|b) = k]|d.
Hasonléan definidlhaté egész szamok legkisebb kozds tobbszordse is.

Jel6lés. Az a és b szdmok legnagyobb kozos osztéjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kozos tobbszorosiiket pedig 1kkt (a, b)
vagy [a, b] jel6li.

2.2. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté nem egyértelmii: ha d legnagyobb kozos osztdja a-nak és b-nek, akkor —d
is az (de e két szdmon kiviil nincs mds legnagyobb kozos osztd). Altaldban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk
tekinteni.

2.3. Tétel (euklideszi algoritmus). Bdrmely két természetes szamnak van legnagyobb kizis osztdja, és az az euklide-
szi algoritmussal megkaphato. Az a = rg,b = r1 természetes szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos
osztdsok ismételt elvégzését jelenti:

ro=qri+re  (0<ry<ry);
r1 = qary + T3 (0<r3<m9);
ro = q3r3 + 14 (0<ry <73);

ric1 = qiri +rip1 (0 < i <7g);
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Az eljdards véges szdmai lépés utdn véget ér: létezik olyan n € N, hogy rn11 = 0. A legnagyobb kizds oszté az utolso
nemnulla maradék, azaz Inko (a,b) = r,. A legnagyobb kizds osztd kifejezhetd a két szam linedris kombindcidjaként”
léteznek olyan x,y egész szamok, melyekre ax + by = Inko (a,d).

2.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b egész szamok relativ primek, ha Inko (a,b) = 1. Jelolés: a L b.

2.5. Tétel. Tetszdleges a,b,c € Z esetén ha a L b, akkor a | bc < a | c.

2.6. Tétel (Euklidesz lemmaja). Tetszdleges a,b,c egész szdmok esetén ha Inko (a,b) # 0, akkor

a

albe = o@D

| c.

2.7. Tétel. Tetszbleges adott a,b,c (nemnulla) egész szdmok esetén az ax + by = ¢ kétismeretlenes linedris diofan-
toszi egyenlet akkor és csak akkor oldhatd meg, ha lnko (a,b) | c. Ha (xg,yo) egy megoldds, akkor bdrmely t € Z esetén
az aldbbi (x4, y:) pdr is megoldds, tovdbbd minden megoldds elédll ilyen alakban a t szdm alkalmas megudlasztdsdval:

a

=Tt ———— 1 —yp— —— ¢
ot x0+lnko(a7b) ’ g =4 Inko (a, b)

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

2.8. Definicié. Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szidmot a kongruencia modulusdnak nevezziik.

Jel6lés. A kongruencidt = jeloli, a modulust utdna zérdjelben tiintetjiik fel a mod roviditést hasznédlva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehdt a =b (modm) <= m |a—b.

2.9. Tétel. Tetszdlegesm > 2,a,b € Z esetén a =b (modm) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva.

2.10. Tétel. Tetszdleges m, my,mo > 2,a,b,¢,a1,b1,as,ba € Z esetén érvényesek az alabbiak:
1) a=a (modm) (reflexivitds);

a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria);

(a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitds);

a1 = by (modm)
ag = by (modm)

)

)

) }:>a1j:a25b1j:b2, ay - as = by by (modm);
5) ha c#0, akkor ca = cb (modm) <= a=b (mod 7 2—);

)

)

)

Inko(m,c)
ham L ¢, akkor ca =cb (modm) <= a=b (modm);
a="b (modmy)
a="b (modms)
ha a =b (modm), akkor Inko (a, m) = Ilnko (b, m).

} — a=b (mod [my,ms]);

2.11. Definicié. Egy a egész szdm modulo m maradékosztdlydn aza = {b € Z: a =b (modm)} halmazt értjiik.

Jelblés. A modulo m maradékosztélyok halmazat Zy, jeloli. Tehdt Z,, = {@:a € Z} = {0,1,...,m —1}.

2.12. Definici6. A modulo m maradékosztdlyok halmazdn értelmezziik az elsé hdrom alapmiiveletet a kovetkezéképpen:
tetszoleges a,b € Z esetén legyena+b=a+b, a—b=a—b, a-b=ua-b.

2.13. Tétel. A fenti mdveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztdlyok dsszege (kilonbsége, szorzata) nem figg attdl, hogy az
egyes maradékosztdalyokbol melyik szamot vdlasztjuk reprezentdnsnak. Ezekkel a miveletekkel Z,, kommutativ eqgységelemes
gytrit alkot (modulo m maradékosztaly-gytirii).

2.14. Megjegyzés. A 2.10. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztély és az m modulus
legnagyobb kozos oszt6jérdl beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentdns vélasztasatol). Kés6bb fontos szerepet jdtszanak
majd azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jelolést vezetiink be.

2.15. Definicié. Aza € Z,, maradékosztalyt redukdlt maradékosztdlynak hivjuk, halnko(a,m)=1.

Jeldlés. A modm redukélt maradékosztalyok halmazét Z7, jeloli. Tehat Z}, = {@ € Z,, : a L m}.
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Linearis kongruenciak és multiplikativ inverzek

2.16. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax = b (modm) alakid ,egyenletet”, ahol a, b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keressiik.

2.17. Tétel. Az ax = b (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha lnko(a,m) | b. Ha ez
teljestil, akkor a megolddsok egyetlen modulo m maradékosztalyt alkotnak. Az eredeti m modulusra vonatkozdan

pedig Inko (a, m) kilonbozd megoldds van. Ha o egy megoldds, akkor az dltaldnos megoldds:

r=x9+t (modm) (t=0,1,...,Inko(a,m)—1).

" Inko (a, m)

2.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m,haab=1 (modm).
Hasonléan @, b € Z,, egymas multiplikativ inverzei, ha @-b = 1.

Jel6lés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szdm modm multiplikativ inverzét a~'-gyel jeloljiik.
Hasonléan @ € Z,, multiplikativ inverzét a1 jeloli.

2.19. Tétel. Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha a L m. Ilyenkor a mul-
tiplikativ inverz mod m egyértelmien meghatdrozott. Hasonloan, @ € Z,, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ
inverzzel, ha a € Z),. Ilyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatdrozott.

2.20. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszdm, akkor (p —1)! = —1 (modp).

2.21. Koévetkezmény. A Z,, maradékosztdaly-gyiiri akkor és csak akkor test, ha m primszdm.

2.22. Definici6. Ha a és m relativ primek, akkor tetsz6leges k € N esetén értelmezziik az a =% negativ kitevéji hatvanyt
modulo m: legyen a=% = (ak)_1 (modm). Hasonléképpen a € Z7, esetén legyen (a)"“ = (Ek)_l.

2.23. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvdnyozds szokdsos azonossdgai érvényben maradnak az egész kitevos
modulo m hatvdnyozas fenti értelmezése mellett.

Kongruenciarendszerek

2.24. Definicié. Adott a;,b;,n; (i =1,2,... k) egész szdmok esetén az alabbi ,egyenletrendszert” linedris kongruen-
ctarendszernek nevezziik (az  ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

a1z =b; (modny)

arx = by, (modny)

2.25. Megjegyzés. A 2.17. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkez6 alakra hozhatjuk:

x=c; (modmy)

(%)

x = ¢, (modmy)
2.26. Tétel. A (x) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha lnko (mq,ms) | ¢1 — ca.

2.27. Tétel. A (x) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha bdrmely két kongruencidbdl dllé
részrendszere megoldhatd, azaz Vi, j : Inko (m;, m;) | ¢; —c;. Specidlisan, pdronként relativ prim modulusok esetén mindig
van megoldds.

2.28. Tétel. Ha a (*) linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen mod [my, ms, ..., myg]
maradékosztalyt alkotnak.

2.29. Tétel (kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy az my, ma, ..., my modulusok pdronként relativ primek, jeldlje a szor-
zatukat M, tovdbbd legyen M; = % (i=1,2,...,k). Jelolje y; az Myy; =1 (modm;) segédkongruencia egy megolddsdt
(i=1,...,k), és legyen x; = M,y;. Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:
E
r=>» c¢x; (modM).
i=1

2.30. Kovetkezmény. Ha m | n, akkor az alabbi (B leképezés bijektiv:

B: Lon = Ly, X Ly, T+ (xmodm, xmodn).
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3. Polinomok

Diofantoszi egyenletek

Test f6lotti polinomokra éppugy elvégezheté a maradékos osztas és az arra épiilé euklideszi algoritmus, mint egész
szdmokra. Ennek segitségével lehet példaul ,,diofantoszi” egyenletet is megoldani T [z]-ben. A kovetkezd tétel a 2.7. Tétel
polinomos megfeleldje; bizonyitdsa szinte szé szerint ugyanaz (HF végiggondolnil!).

3.1. Tétel. Legyen T egy test és f,g,h € T [x] (nemnulla) polinomok. FEkkor az fu+ gv = h kétismeretlenes linedris
ydiofantoszi” egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [z] polinomokra nézve, ha Inko (f,g) | h. Ha
(ug,v0) egy megoldds, akkor bdrmely t € T [z] esetén az aldbbi (uy,v¢) pdr is megoldds, tovdbbd minden megoldds elddll
ilyen alakban a t € T [x] polinom alkalmas megudlasztdsdval:

#t U:U—L't
Inko (f,g) T ko (f,9)

A modulo m kongruencia és a modulo m maradékosztalyok szintén ugyantgy definidlhatéak polinomokra, mint az egész
szadmok korében, és hasonlé tulajdonsigokkal rendelkeznek (HF végiggondolni!). A modulo m maradékosztaly-gytiriit itt
Zyy, helyett T [z] / (m) jeloli (m € T [z]).

Uy = Ug +

3.2. Tétel. Ham egy n-edfoki polinom a T test felett, akkor a T [x] / (m) maradék- osztdly-gydrd kommutativ egységelemes
gytirt, melyenek elemei egyértelmien felirhatok az aldbbi alakban:

Q12" 1+ 4+ ajxz+ag (an-1,-..,a1,a0 €T).
3.3. Tétel. Az f € T[z]/(m) maradékosztilynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha f és m relativ primek.

3.4. Koévetkezmény. A T [z]/ (m) maradékosztaly-gydrd akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.

Irreducibilis polinomok a racionalis szamtest felett
3.5. Tétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = anz™ + -+ + a1z + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom. Ha % eqy
egyszerisithetetlen tort alakjdban felirt raciondlis szdm (azaz p,q € Z, ¢ £ 0 és p L q), akkor

f(g):o = q|an ésplaop.

Specidlisan: egész egyiitthatos fopolinom raciondlis gyokei mindig egész szamok.
3.6. Allitas. Legyen T egy test ésp e T [x]. A p polinom akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha legaldbb elséfoki,
és nem bonthato deg p-nél kisebb fokszamu polinomok szorzatdra:
Pf,geTz]: p=f-g é 1<degf,degg < degp.

3.7. Megjegyzés. Gyliriik felett ez dltaldban nem igaz! Példaul a p = 22 € Z [x] polinom nem irreducibilis Z felett, mert
a p =2z felbontds itt nem trividlis (miért?).
3.8. Allitas. Tetszbleges T test esetén . ..

e ha f € T [z] elsSfokd polinom, akkor f irreducibilis T felett;

o ha f € T [z] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke T-ben;

o ha feTz] és2<degf <3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke T-ben.

3.9. Tétel. Test feletti polinomgydiriben minden legaldbb elséfoki polinom felbomlik irreducibilis polinomok szorzatdra,
és ez a felbontds lényegében (azaz a tényezdk sorrendjétdl és asszocidltsdgtol eltekintve) egyértelmd.

3.10. Tétel. Ha egy legaldbb elsdfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthatd fel ndla kisebb fokszami egész egyiitthatds
polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z|x] és deg f = n > 1, akkor az
alabbi két dllitds ekvivalens:

(1) 3g,h € Zx]: f = gh és0 < degg,degh < n;

(2) 3g,h € Q] : f =gh és0 < degg,degh < n.

3.11. Megjegyzés. A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsé viszont nem ekvivalens
azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?). Tehdt a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész
egyiitthatds polinom akkor és csak akkor (ir)reducibilis Z felett, ha (ir)reducibilis Q felett.

3.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szdmnak, ha a oszthatd p-vel, de p>-tel
mAr nem.

Jelblés. A pontos oszthatésagot || jeldli: p | a <= p|a és p?ta.
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3.13. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = ana™ + -+ a1z + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre

ptan, plan—1,..., plai, p| ao,
akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

3.14. Koévetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokid polinom.

3.15. Megjegyzés. A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa nem igaz. Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p prim-
szdm, ami teljesitené a megfeleld oszthatdsagi feltételeket, nem kdvetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpéldét!). A megforditas helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

3.16. Tétel (muirdiinl izstilidiouboni oldi-nistenszid—nnemondrae). Legyen f = apz™ + -+ + a1 + a9 € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszdm amelyre p || an,p | an-1,...,0 | a1,p 1 ao, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

Elemi tortekre bontas

3.17. Definicié. A T test feletti raciondlis torton S alaku formélis kifejezést értiink, ahol f,g € T [z] és g # 0. Minden

g
raciondlis torthoz tartozik egy raciondlis tortfiiggvény (a két fogalom nem Osszekeverendd!). A T feletti racionélis
tortek halmazat T () jeloli.

3.18. Definicié. A T test felett elemi tortnek (vagy parcidlis tértnek) olyan raciondlis tértet neveziink, amelyben a
nevezd T felett irreducibilis (f6)polinom hatvénya, és a szamlédl6 foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokénal:

I% €T (x), ahol f,peTlx], k€N, pirreducibilis T felett, deg f < degp.
3.19. Tétel. Tetszdleges T test felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és elemi tortek dsszegeként.

3.20. Kovetkezmény. A komplex szdmok teste felett minden raciondlis tort felirhato egy polinom és véges sok
A

—— (A4,a€C, keN)
(z+a)

alaki raciondlis tort 0sszegeként.

3.21. Kovetkezmény. A wvalds szdmok teste felett minden raciondlis tort felirhatd egy polinom és véges sok

A B
A (AaeR keN), & —D2TC
(x+a) (22 + bz +¢)

alakt raciondlis tort osszegeként.

(B,C,b,c € R, b* —4c <0, k€N)

Szimmetrikus polinomok

3.22. Tétel. Legyenek az n-edfoki f = 2™ + ap_12" ' + -+ + ez + ag € C|z] fépolinom komplex gyékei ay,. .., ap
(mindegyiket annyiszor feltintetve, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi dsszefiiggések:

—Qp—1 = 01 + Qg+ -+ Qpj
Ap—2 = Q102 + 13 + + - + Qp_1Qp;

—Qp—3 = Q103 + Q100 + -+ + Qp_20p_100p;

n—1
(=) Tar =1 a1 F 012 Qo0 F - Q2O Oy O
(—=1)"ap = agaeaz -+ - 100y

3.23. Megjegyzés. A fenti képleteket Viete-formuldknak hivijuk. A k-adik sor bal oldaldn (—1)* a,_x 4ll, a jobb
oldalon pedig az ag, ..., a, betlikbol képezett Gsszes k-tényezls szorzat Gsszege, tehat egy (Z)—tagﬁ Osszeg. Formalisan:

(—1)kan,k = Z Oy - Qi+ oot Ol

1<y <ig<--<ip<n

3.24. Definicié. Az f € C[z] f6polinom diszkrimindnsa:

H (ai _aj)Q’

1<i<j<n
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3.25. Definicié. Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az ax’fl -~ xkn alakii formalis kifejezéseket,
ahol 0 #a € T és k1,...,k, € Ny. Az ilyen monomok véges 6sszegeit pedig T feletti n-hatdrozatlani polinomoknak

oknak nevezziik.
Jelolés. A T feletti n-hatdrozatlani polinomok halmazdt T [x1, ..., z,] jeloli.
3.26. Tétel. A természetes mddon definidlt szorzdssal és dsszeaddssal T [x1, ..., xy] integritdstartomdny.

n_o

3.27. Megjegyzés. Az n-hatdrozatlani polinomok gytir(ijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen

Tlx1,... xn] = (T[r1,...,20-1]) [zn] ,
azaz a T [x1,...,2Z,_1] integritdstartomény feletti (egyhatdrozatlanii) polinomgytirii.
3.28. Definicié. Az f € T [xy,...,x,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a hatdrozatlanok

minden permutéaciéjara, azaz
Ve Sy f(‘rlﬂ'a"'a'rnﬂ') = f(xla“-axn)-

3.29. Definicié. A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az x1,...,x, hatdrozatlanokbdl képezett
Osszes k-tényezds szorzatok osszege (k=1,...,n).

Jel6lés. A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinomot oy, jeloli (az alaptest és n értéke dltaldban vildgos a
szovegkornyezetbol), tehat

o = g Xy * Xy e Xy, ET w1, 2],
1<) <ig<-<ig<n

3.30. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mér taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki egy komplex

egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyvkeibdl. Tehdt a Viete-formuldk oy, (aq,...,q,) = (—1)]“c an—p alakban is
felirhatok.
3.31. Tétel. A szimmetrikus polinomok részgytirit alkotnak a T [z1,. .., x,] polinomgydriben.

3.32. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Bdrmely szimmetrikus polinom felirhatd, mégpedig egyetlen mddon,
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formdlisan:

VfeT [x1,...,xn] 1 [ szimmetrikus = b € T [xq,...,2n]: f=h(01,...,00).

4. Szamelméleti fiiggvények

Oszték szama, osztok Gsszege

4.1. Definicié. Szdmelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szamok halmazan van értel-
mezve, értékei pedig valés (vagy komplex) szdmok.

4.2. Definicié. Néhdny nevezetes szamelméleti fiiggvény:

e 7(n)=>_1 (n pozitiv osztéinak szdma);
d|n

e o(n)=>d (n pozitiv osztéinak dsszege);

d|n
e id(n)=mn;
e 1(n)=1;

1, han=1;
'5(”)_{07 ha n > 1.

4.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szdmelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha f (1) =1 és minden a,b € N
esetén a Lb = f(ab) = f(a)- f (D).

4.4. Tétel. Egy f szamelméleti fiigguény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha f (1) = 1 és tetszbleges pdronként
kiilonbozd py, ..., pr primszamok €és tetszéleges aq,. .., ax pozitiv kitevdk esetén

f@ ) =) f )

4.5. Tétel. A 7,0,id, 1,6 szdmelméleti fiigguények gyengén multiplikativak.
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4.6. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdsa n = Hf;l pit. Ekkor

k k bopritt 1
7(n) =[] (i +1); o) =[] +pi+pi+-+p) =] *—

i — 1
i=1 i=1 =1 P

4.7. Definicié. Az n természetes szdmot tokéletes szamnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv valédi osztdinak 6sszegével,
azaz o (n) = 2n.

4.8. Tétel (Euler tétele). Azn pdros szdm akkor és csak akkor tékéletes, ha elédllm = 2P~1 (2P — 1) alakban, ahol 2P —1
primszam (ekkor p is szikségképpen prim).

4.9. Definicié. Az M,, = 2" —1 alaku szamokat Mersenne-szdmoknak, az ilyen alaki primeket Mersenne-primeknek
nevezziik.

4.10. Megjegyzés. Abbdl, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példaul My, Osszetett szdm. Nem
ismert, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok paros tokéletes
szam. Paratlan tokéletes szamot egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg
(2017. szeptember 7.) ismert legnagyobb primszdm is Mersenne-prim: M 74907281, ami tizes szdmrendszerben 22 338 618
szamjegybdl all.

4.11. Definicié. Az F, = 22" + 1 alakd szémokat Fermat-szdmoknak, az ilyen alaki primeket Fermat-primeknek
nevezziik.

4.12. Megjegyzés. Fermat azt sejtette, hogy F, mindig prim. Az els§ 6t Fermat-szam valéban prim:
Fy=3, Fi=5, F» =17, F3 =257, F, = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovébbi Fermat-szdm, amit sikeriilt megvizsgdlni (részben
szamitégéppel), oOsszetettnek bizonyult. Az altaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valészinfileg csak a fenti 6t).

Az Euler-féle ¢-fiiggvény

4.13. Definicié. Jelsljiik ¢ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szdmok koziil azoknak a szdmdt, amelyek m-hez
relativ primek:

pom)=NHa:1<a<mésal m}|.
Az {gy kapott fiiggvényt Fuler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Tomérebben: ¢: N — N m — |ZF |.

4.14. Allitds. Minden n természetes szdm esetén, a primitiv n-edik eqyséqqyikik szama o (n).
4.15. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szdmok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.
4.16. Allitds. Ha a C1,C2,...,Cm €gész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és a,b € Z,a L m, akkor
acy + b,ace +b,...,ac, + b is teljes maradékrendszer modulo m.
4.17. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m redukélt maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.
4.18. Allitds. Ha a C1,C2; -+ -, Cp(m) €9€sz szdmok redukdlt maradékrendszert alkotnak modulo m, és a € Z,a 1 m, akkor
ac1,acC, . . -, ACy(m) 18 redukdlt maradékrendszer modulo m.
4.19. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiigguény gyengén multiplikativ.
4.20. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdasa n = Hlepf“’. Ekkor
k 1 k k
pn)=n-]] (1 - ) =TI —p ) =T o8 " i — 1)
i=1 pi i=1 i=1
4.21. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szdm relativ prim az m modulushoz, akkor a®™ =1 (modm).

4.22. Kévetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszim és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~! = 1 (modp). Mds
(ekvivalens) megfogalmazdsban: Ha p primszdm, akkor minden a egész szdmra a? = a (modp).

4.23. Kovetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

ki — ko

k1 =ky (modp(m)) = a™ =a™ (modm).
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Osszegzési és megforditasi fiiggvény

4.24. Definicié. Az f és g szamelméleti fiiggvények konvoliciojan az alabbi képlettel definidlt f * g szdamelméleti
fliggvényt értjiik:

n
(Frg)m) =D Fd-g(5) =D fl@g®).
d|n ab=n
4.25. Tétel. A konvolicio mivelete kommutativ és asszociativ, tovdabbd minden f szamelméleti figguényre f+x§ = dxf = f.
4.26. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti figguvények konvolicidja is gyengén multiplikativ.
4.27. Definicié. Az f szdmelméleti fiiggvény dsszegzési filiggvényén az F (n) = Zd‘nf(d) szadmelméleti fiiggvényt
értjitkk. Az f fliggvényt az F fiiggvény megforditdsi fliggvényének nevezziik.
Jeldlés. Azt a tényt, hogy F' az f Osszegzési fliiggvénye gyakran egyszeriien csak f — F jeloli.
4.28. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti figguény dsszegzési fiigguénye is gyengén multiplikativ.

4.29. Tétel. A tanult nevezetes szamelméleti fiigguények kiozdtt fenndllnak a kovetkezd dsszefiiggések: § — 1 — 7T és
p —id = o.

4.30. Definicié. Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen 1-nél nagyobb négy-
zetszammal sem.
4.31. Megjegyzés. Konnyii meggondolni, hogy egy szdm akkor és csak akkor négyzetmentes, ha primfelbontdsaban
minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvanyon) fordul eld.
4.32. Definicié. Mdbius-fiiggvénynek nevezziik az aldbbi képlettel definidlt p szamelméleti fiiggvényt:

(n) 0, ha n nem négyzetmentes;

n) =

K (=1)®, ha n el84ll k kiilonboz6 prim szorzataként.

4.33. Tétel. A Mobius-fiigguény Gsszegzési fiigguénye a § fiigguény, azaz px1 = 4.

4.34. Tétel (M&bius-féle megforditasi képlet). Tetszdleges F' szamelméleti fiigguény esetén F-nek egyetlen megforditdasi
fiigguénye van, mégpedig F x . Mdsképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor dll fenn, ha f = F x u. Részletesebben:
tetszdleges f, F szamelméleti fligguények esetén

VneN:F(n)=Y f(d) <= VneN:f(n):ZF(d)~p(g).
d|n

d|n

4.35. Kovetkezmény. Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény megforditdsi figguénye is gyengén multiplikativ.

5. Permutaciok

Permutaciok szorzasa, ciklusfelbontas

5.1. Definicié. Permutdcionak nevezziikk egy nemiires (véges) halmaz dnmagdra valé bijektiv leképezését.

5.2. Definicié. Az {1,2,...,n} halmaz 6sszes permutdcidi csoportot alkotnak a leképezésszorzds miiveletével. Ezt a
csoportot n-edfokid szimmetrikus csoportnak nevezzik, és S,-nel jeloljik.
5.3. Allitas. Tetszbleges m,p € S, permutdcidk esetén (Td'p)_l =p ln L

5.4. Definicié. Legyen m € S, és a € {1,2,...,n}. Ha ar = a, akkor azt mondjuk, hogy a fizpontja m-nek. Ha am # a,
akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme m-nek.

5.5. Definicié. Két permutécié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

5.6. Tétel. Ha 7w, p € S, idegen permutdciok, akkor folcserélhetdek, azaz wp = pm.

5.7. Definicié. Legyenek aq,...,a; € {1,2,...,n} kiilonboz6 elemek, és legyen m € S,, az aldbbi permutécié:
1T = A9, AT = A3,..., Ap_1T = Ak, QT = A1 és br =bhabd¢{ay,...,ar}.
Ezt a m permutéciot igy jeloljik: © = (a1 as - -+ ax—1 ag) és ciklikus permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

5.8. Tétel. Minden S,-beli permutdcié elédll paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elddllitas a tényezdk
sorrendjétol eltekintve egyértelmi.
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Paros és paratlan permutdciék

5.9. Definicié. A 2 hossziisdgu ciklusokat, vagyis az (i j) alaki permutécidkat transzpozicidknak nevezziik.

5.10. Tétel. Az S,, csoportot generdljék a transzpoziciok, azaz minden S, -beli permutdcio elddll transzpoziciok szorzataként.

5.11. Tétel. Egy S,,-beli permutdcid transzpoziciok szorzataként vald felirdsaban a tényezdk szamdnak paritdsa egyértelmiden
meghatarozott. Eszerint beszélhetiink paros permutaciokrdl és paratlan permutacidkrol.

5.12. Allitas. A pdros hosszusdgu ciklusok pdratlan permutdcick, mig a pdratlan hosszisdgu ciklusok pdros permutdciok.

5.13. Definicié. Az S,-beli paros permutaciok csoportot alkotnak (miért?). Ezt a csoportot n-edfokd alterndlo
csoportnak nevezzik, és A,-nel jeloljiik.

5.14. Tétel. Az S, -beli permutdcidk fele pdros és fele paratlan.
5.15. Kovetkezmény. |4, | = |S, \ 4,| = %‘

6. Nevezetes szamelméleti problémak

Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére

6.1. Definicié. Az (r,y,2) € N? szdmharmast pitagoraszi szdmhdrmasnak nevezziik, ha z? + 32 = 22. Az (z,v, 2)
pitagoraszi szdmhérmas primitiv, ha Inko (z,y, z) = 1.

6.2. Megjegyzés. Tetszbleges (z,y, z) pitagoraszi szdmhérmas esetén (z/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szdmhérmas,
ahol d = Inko (z,y, z). Tehdt elegendd a primitiv pitagoraszi szamhdrmasokat meghatdrozni, mert ezekb8l minden pitago-
raszi szamhdrmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzdssal).

6.3. Lemma. Primitiv pitagoraszi szamharmasban a tagok pdronként is relativ primek.
6.4. Lemma. Ha (z,y,z) primitiv pitagoraszi szamhdrmas, akkor x és y paritdsa kiilonboz6, z pedig pdratlan.

6.5. Tétel. Legyen (z,y,z) primitiv pitagoraszi szamhdrmas, és tegyik fel, hogy x pdros. FEkkor léteznek olyan u,v
természetes szdmok, melyekre

u>v, uZzv (mod2), uLlwv, ésx=2uv,y=u>—0v? z=u?+0%

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x,y, z) szdmhdrmas mindig primitiv pitagoraszi szamhdrmas.
6.6. Tétel (Fermat). Az a* + y* = 2* egyenletnek nincs pozitiv egészekbél dllé megolddsa.

6.7. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor). Ha n > 3, akkor az ™ + y™ = 2™ egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
allo megolddsa.

oz

6.8. Lemma. Ha m és n elddll két négyzetszdm dsszegeként, akkor mn is elédll.
6.9. Lemma. A 4k + 1 alakid primszamok elédllnak két négyzetszdm dsszegeként, a 4k + 3 alakd primek viszont nem.

6.10. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel). Pontosan azok a szdmok dllnak eld két négyzetszam dsszegeként,
amelyek primfelbontdisdban a 4k + 3 alakd primek pdros kitevével szerepelnek.

6.11. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel). Minden természetes szam el8dll négy négyzetszam dsszegeként.

6.12. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam o6sszegeként nem lehet minden
természetes szdmot eléallitani (keressiink ellenpéldét!). A természetes szamok hatvanyosszegekként vald eldéllitasaival
kapcsolatos problémékat 6sszefoglalé néven Waring-problémakornek szokas nevezni. Edward Waring X VIII. szdzadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae cimi{i miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szdm eléallithaté
kilenc kobszam osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Osszegeként. Ezek az allitasok helyesnek bizonyultak, de
csak a huszadik szazadban talaltak réjuk bizonyitast.

Altaldban ¢ (k) jeloli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy minden természetes szam eléallithat6 g (k) darab k-
adik hatvany osszegeként. Az elézdek alapjdn tehdt g (2) = 4,9 (3) < 9,9 (4) < 19, és példdk mutatjak, hogy 8 kob, illetve
18 negyedik hatvdny nem mindig elég, tehédt g (3) =9 és g (4) = 19. A g (k) szdmok meghatédrozdsa igen nehéz probléma,
még az sem vilagos, hogy egyaltalan léteznek minden k esetén;® ezt Hilbert igazolta 1909-ben. Van egy feltételezett képlet
is a g (k) szdmokra; bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és dltaldnosan elfogadott az
a sejtés, hogy valéjaban minden k-ra érvényes:

g(k)=2"+ [Z’IZ] - 2.

§Mit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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Primszamok

6.13. Tétel. Végtelen sok primszm van.
6.14. Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alakid primszdam van.
6.15. Tétel. Végtelen sok 4k + 1 alaki primszam van.

6.16. Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szdmtani sorozat kezddtagja és differencidja eqgymdshoz relativ prim,
akkor a szdmtani sorozatban végtelen sok primszdm taldlhato.

6.17. Tétel (Csebisev tétele). Bdrmely szdm és a kétszerese kozott van primszdm. Pontosabban: minden n természetes
szamhoz létezik olyan p primszdm, amelyre n < p < 2n.

6.18. Tétel. A szomszédos primek kizitt tetszdlegesen nagy hézagok taldlhatdk. (Azaz minden N € N esetén lehet taldlni
N egymdst kdvetd dsszetett szdmot.)

6.19. Definicié. Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.
6.20. Megjegyzés. Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013 &prilisaban bebizonyitotta, hogy

létezik olyan K korldt, amelyre végtelen sok olyan primpér létezik, ahol a két tag kiilsnbsége legfeljebb K (K = 70000 000
értékre, de ezt kés6bb levitték K = 246-ra).
6.21. Lemma. A > 07 | L harmonikus sor divergens, mig a Yo" | -5 sor konvergens.

n=1n

6.22. Tétel. A primszamok reciprokaibol alkotott sor divergens, azaz

Y oew

> P

6.23. Megjegyzés. Ez a tétel durvan fogalmazva azt allitja, hogy ,sok” primszdm van (négyzetszdmbdl viszont a
6.21. Lemma szerint ,kevés” van). Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan tokéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél
persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beldliik).

6.24. Megjegyzés. A harmonikus sor lassan divergil, a primharmonikus sor még lassabban. Példaul Zp <1018 % < 4 (ez
kb. a sor elsé huszonnégybillidrd tagja).

6.25. Tétel. Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22",

6.26. Definicié. A primszamok eloszldsdnak pontosabb vizsgdlatdndl hasznos a 7 (x) fiiggvény, az tigynevezett prim-
szamldlo fiiggvény, amely megadja az x pozitiv valds szamndal nem nagyobb primek szamét:

W(x):ZL

p<z

6.27. Tétel (primszamtétel). A 7 (z) primszdmldls figgvény aszimptotikusan ekvivalens az gz Jigguénnyel, azaz

(@) _ .

6.28. Kovetkezmény. Az n-edik primszam aszimptotikusan nlogn, azaz lim, #Tén =

Algebrai és transzcendens szamok

6.29. Definicié. Az a komplex szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzéré raciondlis egyiitthatds
polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens szdmoknak nevezziik.

6.30. Definicié. Ha f € Q [x] minimélis fokszdmd mindazon nemzéré raciondlis egyiitthatds f6polinomok kozott, melyek-
nek « gyoke, akkor f-et az « algebrai szam minimdlpolinomgjdnak nevezziik.

6.31. Tétel. Algebrai szam minimdlpolinomja mindig egyértelmien meghatdrozott, és irreducibilis a raciondlis szdmtest
felett. Tovdbbd, ha f € Qx| olyan irreducibilis fépolinom melynek az « algebrai szam gyoke, akkor f megegyezik o
minimdlpolinomgjdval.

6.32. Tétel. Létezik transzcendens szdam.

6.33. Megjegyzés. A fenti tétel (egyik) bizonyitdsa azon mulik, hogy algebrai szdmokat nem lehet nagyon jél kozeliteni
raciondlis szdmokkal (lasd a 6.38. Tételt). Ez a diofantoszi approximdcid témakore: adott « valds szdmhoz szeretnénk

olyan % kozelitd tortet taldlni (p,q € Z,q > 0,p L q), amelyre ’04 - g‘ kicsi, és ¢ nem til nagy.
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6.34. Tétel (Dirichlet approximaciés tétele). Minden o valds szdm és minden N természetes szdm esetén van a-nak
olyang kozelitése, amelyre

p L
a—=—|<— ¢és g<N.
q' Nq
6.35. Kévetkezmény. Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre ’oc — 5 < q%

6.36. Allitas. Ha « raciondlis szam, akkor csak véges sok olyan %’ kozelitése van, amelyre ‘a — %’ < q%

6.37. Tétel (Hurwitz). Ha « irraciondlis szdm, akkor végtelen sok olyan % kozelitése van, amelyre
1
V5¢?

Ha o= 1+2\/5, akkor az dllitds nem javithato: nem irhatunk a nevezébe semmilyen \/5-nél nagyobb szamot.

a—p‘<
q

6.38. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth). Ha « irraciondlis algebrai szdm és e > 0, akkor csak véges sok olyan §

kozelitése van, amelyre
1

q2+5

ap’<
q

6.39. Tétel. Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szdmok testében.

6.40. Tétel. Ha a algebrai szdm és n > 2, akkor {/a is algebrai szdm (a gydknek mind az n értékére).

6.41. Definicid. Az a komplex szdmot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionélis szamokbdl kiindulva a
négy alapmiivelet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és egész kitevds gyokvonds véges szdmu alkalmazdséval.

6.42. Kovetkezmény. A gyckmennyiségek algebrai szdmok.

6.43. Tétel. Van olyan algebrai szdm, ami nem gyokmennyiség.

A fenti artatlannak latszo tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté meg gyokjelek segitségével. Az
otodfoki egyenletnek mar nincs dltaldnos megoldéképlete, sét, példdul az 2 — 4x + 2 = 0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gyokei nem gyokmennyiségek.

6.44. Tétel. Az algebrai szdmok teste algebrailag zdrt, azaz ha a € C gyoke a legaldbb elsbfoki f = a,z™ 4+ -+ a1z + ag
polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor o maga is algebrai szdm.



