A permutacié fogalma

1.1. Definicid.

Permutaciénak nevezziik egy nemiires (véges) halmaz énmagéra valé bijektiv
leképezését.

1.2. Definicié.

Az {1,2,...,n} halmaz 8sszes permutaciéi csoportot alkotnak a leképezésszorzas

miiveletével. Ezt a csoportot n-edfokii szimmetrikus csoportnak nevezziik, és
Sn-nel jeldljiik.

Egy m € S, permutéciét megadhatunk egy 2 X n-es métrixszal tgy, hogy

{1,2,...,n} minden eleme ald odairjuk a 7t melletti képét:

1 2 3 - n

1w 2m 3m .-+ nm)’
Vegyiik észre, hogy 7t bijektivitdsa azt jelenti, hogy a matrix alsé sordban az
1,2,...,n szdmok egy permutdcidja van.

Szamolads permutaciokkal

Példa.

Tekintsiik Sg-ban az aladbbi 77 és p permutdcidkat:

o (12
“\3 5

Felcserélhetoség

1.3. Allftas.

Tetszbleges 71,0 € Sy permutdciok esetén (rp) * = p~ 11,

1.4. Definicié.
Legyen m€ Sy ésa€ {1,2,...,n}.

» Ha arr = a, akkor azt mondjuk, hogy a fixpontja 7t-nek.

» Ha art # a, akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme 7-nek.

1.5. Definicié.

Két permutdcié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

1.6. Tétel.

Ha 7,0 € S, idegen permutaciok, akkor folcserélhetSek, azaz tp = prt.

Ciklusfelbontds

1.7. Definicié.
Legyenek a1, ..., ax € {1,2,..., n} kiilénbézd elemek, és legyen 7w € S, az aldbbi
permutdcié:

17T = ap, a7 = as,..., ax_17T = ak, ax7T = aj és

br=bhab¢ {ar ..., ac}.

Ezt a 7t permutaciot réviden igy jeldljiik: 7w = (a1 a2 - -+ ax—1 ak) és ciklikus
permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.
1.8. Tétel.

Minden Sp-beli permutécio elball paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az
el8allitas a tényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

Példa.

Bontsuk idegen ciklusok szorzatdra a kordbban kiszamolt permutacidkat.

7 = (13) (2564), p = (123) (56), 7p = (2643), prr = (1542), p7r = (1462)

Transzpozicidk

1.9. Definicié.

A 2 hosszlisagl ciklusokat, vagyis az (i) alakd permutacikat transzpoziciknak
nevezziik.

1.10. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpoziciok, azaz minden Sp-beli permutécic eléall
transzpozicick szorzataként.

Bizonyitas.
Elég ciklusokra igazolni:
(a1a2 -+ ak-1ak) = (a1 a2) (a1a3) (a1 aa) ... (a1 ak-1) (a1 ) -

Példa.

Bontsuk transzpozicik szorzatdra a 7t = (137) (2564) permutaci6t.

T = (137) - (2564) = (13) (17) - (25) (26) (24)

vagy

- (13)(25)(47)(34)(45)(56)(67)=id = m=(67)(56)(45)(34)(47)(25)(13)

Permutacié paritasa

1.11. Tétel.
Egy Sp-beli permutdcié transzpozicick szorzataként vald felirdsdban a tényez6k
szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatdrozott. Eszerint beszélhetiink paros
permutaciokrdl és paratlan permutaciokrol
Bizonyit3s.
Tegyiik fel, hogy

T2 Tk+1 = 0102 - 02/,

ahol mindegyik T; és 0} transzpozicié. Ekkor az identikus permutacié eldall paratlan
sok transzpozicié szorzataként:

id=T1T2" " Tok4102 - - - 02071
Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.

metszéspontok szamdnak paritdsa = cserék szimanak paritdsa = paros QED

A paritds kiszamitdsa

1.12. Allitas.

A pdros hossziisagu ciklusok pdratlan permutdcick, mig a pdratlan hosszisagu
ciklusok pdros permutdciok.

Bizonyitas.

Egy k hosszisagu ciklus eldall k — 1 transzpozicié szorzataként.

1.13. Allités.
Permutdcick szorzatanak a paritasa a kovetkez6képpen alakul:

paros - paros = pdros pdros - pdratlan = paratlan

pdratlan - pdratlan = pdros pdratlan - pdros = pdratlan
Bizonyitas.

Szorziskor a permutaciét el83llité transzpozicidk szdma dsszeadddik. O

Az alternalé csoport

1.14. Definicié.
Az Sp-beli paros permutéciok csoportot alkotnak (miért?). Ezt a csoportot
n-edfoku alterndlé csoportnak nevezziik, és A,-nel jeldljiik.

Példa.
S3 = {id, (12),(13),(23),(123), (132)}

Az = {id, (123), (132)}

Példa.
Ay = {id, (123), (132), (124), (142) , (134), (143),(234), (243) ,

(12) (34), (13) (24), (14) (23)}




Az alterndlé csoport

1.15. Tétel.

Az Sp-beli permutdcick fele paros és fele paratlan.

Bizonyitas.

Legyen T € S, egy tetszbleges transzpozicié, pl. T = (12). Ekkor a

@: Ap = Sp\ Ap, T TT

leképezés bijekcidt létesit a paros permutacidk halmaza és a paratlan permutacidk
halmaza kézott. Valdban,

> VmeA,: T € S,\ An;

> Vo€ S \A, AIme Ay: mT=p (nevezetesen 1= p7 ! = pT € Ap).

1.16. Kovetkezmény.
Anl = 150\ An| = §

Reldcidk

Jrelacioé lat. 1. kapcsolat, viszony; 6sszefiiggés vmivel 2. viszonylat, vonatkozds
3. mat halmazok elemei kézotti kapcsolat [...]"

2.1. Definicié.
Adott A halmazon értelmezett relacion A-beli elemekbdl alkotott elemparok
halmazat értjiik, azaz egy tetszéleges p C A X A halmazt.

Jelolés.
Az egyszeriiség kedvéért (a, b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.
Példa.

» A=N, apb < a| b

» A=R, apb <= a<b

> A = asik egyeneseinek halmaza, apb <= a L b

> A = hdromszogek halmaza, apb <= a és b egybevagé

» A = emberek halmaza, apb <= a gyermeke b-nek
A={1,23}, p={(11).(2.2).(3.3).(23).(3.2)}

v

Bakos Ferenc: |degen szavak és kifejezések szétara

Ekvivalenciarelaciok

2.2. Definicié.

Ekvivalenciarelacionak nevezziik a p C A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi
harom tulajdonsdggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Va,b€ A: apb = bpa (szimmetria);
(3) Ya,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivités).
Példa.
» A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a || b
> A = haromszégek halmaza, apb <= a és b hasonlé
» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekci6
> A = emberek halmaza, apb <= a testvére b-nek

» A={123}, p={(1,1),(22).(33).(23).(3.2)}

> ..

Leképezés magja

2.3. Allitas.

Tetszbleges f: A — B leképezés esetén a

ker f := {(a1,a2) : aif = af} CAXA

reldcié ekvivalenciareldcié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.
Példa.
Legyen f: {—1,0,1,2,3} = Z, x — x?. Hatarozzuk meg f magjt.

kerf ={(-1,-1),(-1,1),(1,-1),(1,1), (0,0), (2,2), (3.3)}
Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor injektiv, ha magja az egyenldség relacioé:

kerf = {(a,a): a€ A}.

Példa.

Az f: A — B leképezés akkor és csak akkor konstans, ha magja a teljes reldcié:

kerf = A X A.

Ekvivalenciaosztélyok

2.4. Definicié.

Legyen p C A x A egy ekvivalenciarelacié és a tetszbleges eleme A-nak.
Ekkor az

a:={bec A:apb}
halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztélyanak (vagy blokkjanak), az
ekvivalenciaosztalyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti faktorhalmazanak

nevezziik.
Jelolés.
Az a elem p szerinti osztélyat szokds a/p-val, 3 -val vagy [a]p—val jeldlni, de mi

inkabb az egyszer(ibb 3 jelolést hasznaljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de 4ltaldban
kideriil a szévegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban forgé ekvivalenciarelacid.

A faktorhalmazt A/p jeldli, tehat

A/p={a:acA}.

Ekvivalenciaosztélyok

Példa.
Legyen A= {1,2,3}, p={(1.1),(2.2).(3.3),(2.3),(3.2)}.
Ekkor

I={1}, 2={23}, 3={2,3};

Alp={{1}. {2.3}}.

Példa.
Legyen A={-1,0,1,2,3}, f:ASZ, x— x2 és p = kerf.
Ekkor

1= {-11}, 1={-11}, 0= {0},

Alp={{-11}, {0}, {2}, {3}}.

Figyeljiik meg, hogy ha apb, akkor @ = b, egyébként pedig 2 és b diszjunkt
halmazok.

Ekvivalencidk és osztalyozasok

2.5. Definicié.

Egy nemiires halmaz osztalyozasan olyan paronként diszjunkt nemiires
részhalmazainak halmazat értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt.
Formdlisan: C C P (A) osztélyozas a nemiires A halmazon, ha

(1) VBeC:B#Q;
(2) VB #B,eC:Bi1NB,=Q;
3) U B=A

BeC

2.6. Tétel.

Legyen A egy nemiires halmaz.

> Ha p C A X A ekvivalenciareldcid, akkor A/p osztalyozds az A halmazon.

> Ha pedig C C P (A) osztalyozds, akkor az apb <= 3B C:a,be B
formuldval definidlt p reldcié ekvivalenciarelacié az A halmazon.

A most megadott ,ekvivalenciareldcié — osztalyozds” és

,osztdlyozds +— ekvivalenciarelicié” megfeleltetések egymds inverzei.

Az ekvivalenciarelacié, mint fogalomalkoté eszkoz

Példa.

> A = a sik egyeneseinek halmaza, apb <= a || b ~ az irdny fogalma

> A = hdromszégek halmaza, apb <= a és b hasonlé ~ az ,alak” fogalma

» A=P (U), apb <= létezik a — b bijekci6 ~» a szamossag fogalma

» A=Z xZ\{0}, (a1,a2)p (b1, b2) <= aiby = axb1 ~ a tért fogalma

A szamfogalom (egy) felépitése

Természetes szamok

A véges halmazok ,halmazan” értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a
kovetkezéképpen:

ApB <= létezik A — B bijekcid.
A természetes szamok nem mdsok, mint a megfelel6 ekvivalenciaosztdlyok. Péld3ul
3={1,23}={abc}={00 &}="--.
Az 6sszeadas a diszjunkt unié segitségével definislhaté: A+ B = AU B. Példaul
2+3= (M) + (0.8 = (. MU (40 8) =
= (A0 =5

A szorzés a Descartes-szorzat segitségével definialhaté: A- B = A x B. Példaul
23= (M) AR = (E5. M) < (#.0.8) =

= {(z5.4), (32.9). (5.%). (. s) (W) (&)} =6

Ezek a miiveletek joldefinidltak (mit jelent ez?) és rendelkeznek a szokdsos miiveleti

tulajdonsdgokkal. (Lasd még: Peano-axiémarendszer.)




A szdmfogalom (egy) felépitése

Egész szamok
Az Ng x INg halmazon értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a kovetkezéképpen:

(31, 22) o (bl, bz) <~ a1+ by=ay+ by.
Az egész szamok nem mdsok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztalyok. Példaul

—3=(0,3)=(1,4)=(2,5)="---.
Az Gsszeadds, kivonds és szorzds miivelete értelmezheté ezen ekvivalenciaosztdlyok
halmazén (hogyan?), és rendelkeznek a szokasos miiveleti tulajdonsdgokkal. Igy
kapjuk az egész szamok Z gyiir(ijét.

Racionalis szamok
A Z x Z\ {0} halmazon értelmezziik a p ekvivalenciareldciét a kévetkez8képpen:

(a1, 22) p (b1, bp) <= a1bp = azby.

A raciondlis szimok nem mdsok, mint a megfelelé ekvivalenciaosztélyok. Példdul

2 .

5= (2,5) = (4,10) = (6,15) = - - -.

Az Gsszeadds, kivonds, szorzas és osztds miivelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-
osztéjyok halmazan (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsagok-
kal. lgy kapjuk a raciondlis szamok Q testét.

A szdmfogalom (egy) felépitése

Valds szamok
A raciondlis szamokbdl &llé Cauchy-sorozatok halmazan értelmezziik a
o ekvivalenciareldciét a kovetkezéképpen:

{an} p {bn} <= lim (an —by) =0.

A valds szimok nem masok, mint a megfelel6 ekvivalenciaosztilyok. Példaul

m=(3, 31, 314, 3141,...) = (4, 3.2, 315, 3142,...) =---

Az Gsszeadas, kivonds, szorzds és osztds miivelete értelmezhetd ezen ekvivalencia-
osztalyok halmazédn (hogyan?), és rendelkeznek a szokdsos miiveleti tulajdonsagok-
kal. lgy kapjuk a valés szdmok R testét. (Ldsd még: Dedekind-szeletek.)

Komplex szamok

A komplex szdmok szokdsos definiciéja nem hasznal ekvivalenciarelcikat, de
késébb majd latunk egy alternativ definiciét valds polinomok ekvivalenciaosztélyai
segitségével.

Részbenrendezési relacid

2.7. Definicié.
Részbenrendezési relacionak nevezziik a p C A x A relaciét, ha rendelkezik az
aldbbi hdrom tulajdonsdggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Ya,b € A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Ya,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitds).

Ha még a kovetkezd tulajdonsig is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy
linedris rendezésnek) nevezziik:

(4) Va,b € A: apb vagy bpa (dichotémia).

Példa.
» A=R, apb <= a<b
» A=No, apb < a| b
» A=P(U), apb <= aC b

Részbenrendezett halmaz

Jeldlés.

A részbenrendezéseket szokds a < szimbdlummal jel6lni, még akkor is, ha az
alaphalmaz elemei esetleg nem is szdmok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy
a<b.

2.8. Definicié.
Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz,
és < részbenrendezés A-n.

Példa.

fme harom négyelemii részbenrendezett halmaz:
> ({1,2,3,4}; <),

> ({L.2.3.4};]),
> (P({ab});9).

Fedési relacié

2.9. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a, b € A. Azt mondjuk, hogy
b fedi a-t, ha a < b, de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt
a < b jeldli, és a < reldciét az adott részbenrendezéshez tartozé fedési relacionak
hivjuk.

Példa.
» Az (IN; <) részbenrendezett halmazban a < b <= b=a+1
> Az (RR; <) részbenrendezett halmazban a < b <= SOHA!
> Az (IN;|) részbenrendezett halmazban a < b <= b = ap (p prim)

> A (P (U); Q) részbenrendezett halmazban A < B <= |B\ Al =1

Hasse-diagram

2.10. Tétel.

Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatdrozza a fedési relcidja.

Bizonyitas.
A végességnek koszonhetéen a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b
Gsszekothetd fedések lancolataval:

a<b < dneNdg,....cn€EA: a=c<a<-<c-1<cp=b 01

2.11. Definicié.

Egy (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjan egy 4brat értiink, amelynél
A elemeit (sikbeli) pontokkal dbrazoljuk oly médon, hogy a < b esetén a b-nek
megfelelé pont ,foljebb” van, mint az a-nak megfelelé pont, és e két pontot akkor
és csak akkor kotjiik ssze, ha b fedi a-t.

Minimalis, maximalis, legkisebb, legnagyobb elem

2.12. Definicié.

Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz.

Az a € A elemet minimalis elemnek nevezziik, ha nincs néla kisebb elem, és
legkisebb elemnek nevezziik, ha & mindenki mdsnal kisebb.

Hasonléan a € A maximalis, ha nincs ndla nagyobb elem, és a € A legnagyobb,
ha & mindenki masnal nagyobb. Formadlisan:

> aminimdlis <= BbeA:b<a;

> alegkisebb <= Vbe A:a<b;
> amaximilis < FbecA:b> a
> alegnagyobb <= Vbe A:a>b.

Példa.
Az (No;

) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme 1, a legnagyobb eleme pedig 0.

2.13. Tétel.

Részbenrendezett halmazban legféljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van
legkisebb elem, akkor az minimdlis elem is, s6t 6 az egyetlen minimdlis elem.
Hasonlé érvényes a legnagyobb elemre is.

Lexikografikus rendezés

2.14. Definicié.

Legyen (A; <) egy linedrisan rendezett halmaz (dbécé) és legyen A" az A elemeibé|
képezett elem n-esek halmaza (szavak).

Azt mondjuk, hogy az a = (a1,..., an) € A" szé lexikografikusan kisebb a

b= (by,..., by) € A" széndl (jeldlés: a C b), ha

Jie{l,....,n}: aj < bj és minden j < i esetén a; = b;.

AzaCb <= aC bvagya=b képlettel definidlt T reldciét lexikografikus
rendezésnek nevezziik.
Példa.
Soroljuk fel lexikografikusan névekvd sorrendben az A = {a, b, c} dbécé feletti
kétbetiis szavakat.

aalCabC acC baC bbC bcC calC cbC cc
Példa.

Soroljuk fel lexikografikusan névekvé sorrendben az A = {0, 1} dbécé feletti
harombetiis szavakat.

000C 001010011 £ 100 101 C 110 £ 111

Lexikografikus rendezés

2.15. Tétel.
Tetsz8leges (A; <) linedrisan rendezett halmaz és n pozitiv egész szm esetén
a C reldcid linedris rendezés az A" halmazon.

Bizonyitas.
> reflexivitas: Vilagos.

> antiszimmetria és dichotémia: Ha a # b akkor az a és b kozétti elsd eltérés
szerint vagy a C b vagy a 7 b teljesiil (és csak az egyik).

> tranzitivitds: AMNTFH. a C b C c. Ekkor valahogy igy fest a helyzet:

a @@ -+ a1 & - & djy1 0 dn-1 an
Il Il Il A

by b -+ b1 b -+ b b1 -+ bp1 by
Il Il Il Il A

a <& - CG-1 G 0 GGyl ot Cp-l Cp

Tehdt a és ¢ kozott az els6 eltérés az i-edik helyen van: a; < ¢;. EzértaC c.




Lexikografikus rendezés

2.16. Tétel.

Az (IN§; C) rendezett halmazban nincs végtelen hosszii csékkend sorozat.

2.17. Tétel.

A szam n-esek komponensenkénti dsszeaddsa szigortian monoton a lexikografikus
rendezésre nézve: barmely a,b,a,b € INj esetén
aCb, aCb = a+a C b+b,

és egyenlbség csaka =b, a = b esetén teljestil.

Emlékeztetd

3.1. Definicié.
A d egész szdmot az a és b egész szdmok legnagyobb k6zos osztéjanak
nevezziik, ha kielégiti a kovetkezd két feltételt:

(1) d|aésd]|b;

(2) VkeZ:(k|aésk|b) = k|d.

A t egész szam legkisebb k6zos tobbszorose a-nak és b-nek, ha kielégiti a
kovetkezd két feltételt:

(1) altésb|t;

() YkeZ:(a|késb|k) = t|k.

Jeldlés.

Az a és b szdmok legnagyobb kézds osztéjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kézds
tdbbszérésiiket pedig Ikkt (a, b) vagy [a, b] jeldli.

3.2. Megjegyzés.

A legnagyobb kozos oszté nem egyértelmii: ha d legnagyobb kozds osztdja a-nak és
b-nek, akkor —d is az (de e két szdmon kiviil nincs més legnagyobb kézds osztd).
Altaldban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk tekinteni.

Az Inko rendezéselméleti megkozelitése

3.3. Megjegyzés.
Az 3.1. Definicié szerint Inko (a, b) nem mds, mint (D, N Dp; |) legnagyobb eleme.

Nem trividlis, hogy létezik legnagyobb eleme ennek a részbenrendezett halmaznak
(miért?), de az euklideszi algoritmus garantalja, hogy létezik.

Az ,iskolds definicié” szerint az a, b € IN szdmok legnagyobb kéz6s osztdja nem
mas, mint (D, N Dp; <) legnagyobb eleme. Errdl vildgos, hogy létezik, de az nem
vildgos, hogy Inko (a, b) nem csak nagyobb minden mds kozés oszténal, de
tébbszordse is minden mds kézos oszténak.

Tegyiik fel, hogy d = Inko (a, b) az 3.1. Definici6 értelmében. Ha k € D, N Dy,
akkor k | d és igy k < d, azaz d legnagyobb eleme a (D, N Dp; <) részben-
rendezett halmaznak is. Tehat az ,egyetemi definicié” és az ,iskolds definicié”
ekvivalens egymassal — legalabbis pozitiv egész szdmokra.

Mennyi Inko (0,0)?
Jiskolds definicié™: (Do N Do; <) = (INg N No; <) = (INg; <) legnagyobb
eleme, ami nem létezik!

.egyetemi definicié”: (Do N Do;|) = (Ng NNo; |) = (INo; |) legnagyobb
eleme, azaz 0.

v

v

Euklideszi algoritmus

3.4. Tétel (euklideszi algoritmus).

Bdrmely két természetes szamnak van legnagyobb kdzbs osztdja, és az az euklideszi
algoritmussal megkaphatd. Az a = ry, b = 1 természetes szimokon végrehajtott
euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

n=qnt+r 0<n<n);
n=aqnrt+trn (0<rn<n);
(0<m<nm);

n = qr+n

ricr = qiri+ripn (0< g <n);

Az eljdrds véges szamii lépés utdn véget ér: létezik olyan n € IN, hogy rp+1 = 0.
A legnagyobb kéz8s osztd az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko (a, b) = ry.

A legnagyobb kézds oszto kifejezhetd a két szam
Jinedris kombindcidjaként”: léteznek olyan x,y egész szamok,
melyekre ax + by = Inko (a, b).

Euklideszi algoritmus @

Bizonyitas.
. Teljes indukcidval” megmutatjuk, hogy minden i-re 3x;,y; € Z : ax; + by; = r;.

Kezdlépések: o =a-1+b-0ésn=a-0+b-1.

Tth. j=0,1,...,i esetén 3x;,y; € Z: ax;+ by; = r;. (IH)

Fejezziik ki rj1-et a és b segitségével:
(IH)
rig1= fic1—ri-qi = (axi—1+byi1) — (ax; + by;) - qi
= a-(X-1—xq;) + b- (yi-1— yiqi)-
———— —_——
Xi+1 Yi+1

Mivel Inko (a, b) ~ rp, azt kapjuk, hogy ax, + by, ~ Inko (a, b). O

Relativ primség

3.5. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok relativ primek, ha Inko (2, b) = 1.
Jelolés: a L b.

3.6. Tétel.
Tetsz8leges a, b, c € Z esetén ha a L b, akkor a| bc < a|c.

3.7. Tétel (Euklidesz lemmdja).
Tetszbleges a, b, ¢ egész szdmok esetén ha Inko (a, b) # 0, akkor

a|bc <~ #|c
Inko (a, b) '

Diofantoszi egyenlet

3.8. Tétel.

Tetsz8leges adott a, b, ¢ (nemnulla) egész szdmok esetén az ax + by = ¢
kétismeretlenes linedris diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg,
ha Inko (a, b) | c. Ha (xo,y0) egy megoldds, akkor birmely t € Z esetén az alibbi
(¢, yt) pdr is megoldds, tovdbba minden megoldds el6dll ilyen alakban a t szam
alkalmas megvdlasztdsaval:

a

Ye=Yo— "t

b
= .t
X =x+ ' Inko (2, b)

Inko (a, b)
Bizonyitas.
Legyen d ~ Inko (a, b) # 0. Tudjuk, hogy Ju,v € Z: au+ bv =d.
1. Van megoldds <= d | c.

= : Ha (x,y) egy megoldas, akkor d | ax + by = c.
<=: Had|c, akkor c =d§ = (au+bv)§=a ug+b-vs, tehat

x=ug, y=vg egy megoldds.

Diofantoszi egyenlet

Biz. (folyt.)
Legyen M a megolddshalmaz: M = {(x,y) :ax+ by =c} CZ X Z.
Tth. (x0,¥0) € M, azaz axp + byo = c.
2. I\/I:{(xt,yt):tGZ},aholxr:XoJrg%’, yr=yo—g-t
D a(xo+5t)+b(yo—3t) =axot b+ Lt—2Lr=c
C:  Legyen (x,y) € M.
ax+by=c=axo+byy = ax—axp= byy— by
= b|a(x—xo)
= 5lx—x
= dteZ: xfxozgt
Tehdt x = xg + g -t = x¢. Az y-ra vonatkozé képlet
ezutdn mdr egyszer(i visszahelyettesitéssel kijon:
__ abd

byo—by =a(x—xp) = 2% = y=y—t=y. O

A kongruenciarelacié definicidja

3.9. Definicié.

Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy

a kongruens b-vel modulo m. Az m szamot a kongruencia modulusanak
nevezziik.

Jelolés.

A kongruenciat = jeldli, a modulust utana zardjelben tiintetjiik fel a mod roviditést
haszndlva (de ezt id8nként elhagyjuk). Tehdt a= b (modm) <= m|a—b.

3.10. Tétel.

Tetsz8leges m > 2,a,b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil,
ha a és b ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Bizonyitas.
Legyen a=mq+rés b= mt+s, ahol 0 < r,s < m.

mla—b=m(q—t)+r—s < m|r—s < r—s=0 <= r=s O




A kongruenciarelacié tulajdonsagai

3.11. Tétel.

Tetszbleges m, my, my > 2,a, b, ¢, a1, b1, a2, bo € Z esetén érvényesek az aldbbiak:

(1) a=a (mod m)
©)]

a
(3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm)

(reflexivitds);
=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria);
(tranzitivitds);

ap = b1 (modm) _ o .
()agzbz (modm>}=>21:taz_b1ﬂ:b2, ar-ax = by by (modm);
(5) ha c # 0, akkor ca= cb (modm) <= a= b (mod m)

(6) ham L c, akkor ca= cb (modm) <= a=b (modm);

a=b (modm)
(mod my)

(8) haa= b (modm), akkor Inko (a, m) = Inko (b, m).

} <= a=b (mod[my, m));

A kongruenciarelacié tulajdonsagai

Bizonyitas.
(4) Tfh. a3 = by és ap = b, (mod m). Ekkor m | ay — by és m | ap — by.
?

al-azébl-bQ (modm) d m\31327b1b2
?
<~ m ‘ aijax — byax + brax — bibp
?
<=>m‘(217b1)~32+b1-(327b2)/

(5) ca=cb(modm) <= m|ca—cb=c(a—b)
= (m—’l"c)\a—b
= aEb(modﬁ)

(mod my)

b
b (mod my)

,—\
)
=

[

1]

} <~ ml,m2|afb

= [mi,mp]|a—b

<= a=b (mod[my,mp]) O

Maradékosztélyok

3.12. Definicid.

Egy a egész szdm modulo m maradékosztalyan az
a={beZ:a=b (modm)}
halmazt értjiik.
Jelolés.
A modulo m maradékosztélyok halmazat Z, jeldli. Tehat
Zm={3:acZ}={01,....m—1}.
3.13. Definicié.

A modulo m maradékosztélyok halmazén értelmezziik az elsé hdrom alapmiiveletet
a kovetkez6képpen: tetszbleges a, b € Z esetén legyen

a+b=a+b a—b=a—b a-b=a-b.

3.14. Tétel.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok ésszege (kiilénbsége,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik szamot
valasztjuk reprezentansnak. Ezekkel a miiveletekkel Z., kommutativ egységelemes
gyliriit alkot (modulo m maradékosztaly-gyiirii).

Szédmolds maradékosztalyokkal

Példa.

Szamoljunk Zj»-ben!
»6+8=2
»6-8=10
»6.8=0
»5° =5

Példa.

Z.4 6sszeadd- és szorzétablaja:

Wl NI ROl 4
w| N~ ol ol
ol Wl NI | =
R Ol wl NIl NI
NI = O Wi wi
ol ol ol ol ol
Wl Nl R Ol -
Nl ol NI ol NI
=N Wl ol wi

Wl N = ol

Redukalt maradékosztalyok

3.15. Megjegyzés.

A 3.11. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztdly és az
m modulus legnagyobb k&zds osztéjardl beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentans
vélasztasatdl). Késébb fontos szerepet jétszanak majd azok a maradékosztélyok,
amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jeldlést
vezetiink be.

3.16. Definicid.

Az3 € Z, maradékosztilyt redukdlt maradékosztalynak hivjuk, haInko(a, m)=1.

Jelolés.
A mod m redukélt maradékosztdlyok halmazat Zj, jeldli. Tehat

Z,,={3a€Zn:al m}.
Példa.

7t =1{1233), 7;={15}, Zj,={L37.9}

Linearis kongruencidk

3.17. Definicié.
Linedris kongruencianak nevezziik az ax = b (mod m) alakd ,egyenletet”,

ahol a, b, m adott egész szdmok, és az x ismeretlent is az egész szdmok kérében
keressiik.

Példa.
Oldjuk meg a 3x =4 (mod5) kongruenciat.

Egyik médszer:
3x =4 (mod5) <= 5|3x—4 <= JycZ:3x—4=>5y
Megoldjuk a diofantoszi egyenletet (y nem is kell):
x =345t <= x=3 (mod5).

Mdsik médszer:

3x =4 (mod5)
3x =9 (mod5) (mert 4=9 (mod5))
x =3 (mod5) (leosztottunk 3-mal (!))

Linearis kongruenciak

3.18. Tétel.

Az ax = b (mod m) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
Inko (a, m) | b.

Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok egyetlen modulo %
alkotnak, modulo m pedig Inko (a, m) a megolddsok szama.
Ha xo egy megoldas, akkor az altalanos megoldas:

maradékosztalyt

X=xp+t- (modm) (t=0,1,...,Inko(a,m)—1).

m
Inko (a, m)
Bizonyitas.

Legyen d = Inko (a, m). Fogalmazzuk &t a kongruenciat diofantoszi egyenletté:
ax=b (modm) <= m|ax—b
< Jye€Z: ax—b=my
< dye€Z: ax—my=»>b
> Akkor és csak akkor van megoldds, ha d | b.

> Ha xo egy partikularis megoldas, akkor az dltaldnos megoldas: x; = xo +t- 5.

Ezek az x; szamok egyetlen modulo 7 maradékosztélyt alkotnak.

Linearis kongruenciak

Bizonyitas. (folyt.)
» Hany megoldds van modulo m?
Xty = Xt, (modm) <= xo+t1-F =x0+t2-F (modm)

m
2" q
= t-F=t-F (modm)

Tehat d megoldas van modulo m, mert ennyiféleképp lehet a t paramétert
megviélasztani modulo d. Elégat =0,1,...,d — 1 értékeket tekinteni; ezek
megadjak az dsszes megoldast modulo m:

XEXO+t'% (modm) (t=0,1,...,d—1)

Multiplikativ inverz

3.19. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m,
ha ab=1 (modm).

Hasonléan 3, b € Z,, egymés multiplikativ inverzei, haa-b=1.

Jelolés.

Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ
inverzét a—l-gyel jelsljiik. Hasonléan 3 € Z,, multiplikativ inverzét 31 jelsli.

3.20. Tétel.

Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha
a L m. llyenkor a multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatdrozott.
Hasonléan, 3 € Zn, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ inverzzel,

haa e Z},. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatdrozott.

3.21. Kovetkezmény.

A Zm maradékosztaly-gyirii akkor és csak akkor test, ha m primszdm.

3.22. Tétel (Wilson tétele).
Ha p primszam, akkor (p—1)! = —1 (modp).




Negativ kitevés hatvanyozas

3.23. Definicié.
Ha a és m relativ primek, akkor tetsz8leges k € IN esetén értelmezziik az a=*
negativ kitevéjii hatvanyt modulo m: legyen a—* = (ak)71 (mod m).

Hasonlképpen @ € Z7, esetén legyen () % = (5’()714

3.24. Megjegyzés.

Meg lehet mutatni, hogy a hatvdnyozds szokdsos azonossdgai érvényben maradnak
az egész kitevés mod m hatvényok fenti értelmezése mellett.

Linedris kongruenciarendszerek

3.25. Definicid.

Adott a;, b, n; (i=1,2,..., k) egész szdmok esetén az alibbi ,egyenletrendszert”
linearis kongruenciarendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az
egész szamok korében keressiik):

alx = b1 (mod n1)
axx = by (mod np)

agx = by (mod ny)

3.26. Megjegyzés.

A 3.18. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon
megoldhatjuk (ha van megoldasuk), és igy a kongruenciarendszert a kévetkezé
alakra hozhatjuk:

x=c¢; (modmy)

x = ¢ (modmy)

Linearis kongruenciarendszerek

3.27. Tétel.

A (x) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha
Inko (m1, mp) | c1 — c.

3.28. Tétel.

A (%) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely két
kongruenciabdl allé részrendszere megoldhatd, azaz

Vi,j . Inko (m,-, rnj) ‘ Ci — CJ'A

Specidlisan, pdronként relativ prim modulusok esetén mindig van megoldds.

3.29. Tétel.

Ha a () linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen

mod [my, my, ..., mg| maradékosztilyt alkotnak.
x =c1 (modm)
X =

¢ (mod my)

x = ¢, (mod my)

Kinai maradéktétel

3.30. Tétel (kinai maradéktétel).

Tegylik fel, hogy az my, ma, ..., my modulusok paronként relativ primek, jelélje a
szorzatukat M, tovabbs legyen M; = M (i =1,2,..., k).

Jelélje zj az Mizi =1 (mod m;) segédkongruencia egy megolddsat (i =1,..., k).
Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:

K
X = }: ¢iM;z; (mod M) .
i=1

3.31. Kovetkezmény.
Ha m L n, akkor az aldbbi B leképezés bijektiv:

B: Zmn —> Zm X Zp, X+ (xmod m, xmod n).

Bizonyitas.

A B leképezés bijektivitdsa azt jelenti, hogy tetszbleges a, b € Z esetén pontosan

Nevezetes szamelméleti fliggvények

4.1. Definicié.
Szamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szdmok
halmazdn van értelmezve, értékei pedig valés (vagy komplex) szédmok.

4.2. Definicié.
Néhdny nevezetes szdmelméleti fiiggvény:

» 7(n)= Y. 1 — n pozitiv osztéinak szama;
din

» 0 (n)= Y. d — n pozitiv osztéinak Ssszege;

alb = f(ab)="f(a)-f(b).

4.4, Tétel.
Egy f szamelméleti fiiggvény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha
f (1) =1 és tetszbleges paronként kiilénbéz8 p, . .., pn primszamok
ésay, ..., &y pozitiv kitevbk esetén

F(B ool = F (1) oo F ).

4.5, Tétel.
A T,0,id, 1,5 szdmelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.

egy olyan X € Zpmp létezik, amelyre d|n
B x =a (modm) > id(n)=m
x=c (modmy) x = b (modn) »1(n)=1
x =c (modmy)
. () A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernak valdban létezik > 5(n)= {1' han=1
_ ; megolddsa (sziirjektivitds), azt pedig mar kordbban I4ttuk, hogy a megoldds modulo 0, han>1
x = ¢, (mod my) ) p . PRSI
Ikkt (m, n) = mn egyértelmiien meghatarozott (injektivitds). O
Gyenge multiplikativitds Képletek Tokéletes szamok
4.7. Definicié.
4.3. Definicié Az n természetes szdmot tokéletes szamnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv
Azt mondjuk, hogy az f szdmelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha valédi osztdinak Gsszegével, azaz o (n) = 2n.
f(1) =1 és minden a, b € IN esetén 4.6 Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdsa n = H:'(:l pf"' . Ekkor

A
—
2
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z»

(@i +1);
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-

) kit _q
(+ptpite+py) =17
i=1 Pi —

S
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4.8. Tétel (Euler tétele).

Az n pdros szim akkor és csak akkor tokéletes, ha el6all n = 2P~1 (2P — 1)
alakban, ahol 2P — 1 primszdm.

4.9. Definicid.

Az M, = 2" — 1 alakd szdmokat Mersenne-szamoknak, az ilyen alakd primeket
Mersenne-primeknek nevezziik.

4.10. Megjegyzés.

Abbdl, hogy n prim, még nem kévetkezik, hogy M, is az, példaul M11 nem prim.
Nem ismert, hogy Iétezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy
|étezik-e végtelen sok paros tokéletes szam. Pdratlan tokéletes szimot egyet sem
ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik.

A jelenleg (2016. szeptember 7.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim:
M74207281, ami tizes szamrendszerben 22338 618 szamjegybdl all.




Mersenne-primek

Fermat-primek

Az Euler-féle ¢-fiiggvény

M, =2P—-1 2Pl (2p —1
P P ( ) _ 4.11. Allitas 4.14. Definicié.
2 3 6  Okori gorogok e ' sliii _ né 4 < 57ii
Minden n € N esetén Jelsljiik ¢ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szdmok koziil azoknak a
3 7 28  oSkori gorogok szdmat, amelyek m-hez relativ primek:
5 31 496  OSkori gorogok 2" +1 primszam = n kettS8hatvdny. (m)=[{a:1<a<mésal m
g(m)=[{a:1<a<mésal m}|.
7 127 8128  dSkori gorogok L
13 8191 33550336 1456 4.12. Def”n“ﬂo- Az igy kapott fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Témérebben:
. Az F, = 22" 4+ 1 alakii szamokat Fermat-szamoknak, az ilyen alakd primeket
17 131071 8589869056 1588, Cataldi Fermat-primeknek nevezziik. ¢:N =N, m— |Z2)].
19 524287 137438691328 1588, Cataldi X ,
4.13. Megjegyzés.
31 2147483647 2305843008139952128 1772, Euler ; o o ) ) ) ,
Fermat azt sejtette, hogy F, mindig prim. Az elsé 6t Fermat-szam valéban prim: Példa.
61 ~ 2 trillié ~ 2 szextilli6 1883, Pervushin 9 (5) = |{1,2,3,4}| = 4
89 27-jegyii szam 54-jegyli szdm 1911, Powers Fo=3, F1 =5, F, =17, F3 =257, F4 = 65537, o6) ‘{1 5}‘ )
107 33-jegyli szam 65-jegyli szam 1914, Powers de Euler észrevette, hogy Fs = 641 -6700417. Minden tovabbi Fermat-szdm, amit 0 (10) = |{1,3,7,0}| = 4
127 39-jegyli szdm 77-jegyli szdm 1876, Lucas sikeriilt megvizsgélni (részben szdmitégéppel), 6sszetettnek bizonyult. Y -
. : Az &ltaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van ¢ (81) = [{1,2,4,5,7,8,...,76,77,79,80}| =81 — 27 =54
: : C (valésziniileg csak az elsé 6t). _
74207281 22338618-jegyli szam 44677 235-jegyii szam 2016, GIMPS ¢ (1000) = 1000 — 500 — 200 + 100 = 400
Maradékrendszerek Gyenge multiplikativitds 4 s Képlet
4.15. Definicié. 4.19. Tétel.
Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szimok egy olyan Az Euler-téle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ. 420, Tétel
rendszerét, amely minden mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. . ., ). Tetel [ . o “ P ko«
Bizonyitas. Legyen az n természetes szdm primtényez8s felbontdsa n = [1;_, p;’. Ekkor
4.16. Allitas. Tth. m és n relativ primek, és tekintsiik a ,birkds" bijekciét: . . .
Ha acy,c,...,cm egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, B " =n- (1 _ l) _ ( @ ai—1) G-l 1y
ésa,beZ,al m, akkor aci + b,aco + b, ..., acym + b is teljes maradékrendszer B: Zmn — Zm X Zn, X+ (xmod m, xmodn). ) E pi ,131 Pi Pi ) EP: (P )
modulo m.

4.17. Definicié.

Modulo m redukalt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan
rendszerét, amely minden mod m redukalt maradékosztdlybdl pontosan egy elemet
tartalmaz.

4.18. Allités.
Haacy,o,..., Cp(m) egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m,
ésac Z,al m, akkor ac, ac, ..., aCy(m) is redukalt maradékrendszer modulo m.

Vildgos, hogy minden x-re
xLlmn < x1L mésx.Ln

Ez azt jelenti, hogy B bijekcit létesit a Z7,, és Z7, x Z}, halmazok kézdtt, tehat
ezek azonos elemszamuak:

@ (mn) = |Z| = |25y x Zo| = |Z3] ¥ | 23] = ¢

(m)-¢(n).

Bizonyitas.
A gyenge multiplikativitds miatt elegendd primhatvanyokra igazolni az allitast:
¢(p") = Ha:1<a<p*ésalp'}
=Ha:1<a<p“éspta}| =p*—p* L

Az Euler—Fermat-tétel

4.21. Tétel (Euler—Fermat-tétel).
Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a9(™ =1 (mod m).
Bizonyitas.

Legyen ¢, 2, ..., Cp(m) redukdlt maradékrendszer modulo m.
Mivel a L m, ezért acy, aco, ..., aCy(m) is redukalt maradékrendszer modulo m.

€L C e Co(m) = ACL-AC..."aCh(m) (mod m)
4

L @ Cop(my = a9(m) CCL Gt Co(m) (mod m)
4

1 = a9(m) (mod m)

4.22. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel).

Ha p primszam és a nem oszthatd p-vel, akkor a~* =1 (mod p).
Ha p primszam, akkor minden a egész szamra aP = a (mod p).

Az Euler—Fermat-tétel

4.23. Kdvetkezmény.
Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

ki = ko (mod g (m)) = a* = ak (modm).

Bizonyitas.

Ha ky = ko (mod ¢ (m)), akkor ko = ki + ¢ (m) - t alkalmas t egész szammal.
Ezért

ake = gatelmrt = gl (gl = k(1) = &% (mod m) .

Konvolucié

424, Defim’cié

szdmelméleti fiiggvényt értjiik:

(Feg)( Zr’ )g(Z)= X fae).

ab=n

4.25. Tétel.

A konvolicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovabba minden f sziamelméleti
fliggvényre f x6 = dxf = f.

Bizonyitas.

A kommutativitas vildgos, az asszociativitashoz pedig azt kell ellenérizni, hogy

((fxg)xh)(n b): f(a h(e)=---=(fx(gxh)(n).
Mivel b > 1 esetén 6 (b) = 0, ezért
(Fx0)(n)=Y f(a)é(b) = f(a)é(b)="f(n)é(1)=~F(n). O

ab=n a=n,b=1




Konvoltcié

4.26. Tétel.

Bizonyitas.
Tfh. f és g gyengén multiplikativ és a L b. Soroljuk fel a és b osztdit:

Da:{ul,...,uk}, Db:{vl_..,Vg}.
(fxg)(ab) = }.F(d) g(%)
dlab

L Tle) 8 (5)

Gyengén multiplikativ szimelméleti fiiggvények konvoliicidja is gyengén multiplikativ.

Osszegzési fiiggvény

4.27. Definicié.
Az f szdmelméleti fiiggvény dsszegzési fiiggvényén az F (n) = Lg|, f (d)
szdmelméleti fliggvényt értjiik. Az f fiiggvényt az F fiiggvény megforditasi
fliggvényének nevezziik.
Jelolés.
Azt a tényt, hogy F az f Gsszegzési fiiggvénye gyakran egyszeriien csak f — F
jeloli.
4.28. Tétel.
Gyengén multiplikativ szimelméleti fiiggvény bsszegzési fiiggvénye is gyengén
multiplikativ.
Bizonyitas.

f gyengén multiplikatl'v}

o = F = f 1 is gyengén multiplikativ O
1 gyengén multiplikativ

Osszegzési fiiggvény

4.29. Tétel.

A tanult nevezetes szamelméleti fiiggvények kozétt fenndllnak az alabbi
osszefiiggések:

o—=1—=1, @—id—=o.

Bizonyitas.

Jeldlje @ a ¢ fiiggvény Gsszegzési fiiggvényét. Mivel @ gyengén multiplikativ, ® is
az (és persze id is), igy elegendd a ® (n) Zid (n) egyenléséget primhatvanyokra
ellenérizni. Tetszbleges p prim és & € IN esetén

Q(p") =)+ +e(P?)++o () +o(r)
=1+(p=1)+ (PP —p)+- -+ (P =p2) + (0" -

— o= id(p).

pafl)

A Mobius-féle u-fiiggvény

4.30. Definicid.

Az n természetes szdmot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen
1-nél nagyobb négyzetszammal sem.

4.31. Megjegyzés.

Koénnyii meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha
primfelbontdsdban minden prim csak egyszer (azaz elsd hatvényon) fordul el8.
4.32. Definicid.

Mébius-fiiggvénynek nevezziik az aldbbi képlettel definidlt y szimelméleti
fliggvényt:

wo={ S,

ha n nem négyzetmentes;
ha n el6all k kiilonb6zd prim szorzataként.

A Mobius-féle u-fiiggvény

4.33. Tétel.

A Mobius-fiiggvény sszegzési fiiggvénye a o fiiggvény, azaz ypx1=9.
Bizonyitas.

Jeldlje M a u fiiggvény Gsszegzési fiiggvényét. Mivel u gyengén multiplikativ, M is

az (és persze ¢ is), igy elegendd az M (n) Zs (n) egyenléséget primhatvanyokra
ellendrizni. Tetszbleges p prim és o € IN esetén

M(p*) =p (1) +pu(p)+u(p?) +-+u(p*h) +p(p)
= +( 1) 40+ +0+0
=0=45(p").

Mabius-féle inverzids formula

4.34. Tétel (Mobius-féle megforditdsi képlet).

Tetszbleges F szamelméleti fiiggvény esetén F-nek egyetlen megforditdsi fiiggvénye
van, mégpedig F * .

Masképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = F x p.

Részletesebben: tetszbleges f, F szamelméleti fliggvények esetén

VneN:F(n)=Y.f(d) <= VneN:f(n ZF u ()
d|n d

Bizonyitas. ,

Tetszbleges f, F szamelméleti fiiggvény esetén F = f x1 <= f = Fxpu.

= Tfh. F =f x1. ,Konvolvaljuk be" az egyenléség mindkét oldalat p-vel:
F=fxl = Fxp=(Fxl)sxpu=~Ff*x1sxpu)=rFf+x6="r.

<= : Tfh. f = F x u. ,Konvolvaljuk be" az egyenl6ség mindkét oldalat 1-gyel:

f=Fxpy = fxl=(Fxpu)xl=Fx(uxl)=Fx5=F.

Mobius-féle inverziés formula

4.35. Kovetkezmény.
Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye is gyengén
multiplikativ.
Bizonyitas.
F gyengén multiplikatl’v}

o f = F x p is gyengén multiplikativ ]
u gyengén multiplikativ

Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Test folotti polinomokra ugyantigy elvégezheté a maradékos osztds és az arra épiilé
euklideszi algoritmus, akarcsak az egész szamokra. Az elébbi tételek (és azok
bizonyitasa) szinte sz6 szerint lemésolhaték (HF végiggondolnil). ime a diofantoszi
egyenletekrdl sz6l6 tétel polinomos megfeleldje:

5.1. Tétel.

Legyen T egy test és f, g, h € T [x] nemnulla polinomok.

Ekkor az fu+ gv = h kétismeretlenes linedris ,diofantoszi” egyenlet akkor és csak
akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra nézve, ha Inko (f,g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor barmely t € T [x] esetén az alabbi (ut, v¢) par is
megoldds, tovabba minden megoldds el6dll ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvdlasztasdval:

e =t Inko( g) o
e=v Inko(f,g) ’

Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa.

Oldjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x] polinomgyiiriiben, ahol
f:x4+2><3+4x2+2x+3, g:x3+x2+x—3.
f :( +1) + 2x24+4x+6

g = ) (x*+2x+3) + 0

Tehét Inko (f, g) ~ x2 +2x + 3.

Fejezziik ki a legnagyobb kdzos osztét f és g segitségével:

1 1 1 1
2 = - —_ . = — . p—— —_— .
X +2x+372(f (x+1)-g) 5 f+< 3% 2) g
. 1 1 1
Az egyenlet egy megoldasa: up = 3 W=Tpx— 5




Diofantoszi egyenlet polinomgytiriiben

Ha p prim, akkor Z,, test, és igy beszélhetiink Z, feletti polinomokrdl. Ezekkel

ugyantigy (vagy kdnnyebben!) lehet szdmolni, mint szdmtest feletti polinomokkal.

Példa.
Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet az Zs [x| polinomgyiiriiben, ahol

f:x2+§x+i g=x3+§x2+1x+§.
3+22+8x+2 = ( + ) ( T) + x+3
x24+3x4+1 = x- ( + ) + 1
x+3 = ( -+ ) + 0

Fejezziik ki I-et f és g segitségével:

IT=f—x-(x+3) =f—x-(g— (x+4) - f) = (x®+3x+1) - f—x g

Az egyenlet egy megoldasa: ugp = x> +4x+1, vy = —x.

Polinomgylir(i faktortestei

Ha T egy test (példdul T = Q, R, C vagy Z,) és m € T [x], akkor a modulo m
kongruencia és a modulo m maradékosztélyok ugyantigy definidlhatéak, mint az
egész szamok korében, és hasonlé tulajdonségokkal rendelkeznek (HF végig-
gondolni!). A maradékosztély-gyiriit itt T [x] / (m) jeldli.

5.2. Tétel.

Ha m egy n-edfokd polinom a T test felett, akkor a T [x] / (m
osztaly-gyiirii kommutativ egységelemes gylirii, melyenek elemei egyértelmiien
felirhatok az alabbi alakban:

a"71)(r171 4

) maradék-

+ aix + ag (an-1,...,a1,a € T).

5.3. Tétel.
Az f € T [x] / (m) maradékosztélynak akkor és csak akkor van multiplikativ
inverze, ha f és m relativ primek.

5.4. Kovetkezmény.
ATI[x]/(m
felett.

) maradékosztaly-gylirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T

Egy fontos maradékosztélytest

Az R [x] / (x? 4 1) maradékosztaly-gyiirii test, mert x* + 1 irreducibilis a valds
szamok teste felett. Mik az elemei ennek a testnek, és hogyan kell szdmolni veliik?

> Elemek: Az R [x] / (x?+1) test minden eleme egyértelmiien felirhatd a
kovetkez6 alakban:
a+ bx (a,b€eR).

> Osszeadss: at+bx+c+dx=(a+c)+ (b+d)x.

> Szorzés: a+bx-c+dx = ac+ (ad + bc)x + bdx?

= ac+ (ad + bc)x + bd (—1)
(ac — bd) + (ad + bc)x.

Ez szinte sz6 szerint ugyanaz, mint a komplex szdmok teste: R[x] / (x2+1) = C.

5.5. Megjegyzés.

A fenti példahoz hasonléan minden m € T [x] irreducibilis polinomnak lehet
,gyokat csindlni™: a T [x] / (m) maradékosztélytest egy olyan kibévitése a T
testnek, amelyben m-nek van gyoke.

Egy véges test

Példa.
Szémoljunk a Z3 [x] / (x® 4+ x + T) testben! Ennek 8 eleme van:

X241, x24x, x2+x+1.

Xx+14+x2+x= x24+2x+1 = x2+41 (semmi vész)

x+1-x24x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x + 1)

A nyolcelem( test miivelettdblazatai

+ 0 1 « atl o? @41 a®ta @ tatl
0 0 1 « a+1 a2 a?+1 a?+a a?4a+l
1 1 0 at1 a 241 o2 iatl ot
« « a+1 0 1 24w @tat+l  a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 2+a+l e a2+1 a?
o2 a2 241 a?+a a4+a+l 0 1 3 atl
2?41 a? 41 o2 @tatl  alta 1 0 atl «
o2+ @ +a 2tatl o2 @ +1 « a+1 0 1
4a+l | a?+atl  aP4a a?+1 a? a+1 « 1 0

0 1 « atl a? a2+1 a?+a a+a+l
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « at1 a? a2+1 a?+a a2 4a+l
« 0 « o2 2 ta a1 1 @ratl  a?41
a+1 0 a+1 @ ta a?+1 @tatl  o? 1 «
a2 0 a2 a+1 @ta+l Pt « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a2 3 @ta+l atl a?+a
o ta 0 o ta @iatl 1 2?41 at1 a a?
24a+l |0 2+a+l  a+41 « 1 @ ta a? a+1

Szamolds Q[x| faktortesteiben

Példa.
Hatdrozzuk meg a K = Q|[x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?+ bx+c (a,b,c € Q) alakuak, ilyen alakban szeretnénk

azT=2—x " elemet is megkapni.

2x ' = 7= 2-x-u=1

<~ (2-x)u=1 (modx®—-7)
— veQx:2-x)u=1+(>-T7)v
< u=x2+2x+4 (modx3—7)

= T=x2+2x+4

Tehdt 2—x = x2+2x + 4.

Példa (folyt.).

Az el6z6 szamolds eredménye Gsszefoglalva:
(2=x)(x*+2x+4) =1+ (x> —7) - (... valami polinom...).
irjunk x helyébe +/7-et:
Q= VT)(V49+2VT+4) =1+ (7—7)-(...valami szdm...).

Tehat azt kapjuk, hogy

=49+ 2V7+4.

7

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.

Emlékeztetd

Definicié vagy tétel?

Legyen T egy test és p € T [x]. A p polinom irreducibilis T felett, ha legaldbb

elséfokd, és nem bonthaté deg p-nél kisebb fokszdmu polinomok szorzatara:
HegeTix]: p=Ff-g é 1<degf degg < degp.

Vigyazat!

Gyliriik felett ez 4ltaldban nem igaz! Példiul a p = 2x € Z [x] polinom nem

irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - x felbontds itt nem trividlis (miért?).

5.6. Tétel.
» Az elséfokd polinomok bdrmely test felett irreducibilisek.
> Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke T-ben.
> Haf € T[x] és2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs
gyoke T-ben.

5.7. Tétel.

Test feletti polinomgyfiriiben minden legaldbb elséfokd polinom felbomlik
irreducibilis polinomok szorzatdra, és ez a felbontds lényegében (azaz a tényezék
sorrendjétél és asszocidltsagtdl eltekintve) egyértelmii.

Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis == nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfoku polinomokra. Elséfokiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikacié igaz a masod- és harmadfokd polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

Az f = x* +2x% + 1 € R [x] polinomnak nincs valés gySke, mégsem irreducibilis R
felett:
f= (x2 + 1)()(2 +1).




Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!

Egy irreducibilis faktorizacié

Példa.

Bontsuk irreducibilis tényezék szorzatdra az aldbbi polinomot:

F=x34+34 -3+ +x—1€Zs[x].
Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébdlhatjuk, hogy gyoke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, anndl a Horner-médszerrel megéllapitjuk a multiplicitdst, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

F=(x—1)2(x=3) (x—4) (x* +4x +2).

Az x? 4 4x + 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfokd, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb fokd polinom marad a gydktényez8k kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség ...)

Véges testek

5.8. Tétel.

Akkor és csak akkor létezik q-elemii test, ha q primhatvany.

Bizonyitds helyett.
Barmely p primszdm és n pozitiv egész szam esetén létezik n-edfoki irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trivialis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy véges test, akkor tartalmaz prim elemszamii résztestet (kozel sem
trividlis!).

Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p". 0

A g-elemli testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jelsli (Galois Field).

Véges testek

Példa.

> kételem(i test: GF (2) = Z,

> hiromelemii test: GF (3) = Z3

> négyelemii test: GF (4) = Z; [x] / (x2 +x+1)
Stelemdi test: GF (5) = Zs

v

> hatelem test: nincs!

hételemii test: GF (7) =< Z7

v

v

nyolcelemii test: GF (8) & Z5 [x] / (x3+ x+1)
kilencelemii test: GF (9) = Zs [x] / (x®+1) = {a+ bi: a, b € Z3}

tizelem{i test: nincs!

v

v

Emlékezteto

5.9. Definicié.

Az f = apx"+ -+ +aix+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (c) = apc"+---+aic+ap € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—=T,c—f(c)

leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeldljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrél van szé. Ha polinomfiiggvényekré!
van sz6, akkor x-et véltozénak nevezziik (nem pedig hatarozatlannak).

Polinom vs. polinomfiiggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
237300 =01T=122=2
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3 — 73,00, 1+—1, 2+ 2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonb6zé polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

Polinom vs. polinomfiiggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elemii test, akkor

> a T — T leképezések szama g9, mig

> T feletti polinombdl végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z8 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!

Irreducibilitds kiilonbozo testek felett

Példa.
Az f = x2 +1 € R [x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mér
felbomlik: x2 4+ 1= (x+i) (x — ).

Példa.

Az f = x? —2 € Q|[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: x2 —2 = (x — v/2)(x + v2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altalsban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,tSbb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett Z f irreducibilis T felett.

Emlékeztetd
A komplex szdmtest felett csak az elséfoki polinomok irreducibilisek, a valds
szamtest felett pedig csak az elséfokiak és a negativ diszkrimindansi masodfokuak.

Irreducibilis faktorizacié a raciondlis szamtest felett

Példa.

Hatdrozza meg az f = x5 — 27 polinom irreducibilis felbontésatQ felett.
A polinom komplex gyokei: V3, =3 a, &, B B ahol

(1 B) S e ()0

&

A C feletti felbontas (azaz a gydktényezds alak):
F = (x=V3)(x+V3) (x—a) (x— @) (x— ) (x— B)..

Az R feletti felbontds:

f= (x—V3)(x+V3)(x* —2Rea-x +|a*) (x* = 2Re p - x + |B[*)

= (x—=V3)(x+V3) (x> = V3x+3) (x* + V3x +3).

A Q feletti felbontas:
f=(x2=3)(x*+3x2+9).




Felbontas Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legalabb elséfokii egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel nila kisebb
fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatdra, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) 3g,he Z[x]: f =gh é 0<degg,degh<n;
(2) 3g.he Q[x]: f=gh é 0 <degg,degh< n.
Bizonyitas.

O
5.11. Megjegyzés.
A misodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsd viszont nem
ekvivalens azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?). Tehét a fenti tételt nem

fogalmazhatjuk meg egyszeriien tgy, hogy egy egész egyiitthatés polinom akkor és
csak akkor irreducibilis Z felett, ha irreducibilis Q felett.

Kronecker médszere
Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?
AMN
Tfh. f =g-h, ahol g,h € Z[x] és 0 < degg < degh < n.
Ekkor deg g < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)|f(0)=3, b:=g(l)|f(1)=1 c:=g(2)|f(2)=3.
Tehdt az (a, b, c) szdmharmasra 32 lehetéség van:
(abc)e{-3,-1,1,3} x {-1,1} x {-3,-1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatdrozni a g polinomot
Lagrange-interpolacidval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrividlis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(abc)=(113) » g=x>—x+1 w f=(x*—x+1)(x>—3x+3)

Schonemann—Eisenstein

5.12. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szamnak, ha a
oszthaté p-vel, de p2-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jelsli: p || a <= p|aés p?ta.

Példa.
312 de 2)12

5.13. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitdsi kritérium).
Legyen f = apx"+ - -+ aix+ ag € Z [x|. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptan plani,..., plaw pl ao

akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.

Irreducibilis polinomok Q felett

5.14. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.
Bizonyitas.

x"4+2

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szdmtest esetével:
» C felett csak az elséfokiak,
> R felett csak az elséfoktiak és bizonyos masodfokiak
irreducibilisek.

Még szerencse, hogy a raciondlis szamok testének mar nincs valédi részteste!
(miért?)

VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

5.15. Megjegyzés.

A Schénemann—Eisenstein-tétel megforditésa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelelé
oszthatdsagi feltételeket, nem kdvetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditds helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

5.16. Tétel (muidtivl ietilidisubsmi sldt-nistensezid—nnsmansra2).

Legyen f = apx" + - -+ aix + ag € Z [x|. Ha létezik olyan p primszdm amelyre

pll anp|an-1.....p| a1, ptao, akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste
felett.

Raciondlis gyokok

5.17. Tétel (Rolle tétele).

Legyen f = apx" + -+ - + a1x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha 5 egy egyszerlisithetetlen tért alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz
p.gqEZ, q#0ésinko(p,q) =1), akkor

f(g) =0 = q|anésp|ap.
Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ag nem garantilja,
hogy g gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gy6kot megtaldlhatjuk (ha van egyéltaldn raciondlis gydk).

Racionalis gyokok
Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy g gydke f-nek (Inko (p, q) = 1).

n n—1
O:f(3> :anp—n+an,1%+---+a1g+ao.
q q q q

Szorozzunk be g"-nel:

0= anp"+an1p" g+ +a1pg™ ! + a0q"
~—
pl = p| = pla
Hasonléan:
anp” 4+ 3,1p" g+ +a1pg"t +agq” =0 N
L O
qla, &= q| = q

Irreducibilis felbontds Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az alabbi polinomot:

f=2x" +5x% 4 4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12

Raciondlis gyok csak £1, £2, 3, £:4, 16, £12, +1, £3 lehet.

Ezek koziil —1 és 7% valéban gyok. Horner-mddszerrel levalasztva a gyokényezOket
azt kapjuk, hogy

f= (x+%) (x+1)% (2x* + 12x +24) = (2x+ 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett (Schénemann-Eisenstein, p = 3).

Elemi tortekre bontds a raciondlis szamok korében

5.18. Definicid. c
Elemi torteknek nevezziik a — alaku torteket, ahol p primszam, k és ¢ pozitiv
p
egészek, és ¢ < p.
5.19. Tétel.
Minden raciondlis szam felirhaté egy egész szam és elemi tértek dsszegeként.
Bizonyitas (vazlat).
Hérom , triikkre” lesz sziikségiink:
1. Tetszbleges a, b,c € Z (a, b # 0) esetén
alb = 3IxyecZ: i:iJrX.
ab a b

Ezt ismételten alkalmazva minden raciondlis szamot fel tudunk bontani
primhatvany nevezdji tortek Osszegére. Példdul:

157 157 7x+y721+74
72 0 23.327 23 327 23 32




Elemi tortekre bontas a raciondlis szamok korében

Bizonyitas (folyt.)
2. Maradékos osztas segitségével levdlasztva a tortek egészrészét, elérhetjiik, hogy

C
minden tértiink —- alaki legyen, ahol 0 < ¢ < p*:
p

B 0 b (D=1t
72 28 0 32 703 32728 3
3. Minden ik alakd tortben a nevezét felirjuk p-alapl szdmrendszerben, és

,szdmjegyenként szétszedjiik™

5 101, 22+1 22 1 1 1.
BB B BB
5 12 3+2 3 2 1, 2
=% 3 “pip=ity

Tehat a végeredmény:
E:l+}+i+l+i_
72 2 B3R

Polinomokra minden ugyantigy megy

Tetszbleges T test esetén a T [x] polinomgylirli elemeivel ,ugyantigy” lehet
szamolni, mint egész szdmokkal (maradékos osztas, euklideszi algoritmus), ezért az
el8bbi eljaras T feletti polinomokra is miikodik.

5.20. Definicid.

A T test feletti raciondlis torton — alakd formalis kifejezést értiink, ahol

f,g € T[x] és g # 0. Minden racionilis torthéz tartozik egy racionalis
tortfiiggvény (a két fogalom nem Gsszekeverendd!). A T feletti raciondlis tortek
halmazat T (x) jeldli.

5.21. Definicid.

A T test felett elemi tértnek (vagy parcidlis tértnek) olyan raciondlis tértet
neveziink, amelyben a nevezé T felett irreducibilis (f6)polinom hatvanya, és a
szamlalé foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokdnal:

£

— €T(x), aholf,peT[x], k€N, pirreducibilis T felett, degf < degp.
p

Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

5.22. Tétel.
Tetszbleges T test felett minden raciondlis tért felirhatd egy polinom és elemi
raciondlis tortek Gsszegeként.
5.23. Kovetkezmény.
A komplex szdmok teste felett minden raciondlis tért felirhaté egy polinom és véges
sok

A

(x+a) k

alakd raciondlis tort osszegeként.

(AaeC keN)

5.24. Kovetkezmény.
A valds szdmok teste felett minden racionalis tért felirhaté egy polinom és véges sok
A
(x+a)k
Bx+ C
(x2 4 bx + ¢)

(A,aeR, ke N), illetve
(B,C,b,c€R, b*—4c <0, ke N)

alakd racionalis tort 6sszegeként.

Elemi tortekre bontds test feletti raciondlis tortek korében

Példa.
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére R felett az — racionalis tortet.
xX“+ x
1 1 7A+ B  A(x+1)+Bx (A+B)x+A
x2+x  x(x+1) x  x+1 x(x+1) x(x+1)
T
A+B=0éA=1
()
A=1éB=-1
Tehdt
1 1 1
x2+x x x+1

Elemi tortekre bontds test feletti raciondlis tortek korében

Példa.

3x% +2x +1
Bontsuk parcidlis tortek Gsszegére R felett a X7t axt

—————— raciondlis tortet.
X7 +2x5 +x3

3 4+2x+1 3P +2x+1 3x3+42x+1
xXT4+2x54+x3 X3 (x*+2x2+1) T3 (x2+1)2 -

A B C Dx+E Fx+6G

“xtTetaet e e

X X X x4 +1 (x2+1)
A1) +Bx (63 41) 4 C (33 +1) H (Dx+E)xP (P 41) +(Fct G)x®
B x3(x2+41)2 B
(A+D)x%+(B+E)x*+(2A+C+D+F)x*+(2B+E+G)x3+(A+2C)x*+Bx+C

x3(x2+1)?

i

A+D=0 B+E=0 2A+C+D+F =0,

2B+E+G=0, A+2C=3 B=2 C=1

Elemi tortekre bontds test feletti raciondlis tortek korében

Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldjuk:

A=1,B=2 C=1,D=-1, E=-2 F=-2 G=2

Tehat )
3x“+2x+1 1 2 1
Mi2o+e xteta’

—2x—2
(x2+1)2-

—x—2
x2+1

Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2x +1
Bontsuk parcidlis tortek dsszegére C felett a ol racionalis tortet.
X7 +2x5 4+ x3
3x2+2x+1  3x®+2x+1  3x*42x+1

XT+ 2543 X3 (x2 4 1) B X3 (x4 )% (x—i)? B
A B C D E F G

=—+=+= -+ — + -+ —
x  x2 0 x3  x+i (x+i)2 X —i (Xf,‘)2
)

A+D+F=0 B—iD+E+iF+G=0, 2A+C+D—-2/E+F+2iG=0,

2B—-iD-E+iF-G=0, A+2C =3, B=2, C=1

Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldjuk:

1 1
A:l,3:2,C:l,szifgi,Ezif—/,F:7—+—i,G:—+—/
Tehat
3x2+2x+171+2+1+ -3 1-4i -3+ F4di
X +254+x3  x X2 X3 x+i (x+i)2 x—i (Xf,‘)Z

Gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefliggés
Ha az f = x? + a;x + ap € C[x] polinom gydkei a1 és ap, akkor
X2 4 ax +ag = (x — 1) (x — a2) = x2 — (a1 + a2) x + a2,

kovetkezésképp ,
—a; = a1+ €S ap = X142.

Haaz f =x3+apx? +aix+ap € C [x] polinom gydkei a1, ap, a3, akkor
3 tapx®4ax+ap = (x—a1) (x —a2) (x —az) =
=x3— (0(1‘H¥2+0(3)X2 + (D(lDQ + K103 + tXQD(g,)X — N10N3,
kovetkezésképp
—ap = a1 +an + a3,
ap = K10 + 143 + a3,
—ap = K123,




Gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefliggés

6.1. Tétel.
Legyenek az n-edfokii f = x" + ap_1x""1 + - + aix + ag € C [x] f8polinom
komplex gydkei a1, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a

multiplicitdsa). Ekkor fenndlinak az aldbbi 6sszefiiggések:

—ap-1= a1+ a4+ ap
an—2 = M1 + A1A3 + -+ Xp_1&p;
—ap-3 = N1N203 + K1X2K4 + -+ -+ Xp_20p_10p;

n—1
(=1)" a1 =wap - ap_2fp_1 @102 Rpofp + o+ AQA3 Ap_1&p;
(—1)” ap = X1A20&3 ***Kp_1&p.

Bizonyitas.

Az x"+ap_1x" L+ taix+ag = (x —a1) - (x — apn) egyenldség bal oldalan

x"~K egyiitthatéja a,_, mig a jobb oldalon

(—a1) -+ (—o) + ...

Viete-formuldk

6.2. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viete-formuldaknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (—1)k an—k
4ll, a jobb oldalon pedig az a1, ..., &, betlikbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzat

sszege, tehat egy ())-tagli ésszeg. Formalisan:
_1)k = s .
( ) an—k = Z Qjy Ry = oo Qe

1<h<ip<-<ix<n

Még formdlisabban: .
(_1> an—k =

Tobbhatarozatlani polinomok

6.3. Definicid.

Adott T test feletti n-hatarozatlanii monomnak nevezziik az axfl .- -x,l,(" alaku
formilis kifejezéseket, ahol 0 # a € T és kq, ..., kn € INp. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak oknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatérozatland polinomok halmazat T [x1, ..., xp] jeldli.
6.4. Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és Gsszeaddssal T [xi, ..., Xp]

integritdstartomany.

6.5. Megjegyzés.

Az n-hatdrozatlani polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
Txt,.ooxa] = (T [x1, ..., xn=1]) [Xn] ,

azaza T [x1,...,xp—1] integritdstartomany feletti (egyhatdrozatland)
polinomgydirii.

Tobbhatarozatland polinomok

Példa.
f= 7x12><3 — 2)<1><2)<§1 + 9x1xp — 3)<12><2)<32 + X1X2X33 — 2X12+
5X1X22X3 — X12X2X3 — 6x1x3 + 2X§ + x1><32 + 4x22x§ +8  €R[xy, x2,x3]
f=x2(—30x3 —xox3+7x3—2) +
x1- (5x3x3 — 2x2x3 + X053 + 92 + X2 — 6x3) +
(4X22X§ + 2x§ + 8) € R [x2, x3] [x1]
cx2- (73)(3? —x3) + (Tx3 — 2))+
X1 -

(
(X22 < (5x3) —x2 (234 + 3 +9) + (& — 6><3))+
(

X3 - (4)(%) + (2x32 + 8)) € R [x3] [x2] [xi]

Lexikografikus rendezés

6.6. Definicid.
Azt mondjuk, hogy az axfl - -x,‘,(" monom lexikografikusan megel6zi a
b><ll1 S x,/," monomot, ha

3/6{1,...,"}: ki=h,...,kic.1=1li—1 és ki > I;.

(Vagyis megkeressiik az elsé eltérést a ki, ko, ... knésaz h, b,..., In
kitevGsorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szdm &ll ezen a helyen, az keriil
el8rébb a lexikografikus sorrendben.)

Jel6lés.

Tetsz8leges M, N € T [x1, ..., xn] monomok esetén M T N jeldli azt, hogy

M lexikografikusan megel6zi N-et, M= N pedig azt, hogy M 1 N vagy M ~ N.
A = relaciét lexikografikus rendezésnek nevezziik.

Lexikografikus rendezés

Példa.
xfx§9x323le 7C xf'xgx%xf
72><13><2x§><f 73 14x13><2x§x2
X]X2X§X4 0 3x§x§x§
12x12x§’><3xf 7~ —9x12)<23xgx2

Lexikografikus rendezés

6.7. Allitds.
A monomok halmazdn 2 reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcid, valamint M2 N és
MEN akkor és csak akkor all fenn egyszerre, ha M és N asszocialt.

6.8. Megjegyzés.

Az eléz6 3llitds szerint a = reldcié teljes rendezés (dichotém részbenrendezés) a
monomok halmazdn ,modulo asszocidltsig’. Altalaban egyszerre csak egy adott
polinomban eléfordulé monomokat vizsgalunk, ezek kézott pedig nincsenek
asszocialtak (azokat dssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valéjaban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

6.9. Allitas.

A monomok szorzasa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszéleges
M, M, N, N monomokra ha M2N és M2N, akkor MM2NN, és itt asszocialtsag
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M ~ N.

Lexikografikus rendezés

Példa.
A korabbi példdban szerepld polinom tagjai lexikografikusan csokkend sorrendben:
f= 73x12x2x32 —x12><2)<3 + 7><12)<3 - 2><12 + 5x1><22><3 — 2x1x2><§+
+x1xzx§ + Ixyx0 + X1X32 — 6x1x3 + 4x22x32 + 2)<32 +8

6.10. Allités.

Tetsz8leges f, g € T [x1, ..., xn] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjanak szorzata.

Bizonyitds.

frjuk fel f és g tagjait lexikografikusan cs6kkend sorrendben:
f=M+---+Ms, M 3J---3Ms, LET(f)= My;
g=N+---+ N, Ny 3I--- 3N, LET(g) = M.

st

fg=(My+- 4 M) (N + -+ Ne) = MiNy + -+ McNe = Y Y M.
i=1j=1

Ha (i,j) # (1,1), akkor M1 2M;, N1IN;, és e két egyenlbtlenség koziil legaldbb az

egyik szigori. Tehat MyNy 0 M;Nj, azaz LET(fg) = My = LET(f) LET(g). [J

6.13. Megjegyzés.

Szimmetrikus polinomok

6.11. Definicid.
Az f € T[xi,...,xn| polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns
a hatdrozatlanok minden permutécidjara, azaz
V€ Sy f (X Xnm) = F(X1,..., Xn) .
6.12. Definicié.

A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinom az xi,..., x,
hatarozatlanokbdl képezett 6sszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).

Jelolés.

A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinomot o jeldli (az alaptest és n
értéke 3ltaldban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

ok = Z Xyt Xy oot Xj = Z Hx,— €T (xt,....,xn].
1<ij<ip<--<ix<n 1C{1,....n} i€l

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezhetdk ki
egy komplex egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyckeibél. Tehat a
Viete-formuldk oy (a1, ...,a,) = (71)’( an—x alakban is felirhaték.




Szimmetrikus polinomok

Példa.
irjuk fel a Viete-formuldkat az x3 4 2x2 + 8x + 6 polinomra.

a1 +az+az = o1 (ag,az,a3) = =2,

apag +a1a3 +axe3 = 02 (v, a2,43) = 8,

—6.

ayaon3 = 03 (ay, ap, a3) =

A fentiek segitségével a gyokok sok mds kifejezését is kiszamolhatjuk, pl.:

1 1

1 _ apap o3 +aony 8 4
a1 an | owz B

N1003 —6 3
a3aons + ayadus + aya0a = ayaons - (a1 + an +az) = (—6) - (=2) =12

Figyeljik meg, hogy ezek mind szimmetrikus kifejezései a gyokoknek.

A szimmetrikus polinomok alaptétele

6.14. Tétel.

A szimmetrikus polinomok részgyliriit alkotnak a T [x1, ..., Xa] polinomgyiiriiben.
6.15. Lemma.

Ha axlk1 - -x,f" egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor

ky > -+ > kn.
Bizonyitas.
Tth. f szimmetrikus polinom, LET(f) = axlk1 cooxkn és ki < kjy1. A szimmetria
miatt f tagjai kozott szerepel az M := axlk1 . -xf”lxl.ﬁl . -x,lf" monom is.
Node M T LET(f). 4 0

6.16. Lemma.
Tetszbleges ki > - -+ > k, nemnegativ egészekhez léteznek olyan I, ..., In
nemnegativ egészek, hogy 0{1 ok eT [X1, ..., xn] lexikografikusan elsé tagja

éppen xlkl o x,’f" .

A szimmetrikus polinomok alaptétele

6.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).
Barmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formadlisan:

VfeT [Xl, ..
Példa.

Fejezziik ki az f = X13 +x23 +x33 € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

. Xn| : £ szimmetrikus => 3'h € T [x1,...,xp) : f = h(0o1,...,00).

f= x13 + X23 + xg’

f—03 = —3xdxo — 3x¥x3 — 3x1x3 — 6x1x0x3 — 3x1x3 — 3x3x3 — 3x24
f— (7'% + 30102 = 3x1x0x3

f—03 430100 — 303 =0

Tehat

f= (713 — 30102+ 303 = h(01,02,03), ahol h(x1, x2, x3) = x13 — 3x1x2 + 3x3.

SZPAT +Viete

Példa.
Anélkiil, hogy megkeresnénk a gyokoket, hatdrozzuk meg az f = x3 —3x2 4 x — 8
polinom gyckeinek kobosszegét, valamint szimtani, mértani és harmonikus kézepét.

A Viete-formulak szerint
a1 +ao+az = o1 (g, a0,a3) = 3,

w102 + w163 + ape3 =

I
=

02 (a1, a2, a3)
ayaon3 = 03 (ay, ap,a3) =
Az el6z6 feladat alapjén

a3+ a3 +ad =01 (m1, w2, 03)% — 301 (a1, a2, a3) 02 (w1, a2, a3) + 303 (w1, 42, 03) =

=3%_-3.3.14+3.8=42

SZPAT +Viete

Példa (folyt.).

a1 +ax+az = op(ag,az,a3) = 3,
aran +aras +agay = 0 (ag,a2,a3) = 1,
ajwons = 03 (a1, 02,a3) = 8.
szamtani kézép:
oy +ao+az 3 -1
3 3
mértani kdzép:
Yaragnz = V8 =2
harmonikus kdzép:
3 o 3 30(10(2%3 _ 3-8 — o4
1 1 1 7 ameptmaztage - =
sTs Ty ] ajan + aja3 + axaz 1

Diszkriminans

6.18. Definicié.

Az f € C [x] fépolinom diszkriminansa:

(i — ),
1<i<j<n

ahol a1, ...,ap az f polinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor feltiintetve,
amennyi a multiplicitasa).

A diszkriminans a gyokok szimmetrikus polinomja, ezért kifejezhet6 a polinom
egyiitthatéi segitségével.

Példa.

Az f =x?+ bx+c = (x —a1) (x — az) polinom diszkriminansa:

D = (a1 — a2)? = a + a3 — 2m100 = (a1 + a2)% — 4z
(7b)2 —4c=b?—4c

A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (x1 —x)? (x1 —x3)° (2 — x3)°

01 =x1+x2+ X3
0y = x1x2 + X1X3 + X2Xx3

03 = X1X2X3

D= x{‘xg - 2foQX3 + Xfx32 — 2x13x§’ + 2x13x22)<3 + 2x13xzx§ — 2xl3x33
+X12x§ + 2x12><§'><3 — 6x12><22x32 + 2x12x2x§ + Xlzxg — 2X1X§X3

+2x1x23x§ + 2><1x22x33 — 2><1x2><§ + ><§><32 — 2x23x33 + )(22>(§1

A harmadfokd polinom diszkriminansa

2.2
D —ofo5 =
—4xf><2)<3 — 4xl3x'_§ — 6x13x22)<3 — 6x13)<2x§ — 4x13x§’
—6x12x23)<3 — 21x12x22x§ — 6X12X2X3 —4x1X5 X3
76x1x§’x32 — 6x1><22x3? — 4)<1><2><§1 — 4><§’><33

2 2
D —ofo5 + 4(71303 =
—4x13x§’ + 6xf’x22x3 + 6xf’xzx§ - 4xl3x33 + 6x12)<23><3
+3x2x3xE + 6x2x053 + 6x1X3 X2 + 6x1X355 — 4x33
D— 1712022 + 4(71303 + 405 =
18X13X22X3 + 18)<13><2x2 + 18x12x23x3 + 27x12x22)<§
+18x12xz)<33 + 18x1x5 x32 + 18)(1)(22)(;’

D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 = —21xPx3%3

D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 + 2702 = 0

A harmadfoki polinom diszkriminansa

D= 1712022 — 4(71303 — 41723 + 18010203 — 270_%

Ha (x —a1) (x — a2) (x — a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formuldk szerint
o1 (w1, 42,a3) =0,
02 (w1, 42,43) = p,
o3 (w1, 42,43) = —q,

tehat

D (zx1,zx2,tx3) = 74(72 (0(1, a, lX3)3 — 270’3 (le, 0(2,0(3)2

—4p% — 2747

-~ ((9+2))




Pitagoraszi szamharmasok

7.1. Definicié.

Az (x,y,z) € IN3 szdmhdrmast pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha

X2 +y? =22 Az (x,y, z) pitagoraszi szdmhdrmas primitiv, ha Inko (x,y,z) = 1.
7.2. Megjegyzés.

Tetszdleges (x, y, z) pitagoraszi szdmhdrmas esetén (x/d,y/d,z/d) primitiv
pitagoraszi szdmhdrmas, ahol d = Inko (x, y, z). Tehat elegendd a primitiv
pitagoraszi szimhdrmasokat meghatarozni, mert ezekbdl minden pitagoraszi
szdmharmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzassal).

Példa.
> (3,4,5)
> (5,12,13)
> (8,15,17)
> (7,24,25)

>

Pitagoraszi szamharmasok

7.3. Lemma.
Primitiv pitagoraszi szimhdrmasban a tagok paronként is relativ primek.

Bizonyitas.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmas, d := Inko (x, y).
dlxy = d?|x%y?
— 2|2y =22
= d|z
= d|Inko(x,y,z)
= d=1

— xly
Hasonléan igazolhatd, hogy x L zésy | z. O

Pitagoraszi szamharmasok

7.4. Lemma.

Ha (x,y,z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, akkor x és y paritdsa kiilsnb6z8,
z pedig pdratlan.

Bizonyitas.

Paros szdm négyzete nullat, paratlan szdm négyzete pedig egyet ad maradékul
4-gyel osztva. Ezt felhaszndlva ...

x mod 2 ymod?2 x2+y? =z?mod 4
0 0 0 4
0 1 1 v
1 0 1 v
1 1 2 4

Pitagoraszi szamharmasok

7.5. Tétel.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, és tegyiik fel, hogy x paros.
Ekkor léteznek olyan u, v természetes szamok, melyekre

u>v, u#v (mod2), Inko(u,v) =1, ésx=2uv,y =u?—v2 z=u?+2

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x,y,z) szdmhdrmas mindig primitiv
pitagoraszi szamhdrmas.

7.6. Tétel (Fermat).
Az x* 4+ y* = z* egyenletnek nincs pozitiv egészekbél allé megolddsa.

7.7. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor, 1993-95).

Ha n > 3, akkor az x" + y" = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl allé
megolddsa.

Két négyzetszam Osszege

7.8. Lemma.
Ha m és n eldall két négyzetszam dsszegeként, akkor mn is elSall.
Bizonyitas.
mn = (a2 + b?) (2 + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? |
7.9. Lemma.

A 4k + 1 alakid primszamok elballnak két négyzetszam dsszegeként, a 4k + 3 alakd
primek viszont nem.

7.10. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel).

Pontosan azok a szamok 4llnak el6 két négyzetszam Osszegeként, amelyek
primfelbontdsaban a 4k + 3 alakd primek paros kitevével szerepelnek.

Példa.
153=32.17=32. (2 +12) = (3-4)° +(3-1)2 =122+ 3
2173 =41-53 = (42 +52) - (22 +72) =272 + 382
13940 =13-29-37 = (224 3%) - (22 +52) - (12 +6%) = (112 +16°) - (12 +6?)
= 852 + 822

Waring-problémakaor

7.11. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel).
Minden természetes szam el6all négy négyzetszam dsszegeként.

7.12. Megjegyzés.

Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy hdrom négyzetszam Gsszegeként
nem lehet minden természetes szdmot el8allitani (keressiink ellenpéldat!).

A természetes szamok hatvanydsszegekként valé el6éllitasaival kapcsolatos
problémakat Gsszefoglalé néven Waring-problémakdrnek szokas nevezni.

Edward Waring XVIII. szézadi angol matematikus Meditationes Algebraicae cimii
miivében azt dllitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szam el84llithaté kilenc
kdbszam Gsszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Gsszegeként. Ezek az
allitasok helyesnek bizonyultak, de csak a huszadik szdzadban taldltak rdjuk
bizonyitést.

Waring-problémakor

7.12. Megjegyzés (folyt.).

Altalaban g (k) jeldli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy minden
természetes szam eldallithaté g (k) darab k-adik hatvény dsszegeként.

Az el8z8ek alapjan tehdt g (2) =4, (3) < 9,8 (4) < 19, és példdk mutatjik, hogy
8 kb, illetve 18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat g (3) =9 és g (4) = 19.

A g (k) szdmok meghatarozasa igen nehéz probléma, még az sem vildgos, hogy
egyaltalan léteznekS minden k-ra, bar ezt mar Waring is sejtette. Hilbert igazolta
Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is a g (k) szémokra:

g (k) =2+ B—:] -2

Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és
ltaldnosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjaban minden k-ra érvényes.

SMit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?

Végtelen sok prim

7.13. Tétel.

Végtelen sok primszam van.

7.14. Tétel.

Végtelen sok 4k — 1 alakd primszam van.

7.15. Tétel.

Végtelen sok 4k + 1 alakd primszam van.

7.16. Tétel (Dirichlet tétele).

Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdétagja és differencidja egymdshoz
relativ prim, akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam taldlhatd.

Hézagok a primek kozott

7.17. Tétel (Csebisev tétele).

Bdrmely szdm és a kétszerese kbzétt van primszam. Pontosabban:
minden n természetes szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

7.18. Tétel.

A szomszédos primek kézott tetszblegesen nagy hézagok taldlhatck.
(Azaz minden N € IN esetén lehet taldlni N egymdst kbvetd dsszetett szamot.)

7.19. Definicid.

Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

Ikerprimsejtés.
Végtelen sok ikerprim van.
Yitang Zhang 2013 &prilisdban bebizonyitotta, hogy létezik olyan K korlat, amelyre

végtelen sok olyan primpér létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K
(K = 70000000 értékre, de ezt azéta jéval lejjebb vitték).




A primharmonikus sor

7.20. Lemma.

Ay, % harmonikus sor divergens, mig a Y o1 ;12 sor konvergens.

7.21. Tétel.
A primszamok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz
1

IR

b P

7.22. Megjegyzés.

Ez a tétel durvan fogalmazva azt llitja, hogy ,sok” primszdm van (négyzetszdmbdl
viszont a 7.20. Lemma szerint ,kevés” van).

A primszamtétel
7.24. Tétel. .
Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22"

7.25. Definicid.
A primszamok eloszldsanak pontosabb vizsgélatdnal hasznos a 7t (x) fiiggvény, az
lgynevezett primszamlalé fiiggvény, amely megadja az x pozitiv valés szamnal
nem nagyobb primek szamat:

T(x)=Y 1L

p<x

7.26. Tétel (primszamtétel).

Algebrai és transzcendens szamok

7.28. Definicié.

Az « komplex szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha gydke valamely nemzéré
raciondlis egyiitthatés polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

7.29. Definicié.

Ha f € Q [x] minimalis fokszdmi mindazon nemzéré racionalis egyiitthatés
fépolinomok kozott, melyeknek a gydke, akkor f-et az « algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

7.30. Tétel.

s _ ) A 7 (x) primszamlal fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az 15— fiiggvénnyel, Algebrai szim minim4lpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan tokéletes szdm, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél azaz irreducibilis a racionalis szamtest felett. Tovabbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beldliik). lim 7r£x) =1. fépolinom melynek az « algebrai szam gydke, akkor f megegyezik o
7.23. Megjegyzés. X7% Togx minimalpolinomjaval.
A harmonikus sor lassan divergdl, a primszamok reciprokaibdl alkotott sor még . . 7.31. Tétel.
(114 1 ,, P ) 7.27. Kovetkezmény. P .
lassabban. Példdul ), 1q18 » < 4 (ez kb. a sor elsé huszonnégybillird tagja). Létezik transzcendens szam.
Az n-edik primszam aszimptotikusan nlog n, azaz limp_sco #”gn =1.
Algebrai és transzcendens szamok Diofantoszi approximacié Diofantoszi approximacié
Adott « valds szdmhoz szeretnénk olyan g kozelité tortet taldlni
(pg€EZ,q>0,pL q), amelyre )oc - %’ kicsi, és g nem tdl nagy.

Példa.
> /2 algebrai szdm, minimélpolinomja: x2 — 2 (miért irreducibilis?).
> /2 algebrai szam, minimélpolinomja: x" — 2 (miért irreducibilis?).
> i algebrai szam, minimalpolinomja: x2 4+ 1 (miért irreducibilis?).

> 7T és e transzcendens szdmok.

> A Liouville-féle ¥ -1 konstans transzcendens szam.

10¢

v

Gelfond—Schneider-tétel: Ha o # 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor &P transzcendens szam.

gz 2, _ .
Példaul 2‘/5, \/5\[ és i’ = e~7/2 transzcendens szamok.

7.32. Tétel (Dirichlet approximdcids tétele).

Minden «a valés szam és minden N természetes szam esetén van w-nak olyan g
kozelitése, amelyre

n—=|<— é qg<N.

‘ q' Ngq

7.33. Kovetkezmény.
Ha w irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre

’zx — %’ < ;15.
7.34. Allitas.

Ha « raciondlis szam, akkor csak véges sok olyan g kozelitése van, amelyre

) L
wel<

7.35. Tétel (Hurwitz tétele).

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan % kozelitése van, amelyre

1
V5q2

%B‘<
q

Ha o = 1*—2‘/5 akkor az allitds nem javithato: nem irhatunk a nevezébe semmilyen

\/5-nél nagyobb szimot.
7.36. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth).

Ha w irraciondlis algebrai szam és € > 0, akkor csak véges sok olyan g kozelitése
van, amelyre

P 1

Algebrai szamok és gyokmennyiségek

7.37. Tétel.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

7.38. Tétel.

Ha o algebrai szim és n > 2, akkor {/ is algebrai szam (a gySknek mind az n
értékére).

7.39. Definicié.

Az a komplex szamot gy6kmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté raciondlis
szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (6sszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevés gyokvonds véges szami alkalmazésaval.

7.40. Kovetkezmény.

A gySkmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szdm algebrai:

V3= /V2+ & + V33— V2014

V2+ 3+ 5

Algebrai szamok és gyokmennyiségek

7.41. Tétel.

Van olyan algebrai szam, ami nem gyékmennyiség.

A fenti artatlannak latszé tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoki egyenletnek mar nincs dltaldnos
megolddképlete, sét, példaul az x> — 4x + 2 = 0 egyenletnek még ,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

7.42. Tétel.

Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gyoke a legaldbb elséfokd
f =apx"+ .-+ a1x + ag polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor a
maga is algebrai szam.




