ALGEBRA ES SZAMELMELET 3 HF (2015 OSZ)

1 2014

1. feladat. Szamitsuk ki Sg-ban a wp, pm, 77" és 7 permutécidkat, ahol

(1 23456 (1 23456
™\3 51206 4) P \2 31 46 5/

2. feladat. Szamitsa ki So-ben a wp~ 1, p?x, 72, ©3, 74, 7°, w291 permutdcidkat, ahol
P P
(1 2 3 45 6 7 89 (1 2 3 45 6 7 89
™3 4591 7862) P7\238169 75 4)

3. feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges 7 és p permutdcick esetén (mp) ™' = p~tr—L.

4. feladat. Bontsuk idegen ciklusok szorzatdra az aldbbi m permutdciét, majd szédmitsuk ki a 99-edik hatvényat:
(1 2 3 4 5 6
35126 4)
5. feladat. Bontsa idegen ciklusok szorzatdra az aldabbi p permutéciét, majd szamitsa ki a 99-edik hatvényat:
({1 2 3 4 5 6
P=\2 31 46 5/
6. feladat. Adjuk meg idegen ciklusok szorzataként az aldbbi permutdcidkat:

(134) (3247) (14527),  (1234)"" (1526) (1234)..

7. feladat. Szamitsa ki So-ben az aldbbi permutdcidkat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok szorzataként és 2 x 9-es
métrixkeént is (minden elem ald a képét irva):

(1356) (2463) (342), (4732) " (15423), 7p, p*m, ((123)7) ", (123) "7, ahol
(123456789 (123456 789
T3 45981627) P 62841375 09)
8. feladat. Bontsuk transzpozicick szorzatdra a m = (137) (2564) permutéciot.

9. feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi permutéciok paritdsat.

(1234567) <1234567

o 7 41 3 5 6 5 3 5 1 7 6 4>, (123) (4567), (12) (3456) (78), (12) (345) (6789)

10. feladat. Hatdrozza meg az aldbbi permutéciék paritasat.

<1234567

))2014
23416 75

> . (12) (45) (1245),  ((1346) (45761) (352) (4162

11. feladat. Legyen f: {—1,0,1,2,3} — Z, x — 2%, Hatdrozzuk meg f magjat.
12. feladat. Legyen A = {a,b,c,d} és p = {(a,a), (b,b), (¢, ¢),(d,d),(a,b),(b,a)}. Hatdrozzuk meg az A/p osztdlyozdst.

13. feladat. Legyen A = {a,b,c,d,c} és p = {(a,a) ,(5,1), (), (d ) (e,€) , (a,) (b, ), (e, d) , (ds ), (e, ), (e), (ds ), (e, ).
Hatédrozza meg az A/p osztélyozdst.

14. feladat. Hatdrozzuk megaz A = {1,,...,7} halmazon azt a p ekvivalenciarelaciét, amelyre A/p = {{1,6,7},{2,3},{4,5}}.
15. feladat. Hatdrozza meg az A = {1,,...,5} halmazon azt a p ekvivalenciarelaciét, amelyre A/p = {{1,4},{2,3},{5}}.
16. feladat. Legyen A ={-2,...,3} és p: A — Z, x — |z|. Hatdrozzuk meg az A/ ker ¢ osztalyozdst.

17. feladat. Legyen B ={0,...,7} és ¢: B — Z, x — |z/3|. Hatdrozzuk meg a B/ ker ¢ osztélyozdst.

18. feladat. Legyen C = {-2,...,3} és (: C — Z, x — sgnx. Hatdrozza meg a C/ ker ¢ osztélyozdst.

19. feladat. Legyen D ={0,...,10} és &: D — Z, x — |\/x|. Hatédrozza meg a D/ ker £ osztélyozést.

20. feladat. Mutassa meg, hogy az A = Z x Z\ {0} alaphalmazon az (ai,as2) p (b1,b2) <= a1by = azb; képlettel definidlt p
relacié ekvivalenciareldcio.
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Rajzoljuk fel a (Di2;]) és (D12; <) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat.

Rajzolja fel a (P ({a,b,c});C), (Dso;]) és (Dss;|) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjét.
Rajzoljunk olyan részbenrendezett halmazt, amiben 4 minimélis és 2 maximélis elem van.

Rajzoljon olyan négyelemi részbenrendezett halmazt, amiben 2 minimadlis és 3 maximadlis elem van.

Az euklideszi algoritmus segitségével dllitsa el6 66 és 51 legnagyobb kozos osztéjat 7 - 66 4 7 - 51 alakban.

Az euklideszi algoritmus segitségével éllitsa el6 a és b legnagyobb kozos osztdjat ? - a+ 7 - b alakban, ahol
a =438, b =126, illetve a = 754, b = 221.

Milyen szdmot kell a kérddjel helyébe irni, hogy minden k € Z esetén igaz legyen az ekvivalencia?
21| 9% <=7k 48| 84k <—= 7|k 84 |48k —= 7|k

Milyen szdmot kell a kérddjel helyébe irni, hogy minden k € Z esetén igaz legyen az ekvivalencia?
125 | 150k <=7 | k 150 | 125k <=7 | k 143 |78k <— 7|k

Hogyan lehet felvdltani 51 petdkot 6 petdkos és 9 petdkos érmékre?
Adjuk meg a 6x — 10y = 14 diofantoszi egyenlet 6sszes megolddséat, valamint a 0 és 20 kozé esé megoldédsokat.

Adja meg a 20x + 45y = 245 diofantoszi egyenlet 6sszes megoldédsat, valamint a nemnegativ megoldédsokat.

Adja meg a 117z — 63y = 36 diofantoszi egyenlet tsszes megoldédsat, valamint a0 és 50 kozé esd megoldasokat.

Bizonyitsa be a 3.11. Tételbdl az (1)—(3) és (4) /£ allitdsokat.

Kongruencidk segitségével igazoljuk az aldbbi oszthatésdgokat:
24 ‘ 520 _ 1, 19 ‘ 3111 + 24447 7 | 3201 + 2102’ 7 ‘ 327l+1 + 2n+2.

Kongruencidk segitségével igazolja az aldbbi oszthatésagokat:
29 | 3333 + 2111, 40 ‘ 2998 _ 1’ 13 | 427L+1 _|_ 3n+2’ 27 | 25n+1 + 5n+2'

Mikor oszthaté 5™ — 1 tizenhdrommal?
Mikor oszthaté 2™ — 1 héttel? No és 2™ + 17
Hatdrozza meg 7+ 72 4+ 73 + - - - + 72015 utols6 két szdmjegyét.

Kongruencidk segitségével igazoljuk a 9-cel valé oszthatdésdg szabdlyét:

U 109 =ag + a1 +as+ -+ a, (mod9).

Kongruencidk segitségével igazolja a 11-gyel valé oszthatésdg szabdlyédt:

@y (0100 = ag — aj; +ag — -+ (=1)"a, (mod11).
Szémoljunk Zs-ben! 3+6=?, 3-6=7, 3.6=?, 2 =?
Szamoljon Zqo-ben! 648 =7, 6—8="7, 6-8=7, 5" =7
Irjuk fel Z, 6sszeads- és szorzétablajat.
Irja fel Zs 6sszeadd- és szorzotablajat.
Soroljuk fel a redukdlt maradékosztélyokat a kovetkezd esetekben: ZF =7, Z§ =7, Zj, ="

Sorolja fel a redukalt maradékosztdlyokat a kovetkezd esetekben: Zj, =7, Zis =7, Zjg ="

Oldjuk meg az alédbbi linedris kongruencidkat:
3z =4 (mod5), 6x =21 (mod9), 40z = 28 (mod 62)

Oldja meg az alabbi linearis kongruencidkat:
12z = 44 (mod 10), 24z = 84 (mod45), 104z = 74 (mod 60), 13z =6 (mod41)

Hatérozzuk meg Z14 elemeinek multiplikativ inverzét.

Hatédrozza meg Z15 elemeinek multiplikativ inverzét.
Szamitsuk ki Z11-ben a 773 hatvanyt.

Szamitsa ki a kovetkezd hatvinyokat: 7% ¢ 713, 371 ¢ Zr.
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Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert.

x=1 (mod4)

x =3 (mod6)
Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert.

x =1 (mod4)

=3 (mod6)

=1 (modS8)
Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszert.

4 =7 (mod9)

10z =4 (mod 12)

Oldja meg az aldbbi kongruenciarendszert.

5z =11 (mod 6)
2z =5 (mod9)
4 =7 (modb5)

Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert.

x =2 (mod 3)

z =1 (mod4)

z =3 (modb)
Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert.

z =a (mod3)

x=0b (mod4)

z =c¢ (mod5)
Oldja meg az alabbi kongruenciarendszert.

z =a (mod3)

x=b (modb)

z=c (mod7)

Igazolja, hogy az id, 1, és 0 fiiggvények gyengén multiplikativak (4.5. Tétel).
Szamitsuk ki 1500 osztéinak szdmét és osztéinak dsszegét.

Szamitsa ki 7! osztéinak szdmdt és osztéinak Osszegét.

Bizonyitsa be a 4.8. Tételbeli feltétel elegendd ahhoz, hogy n tokéletes szam legyen.
Bizonyitsa be, hogy ha 2™ — 1 primszdm, akkor sziikségképpen n is prim.
Szamitsuk ki a kovetkezd értékeket: ¢ (5) =7, ¢ (6) =?, ¢ (10) =7, ¢ (81)=?, ¢ (216)="
Szémitsa ki a kovetkezd értékeket: ¢ (625) =7, ¢ (1000) =?

Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31,...,751,761 modulo 777

Teljes maradékrendszer-e 7,22,37,52,...,11632,11647 modulo 7777

Redukalt maradékrendszer-e 15, 35,55, ...,295, 315 modulo 327

Redukilt maradékrendszer-e 1,4,7,...,157,160 modulo 817

Szamitsuk ki ¢ (1500) értekét.

Szamitsa ki ¢ (7!) értekét.

Szamitsuk ki az aldbbi hatvanyokat.
201429 =7 (mod7), 1370 =? (mod40),  303'%3% =? (mod 100)

Szamitsa ki az aldbbi hatvdanyokat

123" =7 (mod11),  10'"® =? (mod27),  4447%°' =? (mod44)



75. feladat. Bizonyitsa be, hogy § — 1 — 7 és id — o (4.29. Tétel).

76. feladat. Bizonyitsa be, hogy a u fiiggvény gyengén multiplikativ (a 4.33. Tétel bizonyitdsdhoz kell).
77. feladat. Legyen f — F, ahol F (n) = n? minden n-re. Szdmitsa ki f (12) értékeét.

78. feladat. Legyen f — F, ahol F'(n) = logn minden n-re. Szamitsa ki f (36) és f (81) értékét.

79. feladat. Bizonyitsa be az 5.1. Tételt.

80. feladat. Adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat.
f=a+3z* +622+ 62> +4x+1, g=a>+42’+4z+3

81. feladat. Adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat.
f=az'4+28+22+1, g=2+1

82. feladat. Adja meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat.
f=a4223 —2®> 42 -2, g=a'+23—2®>-22-2

83. feladat. Adja meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat.
f=203+3ix? —x—4i, g=2>-1

84. feladat. Adjuk meg az fu + gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat a Zs [z] polinomgyfir{iben.
f=at+22+224+1, g=23+1

85. feladat. Adja meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat a Zs [z] polinomgy{iriiben.
f=a*+23+z, g=a*+22+z

86. feladat. Adjuk meg az fu + gv = 1 polinomegyenlet egy megoldésit a Z7 [x] polinomgyfiriiben.
f=a*+623+322+22+4, g=a>+62+3

87. feladat. Adja meg az fu + gv = 1 polinomegyenlet egy megolddsét a Zs [x] polinomgyfiriiben.
f=2*+4z, g=222+32+2

88. feladat. Bontsuk irreducibilis tényezdk szorzatdra az f = 2® + 3z* — 2® + 222 + x — 1 € Z5 [x] polinomot.
89. feladat. Bontsuk irreducibilis tényezék szorzatéra az x2? + = + 1 polinomot Zs, Zs és Z; felett.

90. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatdra az x* + 323 + 22 + 4 polinomot Zs, Zs és Z; felett.

91. feladat. Hatdrozzuk meg Z, felett az 6sszes legfeljebb harmadfokd irreducibilis polinomot.

92. feladat. Bontsuk irreducibilis tényezdk szorzatira az z* +z+1 és z* + 22 + 1 polinomokat Z, felett.

93. feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatéra az f = 27 + 528 + 42® + 132* + 54a® + 8422 + 54z + 12
polinomot.

94. feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomokat:

20190 — 327 4692 — 12, 2+ 522 +6x+1, 7 — 725 + 2425 — 502* + 6823 — 57x% + 250 — 1, 20+ 125.

95. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az aldbbi polinomokat:

4ot —72? =5z —1, 5a® —bx" +4a? —22 -2, -2+ 20 +1, 2%-125, 2*+36
96. feladat. Fejezziik ki az f = 23 + 23 + 23 € R [z, 72, 23] polinomot az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.

97. feladat. Anélkiil, hogy megkeresnénk a gyokoket, hatdrozzuk meg az f = 2% — 322 + x — 8 polinom gyokeinek kobosszegét,
valamint szémtani, mértani és harmonikus kézepét.

98. feladat. Fejezze ki az x1 + 23 + 23 € R [z, 79, 23] polinomot az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.

99. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az f = 23 + 422 — 6z + 2 polinom gyokeinek negyedik
hatvanyosszegét.

100. feladat. Hatérozza meg az f = 2 4 bz 4+ ¢ = (z — a1) (z — ap) polinomra a D = (ay — az)? diszkrimingnst (csak latin
betiikkel!).



