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1. Szamok felbontdsa hatvanyok Gsszegére



Pitagoraszi szamharmasok

1. Definicid.

Az (x,y,z) € IN3 szédmharmast pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha
x?+y? =22 Az (x,y, z) pitagoraszi szimharmas primitiv, ha Inko (x,y, z) = 1.
2. Megjegyzés.

Tetsz8leges (x, y, z) pitagoraszi szimhdrmas esetén (x/d,y/d,z/d) primitiv
pitagoraszi szimhdrmas, ahol d = Inko (x, y, z). Tehat elegendd a primitiv

pitagoraszi szamharmasokat meghatarozni, mert ezekb6l minden pitagoraszi
szdmharmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzdssal).

3. Lemma.

Primitiv pitagoraszi szimhdrmasban a tagok paronként is relativ primek. Forditva,
ha egy pitagoraszi szimhdrmasban valamelyik két tag relativ prim, akkor a
szamhdrmas primitiv.

Hazi feladat.

A bizonyitds befejezése.

4. Lemma.

Ha (x,y,z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, akkor x és y paritdsa kiilénbézé,
z pedig paratlan.



Pitagoraszi szamharmasok

5. Tétel.
Legyen (x,y, z) primitiv pitagoraszi szimhdrmas, és tegyiik fel, hogy x pdros.
Ekkor léteznek olyan u, v természetes szamok, melyekre

u>v, uzv (mod2), Inko(u,v)=1, éSX:2UV,y:U2—V2,Z:U2+V2.

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (x,y,z) szimhdrmas mindig primitiv
pitagoraszi szamharmas.

6. Tétel.
Az x* + y* = 22 egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 3ll6 megolddsa.
7. Kovetkezmény.

Az x* 4+ y* = z* egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl 4ll6 megolddsa.

8. Tétel (nagy Fermat-tétel).

Ha n > 3, akkor az x" 4 y" = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl allé
megoldasa.



Két négyzetszam Osszege

9. Lemma.
Ha a és b el6all két négyzetszam Gsszegeként, akkor ab is el6all.

10. Lemma.
A 4k 4 1 alaku primszamok el6allnak két négyzetszam &Osszegeként, a 4k + 3 alakd

primek viszont nem.
11. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel).

Pontosan azok a szamok allnak el6 két négyzetszam dsszegeként, amelyek
primfelbontdsdaban a 4k + 3 alakd primek paros kitevével szerepelnek.

Példa.
Allitsuk el6 két négyzetszam Osszegeként: 153, 1170, 390.

Hazi feladat.
Allitsuk el6 két négyzetszam Osszegeként: 377, 610, 2014.



Waring-problémakor

12. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel).

Minden természetes szam el6dll négy négyzetszam Ssszegeként.

13. Megjegyzés.

Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam &sszegeként
nem lehet minden természetes szdmot eldéllitani (keressiink ellenpéldat!).

A természetes szamok hatvanyosszegekként vald el6allitdsaival kapcsolatos
problémakat Gsszefoglalé néven Waring-problémakdrnek szokds nevezni.

Edward Waring XVIII. szdzadi angol matematikus Meditationes Algebraicae cimii
miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szam el83llithatd kilenc
kobszam Osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Gsszegeként. Ezek az
allitasok helyesnek bizonyultak, de csak a huszadik szdzadban talaltak rajuk
bizonyitast.



Waring-problémakor

13. Megjegyzés (folyt.).
Altaldban g (k) jeldli azt a legkisebb szémot, amelyre igaz az, hogy minden
természetes szdm eldallithaté g (k) darab k-adik hatvany dsszegeként.

Az elézbek alapjdn tehdt g (2) = 4,5 (3) <9,g (4) <19, és példdk mutatjdk, hogy
8 kob, illetve 18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat g (3) =9 és g (4) = 19.

A g (k) szdmok meghatdrozasa igen nehéz probléma, még az sem vildgos, hogy
egyéltaldn léteznekS minden k-ra, bar ezt mar Waring is sejtette. Hilbert igazolta
Waring sejtését, és van egy feltételezett képlet is a g (k) szdmokra:
3/(
k
Bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és
dltalanosan elfogadott az a sejtés, hogy valéjdban minden k-ra érvényes.

$Mit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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Végtelen sok prim

14. Tétel.

Végtelen sok primszam van.

15. Tétel.

Végtelen sok 4k — 1 alakid primszam van.

16. Tétel.

Végtelen sok 4k + 1 alakd primszam van.

17. Tétel (Dirichlet tétele).

Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdGtagja és differencidja egymashoz
relativ prim, akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.



Hézagok a primek kozott

18. Tétel (Csebisev tétele).

Barmely szam és a kétszerese k6zdtt van primszam. Pontosabban:
minden n természetes szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

19. Tétel.

A szomszédos primek kézétt tetszélegesen nagy hézagok talalhatok.
(Azaz minden N € IN esetén lehet taldlni N egymdst kdvetS sszetett szamot.)

20. Definicié.

Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.
Ikerprimsejtés.

Végtelen sok ikerprim van.

Yitang Zhang 2013 &prilisdban bebizonyitotta, hogy |étezik olyan K korlat, amelyre

végtelen sok olyan primpdr létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K
(K = 70000000 értékre, de ezt azéta jéval lejjebb vitték).



A primharmonikus sor

21. Lemma.
AYS g % harmonikus sor divergens, mig a } o1 % sor konvergens.
22. Tétel.
A primszamok reciprokaibdl alkotott sor divergens, azaz
1
Y-
P p

23. Megjegyzés.

Ez a tétel durvan fogalmazva azt §llitja, hogy ,sok” primszdm van (négyzetszambdl
viszont a 21. Lemma szerint ,kevés” van).

Ismert tény, hogy ,kevés’ paratlan tokéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbél
persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beléliik).

24. Megjegyzés.

A harmonikus sor lassan divergal, a primszamok reciprokaibdl alkotott sor még
lassabban. Példaul }_,_1ps % < 4 (ez kb. a sor els6 huszonnégybillidrd tagja).



A primszamtétel

25. Tétel.

Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22"t
26. Definicid.

A primszamok eloszldsdnak pontosabb vizsgalatanal hasznos a 7t (x) fiiggvény, az

Ggynevezett primszamlalé fiiggvény, amely megadja az x pozitiv valds szamndl
nem nagyobb primek szdmat:
T (x) = Z 1.

p<x
27. Tétel (primszamtétel).

A 7T (x) primszdmlald fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az @ fliggvénnyel,
azaz

28. Kovetkezmény.

Y . . . Pn
Az n-edik primszam aszimptotikusan nlog n, azaz limp_ e logn = 1.
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Algebrai és transzcendens szamok

29. Definicié.

Az o komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzérd
raciondlis egyiitthatds polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

30. Definicié.

Ha f € Q[x] minimélis fokszdmi mindazon nemzéré racionlis egyiitthatds
fépolinomok kozott, melyeknek a gyoke, akkor f-et az a algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

31. Tétel.

Algebrai szam minimdlpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a raciondlis szamtest felett. Tovabbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az o algebrai szam gybke, akkor f megegyezik «
minimalpolinomjaval.

32. Tétel.

Létezik transzcendens szam.






Algebrai és transzcendens szamok

Példa.

> /2 algebrai szam, minimélpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).
> /2 algebrai szdm, minimalpolinomja: x" — 2 (miért irreducibilis?).

i algebrai szdm, minimalpolinomja: x? + 1 (miért irreducibilis?).

v

» 7T és e transzcendens szamok.

A Liouville-féle ) # konstans transzcendens szam.

Gelfond—Schneider-tétel: Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szdmok,
akkor P transzcendens szam.

_ V2, _ .
Példaul 2‘/5, \@ és il = e~ /2 transzcendens szamok.

v

v



Diofantoszi approximacié

Adott « valés szdmhoz szeretnénk olyan g kozelito tortet talalni

(p,g€Z,9>0,p L q), amelyre ‘zx - g) kicsi, és g nem tul nagy.

33. Tétel (Dirichlet approximacids tétele).

Minden a valés szam és minden N természetes szam esetén van w-nak olyan g
koézelitése, amelyre
1
Dc—p‘ <— é qg<N.
q| Ngq

34. Kovetkezmény.

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan % koézelitése van, amelyre

_P L
a-e|<
35. Allitas.

Ha « raciondlis szam, akkor csak véges sok olyan g kézelitése van, amelyre

_P 1
a2[< 3



Diofantoszi approximacié

36. Tétel (Hurwitz tétele).

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre

1
V52

-3

_‘<
q

Haa = 1+2‘/§, akkor az allitds nem javithatd: nem irhatunk a nevez6be semmilyen

\/g—nél nagyobb szamot.
37. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth).

Ha w irraciondlis algebrai szam és € > 0, akkor csak véges sok olyan s kézelitése
van, amelyre




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

38. Tétel.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

39. Tétel.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/w is algebrai szim (a gyéknek mind az n
értékére).

40. Definicid.

Az o komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphatd racionalis

szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevos gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

41. Kovetkezmény.
A gy6kmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szam algebrai:

§/3 —\V2+ /& + V323 - V2014

V2+ 3+ 5




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

42. Tétel.

Van olyan algebrai szam, ami nem gyékmennyiség.

A fenti artatlannak I4tsz6 tételbdl kdvetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoku egyenletnek mar nincs altaldnos
megolddképlete, sot, példaul az x> —4x4+2=0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

43. Tétel.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gydke a legaldbb elséfokd
f=apx"+--- 4 aix + ag polinomnak, ahol ay, ..., a, algebrai szamok, akkor o

maga is algebrai szam.
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