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1. Oszték szdma, oszték Osszege



Nevezetes szamelméleti fuggvények

1. Definicié.
Szamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szamok
halmazdn van értelmezve, értékei pedig valds (vagy komplex) szdmok.

2. Definicié.
Definidlunk néhany szamelméleti fliggvényt:

» T(n)= dz‘: 1 — n pozitiv osztéinak szdma;
n

» 0 (n)= Y. d — n pozitiv osztdinak Osszege;

d|n
> id (n) = n;
» 1(n)=1,

v

1, han=1;
‘5(”)_{0, ha n> 1.



Gyenge multiplikativitas

3. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fliggvény gyengén multiplikativ, ha
f(1) =1 és minden a, b € IN esetén

Inko (a, b) =1 == f(ab) ="f(a)-f(b).

4. Tétel.

Egy f szamelméleti fliggvény akkor és csak akkor gyengén multiplikativ, ha
f (1) =1 és tetszbleges paronként kiilbnbézd py,

.., Pn primszamok
..... i pozitiv kitevék esetén

fpyto..oppr) =F(pft)-...-F(ph).
5. Tétel.

A T,0,id, 1,5 szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.
Hazi feladat.
Az id, 1, és ¢ fiiggvények gyenge multiplikativitdsdnak igazolasa.



Képletek

6. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezbs felbontdsa n = Hf'(:l p?"'. Ekkor

K
t(n)=]T(+1);
i=1
k k oai+1 1
g(n):H<1+pi+pi2+, -)ZHP
i=1 =1 Pi—
Példa.
7 (1500) =2, o (1500) =

Hazi feladat.
T(7) =2, o(7!)=?

Hazi feladat.
Melyek azok a szamok, amelyeknek pontosan négy osztéjuk van?

Hazi feladat.
Melyek azok a szamok, amelyeknek paratlan sok osztéjuk van?



Tokéletes szamok

7. Definicié.
Az n természetes szamot tokéletes szamnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv
valédi osztdinak Gsszegével, azaz o (n) = 2n.

8. Tétel (Euler tétele).

Az n paros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha el6all n = 2P~1 (2P — 1)
alakban, ahol p és 2P — 1 is primszam.

Hazi feladat.
Az elegendbség (Euklidesz része) igazoldsa.

Hazi feladat.
Bizonyitsa be, hogy minden n € IN esetén

2" — 1 primszdm = n primszam.



Mersenne-primek

9. Definicié.

Az M, = 2" — 1 alaki szdmokat Mersenne-szamoknak, az ilyen alakd primeket
Mersenne-primeknek nevezziik.

10. Megjegyzés.

Abbdl, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példaul Mi; nem prim.
Nem ismert, hogy |étezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy

létezik-e végtelen sok paros tokéletes szam. Pdratlan tokéletes szamot egyet sem
ismertink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik.

A jelenleg® ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: Ms7gg5161, ami tizes
szamrendszerben 17 425170 szdmjegybdl all.

*2014.08.21. Forrds: www.mersenne.org.



Mersenne-primek

p M, =2P —1 2P=1 (2P 1)

2 3 6 Okori gorogok

3 7 28  okori gorogok

5 31 496  Skori gorogok

7 127 8128  dkori gorogok
13 8191 33550336 1456

17 131071 8589869056 1588, Cataldi
19 524 287 137438691328 1588, Cataldi
31 2147483647 2305843008139952128 1772, Euler
61 ~ 2 trillié ~ 2 szextillié 1883, Pervushin
89 27-jegyl szadm 54-jegyli szdam 1911, Powers
107 33-jegyli szdm 65-jegyli szdam 1914, Powers
127 39-jegyli szam T7-jegyli szam 1876, Lucas

57885161 17425170-jegyli szdm 34850 340-jegyii szam 2013, GIMPS



Fermat-primek

Hazi feladat.
Bizonyitsa be, hogy minden n € IN esetén

2" +1 primszdm = n kett8hatvdny.

11. Definicié.

Az F, = 22" 4+ 1 alaki szdmokat Fermat-szamoknak, az ilyen alaki primeket
Fermat-primeknek nevezziik.

12. Megjegyzés.

Fermat azt sejtette, hogy F, mindig prim. Az elsé ot Fermat-szam valdban prim:
Fo=3, F1 =5, Fob =17, F3 =257, F4 = 65536,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 -6700417. Minden tovdbbi Fermat-szdm, amit
sikerlilt megvizsgalni (részben szamitégéppel), sszetettnek bizonyult.

Az dltaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valésziniileg csak az elsd 6t).
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Az Euler-féle p-fuggvény

13. Definicié.
Jeldljiik @ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a
szamat, amelyek m-hez relativ primek:

p(m)=1|{a:1<a< més Inko(a,m)=1}|.
Az igy kapott fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Témérebben:

¢:IN— N, m— |Z},].

Példa.
p(5) =4 ¢(6)=2 ¢(10)=4, ¢(81)=, ¢ (216) =2

Hazi feladat.
¢ (625) =2, ¢ (1000) =?



Képletek

14. Tétel.
Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ.

15. Tétel.

Legyen az n természetes szam primtényezés felbontdsa n = H, 1 p

0T (1= ) =TT (- =TT

i= Pi i=1

Példa.
¢ (1500) =?

Hazi feladat.
@ (71) =?

. Ekkor

pi — 1)



Teljes maradékrendszerek

16. Definicié.
Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan
rendszerét, amely minden mod m maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.

17. Tétel.

Ha az a1, ap, ..., am egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m,
és b,c € Z,Inko (c, m) =1, akkor cay + b, cap + b, ..., cam+ b is teljes
maradékrendszer modulo m.

Példa.
Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31, ..., 751,761 modulo 777

Hazi feladat.
Teljes maradékrendszer-e 7,22,37,52,...,11632, 11647 modulo 7777



Redukalt maradékrendszerek

18. Definicié.
Modulo m redukalt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan

rendszerét, amely minden mod m redukdlt maradékosztdlybdl pontosan egy elemet
tartalmaz.

19. Tétel.

Ha az a1, as, ..., ap(m) egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo
m, és ¢ € Z,Inko (¢, m) = 1, akkor cai, cap, ..., Cay(m) is redukalt
maradékrendszer modulo m.

Példa.

Redukalt maradékrendszer-e 15, 35, 55, .. ., 205,315 modulo 327

Hazi feladat.
Redukalt maradékrendszer-e 1,4,7,...,157,160 modulo 817



Az Euler—Fermat-tétel

20. Tétel (Euler—Fermat-tétel).
Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a®(™ =1 (mod m).

21. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel).

Ha p primszam és a nem oszthatd p-vel, akkor aP~1 =1 (mod p).

22. Kovetkezmény.

Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

ki = ky (mod g (m)) = a1 = a* (modm).

Példa.
> 2014°01% =? (mod7)

Hazi feladat.

» 123123 =2 (mod11)

> 13170 =2 (mod 40) > 10188 =2 (mod 27)

» 3034039 =2 (mod 100) > 44472018 =7 (mod 44)
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Konvolucid

23. Definicié.

Az f és g szamelméleti fliggvények konvoliiciéjan az aldbbi képlettel definidlt f % g
szamelméleti fliggvényt értjiik:

(Fxg)( Zf (d)

24 Tétel.

A konvoliicié miivelete kommutativ és asszociativ, tovabba minden f szamelméleti
fliggvényre f x6 =0 xf = f.

25. Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvények konvoliicidja is gyengén
multiplikativ.



OSSzegzési fuggvény

26. Definicid.

Az f szdmelméleti fiiggvény 6sszegzési fiiggvényén az F (n) = Y g, f (d)
szamelméleti figgvényt értjik. Az f flggvényt az F fiiggvény megforditasi
fiiggvényének nevezziik.

Jelolés.

Azt a tényt, hogy F az f Osszegzési fiiggvénye gyakran egyszeriien csak f — F
jeloli.

27. Tétel.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény Osszegzési fliggvénye is gyengén
multiplikativ.

28. Tétel.

A tanult nevezetes szamelméleti fiiggvények kozott fenndllnak az alabbi
osszefliggések:

b—=1—=1, ¢—id—=o.

Hazi feladat.
6 —1— 1 és id — o bizonyitdsa.



A Mobius-féle u-fuggvény

29. Definicid.
Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen
1-nél nagyobb négyzetszammal sem.

30. Megjegyzés.

Konnyli meggondolni, hogy egy szdm akkor és csak akkor négyzetmentes, ha
primfelbontdsaban minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvdnyon) fordul elé.

31. Definicié.
Mobius-fiiggvénynek nevezziik az aldbbi képlettel definidlt 1 szdmelméleti
fuggvényt:

() 0, ha n nem négyzetmentes;
n)= pepes - , 7
M (—1)k, ha n el8all k kiilonbdzd prim szorzataként.

32. Tétel.
A Mébius-fiiggvény Osszegzési fiiggvénye a o fiiggvény, azaz y — 4.

Hazi feladat.
A u fuggvény gyenge multiplikativitdsdnak igazoldsa.



Mobius-féle inverzids formula

33. Tétel (Mobius-féle megforditasi képlet).

Tetszbleges F szamelméleti fiiggvény esetén F-nek egyetlen megforditasi fliggvénye
van, mégpedig F * p.

Madsképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = F * .

Részletesebben: tetszbleges f, F szamelméleti fiiggvények esetén

VneN:F(n Zf ) <= VneN:f(n ZF )u(5)-

34. Kovetkezmény.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény megforditdsi fliggvénye is gyengén
multiplikativ.

Példa.

Legyen f — F, ahol F (n) = n? minden n-re. f (12) =?

Hazi feladat.

Legyen f — F, ahol F (n) = log n minden n-re. f (36) =?, f (81) =?



Megértést ellenorzé kérdések

Igazak-e az aldbbi allitdsok?

>

>

A 8219 tokéletes szam.

Minden n természetes szamra Y_q(, dp (5) = ¢ (n).

Az n természetes szam akkor és csak akkor tokéletes, ha ¢ (n) = 2n.

Az identikus fiiggvény Gsszegzési fiiggvénye a o (osztdk dsszege) fliggvény.

Tetszbleges a, m (m > 2) egész szdmok esetén,
a=1 (modm) = a1 =1 (modm).

Tetszbleges n pozitiv egész szdm esetén: n prim =—> 27 — 1 prim.
Barmely két modulo m redukalt maradékrendszernek ugyanannyi eleme van.

Ha n nem négyzetszdm, akkor u (n) # 0.
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