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Tartalom

1. Diofantoszi egyenletek



Emlékezteto

1. Definicid.
A d egész szamot az a és b egész szdmok legnagyobb kozos osztéjanak
nevezziik, ha kielégiti a kdvetkezo két feltételt:

(1) d|aésd]|b;

(2) VkeZ:(k|aésk|b) = k|d.

A t egész szdm legkisebb k6zos tébbszorése a-nak és b-nek, ha kielégiti a
kovetkez6 két feltételt:

(1) altésh|t

(2) VkeZ:(alkésb| k) = t]|k.

Jelolés.

Az a és b szdmok legnagyobb kdzds osztdjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kdzds
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy |a, b] jeldli.

2. Megjegyzés.

A legnagyobb kdzos oszté nem egyértelmii: ha d legnagyobb koz0s osztdja a-nak és

b-nek, akkor —d is az (de e két szamon kiviil nincs mas legnagyobb kdzds osztd).
Altalaban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk tekinteni.



Az Inko rendezéselméleti megkozelitése

3. Megjegyzés.
Az 1. Definicié szerint Inko (a, b) nem mds, mint (D, N Dp;|) legnagyobb eleme.

Nem trividlis, hogy létezik legnagyobb eleme ennek a részbenrendezett halmaznak
(miért?), de az euklideszi algoritmus garantdlja, hogy létezik.

Az ,iskolas definicid” szerint az a, b € IN szamok legnagyobb k&zs osztéja nem
méas, mint (D, N Dp; <) legnagyobb eleme. Errdl vildgos, hogy létezik, de az nem

vildgos, hogy Inko (a, b) nem csak nagyobb minden mds kézds oszténal, de
tobbszorése is minden mas kozos osztdnak.

Tegyiik fel, hogy d = Inko (a, b) az 1. Definicié értelmében. Ha k € D, N Dy, akkor
k| désigy k <d, azaz d legnagyobb eleme a (D, N Dp; <) részben-

rendezett halmaznak is. Tehat az ,.egyetemi definicid” és az ,iskolds definicid”
ekvivalens egymdssal — legaldbbis pozitiv egész szamokra.

Mennyi Inko (0,0)?
> iskolds definicié™ (Do N Do; <) = (INg N INp; <) = (INg; <) legnagyobb
eleme, ami nem létezik!

» ,egyetemi definicid™ (Do N Dy; |) = (No NINp; |) = (INg;|) legnagyobb
eleme, azaz 0.



Euklideszi algoritmus

4. Tétel (euklideszi algoritmus).

Barmely két természetes szamnak van legnagyobb kézés osztdja, és az az euklideszi
algoritmussal megkaphaté. Az a = ry, b = r1 természetes szamokon végrehajtott
euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

n=aqnt+r (0<n<n);
n=q@n+tnrn (0<r3<n);
n=q@art+n (0<n<n);

rici = qiri+ i1 (05 i <rn);

Az eljdras véges szamii lépés utan véget ér: létezik olyan n € IN, hogy rn+1 = 0.
A legnagyobb kézds osztd az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko (a, b) = ry.

A legnagyobb kézds oszto kifejezhets a két szam ,Jinedris kombinacicjaként”:
léteznek olyan x, y egész szamok, melyekre ax + by = Inko (a, b).



Euklideszi algoritmus

Példa.
Inko (66,51) =? =?-66+7-51

Hazi feladat.
> Inko (438, 126) =? =7 - 43872 - 126

> Inko (754,221) =? =? - 75442 - 221

while b # 0 do while a # b do
by :=b if a > b then
b := maradék(a, b) a:=a—»b
a:= by else
end while b:=b—a
return a end if
end while

return a



Relativ primség

5. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok relativ primek, ha Inko (a, b) = 1.

Graham, Knuth, Patashnik: Concrete mathematics

4.5 RELATIVE PRIMALITY

When ged(m,n) = 1, the integers m and n have no prime factors in
common and we say that they’re relatively prime.

This concept is so important in practice, we ought to have a special
notation for it; but alas, number theorists haven’t agreed on a very good one
yet. Therefore we cry: HEAR US, O MATHEMATICIANS OF THE WORLD! LET
US NOT WAIT ANY LONGER! WE CAN MAKE MANY FORMULAS CLEARER BY

Like perpendicular ADOPTING A NEW NOTATION NOW! LET US AGREE TO WRITE ‘m L n’, AND
lines don’t have TO SAY “m IS PRIME TO N IF M AND N ARE RELATIVELY PRIME. In other
a common direc- ds. let decl. that

tion, perpendicular words, let us declare thal

numbers don’t have

common factors. mln = m,n are integers and ged(m,n) = 1. (4.26)




Euklidesz lemmaja

6. Tétel.

4 . . . a . b . .
Tetszbleges a, b nemnulla egész szamok esetén ko(2.5) € Tnko(a,B) relativ prim.
7. Tétel.

Tetszbleges a, b, ¢ € Z esetén ha a L b, akkor a| bc < a| c.
8. Tétel (Euklidesz lemmdja).
Tetszbleges a, b, ¢ egész szdmok esetén ha Inko (a, b) # 0, akkor

albc <= S | c.
Inko (a, b)

Példa.
» 21| 9%k <=7k

> 48 |84k <= 7| k
> 84|48k <—= 7|k

Hazi feladat.
> 125 | 150k <= ? | k
» 150 | 125k <=7 | k
> 143 | 78k <7 |k



Diofantoszi egyenlet

9. Tétel.

Tetszbleges adott a, b, c nemnulla egész szamok esetén az ax + by = ¢
kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg,
ha Inko (a, b) | c. Ha (xo,y0) egy megoldds, akkor barmely t € Z esetén az aldbbi

(¢, yt) pdr is megoldds, tovabbd minden megoldds eléall ilyen alakban a t szdm
alkalmas megvdélasztdsaval:

b a
— _ . t, fd _ . t
X =0 e (2, b) =N ko (a, b)
Hazi feladat.
Befejezni a bizonyitast (y kiszadmitdsa).

Példa.

> 6x + 9y = 51 (Osszes mo., nemnegativ megoldasok)
» 6x — 10y = 14 (3sszes mo., 0 és 20 kdzotti megolddsok)
Hazi feladat.

> 20x + 45y = 245 (Gsszes mo., nemnegativ megoldasok)
> 117x — 63y = 36 (Gsszes mo., 0 és 50 kozdtti megoldasok)



Polinomokra minden ugyanigy megy

Test folotti polinomokra ugyanigy elvégezheté a maradékos osztds és az arra épiilé
euklideszi algoritmus, akdrcsak az egész szdmokra. Az el8bbi tételek (és azok
bizonyitdsa) szinte szé szerint lemasolhaték (HF végiggondolnil). ime a diofantoszi
egyenletekrél szl tétel polinomos megfeleldje:

10. Tétel.

Legyen T egy test és f, g, h € T [x] nemnulla polinomok.

Ekkor az fu+ gv = h kétismeretlenes linedris ,diofantoszi” egyenlet akkor és csak
akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra nézve, ha Inko (f, g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor birmely t € T [x] esetén az aldbbi (u¢, v¢) pdr is
megoldas, tovabba minden megoldas el6all ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvalasztasaval:

g
e = to+ Inko (f,g)
e= Inko (f,g)



Polinomokra minden ugyanigy megy

Példa.
Adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat.
> F=x>+3x*+6x3+6x2+4x+1,
g=x3+4x>+4x+3

» F=x*+x3+x2+1,
g=x3+1

Hazi feladat.
Adja meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megoldasat.
> f=x442x3 —x% —4x -2,
g=x"+x3—x2—-2x—-2

» f=x*+ 43+ (5+5) x>+ (1+10i) x — 4+,
g=x3+2x>2+ (1+5i)x—2



Tartalom

2. Kongruenciareldcié, maradékosztalyok



A kongruenciareldcié definiciéja

11. Definicié.
Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m szdmot a kongruencia modulusanak

nevezziik.

Jelolés.

A kongruencidt = jeloli, a modulust utdna zardjelben tiintetjiik fel a mod réviditést
haszndlva (de ezt idénként elhagyjuk). Tehdt a= b (modm) <= m|a—b.

12. Tétel.

Tetszbleges m > 2,a, b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha
a és b ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.



A kongruenciareldcié tulajdonsagai

13. Tétel.

Tetszbleges m, my, mp > 2,a, b, c, a1, by, a2, bo € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
(1) a=a (modm) (reflexivitds);

(2) a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria),

(3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitds);

=b d
(4) z;Eb; gzzd:§} — aifa=bth, ai-ax=b b (modm);

(5) hac #0, akkor ca= cb (modm) <= a= b (mod W)
(6) halnko(m,c) =1, akkor ca=cb (modm) <= a=b (modm);

(mod my)
(mod my)

(8) haa= b (modm), akkor Inko (a, m) = Inko (b, m).

b
b

—
~
~
IH HI

} < a=b (mod[m1, m));

Hazi feladat.
(1)—(3) bizonyitésa.



Oszthatdsagi feladatok megolddsa kongruencidval

Példa.

Kongruencidk segitségével igazoljuk az aldbbi oszthatdésagokat:

> 24520 —1;

> 19 | 3111 4 444,
> 7| 3201 4 0102,
> 7| 3201 4 on+2,

Hazi feladat.
Kongruencidk segitségével igazolja az alabbi oszthatésdgokat:

> 29 | 3333 4 o111
> 40| 2998 —1;
» 13 | 42n+1 +3n+2;

> 27 | 25n+1 + 5n+2'



Oszthatdsagi feladatok megolddsa kongruencidval
Példa.
Mikor oszthaté 5" — 1 tizenhdrommal?

Hazi feladat.
Mikor oszthaté 2" — 1 héttel? No és 2" + 17

Példa.

Kongruencidk segitségével igazoljuk a 9-cel valé oszthatdsag szabalyat:

3, aaid =ap+a1+ax+---+a, (mod9).

Hazi feladat.
Kongruencidk segitségével igazolja a 11-gyel val6 oszthatdsag szabalyat:

3, aaag=a—a+a—---+(=1)"a, (mod1l).

Hazi feladat. )
Mikor lehet egy csupa 9-es szdmjegyekbdl all6 szdm négyzetszam? (Utmutatds:
vizsgéljuk a modulo 4 maradékot.)



Maradékosztdlyok

14. Definicié.
Egy a egész szdm modulo m maradékosztalyan aza={b€ Z: a=b (modm)}
halmazt értjiik.

Jelolés.

A modulo m maradékosztalyok halmazat Z, jeldli. Tehat
Zm={3:acZ}= {6,T,...,m—1}.

15. Definicié.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az elsé hdrom alapmiiveletet
a kovetkezdképpen: tetszlleges a, b € Z esetén legyen

a+b=a+b a—b=a—b, a-b=a-b.
16. Tétel.
A fenti miiveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztilyok bsszege (kiilbnbsége,
szorzata) nem fligg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik szamot
valasztjuk reprezentansnak. Ezekkel a miiveletekkel Z.., kommutativ egységelemes
gyiiriit alkot (modulo m maradékosztaly-gyiiril).

Hazi feladat.
Befejezni a bizonyitdst.



Szamolds maradékosztalyokkal

Példa. Hazi feladat.
Szamoljunk Z7-ben! Szamoljon Z15-ben!
> § - 6 :? > 6 — g :?
> 3.6=" » 6-8 =2
» §5 :? | 4 £3 =?
Példa.
Z.4 0sszeado- és szorzdtablaja:
+]/0 1 2 3 01 2 3
0|0 1 2 3 0/0 0 0 O
1]1 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 2|10 2 0 2
313 0 1 2 3/0 3 2 1

Hazi feladat.
Irja fel Zs 6sszeadd- és szorzétablajat.



Polinomok Z, felett

Ha p prim, akkor Z,, test, és igy beszélhetiink Z, feletti polinomokrdl. Ezekkel
ugyanigy (vagy konnyebben!) lehet szdmolni, mint szdmtest feletti polinomokkal.

Példa.
Adjuk meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megolddsat a Zy [x]
polinomgyliriiben.

F=x*"+x34+x>+1 g=x3+1
Hazi feladat.

Adja meg az fu+ gv = Inko (f, g) polinomegyenlet egy megoldasit a Z> [x]

polinomgylriiben. Fex*+x3+x g=x*+x2+x

Példa.
Adjuk meg az fu+ gv = 1 polinomegyenlet egy megolddsat a Z7 [x]
polinomgyliriiben.

F=x*4+6x3+3x>+2x+4, g=x>+6x+3
Hazi feladat. B
Adja meg az fu+ gv = 1 polinomegyenlet egy megoldasit a Zs [x]
polinomgytiriiben. F=x31x g=22+3x+2



Redukalt maradékosztalyok

17. Megjegyzés.

A 13. Tételbeli utolsé allitas szerint van értelme egy mod m maradékosztély és az m
modulus legnagyobb koz8s osztdjardl beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentdns
vélasztdsatdl). Késébb fontos szerepet jatszanak majd azok a maradékosztélyok,
amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jeldlést
vezetiink be.

18. Definiciod.

Az3 € Z,, maradékosztélyt redukalt maradékosztalynak hivjuk, halnko(a, m)=1.

Jelolés.
A mod m redukalt maradékosztdlyok halmazat Z7, jeldli. Tehat

Z,,={3a€Zm:Inko(a,m)=1}.

Példa.

* * * .

Hazi feladat.
Zi, =0 Zi3 =" Zyg =?



Tartalom

3. Linedris kongruencidk és multiplikativ inverzek



Linearis kongruencidk

19. Definicié.
Linedris kongruencidnak nevezziik az ax = b (mod m) alaki ,egyenletet”,

ahol a, b, m adott egész szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében
keressiik.

Példa.

Oldjuk meg az aldbbi linedris kongruencidkat.
» 3x =4 (mod5)
» 6x =21 (mod9)
» 40x = 28 (mod 62)

Hazi feladat.
Oldja meg az aldbbi linedris kongruencidkat.

» 12x = 44 (mod 10)
> 24x = 84 (mod45)
» 104x =74 (mod60)
» 13x =6 (mod41)



Linearis kongruencidk

20. Tétel.

Az ax = b (mod m) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha
Inko (a, m) | b.

Ha ez teljesiil, akkor a megoldasok egyetlen modulo m maradékosztalyt

alkotnak, modulo m pedig Inko (a, m) a megolddsok szdma.

Ha xo egy megoldds, akkor az dsszes megoldas:

m
X:X0+tm<modm) (t—O,l,...,lnkO(a,m)—l).



Multiplikativ inverz

21. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a, b egész szdmok egymds multiplikativ inverzei modulo m,
ha ab=1 (mod m).

Hasonldan a, b € Z,, egymas multiplikativ inverzei, ha a- b = 1.
Jelolés.
Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ

inverzét a—l-gyel jeloljiik. Hasonléan 3 € Z,, multiplikativ inverzét a—1 jeldli.

22. Tétel.

Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha
Inko (a, m) = 1. llyenkor a multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatdrozott.
Hasonléan, a € Z.,, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ inverzzel,

ha 3 € Z3,. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatarozott.

23. Kovetkezmény.

A Z ., maradékosztaly-gylirii akkor és csak akkor test, ha m primszam.



Multiplikativ inverz

Példa.

Hatdrozza meg Z14 elemeinek multiplikativ inverzét.

Hazi feladat.
Hatarozza meg Z 5 elemeinek multiplikativ inverzét.

24. Tétel (Wilson tétele).
Ha p primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).

Hazi feladat.
Mit ad (n — 1)! maradékul n-nel osztva, ha n dsszetett szdm?



Negativ kitevOs hatvanyozds

25. Definicié.

Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € IN esetén értelmezziik az a—*
s . _ -1

negativ kitevjii hatvanyt modulo m: legyen a=* = (ak) (mod m).

Hasonléképpen @ € Z7, esetén legyen (3) < = (5")_1.

26. Megjegyzés.

Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozas szokdsos azonossagai érvényben maradnak
az egész kitevés mod m hatvanyok fenti értelmezése mellett.

Példa.
Szamitsuk ki Z11-ben a 2> hatvényt.

Hazi feladat.
Szémitsa ki Z13-ban a 2> hatvanyt.

Hazi feladat. .
Szamitsa ki Z17-ben a 3 hatvanyt.



Polinomokra minden ugyanigy megy

Ha T egy test (példdul T =Q, R, C vagy Z,) és f € T [x], akkor a modulo f
kongruencia és a modulo f maradékosztalyok ugyantigy definidlhatéak, mint az
egész szamok korében, és hasonld tulajdonsigokkal rendelkeznek (HF végig-
gondolni!). A maradékosztély-gyliriit itt T [x] / (f) jeldli.

27. Tétel.

Ha f egy n-edfokd polinom a T test felett, akkor a T [x] / (f) maradék-

osztaly-gylirii kommutativ egységelemes gylirii, melyenek elemei egyértelmiien
felirhatok az alabbi alakban:

ap_1x" 14+ aix 4+ ag (an_l,...,al,aoe T).
28. Tétel.

Az T € T [x] / (f) maradékosztdlynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze,
ha u és m relativ primek.

29. Kovetkezmény.

A T [x] / (f) maradékosztaly-gyiirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Hazi feladat.
A fenti tételek bizonyitdsa.



Egy fontos maradékosztalytest

Az R [x] / (x* 4+ 1) maradékosztdly-gyiirii test, mert x? + 1 irreducibilis a valds
szamok teste felett. Mik az elemei ennek a testnek, és hogyan kell szamolni veliik?

> Elemek: Az R[x]/ (x241) test minden eleme egyértelmiien felirhaté a

kovetkez6 alakban:
a+ bx (a,beR).

» Osszeadas: at+bx+c+dx=(a+c)+ (b+d)x

» Szorzis: a+bx-c+dx= ac+ (ad + bc)x + cdx? =

= ac+ (ad + bc)x +cd (1) =
= (ac — bd) + (ad + bc)x.

Ez szinte sz szerint ugyanaz, mint a komplex szédmok teste: R [x] / (x2 + 1) ~C.

30. Megjegyzés.

A fenti példahoz hasonléan minden f € T [x] irreducibilis polinomnak lehet
,gyokot csindlni”: a T [x] / (f) maradékosztalytest egy olyan kibdvitése a T
testnek, amelyben f-nek van gydke.



Egy véges test

Példa.
Szdmoljunk a Z [x] / (x3 4+ x + 1) testben! Ennek 8 eleme van:

6, T, X, x+T, ; x2—|—T, x2+x, x2 + x4+ 1.

x+1+x24+x=x24+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

x+1-x24+x =x34+422+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x + 1)
Hazi feladat.

Sorolja fel a Z [x] / (x* + x + 1) négyelemii test elemeit, és irja fel az 5sszeadds
és a szorzas muvelettablazatat.



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




Szamolds véges testekben

Példa.
Szadmitsuk ki a Zs [x] / (X3 + x +1) gylirliben a 3x2 + 2 elem inverzét. (Hany
eleme van ennek a gylirlinek? Test-e ez a gyiir(i?)

Hazi feladat.
Szdmitsa ki a Zs [x] / (x3 +x% 4+ x+ 1) gyliriiben a 2x2 4 4 elem inverzét. (Hany
eleme van ennek a gylirlinek? Test-e ez a gyiir(i?)

Hazi feladat.
Szamitsa ki a Z3 [x] / (x* + 1) gylirliben az u- v, u/v, v/u elemeket, ahol u =X
és v = x + 1. (Hany eleme van ennek a gyiirlinek? Test-e ez a gylirii?)




Szémolds Q|x] faktortesteiben

Példa.

Hatdrozzuk meg a K = Q [x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemet is megkapni.

2—x =1 <<= 2—x-u=1
<~ (2—x)u=1 (modx®—7)
— WeQX:R-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx3—7)

= T=x2+2x+4

Tehdt 2—x ' = x2 4+ 2x + 4.



Hab a tortan

Példa (folyt.).

Az el6z6 szamolas eredménye Gsszefoglalva:
(2—=x)(x> +2x+4) =14 (x> =7) - (... valami polinom...).
frjunk x helyébe /7-et:
(2— V) (V49 +2V7+4) =1+ (7—7)-(...valami szam ... ).
Tehat azt kapjuk, hogy

1
27

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezbket gyokteleniteni.

= V49 +2V7+ 4.



Szémolds Q|x] faktortesteiben

Hazi feladat.
Hatdrozza meg a K = Q [x] / (x3 — 2) testben az x2 + 3x + 4 elem multiplikativ

inverzét. Ertelmezze az eredményt tort nevezdjének gyoktelenitéseként.

Hazi feladat. o
Hatdrozza meg a K = Q [x] / (x3 4 x + 1) testben az x2 elem multiplikativ
inverzét.



Tartalom

4. Kongruenciarendszerek



Linearis kongruenciarendszerek

31. Definicié.

Adott a;, b, n; (i=1,2,..., k) egész szamok esetén az aldbbi ,egyenletrendszert”
linearis kongruenciarendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az
egész szamok korében keressiik):

aix = b1 (mod n1)
axx = by (mod )

akx = bk. (mod ny)
32. Megjegyzés.

A 20. Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilén

megoldhatjuk (ha van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kdvetkezé
alakra hozhatjuk:
x=c1 (modmy)

¢ (mod my)

X

x = ¢, (mod my)



Linearis kongruenciarendszerek

Példa.
Oldjuk meg az aldbbi

kongruenciarendszert.

1 (mod 4)}

X:
x =3 (mod6)

Példa.
Oldjuk meg az aldbbi

kongruenciarendszert.

1 (mod4)
3 (mod6)
1 (mod38)

X
X
X

Hazi feladat.
Oldja meg az alabbi
kongruenciarendszert.

4x =7 (mod9)
10x =4 (mod 12)

Hazi feladat.
Oldja meg az alabbi
kongruenciarendszert.

5x =11 (mod6)
2x =5 (mod9)
4x =7 (modb)



Linearis kongruenciarendszerek

33. Tétel.

Ha a (x) linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen
mod [m1, ma, ..., mg] maradékosztalyt alkotnak.

34. Tétel.

A (%) linedris kongruenciarendszer k = 2 esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha
Inko (m1, m2) | c1 — co.

35. Tétel.

A (x) linedris kongruenciarendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha barmely két
kongruenciabdl allé részrendszere megoldhatd. Specidlisan, pdaronként relativ prim
modulusok esetén mindig van megoldds.

¢ (modmy)

X
x = ¢ (mod my)

x = ¢, (mod my)



Kinai maradéktétel

Példa.
Oldjuk meg az alabbi
kongruenciarendszert.

x =2 (mod3)

x =1 (mod4)

x =3 (mod5)
Példa.

Oldjuk meg az aldbbi
kongruenciarendszert.

(mod 3)
(mod 4)
(mod5)

X X X
It
0T

Hazi feladat.
Oldja meg az aldbbi
kongruenciarendszert.

a (mod3)
b (mod5)
¢ (mod7)

X
X
X



Kinai maradéktétel

36. Tétel (kinai maradéktétel).

Tegyiik fel, hogy az my, mo, ..., my modulusok paronként relativ primek, jelolje a
szorzatukat M, tovdbbad legyen M; = mM (i=1,2,... k).

Jelslje y; az Mjy; =1 (mod m;) segédkongruencia egy megolddsit (i =1,..., k).
Ekkor a (x) linedris kongruenciarendszer megolddsa:

k
X = Z ¢iM;y; (mod M).

i=1

¢1 (modmy)
¢2 (mod my)

x
{1l

x = ¢, (mod my)



Megértést ellenorzé kérdések
Igazak-e az alabbi allitasok?
» Az ax = b (mod m) linedris kongruencidnak akkor és csak akkor van
megolddsa, ha Inko (a, b) | m.

» A 30x = 48 (mod58) kongruencia ekvivalens a 30x = 48 (mod29)
kongruencidval.

» Az 1,133,265,397,... és az 1,151,301, 451, ... szdmtani sorozatok masodik
kozos tagja 19801.

» Minden p primszédmra (p—1)! = p—1 (mod p).
> Az egész szamok halmazdn a modulo m kongruencia antiszimmetrikus reldcid.
> |Zis| = |Zg]

> Léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok, amelyekre az ax + by = c¢ diofantoszi
egyenletnek pontosan 2014 megolddsa van (az egész szamok korében).

> Tetszéleges a, b, c egész szdmokra a | bc = a| bvagy a | c.



	1. Diofantoszi egyenletek
	2. Kongruenciareláció, maradékosztályok
	3. Lineáris kongruenciák és multiplikatív inverzek
	4. Kongruenciarendszerek

