4. Testbovitések, Galois-elmélet

Testbovitések fajtai

4.1. Definicié. Ha a K test részteste az L testnek, akkor azt mondjuk, hogy L testbovitése K-nak, és ezt igy jeloljiik:
L | K (lasd az 1.21. Definiciét). Az Ly | K és Ly | K testbOvitések izomorfak, ha létezik olyan ¢: Ly — Lo izomorfizmus,
amelynek K-ra valé megszoritdsa identikus (azaz ap = @ minden a € K esetén).

A tovdbbiakban — hacsak mdst nem mondunk — L | K mindig egy tetszbleges testbvitést jelsl.

4.2. Definicié. Tetszbleges ¥ € L esetén jelolje Iy mindazon f € K [z] polinomok halmazdt, amelyeknek ¥ gyoke:
Iy ={f € K|z]: f(¥) =0}. Ha Iy = {0}, akkor azt mondjuk, hogy ¥ transzcendens K felett, ellenkez esetben pedig
azt mondjuk, hogy ¥ algebrai K felett. Konnyen ellendrizhetd, hogy Iy < K [z] (HF), és mivel K [z] féidedlgyfirii,
Iy féidedl. Ezért, ha o algebrai K felett, akkor létezik egy olyan egyértelmfien meghatdrozott my x € K [z] fépolinom,
amelyre Iy = (my k). Ekkor tehat minden f € K [z] esetén f(¥) =0 <= my x | f. Az my k polinomot a ¥ elem
K feletti minimdlpolinomjdanak, my g gyokeit pedig a 9 elem K feletti konjugdltjainak nevezziik. Ha L minden
eleme algebrai K felett, akkor azt mondjuk, hogy L | K algebrai testbovités, ellenkezd esetben pedig transzcendens
testbovitésrol beszéliink.

4.3. Példa. A C | Q testbovités algebrai elemeit algebrai szdmoknak, transzcendens elemeit pedig transzcendens
szamoknak nevezzik.

4.4. Allitas. Barmely 9 € L algebrai elem esetén my, i irreducibilis K felett. Forditva, ha f € K [z] irreducibilis K felett
és f(¥) =0, akkor f ~ my k.

Bizonyitas. Ha my x = f-g (f,g9 € K [z]), akkor 0 = my i (9) = f(9) - g (¥), ezért f () = 0 vagy g(¥) = 0. Az elsd
esetben my i | f, ésigy f ~ my x (miért?), a masodik esetben pedig g ~ my i. Tehdt az my g = f - g felbontds trividlis
(minden f,g € K [z] esetén), azaz my i valéban irreducibilis. A mdsodik allitds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy f € K [z]
irreducibilis K felett és f (¥) = 0. Ekkor my g | f (miért?), de mivel f irreducibilis, asszocidltsag erejéig csak két osztéja
van: 1 és my k. Nyilvdn nem lehetséges, hogy my x ~ 1 (miért?), tehdt my g ~ f. O

4.5. Definicio. Tetszbleges T' C L halmaz esetén K [T jeloli a K U T halmaz &ltal generalt részgyliriit, és K (T) jeloli
a K UT halmaz altal generalt résztestet L-ben. Ha T = {9} egyelemfi halmaz, akkor egyszerfien csak K [¢]-t és K (9)-t
frunk. A K (09) | K alaku testbévitésket egyszeris testbovitéseknek nevezziik (14sd az 1.23. Definiciét és az 1.22. Tételt),
és azt mondjuk, hogy K (¥) a ¥ elem K-hoz torténd adjungdldsdval keletkezik.

4.6. Definicié. Ha L | K egy testbdvités, akkor L vektortertet alkot K felett. Ha ez a vektortér véges dimenzids, akkor
azt mondjuk, hogy L | K végesfoku testbdvités, és a dimyg L dimenziét az L | K bovités fokszamanak nevezziik.
Jelolés: [L : K| = dimg L.

4.7. Tétel. Legyen m € K [z] irreducibilis n-edfokd polinom, és legyen L = K [z]/{(m). Ekkor L test, amelyben a
konstans polinomok modulo m maradékosztalyai egy K-val izomorf résztestet alkotnak (K — L, a — a+ (m) bedgyazas),
tehat tekinthetjilk gy, hogy L bdvitése K-nak. Ha az x + (m) € L elemet a-val jeloljiik, akkor L minden eleme
egyértelmiien elall a,, 1™ 1 + - +aja +ag (an_1,...,a1,a0 € K) alakban. Kévetkezésképp L = K [a] = K () és
[L: K] =n. Az a elem gyoke az m polinomnak, tehat mq x ~ m.

Bizonyitas. A 3.37. Tétel szerint K [z]/(m) valéban test, hiszen K [z] f6idedlgyliri és m € K [z] irreducibilis. A
K [z] / (m) test elemei a K feletti polinomok modulo m maradékosztalyai. A g € K [z] polinom maradékosztalydt g+ (m)
helyett jelolje egyszeriien csak g. A maradékos osztds tétele alapjan minden maradékosztaly egyértelmiien reprezentdl-
hat6 egy n-nél kisebb foku polinommal, azaz L minden eleme egyértelmiien felirhat6 a,_12"~1 + -+ + a1 + ap (a; € K)
alakban. Az a = T jelolést haszndlva ez igy is frhaté: an,_12" '+ - +aix+ay = Gp1-Z* '+ +a-T+ag =
10" 14+ Faja+ag. (Itt az a; € K elemekrél lehagytuk a vondsokat, mert a K testet azonositjuk az L-be bedgyazott
izomorf ,masolataval”.) Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy

VB e L ag,a1,...,an-1 € K: B=ag+ a1+ - +an_1a"" % (<)

Ez azt jelenti, hogy L minden eleme felirhaté, mégpedig egyértelmiien, az 1, o, ..., a" ! elemek K-beli egyiitthatés linearis
kombindciéjaként. Tehdt 1,q,...,a" ! bézisa az x L vektortérnek, és fgy [L : K] = dimg L = n. Az is kiolvashat6 @—
bdl, hogy L minden elme el8dll a-bdl és K elemeibdl az elsd harom alapmiivelet segitségével, azaz L C K [o]. Mivel
K [a] € K (a) C L, az kovetkezik, hogy L = K [a] = K ().

Az utolsé §llitds igazoldsdhoz irjuk fel az m polinomot: m = ¢ z™ + -+ + c1x +¢o € K [z]. Szdmitsuk ki m (o) értéket
(ismét az o = T jelolést hasznaljuk, és a K-beli konstansokra visszatessziik a vondsokat):

m(a)=cpa” 4+ -+cat+cg=¢, T+ 4+C T+ =cCpx™ + -+ 12+ co =M.

Az vildgos, hogy m = 0 (miért?), tehdt m(a) = 0 = 0. A Allitss alapjan ebbdl és m irreducibilitdsabél mar
kovetkezik, hogy mq, x ~ m. O
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4.8. Tétel. Legyen L = K (¥)) egyszerii algebrai bévitése K-nak, és legyen az m = my g polinom fokszdma n. Ekkor az
L | K bovités izomorf a K [z] / (m) | K bbvitéssel, és igy [L : K] = n.

Bizonyitas. Tekintsiik a ¢: K [x] — L, f — f(¢) ,kiértékels” leképezést. Konnyen ellendrizhetd, hogy ¢ gyfirithomo-
morfizmus (HF). Az 1.22. Tétel szerint ¢ értékkészlete K [0], a[4.2] Definici6 szerint pedig ¢ magja Ker o = Iy = (m). A

gyfirtielméleti homomorfiatételt alkalmazva azt kapjuk, hogy K [z]/ (m) = K [¢]. A homomorfiatétel &ltal szolgdltatott
izomorfizmus a kovetkez6:

Y Kz]/{m) — K[J], ap+ara+-+a, 10" s ag+ a9+ +a, 19" ()

(Itt kihasznaltuk azt, hogy, az el6z6 tétel jeloléseit haszndlva, K [z] / (m) elmei egyértelmiien irhaték ag + a1 + -+ - +
an—10""t =ag+a1T + -+ a,—17"" ! (a; € K) alakba.) Tudjuk, hogy m irreducibilis Allitds), ezert K [x] / (m)
test (3.37. Tétel). Mivel a K [z]/ (m) és K [¥] gylirlik izomorfak, és a K [z]/ {(m) gylirtirdl most lattuk be, hogy test,
az kovetkezik, hogy K [¢] is test, és igy K [¢¥] = K (¥9). Tehat ¢ izomorfizmust létesit a K [z] / (m) és L = K (9) testek
kozott, és @—bé’)l lathato, hogy minden ag € K esetén agy) = ag. A Definici6 szerint ez épp azt jelenti, hogy L | K
izomorf a K [z] / (m) | K b&vitéssel. Emiatt a két bovités fokszama is megegyezik, a K [x] / (m) | K bovitésrdl pedig az
el6z6 tétel alapjan tudjuk, hogy n-edfokd, igy [L : K] = n. O

4.9. Tétel. A K (z) | K bovités egyszerii transzcendens bévités. Forditva, ha L = K () egyszerii transzcendens bévitése
K-nak, akkor az L | K bovités izomorf a K (x) | K bovitéssel, és [L : K] = co.

4.10. Tétel. Legyenek L | K és M | L végesfoku testbévitések (tehdt K < L < M), és legyen aq,...,ap bézisa az gL
vektortérnek, B1, ..., B pedig legyen egy bazisa az M vektortérnek. Ekkor o;8; (i=1,...,¢, j=1,...,m) bézisa az
x M vektortérnek. Kovetkezésképp [M : K] =[M : L]-[L: K] =m-{.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy M minden p eleme eldéll a 3; elemek L-beli egytitthatdkkal felirt linedris kombindcidjaként.
Itt minden egyiitthatot fel lehet irni az «; elemek K-beli egyiitthatds linedris kombindcidjaként. Ezeket behelyettesitve a
megfelels egyiitthatok helyére, megkapjuk p eléallitdsat az «;3; elemek K-beli egyiitthatés linedris kombindcidjakent (HF
felirni). Ezzel beldttuk, hogy az a;3; elemek generéljsk az x M vektorteret. A linedris fiiggetlenség igazoldsdhoz tegyiik
fel, hogy >, ;cijaiB; = 0 (cij € K). Atrendezve az osszeget azt kapjuk, hogy > (22 cijai) B = 0. A B elemek L
feletti linedris fiiggetlensége miatt ), ¢;joi; = 0 minden j esetén. Ebb6l pedig az «; elemek K feletti linedris fiiggetlensége
miatt kovetkezik, hogy ¢;; = 0 minden ¢ és j esetén. (I

4.11. Tétel. Minden végesfoki bdvités algebrai. Nulla karakterisztikdju testek (pl. szdmtestek) esetén minden végesfoki
bévités egyszerli algebrai bévités: ha char K = 0 és [L: K| < oo, akkor létezik olyan ¢ € L primitiv elem, amelyre
L=K(9).

Bizonyitas. Csak az els§ 4llitdst bizonyitjuk. Legyen [L: K| = n, és legyen ¢ € L tetszbleges elem. Ekkor 1,4,...,9"
linedrisan fiiggdk K felett (miért?), tehdt vannak olyan ag,aq,...,a, € K elemek, amelyek koziil legalabb az egyik nem 0,
ésap-1+ay -9+ -+a, 9" = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ gyvke a nemnulla f = a, 2"+ - -+a12+a¢ € K [z] polinomnak.
(Az nem biztos, hogy deg f = n, mert nem biztos, hogy a,, # 0. De az a; egyiitthatck kozott van legalabb egy nemzérus,
tehdt f # 0.) Latjuk tehdt, hogy L minden eleme algebrai K felett, azaz L | K valéban algebrai bévités. O

4.12. Tétel. Minden testbévitésben az algebrai elemek résztestet alkotnak. Igy példdul az algebrai szdamok is testet
alkotnak (ldsd a [4.3] Példat).

Bizonyitds. Legyenek a, 8 € L algebrai elemek K felett, rendre n-edfoku és m-edfokd minimalpolinommal, és tekintsiik a
K <K (a) < K (o) (8) = K (o, B) testtornyot. A L8 Tétel szerint [K () : K] = degma,x = n és [K (o) (8) : K (a)] =
degmg k(o) < degmp x = m (miért?). A Tétel segitségével feliilrdl becsiilhetjik a K (o, 8) | K bo6vités fokdt:
[K (o, 8): K] = [K(a, ) : K ()] - [K () : K] < m-n. Tehdt K (o, §) | K végesfoku bovités, és igy a Tételbol
kovetkezik, hogy K («, 8) minden eleme algebrai K felett. Ezen elemek kozott pedig ott van a4+ 8, a — 8, a- 5 és (8 #0
esetén) a/f is. Ezzel beldttuk, hogy a K felett algebrai elemek halmaza zért a négy alapmiiveletre. (I

4.13. Definicié. Ha egy L testre teljesiilnek az aldbbi (egymdssal ekvivalens) feltételek, akkor azt mondjuk, hogy L
algebrailag zart.

(1) Minden nemkonstans L feletti polinomnak van gyske L-ben.

(2) Minden nemkonstans L feletti polinom elséfoki polinomok szorzatdra bomlik az L[z] polinomgyfiriiben.

(3) A L test felett csak az elséfoku polinomok irreducibilisek.

Azt mondjuk, hogy L algebrai lezdrtja K-nak, ha L algebrailag zart, és L | K algebrai bovités (jelolés: L = K).

4.14. Tétel. Minden K testnek létezik algebrai lezartja, és az K feletti izomorfia erejéig egyértelmii (vagyis ha Ly és Lo
is algebrai lezdrtja K-nak, akkor van olyan ¢: L1 — Lo izomorfizmus, amelynek K-ra valé megszoritdsa identikus).

4.15. Megjegyzés. Algebrailag zart testnek nincs valédi algebrai bévitése, tehdt K maximalis algebrai bévitése K-nak.
Miésrészt, K valodi résztestei mar nem lesznek algebrailag zartak, tehdt K minimadlis algebrailag zart bévitése K-nak.
Meg lehet mutatni, hogy ezen két tulajdonsdg barmelyike jellemzi az algebrai lezartat.

4.16. Példa. Az algebra alaptétele szerint a komplex szdmok teste algebrailag zért. Mivel C | R algebrai (miért?), R = C.
Ebben nem az a ,plane”, hogy R-nek van algebrai lezdrtja, hanem az, hogy az algebrai lezdrt mindossze masodfoku bovités:
elég az 22 + 1 polinom egy gyokét adjungdlni, és mdris minden polinomnak lesz gyoke. A racionédlis szdmok testével mds
a helyzet: Q nem m4s, mint az algebrai szdmok teste (lasd a Példat), és Q | Q végtelen foki bévités (miért?).



