Geometriai szerkeszthetdség




Szerkesztési feladat

Adottak P1,..., P, pontok, ezekbdl szeretnénk egy Q pontot megszerkeszteni.
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Szerkesztési [épések

Ha A, B, C, D mar meg van szerkesztve akkor egy 0j E pontot szerkeszthetiink

> az AB és CD egyenesek metszéspontjaként,

> az AB egyenes és a C kdzéppontd, D-n dtmend kor (egyik)

metszéspontjaként, vagy

> az A kozéppontd B-n dtmend kor és a C kdzéppontd, D-n dtmend kor (egyik)

metszéspontjaként.



A szerkesztés menete
H={Py,Pa....Py}~ {P1,Pa....PpQi}~
’V">{P]_,P2,...,Pn,Q1,Q2}W"‘
M->{Pl,PQ,...,Pn,Ql,Qz,...,Qg} QgZQ.
Megjegyzések

» A megadott Py, ..., P, pontok konkrét pontok a sikon, pl. egy konkrét
hdromszdg magassagpontjat akarjuk megszerkeszteni. Amennyiben olyan
eljarast akarunk adni, ami pl. tetszbleges haromszog magassdgpontjanak
megszerkesztésére alkalmas, akkor paraméteres szerkesztési feladatrdl
beszéliink. Az utébbi nyilvan nehezebb feladat: ha altaldnos eljarast tudunk
adni, akkor az minden specidlis esetben is miikodni fog. Forditva ez nem igaz,
nincs példaul altaldnos szerkesztési eljards tetszoleges szog harmadoladsara, de
ettdl még specidlis esetekben (pl. 90°) tudunk széget harmadolni.

» Mindig feltessziik, hogy legaldabb két pont meg van adva (n > 2).

> Két pontbdl mar lehet egy siirli ponthalmazt szerkeszteni, ezért nem jelent
megszoritast, hogy megtiltottuk, hogy ,csak gy’ segédpontokat vegyiink fel.

> Kort csak adott kozéppontbdl adott keriileti ponton keresztiil rajzolhatunk
(euklideszi kérz8); nem lehet egy adott szakaszt (mint sugarat) kdrzényildsba
venni, és mashol kort rajzolni vele. HF: Mutassuk meg, hogy ez sem jelent
megszoritast!



Algebraizalas

Vegyiink fel egy derékszogii koordinatarendszert, amelynek origdja O € H, és az
els6 tengelyen az egységnek az E € H pont felel meg. Ezutan pontok helyett
szdmokat szerkesztiink: minden valds szam megfelel az elsé tengely (mint valds
szdmegyenes) egy pontjanak. Kénnyii beldtni, hogy egy @ = (x,y) pont akkor és
csak akkor szerkesztheté meg, ha az x, y szimok(nak megfelelé pontok az elsd
tengelyen) megszerkeszthet8ek.

Szerkesztési feladat

Adottak cy, ..., ¢, valds szamok, ezekbdl szeretnénk egy « valds szamot
megszerkeszteni.

Szerkesztési [épések
Ha a1, a2, b1, by, c1, ¢, d1, d> € R médr meg vannak szerkesztve akkor egy Uj &« € R
szamot szerkeszthetiink
> az AB és CD egyenesek metszéspontjdnak egyik koordindtdjaként,
> az AB egyenes és a C kdzéppontd, D-n dtmend kor (egyik) metszéspontjdnak
egyik koordinatdjaként, vagy
> az A kdzéppontl B-n dtmené kor és a C kdzépponti, D-n dtmend kor (egyik)
metszéspontjanak egyik koordindtajaként,
ahol A = (31, 32) , B = (bl, bg) , C = (Cl, 62) , D= (dl, dg).



A szerkesztés menete

{Cl,CQ,...,Cn} > {CGCQ.-'-,C,,,(Xl} ~
~ {C11C2,---,Cn,061,D(2} A e
M—){Cl’C2""1Cnva11“2,...,a£} 0{[:“
Megjegyzés

A koordindtarendszer vélasztdsa miatt az O és E pontok a 0 és 1 szamoknak
felelnek meg, tehat ez a két szdm mindig adott.

A szerkesztés alapteste

A kiinduldsul megadott ci, ..., ¢, szdmok &ltal generdlt K =Q (c1,...,c) <R
szamtestet a szerkesztés alaptestének nevezziik.

Allitas
Az alaptest nem fiigg a koordinatarendszer vélasztasitol.

Tétel
Ha a € R szerkeszthetd, akkor a algebrai K fol6tt, és m, i foka kettShatvany.



Tétel (szégharmadolas)

Nem lehet adott szoghoz harmadakkora szoget szerkeszteni.

Bizonyitas

Ez egy paraméteres szerkesztési feladat; megmutatjuk, hogy nemcsak altalanos

szbgharmadolasi eljdras nincs, de még olyan ,ad hoc” eljards sem, ami a 60°-os sz6g

harmadat megszerkesztené. Ekkor K = Q és a megszerkesztendd szam & = cos20°.

Node m, x = x3 — %x - % foka nem kett6hatvany. ]

Tétel (kockakett6zés)

Nem lehet adott kockdhoz kétszerakkora térfogatti kockat szerkeszteni.
Bizonyitas

Igazabdl ez is paraméteres feladat; nézziik az egységkocka esetét. Ekkor K = Q és
a megszerkesztend$ szam a = v/2. Node m,)t,K:x3 — 2 foka nem kettohatvany. [

Tétel (kornégyszogesités)

Nem lehet adott korhoz vele azonos teriiletli négyzetet szerkeszteni.

Bizonyitas

Nézziik az egységkor esetét. Ekkor K = Q és a megszerkesztend6 szam o = /71,
ami még csak nem is algebrai K folott. ]



Ikerfeladatok

> Adott a derékszogli hdromszog derékszogli csticsbdl indulé magassaga és
> a derékszogé csticsbdl induld szogfelezbje, vagy
> egy masik cstcsbdl induld szdgfelezdje.

Megszerkeszthet6-e a haromszog?

> Adott az egyenld szdri hdromszog beirt kdrének sugara és
> a szdra, vagy
> az alapja.

Megszerkesztheté-e a haromszog?



A szerkeszthetOség elméletét fel lehet épiteni lgy is, hogy egy pontnak nem egy
valds szampdrt, hanem egy komplex szamot feleltetiink meg.

Algebraizalas

Vegyiik fel a valds és a képzetes tengelyt (gy, hogy O € H feleljen meg a 0-nak és
E € H az 1-nek. Ezutdn pontok helyett komplex szdmokat szerkesztiink

Szerkesztési feladat

Adottak cy, ..., ¢, komplex szamok, ezekbdl szeretnénk egy o komplex szdmot
megszerkeszteni.

A szerkesztés alapteste

A kiindulasul megadott cy, ..., ¢, szdmok és konjugaltjaik altal generalt
K=Q(c1,....¢n T, ..., C) < C szdmtestet a szerkesztés alaptestének
nevezziik.

Allitas

Az alaptest nem fiigg a koordinatarendszer vélasztasitol.



4.30. Definicid

Az « komplex szdmot K feletti négyzetgydkmennyiségnek nevezziik, ha a
megkaphaté K elemeibdl a négy alapmiivelet és négyzetgyokvonds véges szamd
alkalmazasdval.

4.31. Definicid

Az L|K testbdvités egyszerii négyzetgyokbovités, ha Ja € K : L = K (1/a).
Az L|K testbdvités négyzetgyokbovités, ha megkaphatd véges sok egyszerii
négyzetgyokbovités egymasutanjaként:

K=Tgo<Th <---<Ty=1L Ti+1:Ti(\/3;),ahola;€ﬂ.
HF: Biz. be, hogy L|K egyszerii négyzetgydkbdvités <= [L: K] < 2.

4.32. Allitas

Négyzetgyokbbvités foka mindig kettéhatvény. (Forditva ez altaldban nem igaz, de
normalis testbvitésekre igen.)



4.33. Tétel

Tetszoleges « komplex szdmra az aldbbiak ekvivalensek:
(1) a megszerkeszthetd (K-bdl);

(2) a négyzetgyokmennyiség K felett;

(3) a benne van K valamely négyzetgyokbdvitésében.

4.34. Kovetkezmény
Ha a € C megszerkeszthetd, akkor a algebrai K folott, és m, i foka kettShatvany.
Bizonyitas
« szerkeszthetd = 3JL:a € L és L|K négyzetgydkbdvités
— degmy | [L: K] =2
= degmyk =2" O

4.35. Megjegyzés

A fenti kovetkezmény megforditisa nem igaz; példaul az x* + 7x + 7 polinom
gyokei nem szerkeszthetdek meg a K = Q alaptestbdl.

4.36. Tétel

Az o komplex szdm akkor és csak akkor szerkesztheté meg a K alaptestbdl
kiindulva, ha « algebrai K folétt, és m, i felbontdsi testének foka kettéhatvany.



Az egységkodrbe irt szabalyos n-szog akkor és csak akkor szerkesztheté meg, ha az
g1 =cis 27” komplex szdm (primitiv n-edik egységgydk) megszerkeszthetd.
Tehdt az m,, g polinomot kell meghatdroznunk.

4.37. Definicid

Az n-edik korosztasi polinom az a &, polinom, amelynek gyokei éppen a primitiv
n-edik egységgyokok (mindegyik egyszeres gyok):

o, = 1_[ (X*E): H (X*Sk).
ecC* k=1,...,n
o(e)=n Inko(k,n)=1

(Itt e, = 8’{ = cis &% 2"” .) Vegyiik észre, hogy deg®, = ¢ (n).



Néhany példa korosztasi polinomra
> CDl =x-1
» Py=x—(-1)=x+1

> O3 = (x—cis Z) (x —cis ) =X 20

3 3 x—1
» O, = — + i o x*-1 241
4= (x—1)(x+1) sy
>¢5=%:X4+X3+X2+X+1
o x-1 i
> 6 = g,0,8; — wpo 1~ X X+l

> @7 = Xl = X = 50 5t 3 X% x

8 8
_ o x°-1 _ x°-1 _ 4
> Pg = 3, 5,®;  xF-1 X +1

9
_ x—-1 _ x—1 _ 6 3
’¢9*¢1¢3—7X371—X +x>+1

> Do = x38 4 x4T 4 x40 _ 443 _ 442 9,41 40 (30 L (36 4 (35 4 (34
X334 x32 4,31 428 26 24 22 (20 4 17 4 16 4 15 4 (14 4
XIB 4 x12 39 38 T k0 354 24 x 41



Tétel

x"—1
b, = ——
Y

d|n

d<n

Bizonyitas
A bizonyitandd egyenl6ség azzal ekvivalens, hogy x" — 1 = Hq)d.
d|n
A bal oldali polinom gydkei éppen az n-edik egységgyokok (mindegyik egyszeres).
A jobb oldali polinom gyokei ugyanezek, mert

VzeC: z2"=1 < d:=o0(z)|n

4.38. Tétel

A korosztdsi polinomok egész egyiitthatdsak, és irreducibilisek Q felett.
Bizonyitas

Csak az n = p és p? eseteket igazoljuk (p primszam).

]



Bizonyités (folyt.)
Ha p prim, akkor ®, = ’f:ll =xP 14 xP2 4. .4 x+1€Z]x]
Vezessiik be az y = x — 1 (] hatdrozatlant; ekkor a polinom igy alakul:

(y+1)P -1
qDP(Y+1):m:
PP By P ()P iy + -1
y
=P P2 (D)3 (P )y tp
2 p—2

Erre a polinomra pedig mar alkalmazhaté a Schonemann—Eisenstein-féle
irreducibilitdsi kritérium (ldsd a 4.22. Lemmit).

Ha € egy p?-edik egységgydk, akkor & pontosan akkor primitiv p?-edik egységgyok,
ha nem p-edik egységgyok, ezért
xP’ —1 (xP)P —1
Do = =
P xP —1 xP —1
=xPP=1) L \P(P=2) L ...y P17 [x].

=®p (xP) =

Erre a polinomra az x = y + 1 helyettesités utan szintén alkalmazhaté a
Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium. .. ]



4.39. Kovetkezmény
Ha ¢ primitiv n-edik egységgyok, akkor m; g = ®,.

4.40. Lemma

(1) Ha szerkeszthetd szabdlyos n-szég, akkor minden d | n esetén szerkeszthetd
szabdlyos d-szog is.

(2) Ha szerkeszthetd szabdlyos n-szdg, akkor minden k > 0 esetén szerkeszthetd
szabalyos 2 n-szég is.

(3) Ha szerkeszthetd szabdlyos n-szdg és szabalyos m-szdg, akkor szerkesztheté
szabalyos Ikkt (n, m)-szog is.

Bizonyitas
Az elsé két §llitas trividlis (HF). A harmadikhoz keressiink olyan x, y egész

szamokat, amelyekre
27T 27T

L2 o
n m  Ikkt (n, m)

Rendezés utdn azt kapjuk, hogy
nm

m = Inko (n, m),

mx + ny =

és ennek a diofantoszi egyenletnek van megoldasa.



4.41. Tétel (Gauss 1801, Wantzel 1837)

Szerkeszthetd szabalyos n-szég <= az n primfelbontasiban fellépd paratlan
primek mind Fermat-primek, és mindegyik elsé hatvanyon Iép fel.
Bizonyitds

= (Wantzel): Tth. szerkeszthetd szabdlyos n-szdg.

Ha p? | nvalamely p ptl. primre, akkor szerkeszthetd szabalyos p?-szég (4.40),
és igy e = cis p—g minimalpolinomjanak foka kett6hatvany.

Node m.q = P2 foka ¢ (pz) =p(p—1), ami nem kettShatvany.

Tehat n primfelbontdsdban minden paratlan prim elsé hatvanyon szerepel.
Legyen p egy ilyen prim; ekkor szerkeszthetd szabalyos p-szdg (4.40), ezért az
el6z8ekhez hasonléan deg @, = ¢ (p) = p — 1 kettShatvény, azaz p Fermat-prim.

<= (Gauss): Tfh. n=2%.p;-...-p;, ahol k > 0és p1,..., p; paronként
kiilonbzé Fermat-primek.

A 4.40. Lemma szerint elég megmutatnunk, hogy szerkeszthet6 szabdlyos p;-szog
(i=1,...,t). A p; =3eset HF, a p; = 5 esetet |dsd a tabldn, a tdbbit nem
bizonyitjuk.



Tény
Ha 2" 4+ 1 prim, akkor n kett&hatvany.

Fermat azt sejtette, hogy F, = 22" + 1 mindig prim, de ez nem igaz: Euler
észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit meg-
vizsgaltak szintén Gsszetettnek bizonyult. Tehat csak 6t Fermat-primet ismeriink:

> Fo=2' +1 =3 (szerk.: Skori gorogok)
> F; =22+ 1 =5 (szerk.: Skori gorogok)

» Fp = 2%+ 1 =17 (szerk.: Gauss 1796, Erchinger ~1800)
cos 2T = L (—1+\/ﬁ+ \/34—2\/ﬁ+2\/17+3ﬁ—\/34—2\@—2\/34+2\/ﬁ>

» F3 =28 +1 =257 (szerk.: Richelot 1832)

> Fy =210 4 1 = 65537 (szerk.: Hermes 1894; 10 év, 200 oldal)



Nemeuklideszi szerkesztések

» Mohr 1672, Mascheroni 1797
csak korz6 = korzo és vonalzé

» Poncelet 1822, Steiner 1833
csak vonalzé és egy megrajzolt kor a kozéppontjdval egyiitt = korzo és vonalzé

> kobos szerkesztések (fok=2k3¢)
betolévonalzé, papirhajtogatds

Szogharmadolds betolévonalzéval




Kockakett6zés papirhajtogatassal

A P B

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Delian_origami.svg


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Delian_origami.svg

Szogharmadolds tomahawkkal

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tomahawk-BHM_Ethno_1894.410.37-P8260256-white. jpg
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