1.60. Tétel. Ha n > 5, akkor az A,, alternél6 csoport egyszerii.

1.61. Tétel. Ha n > 5, akkor az S, szimmetrikus csoport egyetlen val6di nemtrividlis normalosztdja A,,.

Bizonyitas. Legyen {id} < N < S,,; célunk beldtni, hogy N = A,, vagy N = S,,. Tekintsiink egy o € N\{id} permutéciot.
1. 1épés: Létezik olyan 7 € S, transzpozici6, amelyre o7 # 70.

Mivel o # id, létezik olyan ¢ € {1,...,n}, amelyre j :=ic # i. Legyen k € {1,...,n}\ {4,7}, és legyen 7 = (jk). Ekkor
i(o7) = (io)T =j7 =k ési(r0) = (it) 0 = ioc = j. Tehdt az ¢ elem képe o7 és 7o mellett kiilonboz, és igy o1 # 70.

2. lépés: o~ 'r7lor € N.
Tudjuk, hogy o € N és o norméloszto, azaz zart a konjugdldsra, ezért 7~ lor € N. Médsrészt 0~1 € N (mert N zért az
inverzképzésre), tehdt o~ - 77 loT € N (mert N zért a szorzdsra).
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o1 vagy kettds transzpozici6 (azaz két idegen transzpozicié szorzata) vagy pedig 3 hosszisdgu ciklus.
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3. lépés: o717~

A 071770 permutécié konjugiltja a 7! = 7 transzpoziciénak, ezért maga is transzpozicié (az 1.54. Tétel szerint).
Tehét o~ 7~ loT két transzpozicié szorzata: o770 -7 = (ab) (cd).! Harom eset lehetséges aszerint, hogy az (ab) és
(cd) transzpoziciknak hany kozos mozgatott eleme van.

(a) {a,b} N{c,d}| = 0: Ekkor (ab) és (cd) idegenek, ezért o177 toT kettds transzpozicio.

(b) {a,b}N{c,d}| = 1 : Tegyiik fel példdul, hogy b = ¢ (de a,b,d paronként kiilonbozdek). Ekkor o~ 'r7lor =
(ad) (cd) = (ab) (bd) = (adb), ami egy harom hosszisdgu ciklus.

(c) Ha,b} N{c,d}| = 2 : Ekkor (ab) = (cd), ezért o177 1or = (ab) (cd) = (ab) (ab) = id. Node ez nem lehetséges,
mert o~ '77lor = id <= or = 70, és az 1. lépésben a T transzpoziciét tigy vélasztottuk, hogy ne legyen
felcserélhet o-val.

4. 1épés: N tartalmazza az Osszes 3 hosszisdgu ciklust.
Az el6z6 1épésben latott két esetet vizsgaljuk most is.

(a) Ha N tartalmaz egy kettds transzpoziciét, akkor minden kettds transzpoziciét tartalmaz, mert ezek mind egymads
konjugdltjai (az 1.54. Tétel szerint), és N zart a konjugdldsra. Ha a,b,c € {1,...,n} pdronként kiilonb6z6 elemek,
akkor az (abc) ciklus el8éll két kettds transzpozicié szorzataként: (abc) = (ab) (ac) = (ab) (de) - (de) (ac). Itt a
d,e € {1,...,n} elemeket gy kell megvalasztani, hogy a,b, ¢, d, e pdronként kiilsnbozbek legyenek (itt hasznéljuk
fel, hogy n > 5!). Az (ab) (de) és (de) (ac) kettds transzpoziciok a fentiek szerint N-ben vannak, {gy (abc) € N
(mert N zdrt a szorzdsra).

(b) Ha N tartalmaz egy harmas ciklust, akkor minden hérmas ciklust tartalmaz, mert ezek mind egymds konjugaltjai
(az 1.54. Tétel szerint), és N zdrt a konjugaldsra.

5. lépés: N = A,, vagy N = 5,,.

Mivel a hdrmas ciklusok generdljdk az A, csoportot (ldsd a cserélgetds jatékot), a 4. 1épésbdl kovetkezik, hogy N > A,,.
Ebbol ksvetkezik, hogy N indexe osztéja A, indexének, tehdt [S,, : N] =1 vagy [S,, : N] = 2. Az elsd esetben N = §,,, a
masodik esetben N = A4,,. O

Megjegyzés. A fenti két tétel n = 3 esetén is igaz (konnyfi ellendrizni), de n = 4 esetén nem: A4 normadlosztéi {id},V, Ay,
mig Sy normalosztéi {id}, V), Ay, Sy.

Megjegyzés. Az 1.61. Tételt viszonylag konnyen le lehet vezetni az 1.60. Tételbdl (de azt nem bizonyitottuk). A mdsik
irdnyban kézenfekvének tiinhet a kovetkezd gondolatmenettel levezetni az 1.60. Tételt az 1.61. Tételbdl: Ha N < A,
akkor A, <1 .5, miatt N < A, < Sy, TEHAT N < S,,. Az 1.61. Tétel szerint ekkor N = {id} vagy N = A,, vagy N = S,,.
A harmadik eset nem lehetséges, mert N C A,,, és ezzel meg is kaptuk, hogy A,-nek csak két normalosztéja van, mégpedig
{id} és A,,. Ez a gondolatmenet azonban hibas! A hiba a ,TEHAT” sz6nél van: a normélosztésag nem tranzitiv reldcio.
Peldédul {id, (12) (34)} <V (miért?) és V < Sy (éran 1dttuk), de ennek ellenére {id, (12) (34)} £ Sy (miért?). Valéjdban
az 1.60. Tétel valamivel nehezebb az 1.61. Tételnél. A nehézség egyik oka, hogy az alternédlé csoportban nem olyan szép a
konjugaltsagi reldcié, mint a szimmetrikus csoportban: ha két permutdcié egymads konjugdltja A,-ben, akkor tovabbra is
azonos ciklusszerkezetiiek, de két azonos ciklusszerkezetii permutdcié nem mindig konjugalt A,-ben (S,-ben persze igen,
de a ,konjugdls” permutdcié nem biztos, hogy A,-ben van). Ezt illusztréljék a feladatsorban a 34. és 35. feladatok
(pluszponteért elmondhaté a megolddsuk gyakorlaton).

LA kellemesebb jelslés kedvéert T = (jk) helyett 7 = (cd) szerepel.
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