Galois-kapcsolatok
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4.42. Definicié. B
Az U halmazon értelmezett lezarasi operatoron olyan P (U) — P (U), A— A
leképezést értiink, amely rendelkezik az aldbbi hdrom tulajdonsaggal:

(a) monoton: AC B = A C B minden A, B C U esetén;
(b) extenziv: A D A minden A C U esetén;

(c) idempotens: A=A minden A C U esetén.

Ha A = A, akkor azt mondjuk, hogy A zart halmaz.

4.43. Allitss.

Tetszdleges lezdrasi operator esetén érvényesek az aldbbiak (minden A, B C U
esetén):

(1) Azart < IBC U: A= B;

(2) A Bzirt = AN B is zart;

(3) AU B az a legsziikebb zart halmaz, ami tartalmazza A-t és B-t;
(4)

4) a zart halmazok halét alkotnak, amelyben AAB=ANBé AV B=AUB.
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4.44. Példa.

(1)

Ha A = (A; F) egy algebra, akkor P (A) — P (A), T — [T] lezérasi
operator az A halmazon, és a zart halmazok haléja nem mas, mint A

részalgebrahaldja. Ennek a példanak specialis esetei a részcsoporthaldk,
normalosztéhaldk, részgytirlihaldk, idedlhdldk, résztesthaldk.

Legyen U a sik (vagy a tér) pontjainak halmaza, és legyen A az A halmaz
konvex burka. Ez egy lezardsi operdtor, amelynél a zart halmazok éppen a
konvex halmazok.

A sik (vagy a tér) pontjainak halmazdn a topoldgiai lezaras (torlédasi pontok
hozzavétele) is lezarasi operator; itt a zart halmazok éppen a zdrt halmazok(!).

3/29



Legyen adott objektumok egy G halmaza (németiil Gegenstand) és tulajdonsigok
(attribitumok) egy M halmaza (németiil Merkmal).

Minden g € G és m € M esetén meg van hatédrozva, hogy g rendelkezik-e az m
tulajdonsdggal. Ezt egy | C G x M megfeleltetés irja le: (g, m) € | (vagy
egyszeriibb jeldléssel glm) akkor és csak akkor teljesiil, ha g rendelkezik az m
tulajdonsaggal.

A (G, M, ) harmast kontextusnak nevezziik.

Példa.
G ={T KNy}, M={fdgh1l}

f|d|g

X | X | X |F
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Tetszbleges X C G és Y C M esetén legyen

X' = aX)= {meM|VgeX:glm} CM,
Y =B(Y)= {g€G|VmeY:gim} CG.

Tehat a (X) mindazon tulajdonsigok halmaza, amelyekkel X minden eleme
rendelkezik, B (Y) pedig mindazon objektumok halmaza, amelyek rendelkeznek az
Osszes Y-beli tulajdonsaggal.

igy definialtunk
a:P(G)—=PM), X=X é B:P(M)—=P(G), Y=Y

leképezéseket; ezt a leképezéspart nevezziik Galois-kapcsolatnak.

Példa.
{r} = {an}
{k.Ny} = {£,n}
g} = 1{&
{r.4}' = {x}
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4.45. Allitas.
Tetszdleges X, X1, Xo C G és Y, Y1, Yo C M esetén teljesiilnek az aldbbiak:

(1)X1§X22X{2X2, és Yng2:>Y1/2Y2,;
(2) X"DX é Y'DY;
(3) X" =X ¢é Y" =Y

4.46. Kovetkezmény.

A kettbvessz4” operatorok:
P(G)—=P(G), X—=X" é& PM)—=P(M), YY"

lezarasi operatorok G-n illetve M-en.
A megfelelé zart halmazokat Galois-zart halmazoknak nevezziik.

4.47. Allitas.
Tetszoleges X C G és Y C M esetén

X Galois-zart <— 3JYCM: X =Y’
Y Galois-zart <— 3IXC G: Y =X'.



Példa.

{T} lezartja: {T}" = {d,n}’ = {T.K}
{K, Ny} lezértja: {K, Ny}’ = {f,n} = {K Ny}
{g) lezértja: {g}" = {k}/ = {f,d,ghn}
{f,d} lezértja:  {f,d}" = {k} = {f,d,gn}
G zart részhalmazainak héldja: M zart részhalmazainak haldja:
{T,K,Ny} {f.d,g,h,1}
T,K K,N
K
(K} {d,h} {f,h}

@ {n}
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4.48. Tétel.
Legyen L a G halmaz Galois-zart részhalmazainak haldja, Ly pedig az M halmaz
Galois-zart részhalmazainak haléja. Ekkor

Q: Lg—>L/\/l,Xl—>X/éSl/J: Ly — Lg, Y — Y’
rendezésfordité bijekcidk (egymds inverzei).
Kovetkezésképp L izomorf Ly, dudlisdval (,fejredllitottjaval”).

4.49. Megjegyzés.

Mivel Lg és Ly dudlisan izomorfak, lehet éket egy Hasse-diagramon abrazolni dgy,
hogy L Hasse-diagramjdban az X € L halmazt jelképezd ponthoz az (X, Y)
cimkét irjuk, ahol Y = X’ (ekkor persze Y’ = X).

Az ilyen (X,Y) pért fogalomnak nevezziik; X a fogalom terjedelme (azon
objektumok halmaza, amelyek az adott fogalomhoz tartoznak), Y pedig a fogalom
tartalma (a fogalomra jellemzé tulajdonsagok Gsszessége).

A fogalmak halmazdn Lg-b8l (és Ly dudlisabdl) adddik rendezés:
(Xl, Yl) < (X2, Yz) — X1 C X5 ( ~— Y1 D YQ);

igy kapjuk a (G, M, I) kontextushoz tartozé fogalomhalét.
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Példa.
({T.K,Ny},{h})

({T.K},{d,n}) ({K,Ny},{f,h})
({K},{f.d,g,h})

(@,{f.d,g,h,1})

Ny



4.50. Példa.

Legyen G rogzitett tipusi algebrdk halmaza (pl. grupoidok), M pedig a tipusnak
megfelelé azonossdgok halmaza, és jelentse / azt, hogy az adott algebra teljesiti az
adott azonossagot. (Példaul (Ze,xy = yx) € [ és (V, x> =y?) €1, de

(Saxy = yx) & 1)

Ekkor egy X algebrahalmazra X’ mindazon azonossigokat tartalmazza, amelyeket
X minden eleme kielégit, egy Y azonossighalmaz esetén pedig Y/ az Y-beli
azonossagokat kielégitd Osszes algebrdk halmaza. Példaul

{(xy)z = x(yz),xy = yx}' a kommutativ félcsportok halmaza,
{(xy)z=x(yz),xy = yx}"' pedig az 6sszes olyan azonossigot tartalmazza, ami
teljesiil minden kommutativ félcsoporton, vagyis az asszociativitas és a
kommutativitds kdvetkezményeit (pl. (xy) (xz) = x (z (yx))).

Konnyli beldtni, hogy minden azonossag ,0roklodik” részalgebrakra,
faktoralgebrakra és direkt szorzatokra, tehat Y’ mindig zart erre a hdrom
konstrukcidra. Birkhoff tétele szerint ennek a megforditasa is igaz: ha egy X
algebraosztdly zart a részalgebra, faktoralgebra és direkt szorzat képzésére, akkor
definidlhaté azonossagokkal, azaz Galois-zart (elédll X = Y’ alakban). Az ilyen
algebraosztalyokat nevezziik varietdsoknak. Tehat ebben a kontextusban a zart
algebraosztdlyok éppen a varietdsok, a zart azonossdghalmazokat pedig bizonyos
logikai dedukcids |épésekre valé zartsidggal lehet jellemezni (ezeket azonosség-
elméleteknek nevezziik). 10/29



A Galois-elmélet azt a Galois-kapcsolatot vizsgalja, ahol az ,egyik oldalon” egy test
elemei vannak, a ,masik oldalon” pedig a test automorfizmusai, és az , illeszkedés”
azt jelenti, hogy az adott automorfizmus fixen hagyja az adott elemet.

A tovébbiakban az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy minden széba keriilé test
szamtest, és minden bovités végesfoku.

4.51. Definicid.

Az L | K testbdvités Galois-csoportja azon L — L automorfizmusok csoportja,
melyek pontonként fixen hagyjdk K-t (vagyis az L | K b&vitést sajat magdra képezd
izomorfizmusok csoportja):

Gal (L | K) = AutkL = {o: L — L izomorfizmus, 0|k = idk}.

4.52. Definicié.
Az L | K testbdvités kozbiils6 testein olyan E testeket értiink, amelyekre
K < E < L teljesiil. A kozbiils6 testek halmazdt Sub (L | K) jeldli.
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Példa.

Legyen K = Q és L = Q(9), ahol & = /2. Mivel [L: K] = 3 (primszdm), nincs L
és K kozott mas test: Sub (L | K) = {K, L}.

Ha o € Gal (L | K), akkor (80) = (83) 0 = 20 =2 (mert 2 € K és o fixen
hagyja K elemeit). Tehat 9o = /2.

Az L test minden a eleme & = a + bO + c8? (a, b, c € Q) alakban felirhatd.
Szamitsuk ki o képét o mellett:

a0 = (a+ b8+ c8?)o = ac + bo - 90 + co - (90)> = a+b-9+c- 8 = a.
Azt kaptuk, hogy o = id;, vagyis G = Gal (L | K) = {id.}.

A Sub (L | K) hélé kételemii, a Sub (G) hélé pedig egyelemii, tehit a két halé nem
izomorf egymdssal. Ennek oka az, hogy az L | K b&vités nem normilis.

12/29



4.53. Tétel.
Tetsz8leges L | K végesfokii bdvités esetén ekvivalensek az albbiak:

(1) Ha f € K [x] irreducibilis polinom és f-nek van gydke L-ben, akkor f elséfokd
polinomok szorzatdra bomlik L felett (azaz f ,,minden gydke" L-ben van).

(2) Ha egy szdm L-ben van, akkor minden konjugiltja is L-ben van (azaz L zirt a
wkonjugaldsra”).

(3) Van olyan K feletti polinom, amelynek felbontdsi teste éppen L.

4.54. Definicid.

A fenti ekvivalens tulajdonsagokkal rendelkezd testbOvitéseket normalis
bovitéseknek nevezziik.

4.55. Allitas.
Minden L | K testb&vités kiterjeszthetd normalis b8vitéssé: Iétezik olyan N > L

test, amelyre N | K normalis bdvités. Az ilyen N testek kdz6tt van egy legsziikebb;
ezt nevezziik L | K normalis lezartjanak.

4.56. Definicid.

Egy f € K [x] polinom Galois-csoportjan a K feletti felbontdsi testének a

Galois-csoportjét értjiik: Gal (f) = Gal (N | K), ahol N az f polinom K feletti
felbontasi teste.
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Titkos lemma.
Legyen L | K egy testbdvités, « € L, 0 € Gal (L | K) és f € K [x]. Ekkor

fa)=0 = f(ao) =0.

Bizonyitas.
Legyen f = apx" + - - -+ a1x+ ap (a; € K), és tegyiik fel, hogy f (a) = 0.

f(ao) = ap-(ao)"+---4a1 - (a0) + ag

= apo - (a0)"+ -+ + a10 - (a0) + o0 (mert 0|k = idk)
= (apa") o+ -+ (a100) 0 + 390 (mert o felcserélhetd a --sal)
= (apa"+---+ax+ag) o (mert o felcserélhetd az +-sal)
=f(a)o

= 00 (mert feltettiik, hogy f (x) = 0)
-0
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4.57. Tétel.

Tetszbleges N | K normilis bdvités és a, f € N esetén a és B akkor és csak akkor
vannak a Gal (N | K) csoport hatdsa szerint ugyanazon a pélyan, ha egymds
konjugiltjai K felett:

Jo e GaI(N ‘ K) : UCO'ZIB = MK = Mg K.
Bizonyitas.

= Tfh. ac = B valamely o € Gal (N | K) automorfizmusra. Alkalmazzuk a
titkos lemmat az f = m, i polinomra:

<= Tfth. my k = mg k =: m. Minden egyszerii algebrai bévitést egyértelmiien
meghatdroz (izomorfia erejéig) az adjungalt elem minimélpolinomja (4.8. Tétel):

K(a) | K= K[x]/{m) = K(B)|K,
ezért létezik olyan ¢: K («) — K (B) izomorfizmus, amelyre ¢|x = idk és ap = B.

altaldnositdsat hasznalva ¢ kiterjesztheté egy o: N — N izomorfizmussa. O
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4.58. Tétel.

Normalis bovités Galois-csoportjdnak rendje megegyezik a bovités fokszamaval:

ha N | K normdlis bdvités, akkor |Gal (N | K)| = [N : K].

Bizonyitas.

Legyen [N : K] = n, és legyen & € N egy primitiv elem (4.11. Tétel): N = K (9).
Ekkor mp x = (x —01) ... (x — 0p) alkalmas & =0y, ..., ¥, komplex szdmokra.
Mivel N | K normilis, 01,...,8, € N, ésigy K (8;) C N, sét K (8;) = N, hiszen

[K (8;) : K] = degmyg, k =degmyg x = n=[N:K].

Az egyszerli algebrai bovitéseket leiré 4.8. Tételt alkalmazva minden i-re kapunk
egy 0; € Gal (N | K) automorfizmust:

oj: K(ﬂ) — K (1.9,'),
a+ad+---+ ap_10" 1 — a+ a1+ + a,,_119771 (a,- S K) .

Mdsrészt, a titkos lemma szerint minden o € Gal (N | K) automorfizmus 9-t az
my k polinom egy gyokébe viszi, azaz 90 = ¢; valamely i-re. Ez az informécid, és
az, hogy 0|k = idk, mar egyértelmiien meghatdrozza o-t: ¢ nem lehet mds, mint a
fenti 0; automorfizmus. Ezzel beldttuk, hogy Gal (N | K) = {o1,...,0n}. O
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4.59. Tétel.

Legyen az n-edfokd f € K [x] polinom felbontdsi teste N, gydkeinek halmaza pedig
Gy. Tegyiil fel, hogy f minden gydke egyszeres (vagyis |Gy| = n).

Ekkor minden ¢ € Gal (N | K) esetén Gyo = Gy, igy van értelme megszoritani a o
automorfizmust a Gy halmazra. A

¢: Gal (N | K) = Sgy, 0+ 0lgy
leképezés bedgyazza a Gal (N | K) csoportot az S, csoportba, azaz Gal (f)
izomorf S, egy részcsoportjaval.

Bizonyitas.

A titkos lemm3bdl régtén adddik, hogy Gyo C Gy minden o € Gal (N | K) esetén.
Mivel Gy véges halmaz és o bijektiv, ezért Gyo = Gy. igy megszorithatjuk o-t a
Gy halmazra. Az vildgos, hogy a megszoritas felcserélheté a leképezésszorzassal:
(07) |y = 0|6y T|Gy. vagyis ¢ homomorfizmus.

Az injektivitashoz tegyiik fel, hogy o|g, = T|g, (0,7 € Gal (N | K)).

A Galois-csoport definicidja szerint 0|k = T|k = idk, tehat o és T megegyeznek a
K U Gy halmazon. Ez a halmaz generdlja az N testet (a felbontdsi test definicidja
szerint), igy 0 és T az egész N testen megyezik, azaz 0 = T.

Ezzel beldttuk, hogy ¢ bedgyazza a Gal (N | K)) csoportot az Sg, csoportba.
Mivel |Gy| = n, az Sg, csoport izomorf az S, csoporttal. O
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Példa.

Hatdrozzuk meg az x3 —2 € Q [x] polinom Galois-csoportjat. Szereposztds:
» K=0Q,
> Gy = {V/2, V2¢, ¥/2¢2}, ahol & = cis 2,
» N=K(Gy) =K(V2¢),
» [N: K] =6.

Az el6z6 két tétel szerint a G := Gal () csoport izomorf S3 egy 6-elemi
részcsoportjaval, tehat G =2 S3.

Barmely o € G automorfizmust egyértelmiien meghatarozza v/2 és ¢ kepe A titkos
lemma szerint /20 gydke az x3 — 2 polinomnak, eo pedig gyoke az x> +x+1

polinomnak, ezért ¥/20 € {¥/2, ¥/2¢, V/26?} és e € {e,€%}. Igy 3-2 = 6 esetet
kapunk; foglaljuk ezeket egy tablazatba:

Vi | 2| | a2 | 2| 9 | a2

2le [ e

80'”8‘8‘8‘8 3 3

(%] (%) 03 04 (% 06

Tehdt G C {0y, ..., 06}, és tudjuk, hogy |G| =6, igy G = {01, ..., 06}



Nézziik, hogyan permutalja 02 a Gy halmaz elemeit:
\3@02 = '\3/56
(V2€)00 = V200 - €05 = /2¢ - £ = /2€?
(V2e%)00 = 205 - €00 - €00 = /2e - = V2e3 = /2

Tehat 02|, egy harom hossziisagi ciklus:
2¢
V2
/2¢2

A Galois-csoport tobbi elemének megfelelé Sg,-beli permutécié hasonldéan felirhaté.

19/29



Ha a \3@ ~ 1, \355 ~ 2, \3682 ~~ 3 4tnevezést hasznaljuk, akkor a Galois-csoport
elemeinek az aldbbi S3-beli permutécidk felelnek meg (HF):

o1~ id
03 ~ (123)
03 ~> (132) {0’1,0’2,0’3}

04~ (23) {o1,00}

05 ~> (12)

0 ~> (13) {0’1}

Sub (G)
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Az i N vektortér egy bazisa 1, \3@ \3/1,8, \358, \3/18, tehadt N minden « eleme
egyértelmiien felirhaté

0 =a+bV2+cVa+de+ev2e+ V4 (a bc d e feQ)

alakban. Nézziik o> hatdsat a bazis elemein:

lop =1

V20, = /2

Vaoy = 202 - V200 = 2e - 2e = Jhe? = b (—e—1) = — V4 — V4
eoy = ¢

(\355)02 = V209 05 = V26 - = 262 = \3@(—5—1) = —2— ¥
(Vae)oy = VAo - e0n = V/4e? - e = V/4e> = /4
Ezutan mdr ki tudjuk szamitani a fenti a elem képét oo mellett:
w0y = aoy + boy - V205 + coa - V/Aos + doo - e05 + eos - (V/2e) 00 + Foa - (V/4e) 0
=a+b-v20y+c-Vhor+d-eor+e- (V2e)or + - (Vhe)on
=a+b - V2etc (—Vh—Vhe)+d-et+e- (—vV2—2)+f V4
=a—e V2+(f—c)Vh+de+ (b—e)v2e— cV/ae
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4.60. Tétel (a Galois-elmélet fététele).

Legyen N | K normdlis testbdvités és G = Gal (N | K) = Autk N. Tekintsiik az
I ={(a,0): a0 =a} C N x G illeszkedési relacid” ltal indukalt
Galois-kapcsolatot:
P(N) - P(G), E — {ceG|VaecE:aoc=a} = E' = Gal(N|E);
P(G) — P(N), Hw— {aeN|VoeH:ac=a} = H = Fix(H).
Ekkor teljesiilnek az aldbbiak:
(VVECN: E' =E > K<E<N

() VHC G: H" =

(azaz E € Sub (N | K)).
=H < H<ZG

(azaz H € Sub G).
(1) A Sub (N | K) és Sub G haldk kézétt dudlis izomorfizmust Iétesitenek az
E— E'=Gal(N|E) ¢és

H — H' = Fix (H)
leképezések (amelyek egymds inverzei).

(IV) Ha E € Sub (N | K) és H € Sub G egymasnak megfelel§ résztest és
részcsoport, azaz E = H' = Fix (H) é H = E' = Gal (N | E), akkor
(a) [N:E]=|H| és [E:K]=][G:H]
(b) N | E normélis;
(c) E| K normilis <= H <G, és ha ez teljesiil, akkor Gal (E | K) = G/H, azaz
Gal (E | K) = Gal (N | K) / Gal (N | E).
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Példa.
Hatdrozzuk meg a [02] < G = Gal (x> — 2) részcsoporthoz tartozé kézbiilsd testet.
Ha

v =a+bV2+cVa+de+eV2e+ Ve (a,bc defecQ),

akkor

oy =a—e-V2+ (f—c)Va+de+ (b—e)V2e — cV/4e,

tehat aop = a akkor és csak akkor teljesiil, ha
b=—-e c=f—-c, e=b—e f=—c
Ez azzal ekvivalens, hogy b=c=e = =0, tehdt
Fix ([02]) = Fix(02) = {a+de:a,d € Q} =Q (¢).
A Galois-elmélet fétételét haszndlva kevesebb szamolassal is megkaphattuk volna
ugyanezt: Az vildgos, hogy ¢ € Fix ([02]), és igy Q (¢) C Fix ([o2]).

Misrészt, a fétételbd| kovetkezik, hogy [Fix ([o2]) : Q] = [G : [02]] = 2.
Mivel [Q (¢) : Q] = 2 (hiszen m g = x? + x + 1), latjuk, hogy Q (&) = Fix ([02]).
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4.61. Definicid.

Az « komplex szamot K feletti gyokmennyiségnek nevezziik, ha &« megkaphaté K

elemeibdl a négy alapmiivelet és pozitiv egész kitevOs gyokvonasok véges szamu
alkalmazésaval.

4.62. Definicié.

Az L | K testbévités egyszerii radikalbévités, ha L = K ({/a) valamely a € K
elemre és n természetes szamra. Az L | K testbdvités radikalbovités, ha
megkaphatd véges sok egyszerl radikalbovités egymasutanjaként:

K=Tgo<T1 <---<Ty=1L, ahol T,'+1:T,'(”\i/ai,') és a; € T;, n; € N.

4.63. Tétel.

Tetszbleges a komplex szamra az aldbbiak ekvivalensek:
(1) a gydkmennyiség K felett;

(2) « benne van K valamely radikalbvitésében;

(3) a benne van K valamely normilis radikalb&vitésében.

4.64. Kovetkezmény.
Ha a gyokmennyiség K felett, akkor a algebrai K felett.
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Példa.
Ez a szam gyokmennyiség, és igy algebrai Q felett:

\3/3 —\/V2+§/E + /3232014

V2+ 3+ V5
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4.65. Definicié.
A G csoport feloldhatd, ha létezik olyan {1} = Go <G < --- <G 1 <G =G
normdllanc, amelynek minden Gj;1/G; faktora Abel-csoport.

4.66. Példa.
Minden Abel-csoport feloldhaté. A diédercsoportok, valamint az S3 és Sy
szimmetrikus csoportok feloldhatéak, de n > 5 esetén S, mar nem feloldhaté.

4.67. Tétel.

Tetszéleges f € K [x] polinomra ekvivalensek az aldbbiak:
(1) f-nek van olyan gycke, ami gyckmennyiség K felett;
(2) f minden gycke gyokmennyiség K felett;

(3) f Galois-csoportja feloldhatd.

4.68. Tétel.
Az f = x5 — 4x + 2 € Q[x] polinom Galois-csoportja Ss. Kovetkezésképp f gydkei

nem gyokmennyiségek Q felett (vagyis az x> — 4x + 2 = 0 egyenlet ,nem oldhaté
meg gyokjelekkel").

28/29



4.69. Tétel (Ruffini-Abel-tétel).

Az altalanos n-edfoki egyenletnek nincs megolddképlete, azaz nem létezik olyan, az

an—1,...,a1, ap szimbélumokbdl a négy alapmiivelet és gyokvonasok véges szaml
alkalmazdsdaval felirhatd képlet, ami minden a,_1,..., a1, ap € C komplex értékekre
az x" 4 ap_1x" L+ - 4 a;x + ag = 0 egyenlet egy megoldasat adja.

4.70. Tétel (a casus irreducibilis tétele).

Ha az f € Q[x] polinom irreducibilis Q felett és minden gydke valds, akkor f
gyokei nem fejezhetéek ki Q feletti valds gyokkifejezéssel (azaz nem létezik olyan
L | Q radik3lbdvités, ami tartalmazza f egyik (minden) gyokét, és L C RR).
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