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Emlékeztets

A magasabb foka egyenletek és a geometriai szerkeszthet6ség problémajanal is
az a feladat, hogy adott szamokbdl (vagy inkabb egy adott K testbél) kiindulva,
a négy alapmiivelet és (négyzet)gydkvonasok segitségével megkapjunk egy «
célszamot.

Hogy ez megtehet6-e, az azon milik, hogy a milyen ,viszonyban” van K elemeivel.
(Amint latni fogjuk, ezt meghatarozza az az informécid, hogy a mely K feletti
polinomoknak gydke.) Ezt nemcsak szamokra, hanem mas testek elemeire is lehet
vizsgalni.

Alapfelallas

Adott egy L test, és abban egy K résztest. Ekkor azt mondjuk, hogy L bévitése
K-nak, és ezt igy jeloljik: L | K. Azt vizsgaljuk, hogy egy a € L elem milyen
kélcsonhatasban van K elemeivel. (A legfontosabb példa: L =C és K = Q.)



Definicié

Legyen R egy gyiirii és S C R. Ha S az R-bél ,6rokolt” miiveletekkel maga is
gyiird, akkor azt mondjuk, hogy S részgyiiriije az R gyiir(inek (jeldlés: S < R).
Hasonléan definialhaté a résztest fogalma is.

Allitas
Tetszéleges R gyirii és {0} C S C R esetén S akkor és csak akkor részgyiiriije
R-nek, ha

» S zart az 6sszeadasra: Va, b€ S: a+ b€ S;

» S zart a kivonasra: Va, b€ S: a—b=a+ (—b) €S;

» S zart a szorzasra: Ya, b€ S: a-b € S.

Allitas
Tetszéleges L test és {0,1} C S C L esetén S akkor és csak akkor részteste L-nek,
ha

» S zart az Osszeadasra: Va,be S: a+ b€ S;

» S zart a kivonasra: Va, b€ S: a—b=a+(—b) € S;

» S zart a szorzasra: Va, b€ S: a-b e S;

» S zart az osztasra: Va, b€ S: a/b=a-b1 €S, ha b # 0.



Definicié

Legyen R egy gyiirii, és H C R. A H halmaz altal generalt részgyiirii
» a legsziikebb olyan részgyiiriije R-nek, ami tartalmazza H-t;
» ez nem mas, mint a H-t tartalmazé Ssszes részgyiiriik metszete;

» vagy, praktikusabban, azon R-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatéak H
elemeibdl az elsé harom alapmiivelet (6sszeadas, kivonas, szorzas) véges szami
alkalmazasaval.

Jeloles: [H]gy.

Definicié

Legyen L egy test, és H C L. A H halmaz altal generalt résztest
P a legsziikebb olyan részteste L-nek, ami tartalmazza H-t;
» ez nem mas, mint a H-t tartalmazé osszes résztestek metszete;

» vagy, praktikusabban, azon L-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatéak H
elemeibdl a négy alapmiivelet (8sszeadas, kivonas, szorzas, osztas) véges
szami alkalmazasaval.

Jeldlés: [H]:.



Tétel
Legyen L | K egy testbdvités és o € L. Ekkor a K U {a} halmaz altal generalt
részgyliri L-ben éppen a K feletti polinomok a helyen felvett értékeibél all:

Kla] := [KU{a}]gy = {f(x) : f € K[x]}.
Bizonyitas.

A jobb oldali halmaz részgyiirii, mert zart az elsé harom alapmiiveletre:
flao) £g(a) =(fLg)(a)és f(a)-g(a) = (f-g)(a) minden f, g € K[x] esetén.

Ha S részgyiiri L-ben és S O KU {a}, akkor S-nek tartalmaznia kell az sszes

ana” + -+ ajw+ag (an,...,a1, a0 € K) alaka elemet (miért?).

Tehat a jobb oldali halmaz a legsziikebb mindazon részgyiiriik kdzott, amelyek
tartalmazzak a K U {a} halmazt. O
Tétel

Legyen L | K egy testb@vités, és o € L. Ekkor a KU {a} halmaz altal generalt
résztest L-ben éppen a K feletti racionalis tortek « helyen felvett értékeibsl all:

fa
K(a):=[KU{a}]t = {() :f,g € K[x],g(a) # 0}.
g(a)
Bizonyitas.
Hasonlé az eléz6 tételhez, csak itt osztani is kell. O



Példak
> [QU{v2}], = QI3 = {a+bV2:abeQ}

> [QU{VE], = QW2 = {a+bVZ:abeQ)
> [QU{%}]gy:Q[%]:{a+b\3@+c%:a,b,c€Q}
> [QU{%}LZQ(%):{a—l—b%—i—c%:a,b,cé@}

> [Qu{n}}gy =Q[n] = {f(n): f € Q[x]}

> [QU{n}],=Q(n) = {% :f.g €Qlx] g(n) # 0}



Definicié
Ha van olyan nemnulla f € K[x] polinom, amelyre f(a) = 0, akkor azt mondjuk,

hogy « algebrai K felett. A legkisebb fokszami ilyen fépolinomot o K feletti
minimalpolinomjanak nevezziik. Jeldlése: m, k.

Ha a nem gyoke semmilyen nemnulla K feletti polinomnak, akkor azt mondjuk,
hogy « transzcendens K felett.

Az L = C, K = Q esetben algebrai szamokrél és transzcendens szamokral
beszélunk.

Példak
» /2 algebrai Q felett (vagyis algebrai szam): mpo= x2 =2
> /2 algebrai R felett: mpsR=X— V2
» /2 algebrai C felett: msc=Xx-— V2
» 77 transzcendens Q felett (vagyis transzcendens szam)
> 7T algebrai R felett: myr =x— 7
>

7t algebrai C felett: myc =x—rm

v

2 .
T, e, 2‘5, ﬁf il = e/2 transzcendensek Q felett (vagyis transzcendens
szamok)



Példak

My, Q Ma,R

my.cC
3 3 3 3
2 X—3 X—3 X—32
\—“ﬁ x3 -7 x—\3ﬁ x—\3ﬁ

202\1/ﬁ %2021 _ 13 X — 202{[/E . 202\1/ﬁ

X—1

3—4i  x®2—6x+25 x?>—6x+25 x—(3—4i)



Tétel
Legyen a« € L | K algebrai elem m = m, x minimalpolinommal. Tetsz&leges
f € K|[x] fépolinom esetén az alabbi harom allitas ekvivalens:

(1) f=m;
(2) f(a) =0 és f irreducibilis K felett;
(3) egy K feletti g polinomnak pontosan akkor gyoke «, ha g tobbszérose f-nek:

Vg € K[x]: g(a) =0 < f|g.

Bizonyitas.
(1) = (2): Azt kell belatnunk, hogy m irreducibilis K felett.

Tfh. nem, azaz létezik m = g - h nemtrividlis K feletti felbontas fépolinomok
szorzatara.
Ekkor 0 = m(a) = g(a) - h(a), igy g(a) = 0 vagy h(a) = 0. (miért?)

Tehat g vagy h egy m-nél kisebb foka K feletti polinom, ami ,annullalja” a-t. 4 [



Tétel
Legyen a« € L | K algebrai elem m = m, x minimalpolinommal. Tetsz&leges
f € K|[x] fépolinom esetén az alabbi harom allitas ekvivalens:

(1) f=m;
(2) f(a) =0 és f irreducibilis K felett;

(3) egy K feletti g polinomnak pontosan akkor gyoke «, ha g tobbszérose f-nek:

Vg € K[x]: g(a) =0 < f|g.

Bizonyitas.
(2) = (3): Tfth. f(a) =0 és f irreducibilis K felett.
Az vilagos, hogy f | g = g(a) =0 (ugye?).

A masik iranyhoz tth. g(a) = 0, és legyen d = Inko(f, g).

d(a) =0 (m?ért?) mié;? g f miéﬁ? fle
d ~1vagy d ~ f (miért?)



Tétel
Legyen a« € L | K algebrai elem m = m, x minimalpolinommal. Tetsz&leges
f € K|[x] fépolinom esetén az alabbi harom allitas ekvivalens:

(1) f=m;

(2) f(a) =0 és f irreducibilis K felett;

(3) egy K feletti g polinomnak pontosan akkor gyoke «, ha g tobbszérose f-nek:

Vg € K[x]: g(a) =0 < f|g.

Bizonyitas.
(3) = (1): Ez kdnnydi: tetszéleges g € K[x]| polinom esetén,
ha g(a) = 0, akkor (3) szerint f | g, és igy deg f < deg g (kivéve, ha g = 0).

Tehat f valéban a lehet§ legkisebb fokszami az a-t annullalé nemzéré polinomok
kozott.



Definicio
A K(a) | K alaki testbvitéseket (ahol o tetszéleges elem egy K-nal bévebb L

testben), egyszerii testbdvitéseknek nevezziik, és azt mondjuk, hogy K (&) az a
elem adjungalasaval keletkezik K-bdl.

Ha « transzcendens K folott, akkor egyszerii transzcendens bévitésrél, ha pedig
« algebrai K folott, akkor egyszerii algebrai bdvitésrdl beszéliink.

Emlékeztets

Az « elem adjungaldasa nem csupan annyit jelent, hogy ezt az egy elemet
hozzavessziik K-hoz (igy nem kapnank testet!), hanem a K U {a} halmazt még le
is kell zarni a négy alapmiiveletre.

K(a) = [KU{a}]e = {g“(; :f.g € K[x], gla) # o}

Kla] = [KU{a}lgy = {f(a):f e K[x]}.

Meg fogjuk mutatni, hogy algebrai esetben K(a) = Kla], és ennek a testnek a
szerkezetét teljesen meghatarozza a minimalpolinomja.



Tétel
Ha a € L | K transzcendens elem, akkor K (&) izomorf a K feletti racionalis tértek
testével. Az izomorfizmust a racionalis tortek a helyen térténd kiértékelése
szolgaltatja:
f fa
¢: K(x) = K(), — = ( )
g(w)

oq

Bizonyitas.

» Mivel a transzcedens K felett, g(a) # 0 ha g nem a konstans nulla polinom,
igy a ¢ leképezés mindeniitt értelmezett.

» Kiilonb6z6 racionalis tortek a helyen kiilonbdzs értékeket adnak:
)

fi(a)  fHla)
= = f12—f21 (X:O:>f12—f21:0:>f —.
gi(e) g2(a) (g £1)(®) & & g1 &

Tehat ¢ injektiv leképezés.
> Azt, hogy ¢ sziirjektiv, mar tudjuk.

> Vilagos, hogy ¢ felcserélhetd a miiveletekkel: tetszéleges t1, tr € K(x) esetén

(1 +02)(a) = tr(a) + 2(a) & (t1-t2)(a) = t1(a) - t2(a). [



Példa
Legyen K = Q, L = C és o = +/2. Lattuk, hogy ekkor

Kla]) = Q[V2] = {aV4a+bV2+c:a,b,ceQ}.
Nézziik meg, hogy pl. a B = V4 —2Y2+1=a’—2a+1 elemnek van-e
multiplikativ inverze ebben a gyiiriiben:
pl= _
Va-292+1

Oldjuk meg az (x3 —2) - u+ (x> —2x+1) - v = 1 ,diofantoszi” egyenletet a Q[x]
polinomgyiiriiben:
u= —-3x+2, v:3X2+4x+5.

Tehat
(x3=2) - (=3x+2)+ (x> —2x+1)- (3x®> +4x+5) = 1.

Irjunk mindeniitt x helyébe a-t:
(0 =2)-(=3a+2)+ (a®> —2a+1) - (30®> +4a+5) = 1.
Kovetkezésképp
1

Va—2%2+1

Bl=(a?—20+1)1=302+40+5=3V4+492+5.



Példa (folyt.)
Hasonléan lehet a Q[+¥/2] gyiirti barmely nemnulla elemének multiplikativ inverzét
kiszamolni (nevezt gydkteleniteni). Tehat Q[%] test, és igy Q[%] = Q(\aﬁ)

Osszefoglalva: a Q(a) = Q(V/2) testrsl a kdvetkezé két dolgot kell tudni:

> elemei egyértelmiien felirhatok an? + ba + ¢ (a, b, c € Q) alakban
(,kanonikus alak™);

» az a szimbdlum azt tudja, hogy a3 = 2 (,szamolasi szabaly”).
» Hab a tortan: Q(a) haromdimenziés vektortér Q f8lott.
Ismer&sebb példa

A komplex szamtest egyszer(i algebrai b&vitése a valés szamtestnek:
C =R[i] = R()).

> elemei egyértelmien felirhaték ai + b (a, b € R) alakban
(kanonikus alak);

> az i szimbSlum azt tudja, hogy i = —1 (,szamolasi szabaly").
» Hab a tortan: C kétdimenziés vektortér R folott.

Megjegyzés: A szamolasi szabaly mindkét esetben leirhaté a minimalpolinommal:
mss 0 =x3-2¢s m; R =x%+1.



Tétel

Ha a € L | K algebrai elem m = m,, x minimalpolinommal, akkor K(a) izomorf a
K[x] polinomgy(rii modulo m maradékosztalytestével. Az izomorfizmust a
polinomok & helyen torténé kiértékelése szolgaltatja:

¢: K[x]/(m) — K(a), s f(a).

Bizonyitas.

» Mikor veszi fel két polinom ugyanazt az értéket az a helyen?

fl(oc) = fg(lx) <~ (fl — fg)(ﬂé) =0 g m | fi—fh
< f1 =1 (mod m)
= f=h.

Tehat ¢ injektiv leképezés.
> Vilagos, hogy ¢ felcserélhets a miiveletekkel: tetszéleges f1, f, € K|[x] esetén

(h+R)(a) = fi(a) + (a) & (f-R)(w)=f(a)-f(a).



Tétel

Ha a € L | K algebrai elem m = m,, x minimalpolinommal, akkor K(a) izomorf a
K[x] polinomgy(rii modulo m maradékosztalytestével. Az izomorfizmust a
polinomok & helyen torténé kiértékelése szolgaltatja:

@: K[x]/(m) = K(a), i fla).

Bizonyitas. (folyt.)
» Tudjuk, hogy ¢ értékkészlete K[a|. Tehat eddig azt lattuk be, hogy

Még azt kellene igazolni, hogy K|[a] = K(«), vagyis azt, hogy K|a]-ban
minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze.

> Legyen tehat K[a] 5 p = f(a) # 0, ahol f € K[x]. Ekkor mt f (miért?), és
igy Inko(f, m) ~ 1 (miért?). Ezért az mu + fv = 1 ,diofantoszi egyenletnek”
van megoldasa a K[x] polinomgyiiriiben (miért?). Ertékeljiik ki ezt az a helyen:

1=m(a) u(a)+f(a) via) =0 u(a)+f(a)- v(a)=pB-va).

Tehat B multiplikativ inverze v(a). O



Kovetkezmény
Ha a € L | K algebrai elem m = m,, kx minimalpolinommal és deg m = n, akkor
K(a) elemei egyértelmien felirhatéak

a,,_ltxnfl + -4 aia+ ag (a,,_l,...,al,ao S K)

alakban. Az ezen elemekkel valé szamolashoz elég annyit tudni, hogy m(a) = 0.

Bizonyitas.
Lattuk, hogy K(a) elemei kdlcsondsen egyértelmiien megfelelnek a K feletti
polinomok modulo m maradékosztalyainak. Mivel a modulus n-edfokd, minden

maradékosztaly egyértelmiien reprezentalhaté egy n-nél kisebb fokl polinommal:

ap_1x" 1 4. 4 ax+ag (ap_1,-..,31,3 € K).
Ennek a maradékosztalynak az el6z8 tételbeli ¢ izomorfizmusnal éppen az
ap_10" 14 4+ aja + ag elem felel meg.

A tétel masik allitasa csak egy informalis megfogalmazasa a K(a) = K|[x|/(m)
izomorfianak.



Allitas
Ha K részteste L-nek, akkor L vektortér K felett.
Bizonyitas.

A vektortéraxiomak mind kovetkeznek a testaxiomakbél (ugye?). O

Definicié
Ha K részteste L-nek, és L véges dimenziés vektortér K felett, akkor azt mondjuk,
hogy L | K végesfoki testbvités. Ennek a vektortérnek a dimenzidjat a

testbévités fokszamanak nevezziik. Jeldlés: [L: K] := dimg L.

Kovetkezmény
Ha o € L | K algebrai elem m = m, x minimalpolinommal és deg m = n, akkor

Bizonyitas.
Lattuk, hogy K(a) elemei egyértelmien felirhatéak az a"*,..., &, 1 elemek linearis

kombinaciéjaként, tehat ez az n-elemii ,vektorrendszer” bazis, kdvetkezésképp
dimk K(a) = n. O

n—1



Példa

. 1 1. ot .0 —
Legyen K = Q és a = Vvl Ekkor my x = x* + 1, és igy [Q(a) : Q] = 4,
tovabba a Q(a) vektortérnek (Q felett) bazisa a3, &2, &, 1, azaz minden elem
egyértelmiien felirhaté aza3 + ara? + aja + ag (a3, a2, a1, a9 € Q) alakban.

Hatarozzuk meg az a2 + 2a + 2 elem multiplikativ inverzét.

Megoldas
Megoldjuk az (x* 4+ 1) - u+ (x® +2x +2) - v = 1 ,diofantoszi" egyenletet:
L1 1, 2 2
-3 37 373
Tehat
(x*+1)- (—%) +(x®2+2x+2)- (%x2—%x+%) =1
(@ +1) (- 3) + @2 +2w+2)- (2a2- 20+ 3) =1
(6?2 +2a+2) - (%a2f%a+%) =1



Masik megoldas

at+1=0
wt+4=3
at 4402 44— 402 =3
(a2 +2)% — (20)2 =3

(2 +2—2a)- (a®> +2+20) =3
6?2042 _ 1
3 T aZ+42a+2




Keresztkérdés
Adott egy tetszéleges f € K[x| polinom. Van-e olyan a elem, aminek éppen f a
minimalpolinomja?

Valasz
» Ha f nem irreducibilis, akkor biztosan nincs.

» Ha f irreducibilis, akkor van: legyen T = K|[x]|/(f) (miért test?).
Nem nehéz ellendrizni, hogy az w =X € T elemre my x = f és T = K(«).

Megjegyzés
» Ha f € K[x] nem irreducibilis, akkor vegyiik egy m irreducibilis osztéjat, és
alkalmazzuk arra a fenti konstrukciét. Igy olyan T = K[x]/(m) testet kapunk,
amelyben & = X gydke f-nek (de most K(a) C T). Igy minden polinomnak
lehet ,,gyokot csinalni”.

P S6t, az eljarast ismételve olyan L testet is kaphatunk, amelyben f-nek annyi
gyoke van (multiplicitassal), amennyi a fokszama, azaz f gydktényezsk
szorzatara bomlik L felett. Ezt nevezziik f felbontasi testének.

> S6t, az eljarast végtelen sokaig ismételve olyan K testet is kaphtatunk,
amelyben mar minden K feletti polinomnak van gydke. Ezt a testet nevezziik
K algebrai lezartjanak. Pl. R = C és Q = A (az algebrai szamok teste).



Példa
Legyen m = x? + x + 1 € Zp[x] (miért irreducibilis?).
A T := Zj[x|/(m) testnek négy eleme van: 0, 1, X, x + 1.

+ 0 1 X x+1 . 0 1 x x+1
0 0 1 x x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X  x+1 0 1 x |0 x x+1 1
x+1|x+1 X 1 0 x+1|0 x+1 1 X
Ugyanez tdmérebben, a 0:=0, 1:=1, a:=X, B:= x+ 1 jeloléssel:
+]10 1 a B 01 a B
00 1 a B 0/0 0 0 O
111 0 B «a 110 1 a B
x la B 0 1 x |0 a B 1
BB a« 1 0 Bl10 B 1 «a

Figyeljik meg, hogy
> {0,1} = {0,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot T-ben;
> & =X gydke az x> + x + 1 € T|[x] polinomnak:
a4+l =xX24+x+1=x2+x+1=0=0.



Emlékeztets

Az L | K testbdvités
> egyszerii algebrai bévités, ha L = K(a) = [K U {a}]; és a algebrai K felett;
> végesfokd bévités, ha [L: K] := dimk L < co.

Definicié

Azt mondjuk, hogy L | K algebrai testb&vités, ha L minden eleme algebrai K

felett. Ha ez nem teljesiil (azaz létezik olyan L-beli elem, ami transzcendens K
felett), akkor transzcendens bévitésrdl beszéliink.

Tétel
Tetsz6leges L | K testbdvités esetén

1 2
L | K egyszerii algebrai g L | K végesfoka ¥> L| K algebrai.

Bizonyitas.
(1) Ezt mar lattuk: [K(a) : K] = deg m, k.

(2) Tfh. [L: K] =néswa € L. Ekkor az 1,a,...,a" ,vektorrendszer’ linearisan
fliggs K felett (miért?), igy léteznek olyan ag, a1, ..., a, € K ,skalarok” (nem
mind nulla), amelyekre a9 - 14+ a;-a+---+a,-a" = 0.

Tehat a gydke a nemnulla ag + ayjx + - - - + apx™ € K|[x] polinomnak. O



Megjegyzés
A tételben szeplé két allitas megforditasa nem igaz.

(1) Van olyan végesfokl bévités, ami nem egyszer(i algebrai. Csak ,csanya”
ellenpéldat lehetne mutatni, mert szamtestekre igaz a megforditas.
(Ez egyaltalan nem trivialis, az Gn. primitiv elem tételen malik.)

(2) Van olyan algebrai b&vités, ami nem végesfokd. Példaul az algebrai szamok
teste nyilvan algebrai bévitése Q-nak, de nem végesfokd (miért?).

A testbévitések fokszamtétele
Ha K < L < M (végesfoka bévitések), akkor

M:K]=[M:L]-[L:K].

Bizonyitas.
Legyen a1, ..., & bazisa az kL vektortérnek (tehat [L: K] = ¢), és legyen
Bi....,Bm bazisa az | M vektortérnek (tehat [M : L] = m).

Ekkor a1B1, ..., ayBm bazisa az kM vektortérnek, és igy [M : K] = £ - m.



Bizonyitas. (folyt.)
Tfh. ag,..., ay bazisa az kL vektortérnek, B1, ..., Bm bazisa az | M vektortérnek.
Ceél: a1B1, ..., &¢Bm bazisa az M vektortérnek.

> Generalas:
Barmely y € M elem felirhaté y = Y1 A; - B; alakban alkalmas A; € L
elemekkel (miért?).
Mindegyik A; felirhaté A; = Zle ajj - «; alakban alkalmas a;; € K elemekkel
(miért?).
Helyettesitsiik be ezeket y fenti felirasaba:

p=) Aj-Bi= Z(Zau “> B =) ay i)
=1 = i

Tehat p valoban elall az a;B; elemek K feletti linearis kombinaciéjakent.

> Fiiggetlenség: (zanzasitva)

14
Ozz.a,-jw;ﬁj Z(ZQU DC)"BJ':>ZB,'J"(X,':0:>‘9UIO.
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Kovetkezmény
Ha [L: K] = { és a € L, akkor « algebrai K folott, és deg m, k | /.

Bizonyitas.
Tekintsiik a K < K(a) < L kétlépcsés bévitést. A fokszamtétel szerint

(=[L:K]=][L:K(a)][K(a):K].
Masrészt tudjuk, hogy [K(«a) : K| = deg my k.

Pelda

> V2 ¢ Q(V2), mert 3 =degmy; 1 [Q(v2): Q] =2
Kovetkezésképp /2 nem all elé a + bv/2 (a, b € Q) alakban.

> V2 ¢ Q(V2), mert 2 =degm ;5 o 1[Q(V2): Q] = 3.
Kovetkezésképp v/2 nem all el a+ bv/2 + c¥/4 (a, b, c € Q) alakban.



Példa
Legyen M = Q(v/2, ¥2) = Q(v2)(V2) = Q(V2)(v2) = [QU {V2, ¥2}}.

Hatarozzuk meg az [M : Q] fokszamot, és adjunk meg egy bazist.
Megoldas
Nézziik két lépcsében a bovitést:
Q<Q(V2)=L<L(V2)=M.
1. Az els6 lépcs6 fokszama: [L: Q] = degm\3/§'Q = 3; egy bazis: 1, V2, V/4.

2. A masodik lépcss fokszama: [M: L] = degm 5, Lo,

Az vilagos, hogy m 55 | |x2 =2 (= mﬁ’Q).

Ha ez valédi oszthatésag lenne, akkor m 5, elséfoki lenne, vagyis
V2el= Q(%) de lattuk, hogy ez nem igaz.

Tehat m 5, = x? =2, ésigy [M: L] = 2; egy bazis: 1,/2.

A fokszamteétel szerint [M : Q] = 6, és az oM vektortér egy bazisa:

1, V2, V4, V2, V2V2, V4V2.

Tehat M elemei igy festenek (,kanonikus alak”):

a+bV2+cVb+dV2+eV2V2+fVa4V2  (abcdefeQ).



Példa
Legyen M = Q(v/2, ¥2) = Q(v2)(V2) = Q(V2)(vV2) = [QU {V2, ¥2}}.

Hatarozzuk meg az [M : Q] fokszamot, és adjunk meg egy bazist.
Masik megoldas

Tekintsiik az N = Q(¥/2) testet. Az N | Q bévités fokszamat knnyii
megallapitani: [N : Q] =6. Cél: N = M.

> Q(V2.13) QY3 V3= (Y32 es v = (§2)
> Q(¥2) CQ(V2.V2): =2/ 2
Tehat N = M, ésigy [M : Q] = 6, egy bazis: 1, /2, v/4, /8, V16, V/32.

Megjegyzés

Keét kiilonb6zé bazist talaltunk ugyanabban a testbévitésben:
1, V2, V4, V2, V2v2, Va2 es 1, V2, V4, V8, V16, V32

Ilyenkor az egyik bazis elemeit biztosan ki lehet fejezni a masik bazis elemeinek
linearis kombinaciéjaként, és viszont. Hogyan?



Példa
Legyen M = Q(v/2,v/3) = Q(v2)(V3) = Q(v3)(v2) = [QU {V2,V3}]:.

Hatarozzuk meg az [M : Q] fokszamot, és adjunk meg egy bazist.
Megoldas
Nézziik két lépcsében a bovitést:
Q<Q(V2)=L<L(V3) =M.
1. Az els6 lépcs6 fokszama: [L: Q] = deg m 5o = 2i egy bazis: 1, V2.

?

2. A masodik lépcss fokszéma: [M: L] = degm 5, = 2.

Az vilagos, hogy m /3, |x?2 =3 (= m\/gQ).
Ha ez valédi oszthatésag lenne, akkor m3, elséfoki lenne, vagyis

V3 € L=Q(+v2), de ez nem igaz: $a, b€ Q: /3 = a+ by/2 (HF).
Tehat m s, = x? —3, ésigy [M: L] = 2; egy bazis: 1,/3.

A fokszamtétel szerint [M : Q] = 4, és az oM vektortér egy bazisa:

1, V2, V3, V2V3.

Tehat M elemei igy festenek (,kanonikus alak”):
a+bvV2+cV3+dVe (a,b,c,d € Q).



Példa
Legyen M = Q(v/2,v/3) = Q(v2)(V3) = Q(v3)(v2) = [QU {V2,V3}]:.

Hatarozzuk meg az [M : Q] fokszamot, és adjunk meg egy bazist.
Masik megoldas
Tekintsiik az N = Q(a) testet, ahol & = /2 ++/3. Cél: N = M.

> Q(v2,v3) CQa): vV2=—3a+3ades 3= 1a— Jad
> Q(a) CQ(V2,V3): a=v2+3

Ekkor [N : Q] = 4, mert m, o = x* — 10x? + 1 (miért irreducibilis?).
Tehat N = M, ésigy [M : Q] = 4; egy bazis: 1,a, a2, a3,

Megjegyzés
Keét kiilonb6zé bazist talaltunk ugyanabban a testbévitésben:

1, \f2 \f3 \/6 és 1, «, tx2, a3,

Ilyenkor az egyik bazis elemeit biztosan ki lehet fejezni a masik bazis elemeinek
linearis kombinacidjaként, és viszont. Hogyan?



