Irreducibilis polinomok Q felett




Racionalis gyokok

Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" + - -+ + a1x + ag egy tetszéleges egész egylitthatés polinom.
Ha g egy egyszerisithetetlen tort alakjaban felirt racionalis szam (azaz
p.gEZ, q#0ésp L q), akkor

f(g)—O:> q|anésp|ap.

Specialisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: g | a, és p | a9 nem garantalja,
hogy g gydke f-nek.

A Rolle-tételben ,az a j6", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az dsszes
racionalis gyokot megtalalhatjuk (ha van egyaltalan racionalis gyok).



Irreducibilis felbontas Q felett

Peélda.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:
F=2x>+3x* —7x3 —3x% +8x — 12.

Racionalis gyok csak 1, £2, £3, =4, £6, £12, £3, £3 lehet.

Ezek koziil —2 kétszeres gyok, % pedig egyszeres gyok:

F— (x—(=2))? (X—g)(2x2—2x—|—2) — (x+2)2(2x—3) (P —x £ 1).

A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs racionalis gydke.



Felbontas Q, illetve Z felett

Példa.
72x° — 102x* — 2244x3 + 208x2 — 1036x — 280

= (32 + 9x+3) - (180 — 2202 + HBx - 112)
= 3 (12x% +63x + 14) - 32 (3x3 — 20x + 8x — 10)
= 32 (12x® 4 63x + 14) (3x3 — 20x2 + 8x — 10)
= 2-(12x* +63x + 14) (3x3 — 20x? + 8x — 10)

(
= (24x® +126x+28) - (3x> — 20x% + 8x — 10)



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszami egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;

(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Bizonyitas.




Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;

(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés.

Mivel Q test, ezért Q* = Q \ {0}, tehat Q [x] egységei a nemnulla konstans
polinomok. Ebbél kévetkezik, hogy az alabbi két feltétel ekvivalens minden
n-edfoka f € Q [x] polinom esetén:

(2) Pe.h € Qx]: f =gh és 0 <degg,degh<n;
(2") f irreducibilis Q felett.



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;

(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés (folyt.).

Viszont Z nem test, hiszen Z* = {1, —1}, tehat Z [x]-ben csak a konstans 1 és

konstans —1 polinomok egységek. Ezért az alabbi két feltétel NEM ekvivalens
minden n-edfoka f € Z [x] polinom esetén:

(1) flg.h€ Z[x]: f =gh é 0<degg, degh < n;
(1') f irreducibilis Z felett.

Példaul az f = 2x polinomra (1) teljesiil, de (1') nem, mert Z [x|-ben az f =2 - x
felbontas nem trivialis (hiszen se 2 se x nem egység Z [x]-ben).



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés (folyt.).
Tehat a fenti tételt NEM fogalmazhatjuk meg egyszeriien Ggy, hogy barmely
f € Z [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha irreducibilis Z felett.

Ez a tétel mégis j6l hasznalhaté Q feletti irreducibilitas vizsgalatara. Adott

f € Z [x] polinom esetén azt kell eldonteniink, hogy f felbomlik-e két kisebb
fokszam egész egylitthatés polinom szorzatara. Ehhez pedig oszthatésagi
feltételeket lehet hasznalni. ..



Kronecker médszere
Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?
AMN
Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < degg < degh < n.
Ekkor degg < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)]f(0)=3, b:=g()|f(1)=1, c:=g((2)|f(2)=3.
Tehat az (a, b, ¢) szamharmasra 32 lehetéség van:
(a,bc) € {—3,—1,1,3} x {—1,1} x {-3,—1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolaciéval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrivialis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c)=(1,1,3) ~ g:X2—X+1 ~s f:(xz—x+1)(x2—3x+3)



Pontos oszthatésag

Definici6.
Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztéja az a egész szamnak, ha a oszthaté
p-vel, de p%-tel mar nem.

Jeldleés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aeés p®fa.

Peélda.
312 de 2j12



Schonemann—Eisenstein

Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + -+ -+ ajx + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptanplani,....p|a.pl a.
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Kovetkezmény.
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.

Bizonyitas.
x" 42

Erdemes ezt Ssszehasonlitani a komplex és a valés szamtest esetével:
» C felett csak az elséfokiak,
P> IR felett csak az els6fokiak és bizonyos masodfokuak
irreducibilisek.



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

Megjegyzés.

A Schoénemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelelé
oszthatésagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditas helyett kévetkezzék inkabb a tétel ,tiikérképe".

Tétel (muivativd izstilidioubomi slst-nistenszid—nnesmsndroe).

Legyen f = apx™ + - - - + a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre
pllamp|an_1,....p| a1, ptag, akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste
felett.



Irreducibilis felbontas Q felett

Peélda.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x" +5x5 + 4x® + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionalis gyok csak +1, £2, £3, 24, £6, £12, 3, £3 lehet.
Ezek kozil —1 és —% valéban gydk. Horner-médszerrel levalasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)2 (2x* +12x +24) = (2x + 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

Peélda.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f = 3x100 _ 10x°% 4+ 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 2).



