ABSZTRAKT ALGEBRA HAZI FELADATOK

2014 tavaszi félév, levelezo tagozat

1. feladat Vizsgdlja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot alkotnak-e az alabbi hal-
mazok az Osszeadds, illetve a szorzas miuveletével.

{&:a€Z, keNy} {%:aeNy, keNy} {eeC|IneN:z"=1}
Z[V2] ={a+bvV2:a,beZ}  Z[V2]\{0} {AeRvm: AT = A}
Q(V2) ={a+bv2:a,b€Q} Q(V2)\{0} R™

Zoo Zaoo \ {0} Zigo

Zaor Zao1 \ {0} Loy

2. feladat Vizsgalja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkot-e az
A halmaz a * miivelettel.

A=R, zxy=x+y+23 A=17, TxYy=2x—1y
A=Q, zxy=x+2y—3 A=P(0), Ty =zAy

r + vy, ha z paros;

¢ —y, ha z paratlan. A=R, x*xy=—9x — 9y + dxy + 18.

A=17, x*y:{

3. feladat Szamitsa ki Dis-ben az aldbbi elemeket. A végeredményt f* vagy tf* (k = 0,...,14)
alakban adja meg. (A jelolések ugyanazok, mint az el6adason.)

2T T2 B p10 10y g8 g2013 0 po2013 (tf6)2013, (tf6)_2013.

4. feladat Oldja meg a D5 csoportban az alabbi egyenleteket. A végeredményt f* vagy tf* (k =
0,...,14) alakban adja meg. (A jel6lések ugyanazok, mint az el6addson.)

z-tf=f, fit-xz =1tf°, tfhox- f2t = 3t

5. feladat Szamitsa ki Sg-ben az alabbi permutacidkat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok
szorzataként és 2 x 9-es métrixként is (minden elem ald a képét irva).

(1356) (2463) (342), (4732)7" (15423) , mp, p*m, ((123)m) ", (123) ' =n L, 7%, o3, =%, =°, «'%,

(123456789 (12
™\3 459816270 P23

6. feladat Oldja meg az Sy csoportban az alabbi egyenleteket. A végeredményt adja meg idegen
ciklusok szorzataként és 2 x 9-es métrixként is (minden elem ald a képét irva).

ahol

2-(134) (246) = (12), (234) "'z = (1452) (359) , (25) (234)-2-(678) (789) = (4276) (934) .



7. feladat Hatarozza meg a G csoportban a B részhalmaz altal generdlt részcsoportot.

G=0 B={3} G=0. B={31)
G=C, B={1,V2) G=C, B={-%+%i}
G=7, B=1{30,42,105} G =Zs, B={6,10}
G=1Zs, B={5} G=17;, B={5}

G =D, B={f1f*} G =Dy, B={f"1*}

G =Dy, B={f% G=S,, B=1{(1234),(13)}

8. feladat Hatdrozza meg az a € G elem rendjét, illetve az [a] < G részcsoportot.

a=142 G=C a=9,  G=1ZLy
a:\%—i-\/?ii, G=C a=10, G =17
a=+3—1, G=Cr a=11, G =17
a=cos ¥ +isinix, G =C a=2, G =17k
az%—i—‘/?gi, G=C a=2, G=17%
a = (123) (234) G =S, a=32, G=1
a = (12) (427), G =5 a=f% G= Dy
a = (342) (25763) (37), G =S, a=tf, G= Dy
a = (123) (456789), G = S a =1t G =Dy

9. feladat Hany masodrendii elem van az alabbi csoportokban? Es hany hatodrendi elem van?
Ca (C*7 ZlO) Z>(1(07 Z127 ZTQa 567 DlOa Dll

10. feladat Hatarozza meg a H < G részcsoporthoz tartozé bal-, illetve jobboldali mellékosztalyokat.

G2212, H: [3]

G =17y, H=1{1,81320}

G:Z12, H: [Z}

G:Z;h H = [Z}

G=C, H=R G=R* H=R"
G = D4, H = [f2] G = D47 H = [tf2]
G =Dy H=[f2tf] G=S, H=[1234),(13)]

11. feladat Dontse el a 10. feladatbeli H < G részcsoportokrol, hogy normaloszték-e a G csoportban.
Ha igen, akkor hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot (irja fel a miivelettablazatat és/vagy éllapitsa
meg, hogy melyik ismert csoporttal izomorf a faktorcsoport). Ha H nem normadlosztd, akkor szamitsa
ki az éltala generalt N normélosztét, és hatdrozza meg a G/N faktorcsoportot.



12. feladat Szémitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus rész-
csoportokat), majd hatdrozza meg az Gsszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-
diagramjat.

ZlSu Z42a ZT57 sz197 Z;47 D37 537 ‘/7 Q

13. feladat Hatarozza mega Dg és a D7 diédercsoportokban a konjugaltosztdlyokat. Ennek segitségével
keresse meg az 0sszes normalosztojukat, majd rajzolja fel a normalosztéhalot.

14. feladat Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések? Amelyik igen, annak hatdarozza meg a magjat
és az értékkészletét, majd irja fel a homomorfiatételbdl adédo izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport
és a homomorf kép kozott.

C* = R*, 2z |2 Zys — Dg, kv tk
C — R, 2z Imz Zas — Dg, kv fOF
Zio — Lo, k> k+2 Q— Q, T — 22
Zoo — Zns, &+ 6k Ly — Ly, @ — 22

15. feladat Létezik-e injektiv/sziirjektiv/nemtrivialis homomorfizmus a Zy, Zg, Dy, @ csoportokbdl a
V, @, Dg, Sy csoportokba? (Ez 0sszesen 48 feladat!)

16. feladat frja fel a V' Klein-csoport és a D3 diédercsoport Cayley-féle abrazolasat. A csoport minden
g elemére adja meg a p, permutaciét matrixos formaban és idegen ciklusok szorzataként is.

17. feladat Hatarozza meg az aldbbi Sy-beli permutaciok paritasat:

o = (143) (79) (86), b:(;) A G g) ¢ = (25) (38) (167) (49),

d=a®B o201 p_ 2013
18. feladat Sorolja fel (izomorfia erejéig) az Gsszes 896, 897, 898, 899 és 900 elemii Abel-csoportot.

19. feladat Melyek izomorfak egymassal az aldbbi csoportok kozil?
Lsoo, Ly X Ls X Las, Lo X Lo X Ls, Ly X Lg X Lo, ZLs X Leo, Lo X Lao,
Ty X Lizs, g X Lig X Loy, iy X Lig X Lins, g X Zis X L3y
20. feladat Melyek izomorfak egymaédssal az alabbi csoportok koziil?
Lo, Ly, Ly, Lyy, Ly, Ly, Lo/ [6] , Lys/ [g] , ZLis/ [ﬁ} , o Ly [5} ;

Qv D47 D4/ [fQ]a D4/ [f27ﬂ7 D6/ [f2]7 DG/ [fg}v D9/ [fgat}



21. feladat Melyck testek az aldbbi faktorgytirtik koziil?
Zolz] ) (2® +22+1), Qlz]/(a+422+4), Qlz]/ (2 +2°—322+22—1), R[a]/ (22— 32 +2),
Zslz] ) (23 + 22 +1), Qlz]/(z* +422+6), Qlx]/ (2 + 42> + 5z +2), R[z] /(2 + 3z — 2),
Zslz] ) (z® + 22 +1), Rlz]/ (@' +42%+6), Rlz]/(2®+ 42+ 5z +2), Cla]/ (22 + 2 +2)

22. feladat Héany elemiiek az alabbi testek?
Zylz) ) (2" +2*+1), Zslz]/(2*+22+2), Zs[a]/(a*+2+2), Z;[z]/(z°+2)

23. feladat Hatarozza meg a V2 4+ /3 és a v/5 + /3 szémok minimalpolinomjat a racionalis szdamok
teste felett.

24. feladat Szdmitsa ki az 1 —2v/2+ V/4 és a 4+ 3V/2 + v/4 szdmok reciprokét a Q (v/2) testben. (A
végeredményt a + bv/2 + cv/4 (a,b, ¢ € Q) alakban kell megadni.)

25. feladat Szamitsa ki az o® —a — 3 és az a® + a — 1 szdmok reciprokét a Q («) testben, ahol a gydke

az ® — x + 1 polinomnak. (A végeredményt aa?® 4+ ba + ¢ (a,b,c € Q) alakban kell megadni.)

26. feladat Szamitsa ki az o® — 1 és az o® +a? — 2a + 1 elemek multiplikativ inverzét a Zs (a) testben,
ahol « gyoke az #1+3 € Zjs [x] polinomnak. (A végeredményt aa®+ba’+ca+d (a,b,c,d € {0,1,2,3,4})
alakban kell megadni.)

27. feladat Hatarozza meg az alabbi testbovitések fokszamat.
[R(1+V2) : R [R(1+iv2) :R]  [R(J
Q(+V2): Q] [@O+iv2):Q] [Q(5



