DISZKRET MATEMATIKA II
feladatgytijtemény

A feladatgytjteményt az SZTE Bolyai Intézete Algebra és Szamelmélet Tanszékének volt és jelenlegi tagjai altal évek
alatt készitett és Osszegytijtott feladatokbol Waldhauser Tamas allitotta Ossze. A feladatokhoz tartozo videokat

Katai-Urban Kamilla Maroéti Miklos Toth Endre

Kulin Julia Szilak Zsofia Varga Kristof

Kunos Adam Torma Géabor Waldhauser Tamas
készitette.

7 Minden feladat sorszama egy link, ami hatra, a feladat végeredményéhez vezet. Onnan ismét a feladat sorszdmara
kattintva lehet visszajutni a feladathoz.

@« A kamera azt jelzi, hogy ehhez a feladathoz van video; a link hatul, a végereménynél talalhato.
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FELADATOK




1. Szamelmeélet




1.1. Oszthatésag, legnagyobb ko6zos osztd, euklideszi algoritmus

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
P https://youtu.be/3rAs_gBBHxU (oszthatsag, primszamok)

P https://youtu.be/mPigchEMSEk (legnagyobb kozos oszto, euklideszi algoritmus)

1.1. feladat. Hatéarozzuk meg mindazon x egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.

o () 28 | 36z o (d) = |112 és 2 | 84 (g) | 126 és z | 54
& (b) 140 |z és 84 | x (e) 105 | 45z (h) 75|z és 60 | x
& (c) 144 | 108z (f) 88| x és 66| (i) = | 132¢és x| 99

o 1.2. feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab pozitiv osztoja van?

Kidolgozott feladat.

Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal 302 és 112 legnagyobb koz0s osztojat, és fejezziik ki 302u + 112v
alakban (alkalmas u, v egész szamokkal).

Megoldas. Hasznaljuk az a = 302, b = 112 jeldlést, és fejezziik ki az euklideszi algoritmus minden 1épésénél
a maradékot a és b segitségével:

302 = 2112478 = 78 = 302—2-112 = a—2b
112 = 1- 78434 = 34 = 112—-78 = b—(a—2b) = —a+3b
78 = 2-34+410 = 10 = 78-2-34 = (a—2b)—2(—a+3b) = 3a—8b
34 = 3.10+ 4 = 4 = 34-3.10 = (—a+3b)—3(3a—8b) = —10a + 27b
10 = 2. 4+ 2 = = 10-2-4 = (3a—8b)—2(—10a+27b) = 23a—62b
4 = 2. 24+ 0

Tehat Inko(a, b) = 2, és ez igy fejezhet ki a és b segitségével: 2 = 23a — 620, azaz u = 23,v = —62.

Az alabbi linken a szamitogép még barmennyiszer tiirelmesen elmagyarazza az euklideszi algoritmust, 1lépésrdl 1épésre:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/euklideszialg.html

A 1.3. feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos osztojat, és
fejezziik ki lnko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szamokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb kozos
tObbszorosét is.

o (a) a=36,b=28 ® (c) a=—1253, b= —3241 (e) a =368, b=161
# (b) a="78,b=30 (d) a =48, b=34 (f) a =539, b= 1001

1.4. feladat. Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 2190 = 1 ¢s 276 = 1 egyszerre teljesiil?



https://youtu.be/3rAs_gBBHxU
https://youtu.be/mPigchEMSEk
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/euklideszialg.html

1.2. Linearis diofantoszi egyenletek

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/0uz2jiwxJeg

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 6z 4+ 9y = 15 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a 6 és 9 szdmokra:

— 1.6+3 —3 = 9-6
= 2:3+0

Azt kaptuk, hogy Inko(6,9) = 3 (ezt persze lathattuk volna ranézésre is), és az lnko igy fejezhet6 ki 6 és 9
segitségével: 3 = 9 — 6. Mivel nekiink nem 3-at, hanem 15-6t kell megkapnunk 6z + 9y alakban, szorozzunk
be 5-tel, és alakitsuk 6x + 9y alakura a kifejezést, hogy kénnyebben leolvashassuk a megoldast:

15=5-(9—6) =6-(—5)+9-5.

Innen lathato, hogy xg = —5, yo = 5 egy megoldasa az egyenletnek (partikularis megoldas).
Hogy a tobbi megoldast is megkapjuk, abrazoljuk a 6z + 9y = 15 egyenleti egyenest, és nézziik meg, hogy
milyen rédcspontokon halad at. Ehhez rendezziik y-ra az egyenletet:

_15—-6x 15 6 5 2

i 9 9 9" "3 3"

(Fontos, hogy a torteket egyszertsitsiik, amennyire csak lehet, kiilonben a megoldasok egy részét elveszitjiik!)
Tehat az egyenestink meredeksége —%, és fent mar kiszamoltuk, hogy atmegy az (xg,yo) = (—5,5) ponton.
Ezért ebbdl a pontbdl ,,jobbra 3-at, lefele 2-t”, illetve ,balra 3-at, folfele 2-t” 1épésekkel megkapjuk az Gsszes
racsopontot az egyenesen, vagyis az egyenlet 0sszes egész megoldasét.

Az (z9,y0) = (—5,5) ponttdl jobbra a t-edik racspontot ugy kapjuk
meg, hogy 3t egységet 1épiink jobbra, és 2t egységet 1épiink lefelé.
Igy az (wg + 3t, yo — 2t) szampéart kapjuk, és ha itt negativ ¢ érté-
keket is megengediink, akkor megkapjuk az (zg,yo) ponttol balra
lévé megoldasokat is. A diofantoszi egyenlet altaldnos megoldésa

e + 3t 5+ 3t CSYS)
T+ = X = —
¢ 0 (teZ). \\ (-2.3)
Yo =yo—2t = 5—21 \\
Ez azt jelenti, hogy az egyenlet megoldashalmaza az alabbi végte- \Ql)
len szampéarhalmaz: ™S @
N
M={(z,y) : t€Z} = \\Qﬁ)
={(-5+3t,5-2t):t€Z} = N\

\,(10,-5)
={...,(-11,9), (-8,7), (-5,5), (-2,3), (1,1),... }.

Megjegyzés. Utolag konnyti okosnak lenni: az (1,1) megoldast észrevehettiik volna mindenféle szamolas
nélkiil. Ha ezt tekintenénk kiinduléopontnak (partikularis megoldasnak), akkor az altalanos megoldas igy
festene:

t€Z).

Ez latszolag kiilonbozik attol, amit fent kaptunk, de valojaban ekvivalens vele, mert ugyanazt a végtelen
szamparhalmazt irja le, amint a ¢t paraméter befutja az egész szamok halmazat. Mindossze annyi a kiilonbség,
hogy a t paraméterek 2-vel el vannak cstszva, pl. a (7, —3) megoldas fent ¢ = 4 esetén jon ki, itt pedig ¢t = 2
esetén (és hasonloan az Gsszes t6bbi megoldasra).



https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 6z — 9y = 15 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Az el6z6 feladatban kapott rendkiviil bonyolult 3 = 9 — 6 Gsszefliggést megint 5-tel szorozzuk, de
most agy alakitjuk, hogy 6x — 9y alaki legyen:

15=5-(9—6)=6-(—5) —9- (=5).

Innen lathato, hogy xo = —5, yo = —b jo lesz partikularis megoldasnak. (Itt nagyon kell vigyazni az elGjelekre,
mert konnyd elrontani! A biztonsag kedvéért ellendrizziik a megoldast: 6xg — 9yo = 6 - (=5) — 9 - (=5) =
—30 — (—45) = -30+45 = 15. V)

Rendezziik az egyenletet gy, hogy le tudjuk olvasni az egyenes meredekségét:

_-6:_ 15 6 _ 5 2
-9 9 97 3 37

Y

Tehat az egyenesiink meredeksége %, ezért a fent kiszamolt (—5,—5) pontbol , jobbra 3-at, folfele 2-t” illetve
ybalra 3-at, lefele 2-t” 1épésekkel megkapjuk az Gsszes racsopontot az egyenesen, vagyis az egyenlet dsszes egész
megoldasat.

Az (x9,y0) = (—5,—5) ponttdl jobbra a t-edik racspontot ugy
kapjuk meg, hogy 3t egységet 1épilink jobbra, és 2t egységet 1épilink
folfelé. Igy az (zg + 3t, yo + 2t) szampéart kapjuk, és ha itt negativ

t értékeket is megengediink, akkor megkapjuk az (xg,yo) ponttol
balra 16v6 megoldéasokat is. A diofantoszi egyenlet altalanos meg-
oldasa tehat
= —_— — )
Ty = xg + 3t 5+ 3t (tez). //(10,5)
Y =yo+ 2t = —5+ 2t >
//c (7,3)
A valtozatossag kedvéért most tablazatban is megadjuk a megol- /c/
dashalmazt alkoté szamparokat: /,/ “n
e
el |2 o | o] s [ A
zy 14|11 8| -5 | 2| 1| 4|7 |- //‘(_;,-3
v SRR IS A BT T N U T (ST

Figyeljiik meg, hogy balrél jobbra haladva az x értékek harmasaval
nének, az y értékek pedig kettesével.




Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 150x — 54y = 18 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a 150 és 54 szamokra, és hasznaljuk az a = 150 és b = —54
jelolést (kicsit kellemetlen, hogy b negativ, de ezzel a jeloléssel lesz az egyenletiink a tanult az + by = ¢ alaka,
és igy konnyebb lesz felirni az altalanos megoldast):

150 = 2-54 + 42 — 42 = 150—2-54 = a+2b
54 = 1-42 + 12 — 12 = 54—42 = —b—(a+2b) = —a—3b
42 = 3.12 + 6 — 6 = 42-3-12 = (a+2b)—3(-—a—3b) = 4da+11b
12 = 2-6 + 0

Tehat Inko(a,b) = 6, és ez igy fejezhets ki a és b linearis kombinéciojaként” 6 = 4a + 11b. Szorozzunk 3-mal,
hogy megkapjuk 18-at is ax + by alakban:

18 = 3 - (4a + 11b) = 12a + 33b.
Innen lathato, hogy o = 12, yo = 33 egy megoldasa az egyenletnek. (Célszert visszahelyettesitéssel ellendriz-

ni!)
Irjuk fel az altalanos megoldas képletét:

—54
=gt ———— t=xg+ —— -t =12 Ot
"= e e g
150 (tez).
Yt = Yo a :y()*?t = 33 — 25¢

S
Inko(a, b)

Vigyazat: az altalanos megoldasra tanult képletben a t paramétert tartalmazé tagok egyike el6tt +, masika
el6tt — szerepel, de mivel a = 150 és b = —54 ellentétes elGjeliiek, végil egyforma elGjeltiek lettek a tagok.
Ezt konnyt eltéveszteni, ezért célszerd abrazolni, vagy legalabb elképzelni az egyenest (pozitiv a meredeksége,
ezért x és y egyiitt csokken, egyiitt novekszik) vagy pedig visszahelyettesiteni az egyenletbe (a ¢t paramétert
tartalmazo tagoknak mindenképp ki kell ejteniiik egymast).

Megjegyzés. Az xy = 12+ 9¢t, y, = 33 + 25¢ (t € Z) altalanos megoldas is jo (és szebb is!), ez csak annyiban
kiilonbozik a fentitsl, hogy nem jobbrol balra, hanem balrél jobbra indexezziik az egyenesen 1évs racspontokat.
Helyes (és még szebb!) az xz; = 3+ 9¢, y. = 8 + 25t (¢t € Z) altalanos megoldas is. (Végtelen sok racspont
van az egyenesen, és ezek barmelyikét valaszthatjuk partikularis megoldésnak, ezért végtelen sokféleképpen fel
lehet irni az 4ltalanos megoldast.)

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az 51z — 21y = 6 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(51,21) =3 = —2-51+5-21. Beszorzunk 2-vel,
és a jobb oldalt ugy alakitjuk, hogy 51z — 21y alaku legyen: 6 = 51 - (—4) — 21 - (—10). Ebbdl leolvashato egy
megoldas: x¢g = —4, yo = —10. Az altalanos megoldas tehéat

T = —4+Tt gy =—10+17t (t € Z).

Természetesen jo megoldas az is, hogy vy, = —4—Tt, yy = —10— 1Tt (t € Z) és x, =3+ Tt, y, =T+ 17t (t € Z)
is helyes.

A 1.5. feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.
& (a) 72z 4 60y = 24 (e) 18z +21ly=9 (i) 197z + 418y = 17
o (b) 21z — 15y = 12 (f) 21z + 36y = 12 (j) 2021z + 1739y = 4750
(c) 48z 4 34y =20 (g) 62— 10y =22
(d) 78z + 30y =12 (h) 2372+ 571y =13



A 1.6. feladat.

Van-e megoldéasuk az alabbi diofantoszi egyenleteknek?

(a) 122 + 20y = 18

(b) 13z — 21y =17

A 1.7. feladat.

(c) 28z — 21y = —35

(d) 102+ 28y = —4

(e) 25z — 30y = 2025

(f) 21z + 36y = 2026

A megadott képletek koziil melyek irjak le helyesen a diofantoszi egyenlet altalanos megoldéasat?

egyenlet 1. képlet 2. képlet 3. képlet
(a) 8xr+20y =064 x=-T+5t y=6—2¢ r=—-7T+5t y=6+2¢ r=—-7-2t, y=06+5t
(b) 9z + 6y = 66 r=6+2t, y=2+3t r=6-2t, y=2+43t r=6+2t, y=2-3t
(¢) 10z — 15y =25 x=-2+4+2t y=-3+3t r=-2-2t, y=-3+3t r=-2-3t y=-3-—2t
(d) 12z — 8y =60 r=94+2t, y=6+3t r=9+8, y=6+4+12¢t r=9-2t, y=6-3t

Kidolgozott feladat.

Soroljuk fel a H = {y € Z: (3z € Z)(32z — 14y = 6) és 10 < y < 50} halmaz elemeit.

Megoldas. El6szor irjuk fel a 32z —14y = 6 diofantoszi egyenlet altalanos megoldéasat, aztan majd kivalogatjuk
a 10 és 50 kozé ess y értékeket. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(32,14) =2 = —3-32+7-14.
Beszorzunk 3-mal, és a jobb oldalt tgy alakitjuk, hogy 32z — 14y alaki legyen: 6 = 32 - (—9) — 14 - (—21).
Ebbdl leolvashaté egy megoldas: xg = —9, yo = —21. Az altaldnos megoldés tehat

A 10 < y; < 50 feltétel szerint 10 < —21 + 16t < 50, amibdl rendezés utan azt kapjuk, hogy %

<t< T
6 == 716
Mivel ¢ egész szam, csak a t = 2,3, 4 értékek jonnek szoba, igy H = {ya,ys, ya} = {11,27,43}.

Megjegyzés. Meguszhatjuk az egyenlStlenségek megoldasat, ha elkészitjiik a megoldésok tablazatat:

tll o |a]lo]1]2]|3|4]5]6]
oo |- [-16| -9 2] 5 |12] 19|26 |33
ye | - |37 |-20| -5 | 11 | 27 | 43 | 59 | 75

Innen is kiolvashato6, hogy a 10 és 50 kozé es6 y értékek: 11, 27, 43.

A 1.8. feladat.

Hatéarozzuk meg a kovetkezd halmazok elemszamat.

& (a) {r€Z:(FyeZ)(llx —8y =3) és 10 < z < 30}
(b) {x €Z: (3y € Z)(75x — 27y = 15) és 30 < x < 60}
(c) {x €Z:(FyeZ)(7x—3y=13) és 10 <z < 30}

(d) {y€Z:(3xeZ)(7Tx—19y = 10) és 15 <y < 35)}
(e) {y€Z:(FxeZ)(13z —20y =7) és 20 < y < 40)}



Kidolgozott feladat.

Vettem izéket és bigyokat, dsszesen 400 forintért. Az izének 36 forintba, a bigyonak pedig 28 forintba keriil
darabja. Hany izét és hany bigyot vettem? Az Gsszes lehetséges megoldast keressiik meg!

Megoldas. Az izék szamat xz-szel, a bigyok szamat y-nal jelolve a 36z + 28y = 400 egyenletet irhatjuk fel,
melynek a pozitiv egész megoldasait keressiik. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 36 és b = 28

szamokra:
36 = 1-28 + 8 — 8 = 36—28 = a-—2»b
288 = 3- 8 + 4 = 4 = 28—-3-8 = b—3a—-b) = -—3a+4b
8 = 2.4+ 0

Tehat Inko(a,b) = 4, és ez igy fejezhets ki a és b ,linearis kombinaciojaként™ 4 = —3a + 4b. Mindkét oldalt
100-zal szorozva kapjuk, hogy —300a + 400b = 400, vagyis o = —300, yo = 400 egy partikularis megoldéasa az
egyenletiinknek. A diofantoszi egyenlet altalanos megoldésa:

Keressiik meg a pozitiv megoldasokat:

300

4
yr > 0 <= t<$:44,4... — t < 44.

Csak t = 43 és t = 44 esetén lesz x és y is pozitiv, vagyis a pozitiv megoldéasok a kévetkezdk:
T3 =1,ys3 =13 & x44 =38, ysa =4.

Tehat két megoldas van: vagy 1 izét és 13 bigyot vettem, vagy pedig 8 izét és 4 bigyot.

Megjegyzés. A diofantoszi egyenlet megoldésait tablazatba is foglalhatjuk, innen is kiolvashatok a pozitiv

megoldasok:
t || | 1] o] 1] 2| | 42 | 43 | 44 | 45 |
- —307| =300 | —293 | —286 6| 1 s | 15
" 409 | 400 | 391 | 382 2 | 13| 4 | =5

8 1.9. feladat. Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245 petakot?
(Az osszes megoldast adjuk meg.)

® 1.10. feladat. Az alabbi linken elérhetd jatékban egy nyudl ugral a szamegyenesen a 0-bol indulva. Kétféle ugrasra
képes, amelyek hossza a, illetve b egység.
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

(a) Ha a = 36 és b = 28, akkor az 1,2, 3,4 szamoknal 1évs répak koziil melyeket tudja megenni?

(b) Ha a = 36 és b = 28, akkor hogyan jut el a lehetd legkevesebb ugrassal 12-be?

1.11. feladat. Az el6z6 feladatbeli nyil a = 26 és b = 38 esetén hogyan tud eljutni a lehets legkevesebb ugréssal
1000-be 1gy, hogy mindig csak elére (jobbra) haladhat? Es ha szabad visszafelé (balra) is ugrania?

1.12. feladat. Hogyan lehet egy 21 centiméteres és egy 25 centiméteres mérérid segitségével kimérni 2 centimétert?

1.13. feladat. Gombodc Artart sziiletésnapja alkalmabol Fold koriili utra fizették be a baratai, és az utra ellattak
15 1ada csokoladéval. Minden ladédban pont annyi csoki volt, ahany éves Gomboc Artiar. Naponta 54 csokoladét evett
meg, igy még egy hétig sem tartott ki az ellatmany, és az utolsé napra mar csak 39 csoki maradt (marmint az utolsé
olyan napra, amelyikre még jutott egyaltalan csoki). Hany éves Gomboc Arttr?


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

1.14. feladat. Katinéni az utols6 tanitasi napon megajandékozta a 2.d osztaly 30 nebul6jat: mindenki valaszthatott,
hogy csokit vagy ragot kér. A csoki 69 Ft-tal dragabb, mint a rago, ezért Kati néni oriilt, hogy a gyerekek tobb mint
fele ragot kert. Igy is 2094 forintja banja az ajandékozast. Mennyibe keriilt a rago, illetve a csoki, és melyiket hany
gyerek vélasztotta?

1.15. feladat. Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az els§ alkalommal az egyes fajtakbol rendre 3, 5 és 7 darabot, a
maésodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A szamla els§ alkalommal 110 Ft, a méasodik alkalommal 250 F't volt. Milyen
cimletii bélyegeket vasaroltunk?

1.16. feladat. Valaki a kovetkezSket mondta: ,A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal viragbhol 4ll6 csokrot vettem
2000 forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve
130 forintba keriilt” Hany szél virdgot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl
legaldbb két szal volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

1.17. feladat. Egy 5 m hosszu kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és 93 cm hossziisagu lécek allnak
rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez rendre 2, 3 és 9 szog kell. Mennyire van sziikségiink a lécekbdl,
ha 50 szegiink van, és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?



1.3. A modulo m kongruenciarelacié

A feladatok megoldasa el6tt célszerti megnézni az elméleti hatteret bemutaté video(ka)t:

P https://youtu.be/_-h76rglvgg

Kidolgozott feladat.

Mit ad maradékul 24-gyel osztva 24220237

Megoldas. A hatvany alapjat csokkenthetjiik, ha megfigyeljiik, hogy 242 = 2 (mod 24), és ebbdl kivetkezik,
hogy 2422023 = 22023 (mod 24). Még 22923 is tul nagy szam ahhoz, hogy kedviink legyen kiszdmolni, de frjuk
fel 2 els6 néhany hatvanyanak modulo 24 maradékat, hatha észrevesziink valami szabalyszertiséget:

A maradékok az els6 harom tag utan kettesével ismétlédnek: ha k > 3 paratlan szam, akkor 28 =8 (mod 24),
ha pedig k > 3 paros szam, akkor 2 = 16 (mod 24). Mivel 2023 paratlan (és persze 2023 > 3), azt kapjuk,

hogy
2422023 = 22023 = 8 (mod 24).

Megjegyzés. A tablazat kitoltése soran mindig a legutoljara kiszamolt érték duplajat, pontosabban annak a
modulo 24 maradékat kell venni (hiszen 251 = 2.2*). Példaul a kilences oszlopban nem kell kiszamolni, hogy
29 = 512, és hogy ez 8-at ad maradékul 24-gyel osztva; elég csak az el6z6 szamot (a nyolcas oszlopbeli 16-ost)
megszorozni kettével: 16-2 =32 =8 (mod 24). Ebbdl a szamolasi modbal latszik, hogy az empirikusan meg-
figyelt szabélyszertiség valoban minden k > 3 esetén teljesiil. Ezt persze be is lehetne (s6t, illene!) bizonyitani,
példaul teljes indukcioval, de ettsl most eltekintiink. Azt is be lehet(ne) bizonyitani, hogy akarmilyen szamot
hatvanyozunk, és akdrmilyen modulus szerint vessziik a maradékokat, a sorozat egy véges ,bevezets szakasz”
utan mindig periodikussa valik.

Kidolgozott feladat.

Mit ad maradékul 28-cal osztva 87320027

Megoldas. Az eléz6 feladathoz hasonloan, elGszor a hatvany alapjat csokkentjiik: 873 =5 (mod 28), ezért
8732002 = 52002 (110d 28). Készitsiik el 5 hatvanyai modulo 28 maradékainak tablazatat, és reménykedjiink. . .

b Jof1]
B*mod28 | 1|5 |
(Egy triikk: érdemes a legkisebb nemnegativ maradék helyett a legkisebb abszolat értéki maradékkal szamolni.
Példaul 52 = 25 = —3 (mod 28), ezért 53 =5 (—3) = —15 =13 (mod 28). Igy az egész szamolast meg lehet

tiszni kétjegyt szamokkal.) A maradékok mar a legelejétél kezdve hatosaval ismétlsdnek. Ezért 5 modulo 28
maradéka csak attol fiigg, hogy a k kitevé mit ad maradékul 6-tal osztva:

23|45 |6|7]8|o]wo]1n|12]|13]14|15]16]17]
25 |13 9 [17] 1 |

k=0 (mod 6) == 5= 1 (mod 28)
k=1 (mod 6) == 5= 5 (mod 28)
k=2 (mod 6) == 5*=25 (mod 28)
k=3 (mod 6) = 5*=13 (mod 28)
k=4 (mod 6) == 5= 9 (mod 28)
k=5 (mod 6) = 5¥=17 (mod 28)

Nekiink a k = 2002 esetre van sziikségiink: 2002 =4 (mod 6), ezért 52°°2 =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ha a hatvany alapja és a modulus relativ prim (mint a mi példankban: Inko(5,28) = 1),
akkor a sorozat mindig mar a legelejétdl kezdve periodikus lesz (nincs olyan ,bevezets szakasz”, mint az el6z6
feladatban), és mindig akkor kezdédik a kévetkezd periodus, amikor 1-et kapunk maradékul (a mi példankban:
50 =1 (mod 28)).



https://youtu.be/_-h76rgIvgg

1.18. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.

8 (a) 699101 =? (mod 7) o (d) 34233423 =? (mod 20) (g) 15222023 =7 (mod 15)
8 (b) 2192 =? (mod 7) (e) 19921991 =? (mod 10) (h) 184118 =? (mod 18)
8 (c) 3?21 =7 (mod 7) (f) 26162°2! =? (mod 13) (i) 20222°22 =7 (mod 20)

A 1.19. feladat. Mit ad maradékul az x egész szam 7-tel osztva, ha az alabbiakat tudjuk rola?

(a) 2=Tk+7(keZ) (d) =14 (mod 7) (g) x=16 (mod 7)
(b) 2=Tk—-1(keZ) (e) z=-14 (mod 7) (h) =20 (mod 7)
(¢) x=Tk—-5(keZ) (f) x=-8 (mod 7) (i) =9 (mod 7)

1.20. feladat. Mennyi lehet m értéke, ha 187 =5 (mod m) és 311 =3 (mod m)?
® 1.21. feladat. Bizonyitsuk be (kongruenciak segitségével), hogy 7 | 2"72 + 327+ minden n természetes szamra.

1.22. feladat. Bizonyitsuk be (kongruencidk segitségével), hogy 27 | 2°"*+1 4+ 572 minden n természetes szamra.



1.4. Linearis kongruenciak

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/WVdonTsgGZU

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 62 = 15 (mod 9) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia definicidja szerint 6z = 15 (mod 9) azt jelenti, hogy 9 | 6z — 15. Ez pedig az
oszthatosig definicidja szerint azt jelenti, hogy 6x — 15 = 9y, alkalmas y egész szammal. Tehét a linearis
kongruenciank ekvivalens a 62 — 9y = 15 linearis diofantoszi egyenlettel (de most csak z-re van sziikségiink).
Korabban mar megoldottuk ezt az egyenletet, és azt kaptuk, hogy &altalanos megoldasa x = —5 + 3t, y =
—5+ 2t (t € Z). Eszerint egy = egész szam akkor és csak akkor megoldasa a kongruencianak, ha elGall
x = —5 + 3t alakban, vagyis a megoldashalmaz egy mindkét iranyba végtelen, 3-as differencidju szamtani
sorozat:
M={3t-5:teZ}={...,—14, —11, -8, =5, —2, 1, 4, 7, 10, 13,... }.

Ez a halmaz pontosan azokbdl a szamokbdl 4ll, amelyek 3-mal osztva 1-et adnak maradékul (egy tgynevezett
modulo 3 maradékosztaly). Tehat egyetlen megoldas van modulo 3, és a megoldast tomoren ,kongruencibdsan”
igy is felirhatjuk: * =1 (mod 3). (Persze azt is irhatnank, hogy = —5 (mod 3), ha méar —5 szerepelt a
diofantoszi egyenlet megoldasaban. Ez a két kongruencia ekivalens egymaéssal, hiszen —5 =1 (mod 3).)

Masik megoldas. A fenti modszerrel minden linearis kongruencia visszavezethetd linearis diofantoszi egyen-
letre, de ennél gyakran révidebb (és élvezetesebb!), ha kongruencidkkal szamolunk. A 6z = 15 (mod 9)
kongruenciat jo lenne egyszertsiteni 6-tal, de sajnos 15 nem oszthato 6-tal (méarpedig a kongruencianak csak
egész szamokra van értelme). Vegyiik azonban észre, hogy 15 =6 (mod 9), és igy a kongruenciank ekvivalens
a 6z =6 (mod 9) kongruenciaval, amit mar tudunk 6-tal egyszertsiteni. Az egyszertisitésnél vigyazni kell,
mert a modulus megvaltozhat! Az altalanos szabaly igy fest:

ca =cb (mod m) < a=b (mod

lnkon, c) ) ’

9 _9:3

Nalunk most ¢ = 6 és m = 9 a ,szereposztas” (és a = z, b = 1), tehat az j modulus 1nkon 3 = Tke@E) = 3

lesz. Egyszertsités utan tehat az x =1 (mod 3) megoldast kapjuk, akarcsak az elgbb.



https://youtu.be/WVdonTsgGZU

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg a 114z =6 (mod 52) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia tanult tulajdonsagait hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal jutunk el a megoldas-
hoz. Erre sok lehetGség van, ime egy levezetés:

114z =6 (mod 52) egyszertisitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2
19z =1 (mod 26) 19 =45 (mod 26) és 1 = —25 (mod 26)
452z = —25 (mod 26) egyszertisitiink 5-tel: Inko(26,5) =1
9x = —5 (mod 26) —5=21 (mod 26)
9r =21 (mod 26) egyszertisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1
3z = (mod 26) 7=33 (mod 26)
3r =33 (mod 26) egyszertisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1
z=11 (mod 26) kész!

Masik megoldas. Ha c relativ prim az m modulushoz, akkor a c-vel val6 egyszertisités ekvivalens atalakitas
(nem valtozik a modulus), mint példaul a fenti levezetésben az 5-tel és 3-mal vald egyszertsitésnél. Ezt
,visszafelé” végrehajtva: a kongruencia mindkét oldalat c-vel szorozni ekvivalens atalakitas, feltéve, hogy
Inko(m,c) = 1. Ez a beszorzas els6 pillantdsra nem tiinik jo 6tletnek, mert (abszolut értékben) nagyobb
szamok jelennek meg, de ha ezeknek a nagyobb szamoknak a modulo m maradéka kicsi, akkor jol jarhatunk
a beszorzassal. Mutatunk egy levezetést, amiben kétszer is hasznéljuk ezt a triikkot:

1142 =6 (mod 52) egyszertsitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2
19z =1 (mod 26) 19= -7 (mod 26)
—Tr=1 (mod 26) beszorzunk 3-mal: Inko(26,3) =1
—21z =3 (mod 26) —21 =5 (mod 26)
S5z =3 (mod 26) beszorzunk 5-tel: Inko(26,5) = 1
252z =15 (mod 26) 25=—-1 (mod 26)
—x =15 (mod 26) egyszerisitiink vagy beszorzunk (—1)-gyel: Inko(26,—-1) =1
x=-15 (mod 26) kész!

Ez a megoldas ugyanaz, mint az el6bbi, hiszen —15 = 11 (mod 26).

Harmadik megoldas. A kongruenciat airjuk a 114x —52y = 6 diofantoszi egyenletre, amelynek megoldasabol
x = 11 4 26t adodik, ami azt jelenti, hogy x =11 (mod 26).

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az 56z = 48 (mod 88) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia tanult tulajdonségait hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal jutunk el a megoldas-

hoz:

56x =48  (mod 88)

Tr =6 (mod 11)

—4z =6 (mod 11)

—2x =3 (mod 11)

—2x =14  (mod 11)

z=-7 (mod 11)

x =4 (mod 11)

(Talald ki, hogy melyik lépésben mit csindltunk! Meg tudnad oldani kevesebb 1épésbsl?)




A 1.23. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciakat.

® (a) 3z =4 (mod 5) (e) 6z =4 (mod 8) (i) 5z =24 (mod 13)
® (b) 10z =26 (mod 28) (f) 13z = —3 (mod 34) () 27z =9 (mod 93)
® (c) 92 =15 (mod 12) (g) 30z =9 (mod 51) (k) 92z =20 (mod 212)
® (d) 292 =17 (mod 73) (h) 88z =42 (mod 55) (1) 160z =60 (mod 230)

A 1.24. feladat. Van-e megoldasuk az alabbi linearis kongruencidknak?
(a) 122 =19 (mod 21) (¢) 24z =32 (mod 28) (e) 15z =55 (mod 24)
(b) 18z =14 (mod 30) (d) 15z =42 (mod 24) (f) 21z =36 (mod 30)

1.25. feladat. Az alabbi linken elérhets jatékban egy nyul ugral egy szabalyos 28 oldalu sokszog csiicsain.
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html
Mekkorakat ugorjon, hogy. ..

(a) a 10. ugrassal a 26-os cstcsba jusson?
(b) a 12. ugrassal a 26-os csucsba jusson?

(c) a 16. ugrassal a 20-as csticsba jusson? (Es hogy a 16. ugrassal érkezzen eldszér a 20-as cstcsba?)

Kidolgozott feladat.

Melyek azok a 32-re végz8ds négyjegyl szamok, amelyek oszthatoak 47-tel? Hatarozzuk meg az Gsszes meg-
oldast!

Megoldas. A 32-re végzdds négyjegyt szamokat 100z + 32 alakban lehet felirni, ahol = kétjegyt szam. Tehat
meg kell oldanunk a 100z + 32 =0 (mod 47) linearis kongruenciat:

1002 +32 =0 (mod 47)
100z = —32  (mod 47)

50z = =16  (mod 47)

3x =78 (mod 47)

x =26 (mod 47)

Azt kaptuk, hogy a 47t + 26 alakt szamok elégitik ki a kongruenciat. Ezek koziil csak 26 és 73 kétjegyii, tehat
a feladatban kérdezett négyjegyd szdmra két lehetGség van: 2632 és 7332.

1.26. feladat. Melyik az a 4-re végz6d6 haromjegyi szam, amely 63-mal osztva 1-et ad maradékul?

1.27. feladat. Hatarozzuk meg azt a legkisebb haromjegyii természetes szamot, amelynek 12-szerese 6-ot ad
maradékul 30-cal osztva.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html

1.5. Linearis kongruenciarendszerek

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/m_J7XaKhQmE

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert:

=7 (mod 6)
z =22 (mod 9)

Megoldas. Fogalmazzuk a4t mindkét kongruenciat oszthatésagra, majd ,milyen alakt szdm x” tipusa allitasra:

z=7 (mod 6) <= 6|z —7 < Fye€Z:xz=06y+T,
x=22 (mod 9) < 9|z —22 < Fz€Z: 2z =92+ 22.

Az x-re kapott két kifejezést egyenlévé téve a 6y + 7 = 9z + 22 diofantoszi egyenletet kapjuk, amit rendezés
utan a 6y — 9z = 15 alakba irhatunk. Ezt az egyenletet mar korabban megoldottuk (csak ott nem y és z, hanem
x és y voltak az ismeretlenek). Az egyenlet megoldasa y =4+ 3t, z =1+ 2t (t € Z). Ebbdl kifejezhetjiik z-et:
x=6y+7=6-(44+3t)+7=18t+ 31 (ugyanezt megkaphattuk volna z-bdl is). Tehat a kongruenciarendszer
megoldésai az © = 18¢t+ 31 (¢ € Z) alaku szamok, vagyis = akkor és csak akkor megoldas, ha x = 31 (mod 18).
Mivel 31 = 13 (mod 18), a megoldast igy is felirhatjuk =13 (mod 18).

Megjegyzés. A diofantoszi egyenletre valo visszavezetés helyett kongruencias szamolassal is meg lehet oldani
ilyen kongruenciarendszereket. Ezt a kovetkezs feladatban mutatjuk be.

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

8x
9z

6 (mod 18)
18 (mod 42) }

Megoldas. Az els6 kongruencia megoldasa: @ = 3 (mod 9), tehat a-et & = 9y + 3 alakban keressiik. Ezt
beirva a masodik kongruenciaba azt kapjuk, hogy 81y +27 = 18 (mod 42), azaz —3y = —9 (mod 42). Ennek
megoldasa: y = 3 (mod 14), tehat y-t y = 14t + 3 alakba irhatjuk. Visszahelyettesitve x felirdsaba, azt
kapjuk, hogy © = 9y +3 =9 (14t + 3) + 3 = 126t + 30, azaz « = 30 (mod 126).

Masik megoldas. Elgszor oldjuk meg egyenként a kongruenciakat:

3 (mod 9) }
2 (mod 14)

T
T

Ezt a kongruenciarendszert az el6z6 feladat modszerével atirhatjuk a 9y + 3 = 14z + 2 (= z) diofantoszi
egyenletre, amelynek megoldasa y = 3 + 14¢, z = 24+ 9¢ (t € Z). Ezutan z-et megkaphatjuk akar y-bol
akar z-bdl; most a valtozatossag kedvéért hasznaljuk z-t: z = 14z +2 = 14 - (2 4+ 9¢) + 2 = 126t + 30, azaz
=30 (mod 126).



https://youtu.be/m_J7XaKhQmE

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

z = 3 (mod 4)
x =5 (mod 6)
x = 2 (mod 7)

Megoldas. Megoldjuk az els6 két kongruenciabol 4116 részrendszert (kongruencias szamolassal vagy diofantoszi
egyenletre valo atirassal):

T =3 (mOd 4) — =11 (mOd 12)
x =5 (mod 6)

Ezt a kongruenciat ,0sszerakjuk” az eredeti rendszer harmadik kongruencidjaval, és megoldjuk ezt a rendszert

1S:
11 (mod 12)

z = 2 (mod 7)

} < =23 (mod 84)

Teh4t a megoldas: =23 (mod 84).




Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:

6x = 2 (mod 8)
152 = 3 (mod 18)
16z = 4 (mod 28)

Megoldas. Megoldjuk az elsé kongruenciat, és a megoldasat megfogalmazzuk ,milyen alaka szam x” modon:

6z =2 (mod 8) <= z =3 (mod 4)
< =4y +3 (alkalmas y egész szammal).

Az z-re kapott kifejezést behelyettesitjiik a masodik kongruenciaba, és megoldjuk y-ra:

15 (4y +3) = 3 (mod 18) <= 60y = —42 (mod 18)
< y =2 (mod 3)
< y=32z+2 (alkalmas z egész szammal).

Fejezziik ki x-et z segitségével: ¢ = 4y +3 =4 - (324 2) + 3 = 12z + 11. Ezt helyettesitjiik be a harmadik
kongruenciaba, és megoldjuk z-re:

16- (122 4+ 11) = 4 (mod 28) <= 192z = —172 (mod 28)

< z=1 (mod 7)
< z="Tt+1 (alkalmas ¢ egész szammal).

(A szamolast lehetett volna tigyesebben is csinalni: a zéarojel felbontésa el6tt leoszthattunk volna 4-gyel, és
utana mar 12-t és 11-et redukalhattuk volna modulo 7. Igy nem kellett volna kiszamolni olyan szérnyt dolgokat,
mint 16 - 12 = 192.) Fejezziik ki z-et ¢ segitségével: x = 122 + 11 = 12 - (7t + 1) + 11 = 84¢ + 23. Tehat a
végeredmény: x = 23 (mod 84).

Masik megoldas. Elészor kiilon-kiilon megoldjuk a kongruenciakat:

6r = 2 (mod 8) <= z = 3 (mod 4)
152 = 3 (mod 18) <= z = 5 (mod 6)
16z = 4 (mod 28) <= x = 2 (mod 7)

Megoldjuk az els6 két kongruenciabol allé részrendszert:

x = 3 (mod 4)

< z=11 (mod 12)
x =5 (mod 6)
Végiil ezt a kongruenciat hasonlé médon ,Osszeolvasztjuk” az eredeti rendszer harmadik kongruencidjaval:

11 (mod 12)
x = 2 (mod 7)

} < =23 (mod 84)

A 1.28. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszereket.

&(a) x =1 (mod 14) () 3z = 15 (mod 24) (i) 2z = 1 (mod5b)
x =7 (mod 10)} 4r = 11 (mod 21)} 5z = —1 (mod 6)
4z = 11 (mod 9)
& (b) 2z =3 (mod 5) (f) 2« =5 (mod 6)
z =1 (mod 6) x = 3 (mod 10) G) =z =3 (mod 5)}
x =7 (mod 9) x = 8 (mod 45) z =4 (mod 7)
& (c) 10z = 16 (mod 9) (g) 3z = 1 (mod 5) (k) b5z =1 (mod 6)
6x = 3 (mod 21) 52 = 3 (mod 7) T = 9 (mod 10)}
3x = 2 (mod 5) 13z = 4 (mod 9)
) 2z = 18 (mod 10)
(d  z =3 (mod 2) (h) =z =7 (mod 8) 10z = 40 (mod 12)
x = 6 (mod 5) } x =6 (mod 7) } 152 = 9 (mod 21)



Kidolgozott feladat.

A 3.d osztaly kirandulni ment. Otfés szobakban szallasoltak el Sket, igy négy gyerek kénytelen volt Marcsi
nénivel egy szobaban aludni. Ejszaka Bence olyan rosszul viselkedett, hogy Marcsi néni felhivta a sziileit,
akik mar hajnalban hazavitték. Igy a reggelinél szépen elfértek a gyerekek a hétszemélyes asztaloknal (Marcsi
néni kiilon asztalnal iilt). Panka gyomorrontast kapott a reggelitél, ezért délelstt 6t is hazavitték. Ebédnél az
étteremben minden asztalnél kilenc gyerek iilt (Marcsi néni kiilon asztalnal). Hanyan jarnak a 3.d osztalyba?

Megoldas. Az osztaly létszaméat z-szel jelolve, az alabbi kongruenciarendszert irhatjuk fel:

x = 4 (mod 5) x = 4 (mod 5)
x—1 =0 (mod 7) azaz x = 1 (mod 7)
z—2 =0 (mod 9) x = 2 (mod 9)

Az els6 kongruenciabdl kapjuk, hogy © = 5y + 4 (alkalmas y egész szammal). Ezt helyettesitjiik a masodik
kongruenciaba, és megoldjuk y-ra:
5y+4=1 (mod 7) <= 5y = -3 (mod 7)
<= y= -2 (mod 7)
< y="7z—2 (alkalmas z egész szammal).
Fejezziik ki z-et z segitségével: © = 5y +4 =5 (72 —2) + 4 = 35z — 6. Ezt helyettesitjiik be a harmadik
kongruenciaba, és megoldjuk z-re:
352 —6=2 (mod 9) <= 35z =8 (mod 9)
<= z=1 (mod 9)
< z=09t+1 (alkalmas ¢ egész szammal).
Fejezziik ki z-et ¢ segitségével: © = 352 —6 = 35- (9t + 1) — 6 = 315¢ + 29, azaz x = 29 (mod 315). Ha

t < 0, akkor = negativ lesz, t > 0 esetén meg tobb, mint 300-an jarnanak az osztalyba. Tehat az egyetlen realis
megoldast t = 0 adja: 29-en jarnak a 3.d osztélyba.

® 1.29. feladat. FEgy labdariugé-mérkézésre azonos szamu féréhellyel rendelkezé buszokkal érkeznek a szurkolok,
akiket biztonsagi okokbdl kisebb csoportokban engednek be a stadionba. ElGszor 4 busznyi szurkol6 érkezett, és 5 f6s
csoportokban engedték be Sket, igy az utolsé csoportban csak 3 szurkolé maradt. Maskor 13 busszal érkeztek, és 8-as
csoportokban nyertek bebocsatast, és ekkor szintén 3 szurkol6 maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor
pedig 16 busszal érkeztek szurkolok, és egyszerre 9-et 1éptettek be, akkor végiil 5 szurkolé maradt. Hany személyesek
a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

1.30. feladat. Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos létszamu rajokban vandorolnak. Ha 11
varjuraj oly modon szall le egy fara, hogy a fa minden agara 4 varju keriil, akkor végiil egy varju egyediil marad. Ha
12 varjuraj szall le egy fa dgaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varja egyediil lesz egy dgon. Mig ha 13 varjuraj
kilences csoportokban szall le egy fa dgaira, akkor az utols6 dgon 7 varju lesz. Hany varja van egy rajban, ha tudjuk,
hogy ez a szdm nem t6bb, mint 1007

1.31. feladat. Ha 7 zacskd gumicukrot osztok el 10 gyerek kozott, akkor a végén 9 szem gumicukor marad meg. Ha
10 zacskot osztok el 14 gyerek kozott, akkor meg 6 marad. Hany darab gumicukor van egy-egy zacskéban, ha minden
zacskoban ugyanannyi, mégpedig 50-nél tébb, de 150-nél kevesebb darab van?

1.32. feladat. Egy tizenhéttagu kaldzcsapat egy zsédk aranypént lopott. Amikor megprobaltak egyenlGen elosztani,
azt tapasztaltak, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitaban egy kal6zt megoltek. Ezutan
ujraosztottak egyenls aranyban a zsakméanyt, s most tiz arany maradt ki. Az e folotti vitaban egy tjabb kaldzt oltek
meg, s ezutdn mar el tudtadk osztani a lopott aranyat tgy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany
aranypénzt zsakmanyoltak?

1.33. feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5, vagy 6-osaval iritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne. Ha
azonban T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad a kosarban. Legalabb hany tojas lehet a kosarban?



1.34. feladat. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszereket.

&(a) =

8
1]
8
1]

¢z (mod 6)

c1 (mod 11) } b =z
¢z (mod 7)

1 (mod 10)} © =

8
1
Q

no

—~
=
S)
<%

N



1.6. Maradékosztalyok

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
¢ https://youtu.be/1t_0UyU8-Xk (maradékosztalyok és maradékrendszerek)

P https://youtu.be/08GhI3fdADI (szdmolas maradékosztalyokkal)

@ 1.35. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szamok a megadott modulus szerint?
(a) 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000 modulo 7
(b) 2,8,14,...,302 modulo 51
(c) 3,18,33,...,678 modulo 46

1.36. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szamok a megadott modulus szerint?

(a) 10, 1,25, —13,28,38,12 modulo 7 (¢) 11,21,31,...,911 modulo 91
(b) 11,22,33,...,154 modulo 14 (d) 4,9,14,...,239 modulo 49

A 1.37. feladat. Végezziik el Z,,-ben a szamitésokat. A végeredmény 0,1,...,m — 1 valamelyike legyen.

o (a) 84+ 10,810,810 € Z15 (d) T74+ 15,9~ 15,6 -7 € Zay
o (b) T0+ 15,10 15,1015 € Z1g () BB+75,0—21,0- 12 € Zys
(¢) T0+15,10 - 15,10 - 15 € Zo

Kidolgozott feladat.

Oldjuk meg Zg4-ben az aldbbi egyenleteket. (Az Gsszes megoldast keressiik meg és a megoldasokat @ alakban
adjuk meg, ahol a € {0,1,...,83}.)

(a) 16-z=1
(b) 16 -7 =10
Megoldas.

(a) Az egyenlet a 162 =12 (mod 84) kongruenciara vezet, aminek a megoldasa x =6 (mod 21). Soroljuk
fel az x értékeket, és nézziik meg, hogy milyen maradékokat adnak 84-gyel osztva:

|| ]-36|-15] 6
rmodsd || - | 48 [ 69 | 6

Latjuk, hogy a kongruencia megoldésai négyféle maradékot tudnak adni 84-gyel osztva, ezért az egyen-
letnek Zgy-ben négy megoldas van: 6, 27, 48, 69.

Megjegyzés. Nem véletlen, hogy négy megoldast kaptunk, hiszen a kongruencia megoldasa soran a
modulus a negyedére csokkent. Altalaban is hasonlé a helyzet: az ax = b (mod m) kongruencia
megoldasai egyetlen modulo W maradékosztalyt alkotnak (ha van megoldas egyaltalan), és ez a

halmaz lnko(a, m) darab modulo m maradékosztalyra ,hasad”.

(b) Az egyenlet a 162 = 10 (mod 84) kongruenciara vezet, ennek pedig nincs megoldasa, mert Inko(16,84) =
4410.



https://youtu.be/1t_OUyU8-Xk
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI

A 1.38. feladat. Oldjuk meg Z,,-ben az aldbbi egyenleteket (az 6sszes megoldast keressiik meg!)

o (a) 10-T=8 Zis-ben
& (b) 9-7=6 Zi5-ben
®(c) 7-T=6 Zis-ben
& (d) 6-7=4 Zg-ban
& (e) 88-T =42 Zss-ben

74 Z40—ben

)
)
(h) 28-7=23 Zyp-ben
) 2
) 3-T=4 Zs-ben

(k) 10-7 =26 Zgg-ban
(1) 25- =235 Zgp-ben
(m) 30-T=9 Zs-ben



1.7. Redukalt maradékosztalyok, multiplikativ inverz, multiplikativ
rend

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/na257Lu75CU

Kidolgozott feladat.

Szamitsuk ki Zoj-ben az aldbbi elemeket. (A végeredményt mindig @ alakban adjuk meg, ahol a €
{0,1,...,20}.)

(a) b ?

(b) 6 ° =2

(c) 6! =?
Megoldas.

(a) Az 52 hatvanyt kétfeleképpen is ki tudjuk szamolni: 5~ = (5_1)2 =1 =T16 (itt az 5 ' hatvanyt,
vagyis 5 multiplikat{v inverzét, az 5z = 1 (mod 21) linearis kongruencia megoldasaval kaptuk), vagy
pedig5 > = (52)_1 =7 ' =16 (ittad ' hatvinytade =1 (mod 21) linearis kongruencia megoldasaval
kaptuk).

(b) A §° hatvany nem értelmezett, mert 6 nem relativ prim 21-hez, ezért nincs modulo 21 multiplikativ
inverze.

(c) A 6! maradékosztalyt megkaphatjuk tigy, hogy a 6! = 720 szamot maradékosan osztjuk 21-gyel, de kiseb

lépésekben haladva nem kell ilyen nagy szammal dolgoznunk: 6! =2-3-4-5-6 =24-30 = 3-9 = 27 = 6.

A 1.39. feladat. Hatarozzuk meg a megadott multiplikativ inverzeket.

[ ] (a) @71 € Zss (C) 571 € 74 (e) 3 € Zs

o (b) 5 €Z (d) 9" €Zyy (f) 20" € Zny

1.40. feladat. Soroljuk fel Z}, elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.

= (a)
e (b)

15 (c) m=7 (e) m=10
m=_8

m=29 (d)

(f)y m=11



https://youtu.be/na257Lu75CU

Kidolgozott feladat.

Hatéarozzuk meg Zjg-ban a megadott elemek multiplikativ rendjét és hatvanyaikat. (A hatvanyokat mindig @
alakban adjuk meg, ahol a € {0,1,...,17}.)

(a) o(5) =7, 50 =?

Megoldas.

(a) Kezdjiik el hatvinyozni az 5 € Z;g elemet:

G2 ST N U 2 T O 0 O B O
#lfrlsfrl==s]=[1]s]7[-

A hatodik hatvanyra jott ki elszor 1, ezért o(5) = 6, és igy 5 hatvanyozéasakor a kitevét modulo 6 kell
figyelembe venni. Ezért 100-at maradékosan osztjuk 6-tal: azt kapjuk, hogy 100 = 4 (mod 6). Tehat
5'% = 5" = =5 = T3 (a tablazatbol kiolvashato).

(b) Mivel 8 nem relativ prim 18-hoz, azaz 8 ¢ Zig, az o(8) multiplikativ rend nem értelmezett (barmed-

dig hatvanyozzuk is a 8 € Zig elemet, soha nem fog kijonni 1). Ennek ellenére g értelmezett, és
kiszamitasahoz segit, ha megfigyeljuk 8 hatvanyainak sorozatédban a szabalyszertséget:

k

|

T 5 (w5 [w] e [w]F @]

—

Innen lathato, hogy 8 pozitiv egész kitevss hatvanyainal csak a kitevd paritasa szamit, tehét 8§ = 10.

A 1.41. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.

o (a) Z&-ban o(2) =7, 5102 _p 52021 () Zge-ban o(3T) =7, 115 g o7 g
o (b) Zip-ban o(3) =7, 3" =2, 3 = (8) Zig-ban o(5) =7, 57 =7, 5" =2
C Z* _ba“n o Z :?a 1200 :?7 12023 :? h Z* —ban o 6 :?7 6912 :?, 6767 :?
11 3
d) Zizban o(13) =7, T3 ' =2, 3" =7 i) Zig-ban o(2) =7, 27 =7, 271 =7
15 %
e) Zt,-ban o(2) =7, 3102 =7, 52024 §) Z3.-ban o(6) =2, 56 7, 5202 _o
10 20




1.8. Az Euler-féle ¢ fiiggvény

A feladatok megoldasa el6tt célszert megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:

P https://youtu.be/tul30aZJnyc

Kidolgozott feladat.

Szamitsuk ki ¢(7!) értékeét.

Megoldas. Készitsiik el 7! primhatvanytényezds felbontasat: 7! =2-3-4-5-6-7 = 2%.32.5.7. Az Eulerféle
o fiiggvény képletét hasznalva azt kapjuk, hogy

P(7) = p(2*-82-5-7) = p(2%) - 0(3%) - (5) - 0(7) =
=(20-2%)-(32-3) . (5-1)-(7T—1)=8-6-4-6=1152.

1.42. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fiiggvény alabbi értékeit.

& (a) ¢(1000) =7 (d) «(60) =7 (8) ©(30) =7
& (b) ©(360) =? (e) ¢(88) =7 (h) ¢(75) =?
8 (c) ©(2021) =? (f) ©(20) =7 (i) o(128) =?

1.43. feladat. Oldjuk meg az egyenletet a természetes szamok halmazan.

(a) p(z) =4 (d) 2¢(z) =2 (g) p(2?) =2z
(b) ¢(x) =5 (e) p(z)=2-8 (h) ¢(z?) = z¢(x)
(c) p(z) =6 () p(x)=2—10


https://youtu.be/tul3OaZJnyc

1.9. Az Euler—Fermat-tétel

A feladatok megoldasa el6tt célszertd megnézni az elméleti hatteret bemutato video(ka)t:
> https://youtu.be/21jdmZsF£GO (az Euler—Fermat-tétel)

P https://youtu.be/Q1ld3r2pkbs8 (az Euler—Fermat-tétel bizonyitasa)

Kidolgozott feladat.

Mennyit ad 98272 maradékul 27-tel osztva? (A végeredmény egy 0 és 26 kozotti szam legyen.)

Megoldas.
1. Elészér csokkentsiik a hatvany alapjat: 98 = 17 (mod 27), ezért 98272 = 17272 (mod 27).

2. Az Euler—Fermat-tételt fogjuk hasznalni, ezért ellendrizziik, hogy teljesiil a tétel feltétele, azaz a hatvany
alapja és a modulus relativ prim: Inko(17,27) = 1.

3. Sziikségiink lesz a modulus p-értékére: ¢(27) = p(3%) = 3% — 32 = 18.

4. Az Euler—Fermat-tétel szerint 17'® =1 (mod 27); ezt a kovetkezképpen hasznaljuk a hatvany kiszami-
tasara:

17272 = 17151842 = (171815 . 172 = 115 . 172 = 172 = 289 = 19 (mod 27).

(A kitev8ben az tortént, hogy 272-t elosztottuk maradékosan ¢(27) = 18-cal. Kideriilt, hogy a hanyados
nem is fontos, mert az ugyis csak az 1-es kitev§jében szerepel. A végeredményhez csak arra volt szlikség,
hogy 272 kett6t ad maradékul 18-cal osztva.)

Tehat 98272 tizenkilencet ad maradékul 27-tel osztva.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a hatviny alapjat modulo 27 kellett figyelembe venni, a kitevs viszont

nem modulo 27, hanem modulo ¢(27) szamit. Ez altalaban is igy van: ha Inko(a,m) =1 és k = ¢ (mod m),

akkor, az Euler-Fermat-tételnek koszonhetSen, a® = a’ (mod m).

Kidolgozott feladat.

Mennyit ad 8732°92 maradékul 28-cal osztva? (A végeredmény egy 0 és 27 kozotti szam legyen.)

Megoldas. Az el6z6 feladat gondolatmenetének lépéseit kovetjiik:
1. alap redukalasa: 873 =5 (mod 28);
2. feltétel ellendrzése: Inko(5,28) = 1;
3. a modulos p-értékének kiszamitasa: ¢(28) = p(22-7) = ¢(22) - p(7) =26 = 12;
4. kitevs redukalasa: 2002 =10 (mod 12).

Az Euler—Fermat-tételt hasznalva a fentiek alapjan ezt kapjuk: 8732002 = 510 (mod 28). Ugyan 5'° elég nagy
szam, de a modulo 28 maradékat kis tigyeskedéssel konnyen kiszamithatjuk szamologép nélkiil is:

510 = (525 =25°=(-3)° = (-3)* - (-3)>=(-27)-9=1-9=9 (mod 28).

Tehat 8732002 kilencet ad maradékul 28-cal osztva.

Masik megoldas. Jobban jarnank, ha a 4. pontban inkadbb a legkisebb abszolut értékd maradékot vennénk:
2002 = —2 (mod 12); gy 5 helyett az 572 = 25~ ! hatvanyt kell kiszaimitanunk modulo 28. Tehét 25
multiplikativ inverzét keressiik modulo 28. Ehhez a 252 =1 (mod 28) linearis kongruenciat kell megoldanunk.
A megoldas: x =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ezt a feladatot korabban mar megoldottuk. Ott azt figyeltiikk meg, hogy 5 hatvanyainak
modulo 28 maradékai hatosaval ismétlédnek, azaz o(5) = 6 teljesiil az 5 € Zog maradékosztalyra. Az Euler—
Fermat-tétel ennél valamivel gyengébb allitast, 12-es periodicitast adott, viszont itt nem kellett probalgatassal
megfigyelniink a hatvanyok alakulasat, ,kapasbol” tudtuk a 2002-es kitevst 10-re (illetve (—2)-re) redukélni.



https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/Qld3r2pkbs8

1.44. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.

o (a) 6342 =2 (mod 50) (e) 1931 =2 (mod 75) (i) 557517 =2 (mod 53)

8 (b) 1237%° =? (mod 11) (f) 4252 =? (mod 25) (j) 159 =7 (mod 34)
(c) 111%° =? (mod 52) (g) 6% =? (mod 29) (k) 20*° =? (mod 31)
(d) 3% =? (mod 128) (h) 44472918 =7 (mod 44) (1) 3298 =? (mod 25)

Kidolgozott feladat.

Mi az utolsé két szamjegye a 20032994 szamnak?

Megoldas. Az utolso két szamjegyet a moulo 100 maradék adja meg. A szokésos el6készitG 1épéseket tessziik
az Euler—Fermat-tétel felhasznalasa el6tt:

1. 2003 =3 (mod 100);

2. Inko(3,100) = 1;

3. ©(100) = (22 - 52) = ©(22) - p(5?) = 2 - 20 = 40;
4. 2004 =4 (mod 40).

Most johet az Euler-Fermat-tétel: 20032°94 = 3* = 81 (mod 100). Tehat 2003204 utols6 két szamjegye 8 és
1.

1.45. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 1997'9%% szamnak?

1.46. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap milva?
—
99

1.47. feladat. Hatarozzuk meg a hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint. (Az emeletes hatvanyokat
al®®) zarojelezéssel értelmezziik.)

o (a) 13327 =2 (mod 87) (c) 80" =? (mod 53)
(b) 91441"** =2 (mod 88) (d) 9581” =? (mod 46)

1.48. feladat. Milyen nap lesz 711'85”"" nap mualva?

1.49. feladat. Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva?



VEGEREDMENYEK, MEGOLDASOK




1. Szamelmeélet




1.1. Oszthatésag, legnagyobb ko6zos osztd, euklideszi algoritmus

1.1. feladat.

(a) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}
(b) 420 tobbszorosei: {420k : k € Z}
(c) 4 tobbszorosei: {4k : k € Z}

(d) 28 osztoi: {1, 42,44, £7, +14, 28}

(e) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}

(f) 264 tobbszorosei: {264k : k € Z}

(g) 18 osztoi: {£1,£2, +3,+6,+9, £18}

(h) 300 tobbszorosei: {300k : k € Z}
)

(i) 33 osztoi: {+1,+3,+11,+33}

1.2. feladat. 60

1.3. feladat.
(a) Inko(a,b) =4 = —3a + 4b, 1kkt(a,b) = 252
(b) Inko(a,b) = 6 = 2a — 5b, lkkt(a,b) = 390
(c) Inko(a,b) = 7= —194a + 75b, lkkt(a,b) = 580139
(d) Inko(a,b) =2 = 5a — 7b, lkkt(a,b) = 816
() Inko(a,b) = 23 = —3a + 7b, Ikkt(a, b) = 2576
(f) Inko(a,b) = 77 = 2a — b, Ikkt(a, b) = 7007

1.4. feladat. A negyedik egységgyokok, azaz z = 1,—1,1, —i.

P megoldas: https://youtu.be/mPigchEMSEk
P megoldas: https://youtu.be/t4nG7hHAT O
P megoldas: https://youtu.be/LwNf6SZVsRY

P megoldas: https://youtu.be/uXRxRfHRidE

P megoldas: https://youtu.be/1QozYexyCbE

P megoldas: https://youtu.be/mPigchEMSEk
P megoldas: https://youtu.be/09dviVaolsd

P megoldas: https://youtu.be/yhc3rs_xcEU

1.2. Linearis diofantoszi egyenletek

1.5. feladat.
(a) =245t y=—-2—-06t (t € Z)

(b) x=2-5t, y=2—-Tt (t€Z)
() z==-14+17t, y=2—-24t (t € Z)
(d) c=—-1+5t, y=3-13t (t € Z)

)

)

)

)

() x=-3+4+Tt, y=3—-6t (t€Z)

(f) x=4+412t, y=-2-Tt (t€Z)

(g) x=2245¢t, y=1143t (t € Z)

(h) = = —689 + 571¢, y = 286 — 237t (t € Z)

(i) x = 1479 +418t, y = —697 — 197¢t (t € Z)
)

§)

nincs megoldasa

> megoldas: https://youtu.be/jUS-elyxCR4

P megoldas: https://youtu.be/DAdWAL14Z4Y


https://youtu.be/mPigchEMSEk
https://youtu.be/t4nG7hH4Tj0
https://youtu.be/LwNf6SZVsRY
https://youtu.be/uXRxRfHRidE
https://youtu.be/1QozYexyCbE
https://youtu.be/mPigchEMSEk
https://youtu.be/O9dvXVao1s4
https://youtu.be/yhc3rs_xcEU
https://youtu.be/jUS-e1yxCR4
https://youtu.be/DAdW4fl4Z4Y

1.6. feladat.
(a) nincs megoldésa
(b) van megoldésa

c) van megoldasa

)

)

(c)

(d) van megoldasa
(e) van megoldasa
(f)

nincs megoldasa

1.7. feladat.
a

(
(b

) Csak az 1. képlet helyes.

) A 2. és a 3. képlet helyes, az 1. képlet nem.
(c) Csak a 3. képlet helyes.

)

(d) Az 1. és a 3. képlet helyes, a 2. képlet nem.

1.8. feladat.

(a) 2 =|{17,25}] > megoldas: https://youtu.be/dhQjZvZYFC8
(b) 3 =1{38,47,56}|

)
)
(c) 7=1{10,13,16,19,22, 25,28}
(d) 3={19,26,33}|

)

(e) 2 = |{25,38}|

1.9. feladat. 10-20+4+1-45és1-20+45-45 > megoldas: https://youtu.be/pHs93VAV56g
1.10. feladat.
(a) Csak a 4-nél 1évét tudja megszerezni. > megoldas: https://youtu.be/0uz2jiwxJeg

(b) (—=2)-a+3-b=12 (5 ugras) ¢» megoldas: https://youtu.be/Ouz2jivxJeg

1.11. feladat. Az elss esetben 18-a+ 14-b = 1000 (32 ugras), a masodik esetben (—1)-a+27-b = 1000 (28 ugras).
1.12. feladat. Végtelen sok megoldés van, ime a két legegyszertibb: 12-21 —10-25 =2 és 11-25—-13-21 = 2.

1.13. feladat. Gomboc Artar 17 éves (és az 6todik napon fogyott el a csokoladé). Az alabbi linken a szamitogép
lépésenként végigvezet a feladat megoldésan:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html

1.14. feladat. A rago 56 forintba keriilt, és 24 gyerek valasztotta, a csoki 125 forintba keriilt, és 6 gyerek valasztotta.

1.15. feladat. 6, 10, 6 > megoldas: https://youtu.be/XoX3vjwVOMI

1.16. feladat. 7, 5, 10

1.17. feladat. 1, 1, 5


https://youtu.be/dhQjZvZYFC8
https://youtu.be/pHs93VAV56g
https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg
https://youtu.be/Ouz2jiwxJeg
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html
https://youtu.be/XoX3vjwV9MI

1.3. A modulo m kongruenciarelaci6

1.18. feladat.

(a) 6 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(b) 1 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(c) 6 > megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg
(d) 7 > megoldas: https://youtu.be/RCqlfd5_iek
(e) 8

() 9

(g) 13

(h) 7

(i) 4

1.20. feladat. 2,7,14

1.21. feladat. 2724 32+l =4.274 3.9"=4.2"43.2"=7-2"=0 (mod 7)
> megoldas: https://youtu.be/_-h76rglvgg

1.22. feladat. 2°7+! 4 57+2=2.32" 4 25.5" =2.5" 425.5" =27-5" =0 (mod 27)


https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/_-h76rgIvgg
https://youtu.be/RCqlfd5_iek
https://youtu.be/_-h76rgIvgg

1.4. Linearis kongruenciak

1.23. feladat.

1.24. feladat.
(a) nincs megoldasa
(b) nincs megoldasa
(¢) van megoldasa
(d) van megoldasa
(e) nincs megoldasa
(f)

van megoldasa

1.25. feladat.
(a) 11, 25

(b) ez lehetetlen

(c) 3, 10, 17, 24 (el6szor: 3, 17)

1.26. feladat. 694

1.27. feladat. 103

» megoldas
¢? megoldas
? megoldas
¢? megoldas

: https
: https
: https

: https

://youtu.be/WVdonTsgGZU
://youtu.be/WVdonTsgGZU
://youtu.be/agndyWxassg

://youtu.be/0KK5Qwo_oYM


https://youtu.be/WVdonTsgGZU
https://youtu.be/WVdonTsgGZU
https://youtu.be/aqndyWxassg
https://youtu.be/OKK5Qwo_oYM

1.5. Linearis kongruenciarendszerek

1.28. feladat.

(a) x =57 (mod 70) ? megoldas: https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
(b) =43 (mod 90) ? megoldas: https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8
(¢c) z =214 (mod 315) ? megoldés: https://youtu.be/ENgm20oqMmR
(d) =1 (mod 10)

(e) =29 (mod 168)

(f) =53 (mod 90)

(g) =37 (mod 315)

(h) z=—-1 (mod 56)

(i) nincs megoldasa

() x=18 (mod 35)

(k) =17 (mod 30)

() =184 (mod 210)

1.29. feladat. 47 > megoldas: https://youtu.be/VW7nCtXrgjY
1.30. feladat. 31

1.31. feladat. 107

1.32. feladat. 3930

1.33. feladat. 119

1.34. feladat.
(a) x =12¢; + 55¢2 (mod 66) 7 megoldas: https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
(b) & =21c¢y +50c2 (mod 70)
(¢)  =40c; + 45¢2 + 36¢3 (mod 60)

1.6. Maradékosztalyok

1.35. feladat.

(a) igen > megoldas: https://youtu.be/1t_0UyU8-Xk
(b) nem > megoldas: https://youtu.be/kLsPdMoDZrY
(c) igen > megoldas: https://youtu.be/kLsPdMoDZrY

1.36. feladat.


https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8
https://youtu.be/ENqm2oqMmR
https://youtu.be/VW7nCtXrgjY
https://youtu.be/m_J7XaKhQmE
https://youtu.be/1t_OUyU8-Xk
https://youtu.be/kLsPdMoDZrY
https://youtu.be/kLsPdMoDZrY

1.37. feladat.

(&3]

3, 13,

~
=l
ol

Sl

> megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI

P megoldas: https://youtu.be/yTB6jZGYpng

P megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI
7 megoldas: https://youtu.be/08GhI3fdAbI
P megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU
P megoldas: https://youtu.be/eseKIbPJbcs

¢ megoldas: https://youtu.be/eseKIbPJbcs

1.7. Redukalt maradékosztalyok, multiplikativ inverz, multiplikativ

rend

1.39. feladat.

(a) 88 ' e Zs5 nem értelmezett

(b 5 12@6213

5 =3¢cZy

)
)
d) 97! ¢ 712 nem értelmezett
)
)

> megoldas: https://youtu.be/yjj70WqAuKO

P megoldas: https://youtu.be/yjj70WgqAuKO


https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/yTB6jZGYpng
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/O8GhI3fdAbI
https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/eseKJbPJbcs
https://youtu.be/eseKJbPJbcs
https://youtu.be/yjj7OWqAuK0
https://youtu.be/yjj7OWqAuK0

1.40. feladat. Az inverz parok tagjai szorosan egymés mellé vannak irva; amelyik elemnek nincs ,pérja’ az sajat

maganak az inverze.
(a) Zis ={1; 2,8 4 7,13; 1I; 14}
(b) Zg ={1; 2,5, 4,7; 8}
() Z; ={1; 2,4 3,5 6}
(d) Zg=A{1; 3 5 T}
(e) Zjp={L; 3,7 9}
(f) 2z, ={1; 2,6; 3,4, 5,9; 7,8, 10}

1.41. feladat.
(a) Z3-ban o(2) =3, 27" =1, 2
(b) Zi,-ban o(3
(c) Zi,-ban o(4

=4, 37=9, 3

)
) _ 5, 1200 _ T, 12023 -9

(d) Zis-ban o(13) =4, 13 " =4, 137" =

)
(e) 2 ¢ Z3y, igy o(2) nem ért., 7?7, 7 =%

(f) Zis-ban o(21) =5, 21" =TI, 21 =6

(g) Zijg-ban o(5) =6, 5 =7, 5 =1

(h) Zis-ban o(6) =5, 6 - =TI, 6 ~ =16

(i) 2 ¢ Z3},, igy o(2) nem ért., 2% =34, 37" nem art.
)

(j) 6 ¢ Z3,, igy o(6) nem ért., 6 =1 , 60 =1

? megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU

? megoldas: https://youtu.be/t0CkN8RIvOg

P megoldas: https://youtu.be/na257Lu75CU

P megoldas: https://youtu.be/2RxZ-dq¥C3k

1.8. Az Euler-féle ¢ fliiggvény

1.42. feladat.

(a) ©(1000) = 400
(b) ©(360) = 96
(c) ©(2021) = 1932
(d) ¢(60) = 16

(e) ¢(88) =40

(f) ¥(20) =38

(8) »(30) =38

(h) ©(75) = 40

(i) (128) = 64

> megoldas: https://youtu.be/tul30aZlnyc
> megoldas: https://youtu.be/tul30aZlnyc

> megoldas: https://youtu.be/tul30aZJnyc


https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/t0CkN8RJvOg
https://youtu.be/na257Lu75CU
https://youtu.be/2RxZ-dqYC3k
https://youtu.be/tul3OaZJnyc
https://youtu.be/tul3OaZJnyc
https://youtu.be/tul3OaZJnyc

1.43. feladat.

)

)
(¢) x=7,9,14,18
(d) = =2% (k €N)
(e) = =12,14,16
(f) nincs megoldasa
(g) x=3,4,6
(h)

1.9. Az Euler—Fermat-tétel

1.44. feladat.

(a) 63*2 =132 =19 (mod 50)
(b) 123765 =25 =10 (mod 11)
(c) 11150 =72 =49 (mod 52)
(d) 3% =3'=3 (mod 128)

(e) 1981 =19 =19 (mod 75)
(f) 4252 =172 =14 (mod 25)
(g) 648 =6"2=25 (mod 29)
(h) 44472018 =32 = 5 (mod 44)
(i) 55717 =273 =8 (mod 53)
(j) 15199 =15"1 =25 (mod 34)
(k) 209 =207t =14 (mod 31)
(1) 329 =372 =14 (mod 25)

1.45. feladat. 1997998 = (—3)~2

1.46. feladat. 11...11=971.99...99=4-(10-1)
—_—— —

99

nap lesz, mint amilyen tegnap volt

1.47. feladat.

a 1332150 = 13412 = ]_31 =13 (mOd 87)

(
(b) 91441°** = 31" =3 (mod 88)

(
(d

(e) 9581 = 315" =33 =27 (mod 46)

)
)
) 91441°* = 31" =3 (mod 88)
) 8011 =277 =273 =8 (mod 53)
)

P megoldas: https://youtu.be/wfuSez0gA80

? megoldas: https://youtu.be/21jdmZsF{fGO

? megoldas: https://youtu.be/KVMvp9UBUno

? megoldas: https://youtu.be/21jdmZsF£GO

=389 (mod 100) = az utolso két jegy 8 és 9

=4-(33-1)=4-26=4-5=—1 (mod 7) = ugyanolyan

P megoldas: https://youtu.be/Xoo_3zgZhsY

1.48. feladat. 7118 =4(-D' =4-1=2 (mod 7) = ugyanolyan nap lesz, mint holnaputan

1.49. feladat. googolplex = 100" =10* = (-5)2=4 (mod 21)


https://youtu.be/wfuSez0gA80
https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/KVMvp9UBUno
https://youtu.be/21jdmZsFfG0
https://youtu.be/Xoo_3zgZhsY
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