DISZKRET MATEMATIKA II (MBNXK112 ES MN1852)

WALDHAUSER TAMAS

elméleti Gsszefoglald

1. SZAMELMELET

1.1. Oszthat6sag, primszamok

1.1. Definici6. Tetszdleges a, b egész szamok esetén azt mondjuk, hogy a osztoja b-nek (b tobbszordse a-nak), ha van
olyan ¢ egész szam, amelyre b = ac. Jelolés: a | b. Formalisan:

a|lb < JceZ:b=ac

1.2. Tétel. Tetszbleges a, b, c egész szamok esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) ala

(2) (a|bésb|c) = alc
(3) (a|bésb|a) < b==q
(4) (a|bésalc) = a|bteg
(5) a|b < ac| be, feltéve, hogy ¢ # 0;
(6)
(7) a|b = |a| < |b], ha b # 0.

llaésalO;

1.3. Kovetkezmény. Az oszthatosag részbenrendezési relacié a nemnegativ egész szamok halmazéan, vagyis (No, |)
részbenrendezett halmaz, amelynek legkisebb eleme 1, legnagyobb eleme O.

1.4. Definicio. A p természetes szam felbonthatatlan (irreducibilis), ha p > 1 és csak ugy bonthato két természetes
szam szorzatara, hogy az egyik tényezs 1:

Va,be N:p=ab = a=1vagy b=1.

1.5. Definicié. A p természetes szam prim(tulajdonsagn), ha p > 1 és valahanyszor osztdja egy szorzatnak, mind-
annyiszor osztdja a szorzat valamelyik tényez§jének:

Va,b € N: p|ab = p|a vagy p|b.
1.6. Tétel. A természetes szamok korében a felbonthatatlansag és a primtulajdonsag egymassal ekvivalens.

1.7. Tétel (a szamelmélet alaptétele). Minden (1-nél nagyobb) természetes szam felbonthaté primszamok szorzatara,
és ez a felbontés a tényezsk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

1.8. Tétel (Euklidész). Végtelen sok primszam van.

1.9. Tétel (primszamtétel, Hadamard, 1896 és de la Vallée Poussin, 1896). Az n-edik primszam nagysagrendileg n -

log n, azaz lim,, oo nﬁ)ﬁ = 1, ahol p,, az n-edik primszam. (Megjegyzés: a primszamtételt nem ilyen formaban, hanem

az x valos szamnal nem nagyobb primeket megszamold 7(x) primszamlalo fliggvény segitségével szokas kimondani.)
1.10. Sejtés (Ikerprimsejtés). Végtelen sokszor eléfordul, hogy két szomszédos prim tévolsaga 2.

1.11. Tétel (Zhang, 2013). Végtelen sokszor elsfordul, hogy két szomszédos prim tévolsaga legfeljebb 70 000 000.
1.12. Tétel (Polymath8, 2014). Végtelen sokszor eléfordul, hogy két szomszédos prim tévolsaga legfeljebb 246.
1.2. Legnagyobb k6zs6s osztd

1.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a d egész szam legnagyobb kozos osztoja az a és b egész szdmoknak (jelolés:
d = Inko(a, b) vagy egyszertien csak d = (a,b)), ha
(KO) d|a,b, és

(LN) Vk € Z: k| a,b = k| d.
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1.14. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a ¢ egész szam legkisebb kozos tobbszorose az a és b egész szamoknak (jelolés:
t = lkkt(a, b) vagy egyszertien csak t = [a, b]), ha

(KT) a,b|t,és
(LK) Vk€Z:a,b|k = t|k.
1.15. Definici6é. Ha Inko(a,b) = 1, akkor azt mondjuk, hogy a és b relativ primek.

1.16. Tétel. Barmely két egész szamnak 1étezik legnagyobb kozos osztoja és legkisebb kozos tobbszorose; ezek eljeltsl
eltekintve egyértelmiien meghatarozottak, és teljesiil a kdvetkezs Osszefiiggés:

Inko(a, b) - Ikkt(a,b) = ab.
1.17. Lemma. TetszGleges a,b € Z esetén a és b k6z6s osztéi ugyanazok, mint a —b és b k6z6s osztoi. Kovetkezésképp
Inko(a, b) = Inko(a — b, b).

1.18. Tétel (a maradékos osztéas tétele). Tetszbleges a,b € Z (b # 0) esetén léteznek olyan g és r egész szamok,
amelyekre a = ¢-b+r és 0 <r < |b|. Itt ¢ és r egyértelmiien meghatarozottak; ¢ az osztas hanyadosa és r a maradék.

1.19. Tétel. Barmely két nullatol kiilonbozs egész szam legnagyobb kozos osztdja kiszamithatd az ismételt maradékos
osztasokra épiil§ euklideszi algoritmussal, és a legnagyobb ko6zos oszt6 elGall a két szdm ,Jlinearis kombinacidjaként”

Ya,b€Z Ju,v € Z: au+ bv =Inko(a,b).

1.20. Koévetkezmény. Ha Inko(a,b) # 0, akkor lnko(za 5y 6s lnkozza 5 relativ primek.

1.21. K6vetkezmény (Euklidész lemmaja). Ha Inko(a, b) # 0, akkor

a

albe = o)

| c.

Specidlisan, ha a és b relativ primek, akkor a | bc <= a | c.

1.22. Tétel. Legyen az a és b természetes szamok primhatvanytényezss felbontasa

a=pi" ... Pt s b:pflm.upf’“.

(Azokat a primeket, amelyek csak egyik szam felbontasaban szerepelnek, a méasik szamban nulla kitevével tiintetjiik
fel.) Ekkor teljesiilnek az alabbiak:
(].) a|b <~ Vlazéﬁ“

(2) Inko(a,b) = p™(erf . . pmin(anbi),

(3) lkkt(a,b) = prlnax(alﬁl) o p;nax(ak,ﬁk).
1.3. Kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet

1.23. Definicié. Kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenleten ax + by = ¢ alaki egyenletet értiink, ahol a, b, ¢ adott
egész szamok (a,b # 0), és az x,y ismeretleneket is az egész szamok korében keressiik.
1.24. Tétel. Tekintsiik az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletet, ahol a, b, ¢ egész szadmok és a, b # 0.

e Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko(a,d) | c.
e Ha (x,y0) egy partikularis megoldas, akkor az altalanos megoldas:

b

a
= 7 &
T @) YT T Tiko(ab)

t (teZ).

1.4. Kongruenciarelacio

1.25. Definici6. Tetszbleges a, b, m egész szamok esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ham | a—b.
Az m szdmot a kongruencia modulusanak nevezziik. Jelolés: a = b (mod m).

1.26. Megjegyzés. Vilagos, hogy m | a —b <= —m | a — b, ezért a modulo m kongruencia és a modulo —m
kongruencia ugyanaz. Tehat mindig feltehetjiik, hogy a modulus nem negativ. S&t, azt is feltehetjiik, hogy m > 2,
mert a modulo 0 és a modulo 1 kongruencia meglehet&sen érdektelen (miért?).

1.27. Tétel. Ha m > 2, akkor két egész szam akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot
adjak m-mel osztva.
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1.28. Tétel. Tetszbleges a,aq,as,b, b1, b, c,m, my, ms egész szamok esetén teljesiilnek a kdvetkezdk:
(1) a =a (mod m);
(2) (a=0b(mod m) és b=c (mod m)) = a=c (mod m);
(3) a=b (mod m) = b=a (mod m);

(4)

(5) ha Inko(m, c) # 0, akkor ac = bc (mod m) <= a=0b (mod ﬁ),

ay = b; (mod m)

45 = by (mod m)} = a1 £ ags = by £ by (mod m), ay - ag = by - by (mod m);

(6) ha c és m relativ primek, akkor ac = be (mod m) <= a =b (mod m);

(7)

1.29. Kovetkezmény. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok halmazan (és kompatibilis az
els¢ harom alapmiivelettel). A megfelel ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezziik.

a="b (mod my)

a=b (mod mz)} < a=0b (mod lkkt(mi, ms2)).

1.5. Linearis kongruencia
1.30. Definici6é. Linearis kongruencian axz = b (mod m) alaka ,egyenletet” értiink, ahol a,b,m (a # 0, m > 2) adott
egész szdmok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keresstik.
1.31. Tétel. Tekintsiik az ax = b (mod m) linearis kongruenciat.
e A kongruencianak akkor és csak akkor van megoldésa, ha Inko(a, m) | b.

e Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo m Tehat ha zg egy
megoldas, akkor az altalanos megoldas igy fest:

T =z (mod L)

Inko(a, m)
1.6. Linearis kongruenciarendszer
1.32. Definicié. Adott a;,b;,n; (1 = 1,2,...,k) egész szamok esetén az alabbi alaku ,egyenletrendszereket” linearis
kongruenciarendszereknek nevezziik (az x ismeretlent természetesen az egész szamok korében keressiik):
az = by (mod nq)

arr = by (mod ny)

1.33. Megjegyzés. Ha a kongruenciarendszerbeli kongruenciak koziil valamelyiknek nincs megoldéasa, akkor termé-
szetesen az egész rendszernek sincs. Ha mindegyik kongruencianak van megoldasa, akkor kiilon-kiilén megoldva &ket,
ilyen alaku kongruenciarendszert kapunk (figyelem, az itt szereplé m; modulusok nem feltétleniil ugyanazok, mint a
fenti n; modulusok!):

x = ¢ (mod my)

(%)

x ¢ (mod my)

1.34. Tétel. Tekintsiik kongruenciarendszert.
e A kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldasa, ha minden i, j esetén Inko(m,, m;) | ¢; — ¢;.

e Ha van megoldas, akkor a megoldéasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo lkkt(my, ..., my). Tehéat ha
o egy megoldas, akkor az altalanos megoldas igy fest:

x =z (mod lkkt(mq,...,mg)).
1.35. Tétel (kinai maradéktétel). Ha a kongruenciarendszerben a modulusok paronként relativ primek (azaz i # j
esetén Inko(m,;, m;) = 1), akkor mindig van megoldas, és a megoldas megkaphato a kovetkez6 médon. Tekintsiik azt
a kongruenciarendszert, amelyet tgy kapunk —b(’)l, hogy az i-edik sorban a jobb oldalra 1-et irunk, a t6bbi sorban
pedig 0-t:
x =0 (mod my)

x =1 (mod my)

z =0 (mod my)
Legyen e; egy tetszdleges megoldasa ennek a kongruenciarendszernek (k = 1,...,k). Ekkor az eredeti kongruen-
ciarendszer altaldnos megoldasa:
T =creg + -+ cger (mod my -+ -my).
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1.7. Maradékosztalyok

1.36. Definicié. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok halmazan. A megfelel§ ekvivalencia-
osztalyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezziik. Egy a egész szam modulo m maradékosztalya tehat a kovetkezd
halmaz:

a={becZ:b=a (mod m)}={a+km:kecZ}={...,a—2m,a—m,a,a+m,a+2m,...}.
A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeloli: Z,, = {0,1,...,m — 1}.

1.37. Megjegyzés. Az a jelolés nem utal a modulusra, de a szévegkdrnyezetbdl mindig vilagosnak kell lennie, hogy
mi a modulus. A definiciobdl vilagos, hogy tetszleges a, b egész szamok esetén @ =b <= a =b (mod m).

1.38. Definici6é. Ha egy ekvivalenciarelaci6 minden osztalyabol valasztunk egy elemet, akkor egy teljes reprezen-
tansrendszert kapunk. A modulo m kongruencia esetén a teljes reprezentansrendszereket teljes maradékrendszereknek
nevezziik. Tehat az ay, ..., a,, egész szamok akkor alkotnak teljes maradékrendszert modulo m, ha {a7, ..., @y} = Z,,.

1.39. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazéan értelmezziik az Osszeadast, a kivonast és a szorzast a
kovetkezGképpen:

a®b:=a+b, aSb=a—-b aOb:=a-b.
A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért lehagyjuk a ,karikdkat” a miveleti jelekrsl, de fontos, hogy mindig tudjuk,
hogy egész szamokkal vagy maradékosztalyokkal szamolunk.

1.40. Tétel. A fenti mtveletek joldefinialtak, vagyis maradékosztalyok osszege (kiilonbsége, szorzata) nem fligg attol,
hogy az egyes maradékosztalyokbol melyik szamokat valasztjuk reprezentdnsnak. A (Z,,;+,-) struktira egységelemes
kommutativ gytri, amelyet modulo m maradékosztaly-gytirtinek neveziink.

1.8. Redukalt maradékosztalyok, egész kitevGs hatvanyozas

1.41. Definicié. Azt mondjuk, hogy @ € Z,, redukalt maradékosztéaly, ha Ilnko(a,m) = 1. A modulo m redukalt
maradékosztalyok halmazat Z*, jeloli: ZF = {a € Z,, : Inko(a,m) = 1}.

1.42. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az @,b € Z,, maradékosztalyok egymas multiplikativ inverzei, ha @-b = 1.
Jelolés: b = a !
modulo m, ha a-b =1 (mod m). Jelolés: b = a~
tébbnyire nem is egész szam)!

=1 . . T . .
(és persze ekkor @ = b  is igaz). Hasonloan, az a,b egész szamok egymas multiplikativ inverzei
L' (mod m). Vigyazat: itt a~! nem a reciprokat jelenti (az

1.43. Tétel. Egy a € Z,, maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha Inko(a,m) = 1, azaz
acZr,.

1.44. Definicié. Maradékosztaly nemnegativ egész kitevss hatvanyat természetes modon lehet értelmezni: @ € Z,,
és n € N esetén legyen @* = a@-...-a és a° = 1. A negativ egész kitevés hatvanyozéast viszont csak redukalt

n
maradékosztalyok esetén értelmezziik: @ € Z7, és n € N esetén legyen a™" = (a=1)". (Megjegyzés: (a=1)" = (a™)7 L,
és a hatvanyozas t6bbi szokésos azonossiga is érvényes redukalt maradékosztalyokra.)

1.45. Definici6. Egy @ redukalt maradékosztaly (multiplikativ) rendjén azt a legkisebb pozitiv egész kitevot értjiik,
amelyre a-t emelve 1-t kapunk. (Ha Inko(a,m) = 1 akkor (és csak akkor!) valoban létezik ilyen kitevs.) Az @ € Z7,
maradékosztaly rendjét o(a) jeloli (olvasd: ordd). Formélisan:

o(@) :=min{n e N:a" = 1}.

1.46. Tétel. Ha @ € Z7, és o(a) = n, akkor minden k, ¢ € Z esetén

@ =a" < k= (mod n).

Az ¢ = 0 specialis esetben azt kapjuk, hogy
" =1 < nlk

1.9. Az Euler-féle ¢ fiiggvény és az Euler—Fermat-tétel

1.47. Definicié. Tetsz6leges n természetes szam esetén o(n) jeloli azt, hogy 1-t6l n-ig hany olyan szdm van, ami
relativ prim n-hez:

on)={a:1<a<nés Inko(a,n) =1}|.
Az gy kapott ¢: N = N, n — ¢(n) fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik.

1.48. Megjegyzés. Nyilvan ¢(1) =1, és m > 2 esetén p(m) = |Z%,|.

1.49. Tétel. Ha p primszam, akkor ¢(p) = p—1; altalanosabban, primhatvanyokra ugy kapjuk meg ¢ értékét, hogy a
primhatvanybol levonjuk ugyanannak a primnek az eggyel kisebb kitevds hatvanyat: o(p®) = p® —p*~1 = p>~L(p—1).
Tetsz6leges n = pi'* - - - p* primhatvanytényezds alakban megadott természetes szam esetén pedig ¢ értéke nem mas,
mint az egyes primhatvanyok -értékeinek szorzata:

01171 (Xk—l

o(n) =o@i") .. -op*) = 7" =P ) (Rt k)



DISZKRET MATEMATIKA 2 (MBNXK112) 5

1.50. Tétel. A komplex szamok korében a primitiv n-edik egységgyokok szama p(n).
1.51. Tétel (Buler Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a#(™ =1 (mod m).

1.52. Kévetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszdm és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~* =1 (mod p). Mas
(ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész szamra a? = a (mod p).

1.53. K6vetkezmény. Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor tetszsleges k, ¢ € Z kitevSk esetén

k=¢ (mod o(m)) = a* =da* (mod m).

1.54. Megjegyzés. A fenti allitds megforditasa nem igaz. Ha ekvivalenciat szeretnénk, akkor a kitevéket nem modulo
¢©(m), hanem modulo o(@) kell tekinteni (lasd a Tételt).

1.55. Ko6vetkezmény. Tetszdleges a € Z;, redukalt maradékosztalyra o(a) | ¢(m).

2. GRAFOK

2.1. Alapfogalmak

2.1. Definici6. Legyenek V és E tetszéleges halmazok és legyen v: E — V U (‘2/) egy leképezés, ahol (‘2/) a V halmaz
kételem( részhalmazainak halmazat jeloli. Ekkor a G = (V| E,:) harmast grafnak nevezzik; a V = V(G) halmaz
elemei a graf csicsai, az E = E(G) halmaz elemei a graf ¢lei. Ha az e € F élre er = {u,v} € (‘2/), akkor u és v az e
él végpontjai (masképp fogalmazva, az e él dsszekoti az u és v csicsokat, vagy az e él illeszkedik az u és v csicsokra).
Ha ee = v € V, akkor az e él a v csticsot sajat magéaval koti Ossze; az ilyen élt hurokélnek nevezziik.

2.2. Definicié. Ha a G grafban nincsenek se hurokélek se tobbszoros élek (azaz két pontot legfeljebb egy él kot Gssze),
akkor minden élt megadhatunk a két végpontjaval, és ekkor nincs sziikség az ¢ leképezésre. Az ilyen egyszert grafot
tehat egyszerten(!) egy G = (V, E) pérral lehet megadni, ahol E C (‘2/)

2.3. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a G és H egyszerd grafok izomorfak, ha létezik olyan f: V(G) — V(H) bijekcio,
amelyre {u,v} € E(G) < {f(u), f(v)} € E(H) teljesiil tetszbleges u,v € V(G) cstucsok esetén. (Az f leképezést
izomorfizmusnak nevezziik.)

2.4. Definicié. Iranyitott grafon egy G = (V, p) part értiink, ahol V tetszéleges halmaz, és p C V x V egy relacié a
V halmazon. Itt V' a cstcsok halmaza, p pedig az iranyitott élek halmaza. Ha e = (u,v) € p, akkor az u cstcs az e él
kezdGpontja, v pedig az e él végpontja (masképp fogalmazva, az e él u-bol v-be vezet; ezt u-bol v-be mutato nyillal
szoktuk &brazolni). Az e = (v,v) esetben itt is hurokélrsl beszéliink. (Lehet definialni t6bbszords éleket is megengeds
iranyitott grafokat is, de ettdl eltekintiink.)

A tovabbiakban grafon mindig véges iranyitatlan grafot értiink.

2.5. Definicio. A G graf v csicsanak fokszaman a v-re illeszkedd élek szamat értjiik (az esetleges hurokéleket kétszer
szamolva, hiszen az  kétszer illeszkedik” a cstcsra). Jelolés d(v). Ha d(v) = 0, akkor v-t izolalt csticsnak nevezziik.

2.6. Tétel. Barmely grafban a cstucsok fokszamainak Gsszege paros szam, mégpedig az élek szaméanak kétszerese:

> dw)=2-]E(G)|.
veV(G)
2.7. Definici6é. A G grafban a v csicsbdl a w csticsba vezets sétanak nevezziik csicsoknak és éleknek egy olyan
vV = Vg, €1,V1,€a,...,V_1, €,V = w sorozatat, ahol az e; él két végpontja v;_1 és v; minden ¢ € {1,...,¢} esetén. Ha
vo = vy, azaz a séta kezdGpontja és végpontja egybeesik, akkor zart sétarol beszéliink. (Ha G egyszerd graf, akkor az
éleket nem kell feltiintetni, tehat a sétat megadhatjuk a vg, vy, ..., v csicssorozattal, ahol {v;_1,v;} € E(G) minden
i€{1,...,0} esetén.)

2.8. Definicié. Ha egy sétaban csupa kiilonb6z6 csicsok szerepelnek (és igy persze élek sem ismétlédhetnek), akkor
utnak nevezziik. (Kovetkezésképp egy zart séta sosem lehet tt.)

2.9. Definicio. Kornek nevezziik az olyan zart sétat, amelyben nem ismétlédnek sem csicsok sem élek (a kezdGpont
és a végpont egybeesésétdl eltekintve).

2.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H graf részgrafja G-nek, ha V(H) C V(G) és E(H) C E(G). A részgrafok
tehat olyan grafok, amelyek az eredeti grafbol cstucsok és élek elhagyéséaval keletkeznek (minden csics elhagyasakor
természetesen a ra illeszkedd éleket is el kell hagynunk). Ha a H részgraf tartalmazza az Gsszes olyan G-beli élt, amely
V(H)-beli csucsokat kot Ossze, akkor azt mondjuk, hogy H a V(H) csucshalmaz altal feszitett részgrafja G-nek. A
feszitett részgrafok tehat olyan grafok, amelyek az eredeti grafbol csiicsok elhagyasaval keletkeznek.

2.11. Definici6é. Egy graf osszefiiggs, ha barmely két csticsa kozott vezet séta. (Ezzel ekvivalens, hogy barmely két
cstics kozott van 1t.)

2.12. Tétel. Definidljuk a G graf csiicshalmazan a ~ elérhetGségi relaciot a kovetkezSképpen: v ~ w akkor és
csak akkor, ha létezik G-ben v-b8l w-be vezet§ séta. Ekkor ~ ekvivalenciarelacié a V(G) halmazon. Minden ~
szerinti ekvivalenciaosztaly kifeszit egy részgrafot; ezeket nevezziik a G graf 6sszefiiggd komponenseinek. Az 6sszefiiggd
komponensek tehat paronként diszjunkt maximélis Osszefliggs feszitett részgrafok.
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2.2. Euler-vonal, Hamilton-tut

2.13. Definicié. Az olyan sétat, amely egy graf minden élén pontosan egyszer halad at, Euler-vonalnak nevezziik.
Ha ez a séta zart, akkor zart Euler-vonalrol, ellenkezé esetben nyilt Euler-vonalrol beszéliink.

2.14. Tétel (Euler, 1736 és Hierholzer, 1871). Egy izolalt cstcsokat nem tartalmazé grafban akkor és csak akkor
van Euler-vonal, ha a graf 6sszefiliggs, és legfeljebb két paratlan foki csticsa van. Tehat tetszbleges G dsszefiiggd graf
esetén az aldbbi harom eset lehetséges:

e Minden csics foka paros. Ekkor van zart Euler-vonal (és nyilt Euler-vonal nincs).

e Pontosan két paratlan foku csics van. Ekkor van nyilt Euler-vonal (és zart Euler-vonal nincs). Minden nyilt
Euler-vonal sziikségképpen a két paratlan foka csicsot koti Gssze.

e T6bb, mint két paratlan foku cstucs van. Ekkor nincs Euler-vonal (se zart, se nyilt).

2.15. Definicié. Az olyan utat, ami egy graf minden csticsan athalad (és, at lévén, minden csiicson csak egyszer halad
at), Hamilton-utnak nevezziik. Az olyan kort, ami egy graf minden csicsan athalad (és, kor 1évén, minden csticson
csak egyszer halad at, a kezdépont és a végpont egybeesésétdl eltekintve), Hamilton-kornek nevezziik.

2.16. Tétel. Ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor egy cstcsot elhagyva, a graf dsszefliggd marad (altalanosabban:
k cstcsot elhagyva, legfeljebb k osszefiiggs komponensre ,esik szét” a graf). Ha egy grafban van Hamilton-ut, akkor egy
csucsot elhagyva, a graf legfeljebb két osszefiiggs komponensre esik szét (altalanosabban: k cstcsot elhagyva legfeljebb
k + 1 Osszefliggd komponensre esik szét).

2.17. Tétel (Dirac, 1952). Ha egy egyszert grafnak n > 3 cstcsa van, és minden cstcs foka legalabb n/2, akkor a
grafban van Hamilton-kor.

2.3. Sikgrafok, szinezések

2.18. Definicié. Az olyan grafot, amelyet le lehet rajzolni tgy, hogy a cstuicsok sikbeli pontoknak felelnek meg, az
élek pedig olyan gorbéknek, amelyek nem metszik egymast (csak a végpontjaikban talalkozhatnak), sikbarajzolhato
grafnak vagy roviden sikgrafnak nevezziik.

2.19. Tétel (Wagner, 1936 és Fary Istvan, 1948). Minden egyszerii sikgraf lerajzolhat6 ugy, hogy az élek egyenes
szakaszok legyenek.

2.20. Definicié. Ha egy egyszert grafban barmely két cstcs Ossze van kotve éllel, akkor teljes griafnak nevezziik.
Az n-csucsu teljes grafot K, jeloli (a hatarozott névelst az indokolja, hogy barmely két n-csicsu teljes graf izomorf
egymassal).

2.21. Definicié. Az olyan egyszert grafot, amelynek csticshalmazat két nemiires diszjunkt részre lehet osztani gy,
hogy az egyes részeken belill nem fut él, de a két rész kozott minden él be van hizva, teljes paros grafnak nevezziik.
Formélisan: V(G) = AUB, ahol A,B # 0, ANB =0 ¢s E(G) = {{a,b} :a € A, b € B}. Ha |A| = m és |B| =n,
akkor ezt a grafot K, , jeloli (az m és n paraméterek izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozzak a grafot).

2.22. Példa. A Kj 3 grafot szokas ,harom haz-harom kut’-grafnak nevezni. Az &bra ezt a grafot, valamint az 6tponta
teljes grafot (K5) mutatja.

2.23. Definicio. A G graf felosztasan olyan G’ grafot értiink, amely G-bél tgy keletkezik, hogy bizonyos élekre 1j
cstcsokat illesztiink, ezzel tobb élre felosztva Gket. Precizebben: G’ ugy keletkezik G-bdl, hogy éleit olyan utakkal
helyettesitjiik, amelyek a végpontjaiktol eltekintve diszjunktak.

2.24. Példa. Az abra K33 és K5 egy-egy felosztasat mutatja.

g

2.25. Tétel (Kuratowski, 1930). Egy graf akkor és csak akkor sikgraf, ha nem tartalmazza részgrafként Ky vagy Ks 3
valamely felosztéasat.

2.26. Tétel (Euler-formula). Egy sszefiiggd sikbarajzolt G graf tartoméanyokra osztja a sikot; legyen ¢ a tartomanyok
szama (beleszamitva a kiils§” végtelen tartomanyt is). Ekkor fennall a |[V(G)| — |E(G)| + t = 2 Osszefiiggés.

2.27. Definici6. Egy G graf jo szinezésén olyan f: V(G) — C leképezést értiink, ahol C egy tetszoleges halmaz (ennek
elemeit nevezziik szineknek), és éllel 6sszekotott csicsok mindig kiilonbozs szint kapnak: w,v € E(G) = uf # vf
minden u,v € V(G) esetén. A legkisebb olyan k értéket, amelyre van G-nek olyan jo szinezése, amelyben k szin
szerepel, a graf kromatikus szamanak nevezziik, és x(G)-vel jeloljiik. (Tehat x(G) = k azt jelenti, hogy k szinnel G
jol szinezhetd, de k — 1 szinnel mér nem.)
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2.28. Tétel (négyszintétel, Appel és Haken, 1976). Ha G sikgraf, akkor x(G) < 4.

2.29. Megjegyzés. A négyszintételbsl kovetkezik, hogy minden térképet ki lehet szinezni legfeljebb négy szint hasz-
nalva ugy, hogy a szomszédos orszagok kiilonb6z§ szintiek legyenek. Ehhez arra a grafra kell alkalmazni a négyszin-
tételt, amelynek csiicsai az orszagok, és két cstucsot akkor és csak akkor kotiink Gssze éllel, ha a megfelels két orszag
szomszédos.

2.4. Fak és erddsk

2.30. Definicié. A kormentes Osszefliggs grafokat faknak nevezziik. A kormentes grafokat erdSknek nevezziik (hiszen
Osszefiiggs komponenseik fak).

2.31. Tétel. Tetszbleges n-cstucsu graf esetén ekvivalensek az alabbiak:
(1) G fa;
(2)
3)
(4) G Osszefiiggs, és |E(G)| =n — 1,
(5) G kormentes, és |E(G)| =n — 1.

G Osszefiiggs, de barmely élét torolve mar nem marad Osszefiiggs;

G kormentes, de barhogy adunk hozza egy 4j élt, mar nem marad kérmentes;

2.32. Kovetkezmény. Ha egy fanak legalabb két csticsa van, akkor legalabb két els6fokii csicsa van.
2.5. Paros grafok, parositasok

2.33. Definicié. A G gréafot paros grafnak nevezziik, ha cstcshalmazat két diszjunkt részre lehet osztani ugy, hogy
az egyes részeken beliil nincsenek élek (azaz minden él  keresztben” megy): V(G) = AU B, ahol AN B = () és minden
él {a,b} alaku, alkalmas a € A, b € B cstcsokkal.

2.34. Megjegyzés. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha részgrafja egy teljes paros grafnak (lasd a. Definiciot).
A parossaggal ekvivalens az is, hogy a grafot két szinnel ki lehet szinezni (azaz a kromatikus szama legfeljebb 2): az
A-beli cstcsokat szinezziik az egyik szinnel, a B-beli csticsokat a masik szinnel. A paros grafokat ugy szokas lerajzolni,
hogy az A-beli pontokat egymés mellé alulra, a B-beli pontokat egymés mellé foliilre helyezziik, és igy beszélhetiink
,also” és ,folsd” csticsokrol.

2.35. Tétel. Egy graf akkor és csak akkor paros, ha nem tartalmaz paratlan hossziisagua kort.

2.36. Definicié. Elek egy M halmazat parositasnak nevezziik, ha semelyik két M-beli élnek nincs kozos végpontja.
Az M-beli éleket parositott éleknek nevezziik, ezek végpontjait pedig péarositott csticsoknak (a tobbi élet és cstcsot
pedig parositatlannak). Ha minden cstcs parositva van, akkor teljes parositasrol beszéliink. A G grafban talalhato
legnagyobb elemszami pérosités méretét v(G) jeldli: v(G) = max {|M|: M C E(G) pérosités .

2.37. Definici6. Csicsok egy C halmazat lefogd ponthalmaznak nevezziik, ha minden G-beli élnek legaldbb az
egyik végpontja C-ben van. A G grafban talalhato legkisebb elemszamu lefog6 ponthalmaz méretét 7(G) jeloli:
7(G) =min {|C| : C C V(G) lefogé ponthalmaz}.

2.38. Tétel. Minden G grafra teljesiil a v(G) < 7(G) egyenl6tlenség.

2.39. Definicidé. Legyen G egy graf és M C E(G) egy parositas. Egy G-beli utat alternalo atnak neveziink (M-re
nézve), ha benne felvaltva kovetkeznek péarositott és parositatlan élek. Javito utnak nevezziik az olyan alternaléd utat,
amelynek mindkét végpontja parositatlan.

2.40. Tétel (Berge-tétel). Egy parositas akkor és csak akkor maximalis elemszami, ha nincs hozz4 javito tut.

2.41. Megjegyzés. Parositasok és lefogd ponthalmazok nemcsak paros grafokban definidlhatéak, hanem tetszéleges
grafokban, és az eddigiek (a v(G) < 7(G) egyenlStlenség és a Berge-tétel) minden grafban érvényesek. A kovetkezd
tételek viszont mar kimondottan paros grafokra vonatkoznak.

2.42. Tétel (Konig-tétel). Ha G paros graf, akkor v(G) = 7(G).

2.43. Kovetkezmény. Legyen G paros graf, és M egy parositas G-ben. Az M péarositas akkor és csak akkor maximaélis
elemszamu, ha létezik olyan C lefogd ponthalmaz, amelyre |M| = |C|. (Ekkor sziikségképpen v(G) = |M| = |C| =
7(G).)
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2.44. Megjegyzés. A Konig-tétel bizonyitasa hatékony algoritmust ad maximaélis elemszamua péarositas keresésére
paros grafokban. Ez az ugynevezett magyar modszer; az elnevezés Harold Kuhn amerikai matematikustol szarmazik
(1955), aki egy altalanosabb algoritmust adott, ami Kénig Dénes és Egervary Jen6 eredményeire (1931) épiil. A magyar
modszer vazlata:

1. Kiindulunk egy tetszéleges M parositasbol (lehet akar M = 0 is).
2. Az Osszes also péarositatlan csticsbol minden lehetséges modon alternéld utakat ,novesztiink”. Ekoézben meg-

cimkézziik a csucsokat: minden csicshoz, amibe eljutunk, odairjuk, hogy milyen hosszii alternalé uttal sikeriilt
elérni.
3. Ha valamelyik alternalé ut elér egy fols6 parositatlan cstucsot, akkor az javitd ut. Ekkor javitjuk a pérositast,

és visszatériink a 2. 1épésre.

4. Ha nem lehet alternalo uttal elérni egyik f6lsé parositatlan csticsot sem, akkor M maximalis elemszamu parosi-
tés, és ezt igazolja a kovetkezd C' lefogd ponthalmaz: C' = {alsé cimkézetlen csflcsok} u {féls()’ cimkézett csflcsok}.
(Erre a lefogo ponthalmazra |C| = |M]| teljesiil.)

2.45. Definicio. Tetsz6leges G graf és X C V(@) csicshalmaz esetén X szomszédsaga az X-beli csicsokkal éllel
Osszekdtott csticsok halmaza. Jeldlés : N(X) = {y € V(G) : {z,y} € E(G) valamely x € X cstcsra}.

2.46. Tétel (Konig-Hall-tétel). Egy paros grafban akkor és csak akkor van teljes parositas, ha az also és folsé pontok
szdma ugyanannyi, és (f61s6) cstucsok barmely X halmazara |N(X)| > | X]| teljesiil.

3. LEKEPEZESEK
3.1. A leképezés fogalma, injektivitas és sziirjektivitas

3.1. Definicio. Legyenek A és B nemiires halmazok.
e Ha f C A x B, akkor azt mondjuk, hogy f egy A-bol B-be mend megfeleltetés. Az A halmazt a megfeleltetés
induléasi halmazanak, a B halmazt pedig a megfeleltetés érkezési halmazanak nevezziik.
e Az f C A x B megfeleltetést A-bol B-be mend parcialis leképezésnek nevezziik, ha minden a € A elemhez
legfeljebb egy olyan b € B elem létezik, amelyre (a,b) € f.
e Az f C A x B megfeleltetést A-bol B-be mend leképezésnek nevezziik, ha minden a € A elemhez pontosan
egy olyan b € B elem létezik, amelyre (a,b) € f. Ezt a b elemet az a elem f melletti képének nevezziik, az
a elemet pedig a b elem Gsképének nevezziik. Jelolése: b = af. Azt a tényt, hogy f egy A-bol B-be mend
leképezés, igy jeloljik: f: A — B.
3.2. Megjegyzés. A fliggveny szot a leképezés szinonimajaként hasznaljuk. (Szokas parcialis leképezést is fliggvény-
nek tekinteni, de mi ezt nem tessziik.)

3.3. Megjegyzés. Az f és g leképezések akkor és csak akkor egyenldk, ha ugyanaz az indulasi halmazuk, ugyanaz az
érkezési halmazuk, és af = ag teljesiil a k6z6s indulasi halmaz minden a elemére.
3.4. Definicié. Legyen f egy A-bol B-be mend parcialis leképezés.

e Az f parcialis leképezés értelmezési tartoméanya az {a € A | 3b € B: (a,b) € f} C A halmaz.

e Az f parcialis leképezés értékkeszlete a {b € B | Ja € A: (a,b) € f} C B halmaz.
3.5. Megjegyzés. Egy f: A — B parcialis leképezés akkor és csak akkor leképezés, ha értelmezési tartomanya
megegyezik az A indulési halmazzal. Az értékkészlet viszont leképezéseknél is lehet valodi részhalmaza az érkezési
halmaznak. Az f leképezés értékkészletét igy is megadhatjuk: {af : a € A}.
3.6. Definici6. Legyen f: A — B leképezés.

e Azt mondjuk, hogy f injektiv leképezés, ha minden b € B elemnek legfeljebb egy Gsképe van. Méasképp
fogalmazva, az injektivitds azt jelenti, hogy kiilonb6z6 elemek képe kiilonb6z6: minden aq,a2 € A esetén
aq 75 ay — Cl1f 7é agf.

e Azt mondjuk, hogy f sziirjektiv leképezés (vagy raképezés), ha minden b € B elemnek legaldbb egy Gsképe van.
Masképp fogalmazva, a sziirjektivitas azt jelenti, hogy az értékkészlet megegyezik a B érkezési halmazzal.

e Azt mondjuk, hogy f bijektiv leképezés, ha injektiv is és sziirjektiv is.
3.2. Leképezések szorzasa
3.7. Definicié. Az f: A — B és g: B — C leképezések szorzatan az fg: A — C, a — (af)g leképezést értjik.

3.8. Megjegyzés. Az fg leképezésszorzat csak akkor értelmezett, ha f érkezési halmaza megegyezik ¢ indulasi
halmazaval. Az fg leképezés személetesen azt jelenti, hogy egy a € A elemen elGszor az f leképezést hajtjuk végre,
majd a kapott af € B elemre alkalmazzuk a g leképezést. Tomoren: a(fg) = (af)g. Ez ugy fest, mint egy atzarojelezés
(asszociativ azonossag), de valojaban nem az!
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3.9. Tétel. A leképezések szorzéasa asszociativ: ha f: A — B, g: B — C és h: C — D tetsz6leges leképezések, akkor
(fg)h = f(gh). Egy a € A elem képe az (fg)h leképezésnél is és az f(gh) leképezésnél is egyarant ((af)g)h.

3.10. Megjegyzés. A leképezések szorzasa nem kommutativ (keressiink ellenpéldat!).
3.11. Tétel. Legyenek f: A — B és g: B — C leképezések.
1) Ha f és g injektiv, akkor fg is injektiv.
) Ha f és g sziirjektiv, akkor fg is szlirjektiv.
) Ha f és g bijektiv, akkor fg is bijektiv.
4) Ha fg injektiv, akkor f injektiv.
) Ha fg sziirjektiv, akkor g sziirjektiv.
6) Ha fg bijektiv, akkor f injektiv és g sziirjektiv.
3.12. Definicié. Az A halmaz identikus leképezésén az id4: A — A, a +— a leképezést értjiik.
3.13. Tétel. Tetszbleges f: A — B leképezés esetén idy f = f = fidp.
3.14. Definicié. Az f: A — B és g: B — A leképezések egymaés inverzei, ha fg =idy és gf = idpg.
3.15. Tétel. Legyen f: A — B tetszbleges leképezés.
(1) Akkor és csak akkor létezik inverze az f leképezésnek, ha bijektiv.
(2) Ha f bijektiv, akkor pontosan egy inverze van, mégpedig az a B — A leképezés, amely tetszGleges b € B
elemhez az egyetlen f melletti 6sképét rendeli hozza. Az f leképezés inverzét f=! jeldli.
3.16. Megjegyzés. A leképezés és az inverze kozotti kapcsolat igy foglalhaté dssze: af =b <= bf ! =a.
3.17. Tétel. Ha f: A — B és g: B — C bijektiv leképezések, akkor
(1) f~1is bijektiv, és (f~1) =1 = f;
2) (fo)t=g7" "
4. KOMBINATORIKA
4.1. Alapelvek
4.1. Tétel. Tetszsleges A, B véges halmazokra teljesiilnek az alabbiak.
(1) Ha létezik A — B bijekcio, akkor (és csak akkor) |A| = |B).
(2) Ha A és B diszjunkt, akkor |[AU B| = |A| + | B|.
(3) [Ax B[ =[A]-|B].
4.2. Megjegyzés. A fentiek végtelen halmazokra is igazak, és ott ezek valojaban nem tételek, hanem definiciok:

a szamossag definicioja, és pedig szamossagok Osszegének és szorzatdnak definicidja. (Véges halmazok esetén
is tekinthetjiik ezeket definicioknak — ez a szamfogalom felépitésétdl fiigg.)

4.3. Megjegyzés. Osszeszamlalasi feladatoknal a kovetkezéképpen hasznalhatjuk a Tételt.

(1) Ha a megszamoland6 dolgok A halmaza helyett talalunk egy B halmazt és egy A — B bijekciot, akkor elég
B elemeit megszamolni. (Ez persze csak akkor célravezetd, ha olyan B halmazt talalunk, aminek az elemeit
kénnyebb megszamolni.)

(2) Két egymast kizaro esetet kiilonboztetiink meg, és kiilon-kiilon megszamoljuk a lehetSségeket az egyes esetek-
ben, majd az eredményeket 6sszeadjuk. Tehat a kombinatorikai képletekben az 6sszeadas a kizdrd vagy logikai
kapcsolatnak felel meg.

(3) A szorzas az és logikai miveltnek felel meg: itt mindkét eset (egyméas utan vagy egyszerre) bekovetkezik, de
fontos, hogy ezek egymastol fiiggetlenek legyenek, ne befolyasoljak egymast.

4.2. A hat alapeset

4.4. Definici6é. Az n-elemd A halmaz (ismétlés nélkiili) permutaciojan elemeinek egy sorbarendezését értjitk. Egy per-
mutaci6 tehat megadhato egy (aq, .. ., a, ) sorozattal, ahol minden elem pontosan egyszer fordul el§, azaz {a1,...,a,} =
A. Az A={1,...,n} esetben ezt a permutaciot megadhatjuk egy A — A, i — a; bijekcioval is. (A permutaciokrol,
mint véges halmazokat 6nmagukra képezd bijektiv leképezésekrdl a Diszkrét matematika I tantargyban lesz bévebben
520.)

4.5. Tétel. Az n-elemi halmaz (ismétlés nélkiili) permutacioinak szama n!.

Egy halmazban minden elem csak egyszer szerepelhet; ha elemek olyan &sszességérsl van sz6, amelyben egy elem
tobbszor is felléphet, akkor nem halmazrol, hanem rendszerrsl beszéliink (szokas multihalmaznak is nevezni). Példaul
1,1,2,3,3,3,4 egy hételemi rendszer, de az {1,1,2,3,3,3,4} halmaz csak négyelemt.
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4.6. Definicié. Egy ismétldéseket tartalmazé rendszer elemeinek sorbarendezését ismétléses permutacionak nevez-
ziik.

4.7. Tétel. Ha egy n-elemi rendszerben r-féle kiillonb6z6 elem van, és ezek rendre k1, ..., k, példanyban fordulnak
el (ekkor persze n = ki + --- + k,.), akkor a rendszer (ismétléses) permutacidinak szdma

n!
4.8. Definicié. Ha egy n-elemid halmazbdl kivalasztunk k elemet tigy, hogy a sorrendet nem vessziik figyelembe és

minden elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk, akkor n elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinaciojarol beszéliink.
Egy k-adosztalyd ismétlés nélkiili kombinacié tehat nem mas, mint egy k-elemi részhalmaz.

4.9. Tétel. Egy n elemd halmaz k-adosztalyn ismétlés nélkiili kombinacidinak szama (vagyis az n-elemi halmaz
k-elemi részhalmazainak szama)

k) K(n—k)! ko (k—1)-...-1

4.10. Definicié. A fenti tételben szerepls (Z) kifejezést (ahol 0 < k < n) binomialis egyiitthatonak nevezziik.

<n>_ n nen-1-..(n-k+1)

4.11. Definicié. Ha egy n-elemti halmazbdl kivalasztunk k elemet gy, hogy a sorrendet nem vessziik figyelembe és egy
elemet t6bbszor is valaszthatunk, akkor n elem k-adosztalyt ismétléses kombinaciojarol beszéliink. Egy k-adosztaly
ismétléses kombinacié tehat nem mas, mint a halmaz elemeibdl alkotott k-elemti rendszer.

4.12. Tétel. Egy n elemi halmaz k-adosztalyt ismétléses kombinacidéinak szdma
n+k—-1\ (n+k-1
k N n—1 )

4.13. Definicié. Ha egy n-elemi halmazbol kivalasztunk k elemet tigy, hogy a sorrendet figyelembe vessziik és egy
elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor n elem k-adosztalyd ismétléses varidciojarol beszéliink. Egy k-adosztalya

ismétléses variacio tehat nem mas, mint a halmaz elemeibél alkotott (ay,...,ax) elem k-as, vagyis az Ax ---x A = A¥
Descartes-szorzat egy eleme. Ezt az elem k-ast leirhatjuk egy {1,...,k} — A, i — a; leképezéssel is.
..... k

4.14. Tétel. Egy n elemi halmaz k-adosztalyt ismétléses variacidinak szama n”.

4.15. Definici6é. Ha egy n-elemi halmazbol kivalasztunk k elemet tgy, hogy a sorrendet figyelembe vessziik és egy
elemet legfeljebb egyszer valaszthatunk, akkor n elem k-adosztalya ismétlés nélkiili variaciojarol beszélink. Egy k-

adosztalytu ismétlés nélkiili varidcio tehat nem maéas, mint a halmaz elemeibél alkotott (aq,...,ax) € AF elem k-as,
amelynek tagjai paronként kiilonbozsk. Ezt az elem k-ast leithatjuk egy {1,...,k} — A, i — a; injektiv leképezéssel
is.

4.16. Tétel. Egy n elem( halmaz k-adosztalyd ismétlés nélkiili variécioinak széma n-(n—1)-...-(n—k+1) = (}) -k

4.3. Szita-formula
4.17. Tétel (szita-formula). Ha U egy véges halmaz és Ry, ..., R, C U, akkor
|R1U"'URn| = Z (—1)8-‘Rilﬂ'“ﬁRis.

s=0,...,n
1<ir<+<is<n

4.18. Megjegyzés. Szokas szita-formulanak nevezni az alabbi képletet is:
[RiU---URy| = > (1) "+ |Ri,N---NR, |
1§i81:<1~3f%’i72§n
4.19. Példa. Az n =2 és n = 3 esetben igy fest a szita-formula:
o |RiURy| =|U| = |Ryi| = [Ra| + |Ri N Ryl;
o |[RiIURy URs| =|U| — |R1| — |Ra| — |Rs| + |R1 N Ra| + |Ry N Rs| + |R2 N Rs| — |[Ry N Ry N Ryl
4.20. Tétel. Ha A egy k-elemt halmaz és B egy n-elemt halmaz, akkor

e az A — B sziirjektiv leképezések szama

s=0
e az A — B injektiv leképezések szaman-(n—1)-... - (n —k+ 1);
e az Osszes A — B leképezések szama pedig n”.

4.21. Megjegyzés. Ha n > k, akkor nem létezik A — B sziirjektiv leképezés, n < k esetén pedig injektiv leképezés
nem létezik. A fenti formuldk ekkor is érvényesek, és 0-t adnak eredménytil.
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4.4. Binomialis és polinomialis tétel, Pascal-haromszog

4.22. Definici6é. A binomialis egyiitthatokat szokas az alabbi médon haromszog alakban elrendezni; ezt nevezziik
Pascal-haromszognek.

()

(67 I CY R )

4.23. Tétel (binomialis tétel). Tetsz6leges a, b komplex szamok és n természetes szam esetén

(a+b)" = i (Z) - akpnk,

k=0

4.24. K6vetkezmény. Tetszbleges n természetes szam esetén az n-elemt halmaznak 2" részhalmaza van, azaz

@) (1) (-E 0

4.25. Tétel (a Pascal-haromszog néhany tulajdonsaga).
(1) Az n-edik sor 8sszege: Y p_, (7) = 2".

(2) Az n-edik sor alternalo dsszege: Y p_ (—1)% - (Z) =0.

(3) Szimmetria: () = (,",)-

(4) Rekurzio: (}) = (?2)) + ("))

4.26. Tétel (polinomialis tétel). Tetszbleges ag, ..., aq komplex szamok és n természetes szam esetén
n k k
a1 +---+a n— -al---a,d.
(@ 2 2 <k1kd> L
kit tka=n

Itt az (kl,ﬁ,kd) egylitthatokat polinomialis egyiitthatoknak nevezziik:

n - n!
ki,....kq) kil - kgl

4.27. Megjegyzés. A d = 3 esetben kapjuk a trinomialis tételt: tetszéleges a, b, c komplex szamok és n természetes

szam esetén
n n!
a+b+c)" = afbte™ = -afpte™.
(a+b+c) Z (k,ﬂ,m) Z Eletm!
k+£+m=n k+L+m=n

5. ABSZTRAKT ALGEBRA

5.1. Miiveletek, algebrai struktarak

5.1. Definicid. Tetsz6leges A nemiires halmaz és n € Ny esetén A-n értelmezett n-valtozos miiveleten egy
fr A" = A (a1,...,a,) = fla1,...,az)
leképezést értiink.
5.2. Megjegyzés. Mivel A° egyelem(i halmaz (egészen pontosan A = {0}), barmely f: A° — A leképezést egyér-

telmtien meghatarozza az A° halmaz egyetlen elemén felvett értéke. Tehat egy nullavaltozés miivelet egyszertien az
alaphalmaz egy elemének kijel6lését jelenti.

5.3. Definicio. Algebrai struktirdn vagy roviden algebrian egy miiveletekkel | felszerelt” nemiires halmazt értiink.
Formaélisan: A = (A; F) algebrai struktira, ha A egy nemiires halmaz, F pedig A-n értelmezett miveletek egy
halmaza. Az A halmazt az A algebra alaphalmazanak vagy tartohalmazéanak nevezziik.

5.4. Megjegyzés. Ha a miiveletek vilagosak a szovegkornyezetbdl, akkor az algebrat és a tartohalmazat nem mindig
kiilonboztetjiik meg élesen egyméstol.
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5.5. Definici6é. Ha f egy kétvaltozos mivelet az A halmazon, akkor f(z,y) helyett altalaban azt irjuk, hogy x *y
(persze mas szimbolumot is frhatunk z és y kozé). Ilyenkor az A = (A; ) algebrat grupoidnak nevezziik.

5.6. Definicid. Legyen x egy kétvaltozos miivelet az A halmazon.

e A x miivelet kommutativ, ha minden a,b € A esetén a x b = b * a.

e A x mivelet asszociativ, ha minden a,b,c € A esetén (a*b) xc=a* (bxc).

e A z € A elem zéruselem, ha minden a € A esetén a *z = z*xa = z.

e Az c € A elem egységelem, ha minden a € A esetén axe = e*x a = a.

e Ha e egységelem, akkor a és b egymaés inverzei, amennyiben a xb = b a = e.

e A x miivelet kancellativ, ha minden a,b,c € A esetén axc=bxc=a=0>b é cxa=cxb=—=a=0b.
5.7. Definicié. Legyen A nemiires halmaz.

e Ha * kétvaltozos miivelet az A halmazon, akkor (A;*) grupoid.

e Ha (A;«) grupoid és x asszociativ, akkor (A; ) félcsoport.

e Ha (A;«) félcsoport és van egységeleme, akkor (A;*) monoid.

e Ha (A;*) monoid és minden elemének van inverze, akkor (A;x*) csoport.

e Ha (A;*) csoport és * kommutativ, akkor (4;x*) Abel-csoport.

5.8. Definici6é. Legyen A nemiires halmaz, és legyenek + és - kétvaltozos miveletek az A halmazon. Az (A;+,-)
struktarat gytirtinek nevezziik, ha
(1) (A;+) Abel-csoport, azaz
e az Osszeadas asszociativ,
van additiv egységelem (jelolése: 0),
minden elemnek van additiv inverze (jelolése: —a),
az Osszeadas kommutativ;

(2) (4;-) félcsoport, azaz
® a szorzas asszociativ;

(3) és a szorzas disztributiv az Gsszeadésra, azaz
e (a+b)-c=a-c+b-c és c-(a+b)=c-a+c-bminden a,b,c € A esetén.

5.9. Definici6é. Legyen A nemiires halmaz, és legyenek + és - kétvaltozos miveletek az A halmazon. Az (A4;+,-)
struktirat testnek nevezziik, ha

(1) (A;+,) gytird,
) [Al =2,
(3) a szorzas kommutativ,
(4) van multiplikativ egységelem (jelolése: 1),
(5) minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze (jelolése: a=!).
5.10. Tétel. A Z,, maradékosztaly-gytrt akkor és csak akkor test, ha m primszam.
5.11. Definicié. Az A = (A;x) és B = (B;o0) grupoidok izomorfak (jelolés: A = B), ha létezik A — B izomorfizmus,
azaz olyan p: A — B bijekcio, amelyre
Vay,as € A: (a1 * az)p = a1 o asp.
Az izomorfizmus hasonléan definialhato tetszoleges algebrak (nem csak grupoidok) esetén (lasd az Megjegyzést).
5.12. Tétel. Izomorfizmusok szorzata és inverze is izomorfizmus.

5.13. Kovetkezmény. Az izomorfia ekvivalenciarelacié (grupoidok barmely halmazén).

5.14. Megjegyzés. Az izomorfizmus szemléletes jelentése az, hogy A és B szerkezete ugyanaz, csak ,méashogy hivjak”
az elemeiket. Ezért izomorf algebrakat nem mindig érdemes (idénként nem is lehet!) megkiilonboztetni (Steinitz-elv).

5.2. Részalgebra, generalas

5.15. Definicié. A B C A részhalmaz zart az f: A" — A miveletre, ha f(b1,...,b,) € B minden by,...,b, € B
esetén. (Ha n = 0, akkor ez azt jelenti, hogy B tartalmazza az f altal kijelolt elemet). Ha B zart az A = (A; F)
algebra minden mitiveletére (azaz minden f € F-re), akkor egyszertien csak zart részhalmaznak nevezziik. Ha B
nemiires zart halmaz az A = (A; F) algebraban, akkor az F-beli miveletek megszoritasaival egy B algebrat alkot,
amelyet A részalgebrajanak neveziink. Jelolés: B < A.
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5.16. Megjegyzés. Az iires halmaz zart minden legalabb egyvaltozos miiveletre, de a nullavaltozosokra nem.

5.17. Tétel. Zart részhalmazok metszete is zart: ha B; (i € I) zart részhalmazok egy csaladja az A algebraban (lehet
végtelen sok halmaz is), akkor a [),.; B; halmaz is zart.

5.18. Definicié. Az A algebraban a nemiires B C A halmaz altal generalt részalgebra, més szoval B generdatuma, a
legsziikebb olyan részalgebraja A-nak, amely tartalmazza B-t. Jelolés: [B]. Ha [B] = A, akkor azt mondjuk, hogy B
generatorrendszere A-nak.

5.19. Megjegyzés. Az [5.17} Tétel garantalja, hogy valoban létezik a B-t tartalmaz6 zart halmazok kozott egy
legsziikebb, nevezetesen a B-t tartalmazé Osszes zart halmazok metszete.

5.20. Tétel. Tetszoleges A = (A; F) algebra és B C A esetén [B] azon elemek halmaza, amelyek megkaphatoak B
elemeibdl kiindulva az F-beli mtiveletek véges szdmu alkalmazasaval.

5.3. A csoport fogalma, példak, alaptulajdonsagok
5.21. Definicio. Csoportnak neveziink egy (A4;x*) grupoidot, ha
e x asszociativ: Va,b,c € A: (axb)*xc=ax (bx*c);
o létezik egységelem: de € A Va € A: axe=exa=a;
e minden elemnek van inverze: Va € A b€ A: axb=bxa=ce.

5.22. Megjegyzés. Csoportoknal szokas multiplikativ frasmddot hasznalni: a * b helyett azt irjuk, hogy a - b (vagy
egyszerden csak azt, hogy ab), és a miveletet szorzasnak nevezziik. Ilyenkor az egységelemet 1 jeloli, az a elem
inverzét pedig a~!. Figyelem: ezek csak jellések; nem jelentik azt, hogy a mtivelet valoban szorzas, és azt sem, hogy
az egységelem az 1-es szam (a csoport elemei barmik lehetnek, nem csak szamok). Additiv irdsmdd esetén a miiveletet
a+ b, az egységelemet 0, az a elem inverzét pedig —a jeloli.

5.23. Példak. Néhéany fontos példa csoportra:
(Ci4), Ri+), (@+), (Z;+), ({0};+), ({pdros szdmok};+), ...

(T™*™; 4) tetsz6leges T és n,m € N esetén;

(Zn; +) tetszoleges n € N esetén;

@\ {0}, (R\{0}), @\ {0k, ({15, (L—1}1), ({1 —1i,—i})

e (E,;-), ahol E, ={z € C: 2" =1} (az n-edik komplex egységgyokok csoportja);
(
(
(Sn

GL,(T);-), ahol GL,,(T) = {A € T™*™ : det(A) # 0} (a T test feletti n-dimenzios altalanos linearis csoport);

Z7;-) tetszoleges n € N esetén;

;+), ahol S, = { f: {1,...,n} — {1,...,n} bijekcick } (az n-edfokt szimmetrikus csoport);

(sikbeli vagy térbeli) alakzatok szimmetriacsoportjai.

5.24. Tétel.
(1) Barmely grupoidban legfoljebb egy egységelem létezhet.

(2) Barmely monoidban egy elemnek legfoljebb egy inverze lehet.
5.25. Definici6.

e Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett - kétvaltozos miivelet invertalhato, ha barmely a,b € A elemek
esetén az ax = b és ya = b egyenleteknek legaldbb egy megoldéasa van.

e Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett - kétvaltozos miivelet kancellativ, ha barmely a,b € A elemek
esetén az axr = b és ya = b egyenleteknek legfeljebb egy megoldéasa van.

5.26. Megjegyzés. A kancellativitas igy is megfogalmazhato: Va, xq, x2,y1,y2 € A:
a-ry =a-r2 = T1=1T2;
Yyi-a=Yy2ra == Y=Y

5.27. Megjegyzés. Az invertalhatosag azt jelenti, hogy a miivelettablazat minden soraban és minden oszlopaban az
A halmaz minden eleme legaldbb egyszer fellép. A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden
oszlopban minden elem legfeljebb egyszer 1ép fel.

5.28. Tétel. Csoport miivelete mindig invertalhato és kancellativ.

5.29. Tétel. Ha az A halmazon értelmezett - kétvaltozos mivelet asszociativ és invertalhato, akkor (A;-) csoport.
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5.30. Megjegyzés. Az utolso két tétel szerint egy (A;-) grupoid akkor és csak akkor csoport, ha a - miivelet asszociativ
és invertalhato; ezt tekinthetjiik a csoport egy alternativ definici6janak is. Véges alaphalmaz esetén itt kicserélhetjiik
az invertalhatosagot a kancellativitassal, de végtelen alaphalmaz esetén nem.

5.31. Tétel (Az altalanos asszociativitas tétele). Ha (A;-) félcsoport, akkor minden n € N és ay,...,a, € A esetén
az ai - ...- ay, ,szorzat” eredménye fliggetlen a zarojelezéstdl.

5.32. Definici6. Legyen G egy csoport és a € G. Az a elem egész kitevGs hatvanyait a kovetkezGképpen értelmezziik:
e n >0 esetén legyen a™ =ga- ... a;
——

n
e n = ( esetén legyen a" = 1;

e 1 < 0 esetén legyen a™ = (a= )",

5.33. Tétel. Tetszbleges G csoport, a,b € G elemek és n,m € Z kitevk esetén teljesiilnek az alabbi azonossagok:
(1) a™-a™ = a™™;
(2) (a")™ = a™™;
(3) (ab)~t=b"ta L.

5.4. Részcsoportok

5.34. Definicié. Ha G csoport, és H olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor azt mondjuk, hogy H részcsoportja
G-nek, és ezt igy jeldljik: H < G.

5.35. Megjegyzés. A (G;-) algebra részalgebrai nem mind részcsoportok, példaul a G = (Z; +) csoportban a H = N
részhalmaz zart az Osszeadésra, de ez nem részcsoport (csak részfélesoport). Tekintsiik az inverzképzést egyvaltozos
miiveletnek (G — G, a+— a™ 1), az egységelemet pedig nullvaltozos miiveletnek. Ha ezeket is bevessziik az alapmiive-
letek kozé, akkor a (G-, ~1, 1) algebrat kapjuk, és ennek a részalgebrai mar épp a részcsoportok.

5.36. Tétel. Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja G-nek, ha
(1) H zart a szorzasra: Vhy,he € H: hy - hy € H;

(2) H tartalmazza G egységelemét: 1 € H;
(3) H zart az inverzképzésre: Vh € H: h~! € H.

5.37. Tétel (Lagrange tétele). Ha G véges csoport és H részcsoportja G-nek, akkor H elemszama osztoja G elem-
szamanak: |H| | |G|.

5.38. Definici6. Legyen G egy csoport és ) # B C G. A B részhalmaz altal generalt részesoporton a G csoport
legsziikebb olyan részesoportjat értjiik, ami tartalmazza B-t. Jelolés: [B]. Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B
generatorrendszere G-nek.

5.39. Megjegyzés. Az Tételt alkalmazva a (G;-, 7!, 1) algebrara, ldthato, hogy részcsoportok metszete is
részcsoport (lasd a Megjegyzést). Ez garantalja, hogy valoban létezik a B-t tartalmazé részcsoportok kozott egy
legsziikebb, nevezetesen a B-t tartalmaz6 0sszes részcsoportok metszete.

5.40. Tétel. A B halmaz 4ltal generalt részcsoport azon G-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatok B elemeibgl
kiindulva a szorzas és az inverzképzés véges szamu alkalmazasaval.

5.5. Ciklikus csoportok, elem rendje
5.41. Definicié. A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel generalhato, azaz 3a € G: [a] = G.
5.42. Tétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.
5.43. Tétel. Tetszéleges G csoport és a € G esetén [a] = {a* : k€ Z} ={...,a %, a ! 1,a,d2,...}.
5.44. Tétel. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kiévetkezd csoportok valamelyikével:
Ly, Lo, L3, Zy,-..., 7.

5.45. Definicié. Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot értjiikk, amelyre o™ = 1. Ha nincs
ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordd):

o(a) =min{n e N:a" =1} (a min ) = co megallapodassal).
5.46. Definicié. A G csoport rendjén elemeinek szaméat (szamossagat) értjiik.
5.47. Megjegyzés. Az a elem rendje nem maés, mint az altala generalt részcsoport rendje: o(a) = |[a]|-.

5.48. Megjegyzés. Tetszsleges z € C\{0} komplex szam esetén o(z) = n <= [z] = E,, ¥ Z,. Azilyen tulajdonsagi
szdmokat nevezziik primitiv n-edik egységgyokoknek. A primitiv n-edik egységgyokok szama p(n). (A primitiv gyokok
létezésébol kovetkezik, hogy az n-edik egységgyokok csoportja ciklikus: E,, = Z,.)
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5.49. Tétel. Legyen G egy véges csoport és a € G egy n-edrendi elem.
) Ve, 0 €Z: a* =a* <= k=/ (mod n);

(1
(2) a”t=a""1
(B) Vke€Z: a* =1 < n|k;
(4) n osztdja G elemszaménak;
(5) al®l =1.
5.50. Tétel. Minden primrendt csoport ciklikus.
5.51. Tétel. A kis elemszamu csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezok:
(1) egyelemd: {1};
(2) kételemi: Zo;
(3) haromelemt: Zs;
(4) négyelemt: Zy4, V;
(5) otelemt: Zs.
5.6. Mellékosztalyok, Lagrange tétele

5.52. Definicié. A G csoport nemiires részhalmazait komplexusoknak nevezziik. Komplexusok szorzatat és inverzét
elemenként értelmezziik:

AB={ab:ac Abe B}, A'={at:acA} (D#ABCG).
Egyelemt komplexusok esetén az alabbi egyszertsitett jelolést hasznéljuk:
{a}B=aB, B{a}=Ba (a€G, 0#BCQqG).
5.53. Tétel. Egy H C G komplexus akkor és csak akkor részcsoport, ha
HHCH,1c¢H, H' CH.

5.54. Megjegyzés. Ha H < G, akkor nemcsak HH C H, de H C HH is teljesiil, mert H = {1}H C HH, tehat
HH = H. Hasonléan H~!' = H is teljesiil.

5.55. Definici6. Tetszbleges H < G és a € G esetén az a elem H részcsoport szerinti bal illetve jobb oldali mellék-
osztalyanak nevezziik az alabbi halmazokat:

aH = {ah:h e H}, Ha ={ha:he H}.
5.56. Tétel. Legyen H < G, és definidljunk a G halmazon egy ~ reléciot:
a~b < ab~' € H.
Ekkor ~ ekvivalenciarelacio, és egy a € G elem ekvivalenciaosztalya Ha.

5.57. Kovetkezmény. Tetsz6leges H < GG esetén a H szerinti jobb oldali mellékosztalyok a G halmaz egy osztalyo-
zaséat alkotjak. Hasonld érvényes a bal oldali mellékosztalyokra is.

5.58. Definicié. A G véges csoport H részcsoportja szerinti bal (vagy jobb) oldali mellékosztélyok szamét H indexének
nevezzik. Jelolés: [G : H].

5.59. Tétel (Lagrange tétele). TetszSleges G véges csoport és H részcsoport esetén
G| = [H|-[G: H].

Kovetkezésképp |H| osztdja |G|-nek.

5.7. Kongruencia, faktoralgebra

5.60. Definicio. Legyen A = (A; F) egy algebra, és legyen ~ egy ekvivalenciarelacio az A halmazon. Azt mondjuk,
hogy ~ kongruenciarelacioja (vagy roviden kongruenciaja) az A algebranak, ha minden f € F' (n-valtozos) mivelet és
tetszéleges a1, asg, ..., an,b1,b2,...,b, € A elemek esetén

(a1 ~ by ésag ~byés... ésa, ~b,) = f(a1,ae,...,an) ~ f(b1,ba,...,by).
5.61. Definici6é. Legyen A = (A; F) egy algebra, és legyen C egy osztalyozas az A halmazon. Azt mondjuk, hogy C
kompatibilis osztalyozésa az A algebranak, ha minden f € F (n-valtozds) mtvelet és tetsz6leges C1,Cs,...,C, € C
osztalyok esetén létezik egy olyan (egyértelmiien meghatarozott) D € C osztaly, amelyre
{f(cr,e2,...,¢n) i1 €Crc0€Chy, ... ,cp € Cr} CD. (%)

5.62. Tétel. Tetszbleges A algebra és tetszbleges A-n értelmezett ~ ekvivalanciarelaci6 esetén ~ akkor és csak akkor
kongruenciaja A-nak, ha a hozza tartozd6 A/~ osztalyozas kompatibilis osztélyozasa A-nak.
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5.63. Példa. Az egész szamok gytrtjén az a ~ b <= m | a — b képlettel definialt relaci6 mindig kongruencia, és a
megfelel6 osztalyok a modulo m maradékosztalyok.

5.64. Definici6. Legyen ~ kongruenciarelacidja az A algebranak. Minden f € F' (n-valtozos) mivelet és tetszéleges
Cy,Cs,...,C, € A/~ osztalyok esetén jelolje f(C1,Cy,...,Cy) azt a D € A/~ osztélyt, amelyre f(c1,co,...,¢,) € D
minden ¢; € C; esetén. Az A/~ halmaz ezekkel a miveletekkel egy algebrat alkot, amelyet az A algebra ~ szerinti
faktoralgebrajanak nevezziik. Jelolés: A /~.

5.65. Megjegyzés. A (ED képletben lehet valodi tartalmazas, tehat f(Cq,Ca,. .., C),) nem feltétleniil egyezik meg az
osszes f(c1,...,¢n) (1 € Ch, ..., cn € Cy} alaku elemek halmazéval.

5.66. Megjegyzés. Ha a ¢ € A elem ~ kongruencia szerinti ekvivalenciaosztéalyat ¢-sal jeloljiik (a maradékosztalyok-
hoz hasonléan), akkor a faktoralgebra miveletei igy definialhatoak:

f(57@7,ﬁ) = f(617627"'acn)-

Példaul egy kétvéltozos * miivelet esetén @+ b = a * b. (A bal oldalon az A/~ faktoralgebra miivelete szerepel, a jobb
oldalon pedig az eredeti A algebra miivelete.)

5.8. Homomorfizmus, homomorfiatétel

5.67. Definicié. Legyen A = (4;x*) és B = (B;0) két grupoid. Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés homomor-
fizmus A-r6l B-be, ha ¢ felcserélhets a miuveletekkel, azaz

Vai,az € A: (a1 *az)p = ajp o azp.

Ha létezik ¢: A — B sziirjektiv homorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy B homomorf képe A-nak. Specialis homomo-
rifzmusok:

bijektiv homomorfizmus = izomorfizmus,

injektiv homomorfizmus = beagyazas,
e A — A homomorfizmus = endomorfizmus,

e bijektiv A — A homomorfizmus = automorfizmus.

5.68. Megjegyzés. Ha az algebraknak nem csak egy miiveletiik van, akkor minden mitveletre kiilon-kiilon meg kell
kovetelni a miiveletekkel valo felcserélhetséget. Példaul, ha A = (A;+,-) és B = (B; +, -) gytrtk, akkor egy p: A — B
leképezés akkor gytriihomomorfizmus, ha minden a1, as € A esetén

(a1 4+ a2)p =a1p+azp és  (a1-az)p =ai1p- ap.
5.69. Tétel. Homomorfizmusok szorzata is homomorfizmus.
5.70. Definici6é. Legyen ~ kongruencidja az A algebranak. Ekkor a
viA—=> A/~ a—a
leképezés sziirjektiv homomorfizmus, amelyet a ~ kongruenciahoz tartozo természetes homomorfizmusnak neveziink.
5.71. Definici6é. A ¢: A — B leképezés magjan az alabbi ker ¢ ekvivalenciarelaciot értjiik:
ker p = {(al,ag) Tayp = agga} C AxA.
5.72. Tétel (Homomorfiatétel). Ha ¢: A — B homomorfizmus, akkor. . .
(a) Ap < B, azaz ¢ értékkészlete részalgebraja B-nek;
(b) ker ¢ kongruenciaja A-nak;
(c) A/kerp = Ap, azaz a mag szerinti faktoralgebra izomorf a homomorf képpel.
5.73. Kovetkezmény (Homomorfiatétel). Ha p: A — B sziirjektiv homomorfizmus, akkor A/ker ¢ = B.

5.74. Kovetkezmény. A homomorf képek és a faktoralgebrak ,lényegében” ugyanazok:
e minden faktoralgebra homomorf kép;
e minden homomorf kép izomorf egy faktoralgebraval.
5.9. Direkt szorzat
5.75. Definicié. Az A = (A4;%) és B = (B;0) grupoidok direkt szorzata az A x B = (A x B;®) grupoid, amelynek
miveletét az alabbi moédon értelmezziik:
(al,bl) [ (CLQ,bg) = (CLl * a2,b1 o bQ) (0,1,(12 S A,bhbg S B)

5.76. Megjegyzés. Ha az algebraknak nem csak egy miiveletiik van, akkor minden mtveletet komponensenként
értelmeziink. Példaul, ha A = (A;+,-) és B = (B; +, -) gytrtk, akkor az A x B = (A x B;+,-) direkt szorzatban igy
fest az Osszeadés és a szorzas: minden aq,as € A és by, by € B esetén

(al,b1)+(a2,b2)=(a1—|—a2,b1+b2) és (al,bl)'(ag,bg):(al'ag,bl'bg).
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5.77. Tétel. Az alabbi leképezések (projekciok) sziirjektiv homomorfizmusok:
m: AXB = A (a,b) — a;
m: AXB — B, (a,b)—b.
Kovetkezésképp A és B is izomorf A x B egy-egy faktoralgebrajaval.
5.78. Tétel. Csoportok direkt szorzata mindig csoport.

5.79. Tétel. A Z,, x Z, csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha m és n relativ primek. Ha ez a helyzet, akkor
Limn, = Loy X Ly, az aldbbi izomorfizmus mellett:

©: Lonn = Loy X Ly, & mod mn — (x mod m,z mod n).
Ez nemcsak csoportizomorfizmus, hanem gytrtizomorfizmus is.
5.80. Kovetkezmény. Ha m és n relativ primek, akkor Z;, = Zy, x Z;,.

5.81. Tétel (A véges Abel-csoportok alaptétele). Minden véges Abel-csoport primhatvanyrendd ciklikus csoportok
direkt szorzatara bonthato.

5.10. Normalosztok, faktorcsoportok

5.82. Definicié. Az N < G részcsoportot normalosztonak nevezziik, ha az N szerinti bal és jobb oldali mellékoszta-
lyozas megegyezik: Va € G: alN = Na. Jeldlés: N < G.

5.83. Megjegyzés. Abel-csoportban minden részcsoport norméloszto.

5.84. Tétel. Ha N <G, akkor az N szerinti mellékosztalyozas kompatibilis osztélyozasa a G csoportnak. A megfeleld
kongruencia szerinti faktoralgebra csoport, amelyet a G csoport N norméloszt6 szerinti faktorcsoportjanak neveziink.
Jelolés: G/N.

5.85. Tétel. Legyen ~ kongruenciadja a G csoportnak, és legyen N = {a € G : a ~ 1}. Ekkor N < G, és a ~
kongruencidhoz tartoz6é kompatibilis osztalyozas éppen az N szerinti mellékosztéilyozas.

5.86. Kovetkezmény. Csoportok esetén kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés van a kongruenciék és a normélosztok
kozott.

5.87. Tétel. Ha az M, N <1 G normalosztokra MN = G és M NN = {1} teljesiil, akkor G =2 M x N. Forditva, G
minden direkt felbontésa egy ilyen normaéloszté-parnak felel meg.
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