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Informalis definicié
Graf = csticsok + élek. Minden él két csticsot kot dssze. Mindegy, hogyan
van lerajzolva, csak az szamit, hogy mely csiicsok vannak 6sszekotve.

csucsok: 0,1,2,3,4,5,6,7,8
élek: 0-5,0-7,1-6, 1-8,2-3,2-7,3-8,5-6

JavaScript:

vertices = [0,1,2,3,4,5,6,7, 8]
edges = [[0,7],00,5],[1,63,[1.81 [2,71,12 30 [3 8] [5 6]]



Definicié
Egyszer( grafnak olyan G = (V; E) part neveziink, ahol
e V = V(G) nemiires halmaz — csiicsok;

o E= E(G) a V halmaz kételemii részhalmazainak egy halmaza — élek.

Példa

v={0;5 2,945 0 1
E ={{0,5}, {0,7}, {1,6}, 44,8}, {2,3}, {2/7}, 18 85456} |



Egyszerii graf megadasi médjai

® rajz: @ ® (0 (d)

® csiicsok és élek: V = {a, b, c,d}, g = {{a, bt bl {c d}}

‘a b.iciid
gidl oLk (0 )
® adjacenciamatrix (szomszédsagi matrix): b |1 0 1 0
; e[0T 0:-1
dio 0 1 0
ab e .d
L - Tl
® incidenciamatrix (illeszkedési matrix): o0 1
e |0 0 1 -1



Nem egyszerii grafok: hurokélek

® rajz:

® cstcsok és élek: V = {a,b,c,d}, E = {{a, b}, {b}, {b,c}, {c,d}}

‘ asfhc d
a0 100
® adjacenciamatrix (szomszédsagi matrix): b |1 1 1 0
g1i0al 0 |
gi8:.0:1 0
‘ a=biicid
€ el 000
e incidenciamatrix (illeszkedési matrix): e |0 1 0 0
€3 0 150
€4 0 e @rlted



Nem egyszerii grafok: tobbszords élek

® rajz: e‘ oo & {d)

e cstcsok és élek: V ={a,b,c,d}, E={{a b}, {b,c}, {b.c}, {c,d}}

‘ asfhc d
a0 100
® adjacenciamatrix (szomszédsagi matrix): b |1 0 2 0
g1i0@ 0 |
gi8:.0:1 0
‘ a=biicid
€ el 000
e incidenciamatrix (illeszkedési matrix): e |0 1 1 0
€3 0 150
€4 0 e @rlted



Nem egyszer(i grafok: iranyitott élek

® rajz O © ©)

(@)

® csticsok és élek: V = {a,b,c,d}, E={(a b), (c,b), (c,d), (d,c)}

‘ a bec d

a0 00

® adjacenciamatrix (szomszédsagi matrix): b |0 0 0 O
cils@ee]l 0 1

di0 0 1 0



Melyik két graf ugyanaz?

G ) oD e s B {ab be,cd)
Gy Vo = {u, v, W,z} E> = {uv, vw, Wz}
Gy i Va=labcdl Es = {ac,ad, bd}

V)
© ©
A
® (c)
e 5 3
Gy : V4:{a,b7c,d} E4:{ab,bc,cd}
@ @

Tehat Gy = Gg; a masik két graf kiilonbozik ettél a graftél, és egymastdl is.

Viszont ezek a grafok mind izomorfak egymassal.



Definicié
Azt mondjuk, hogy a G; = (V4; E1) és Gy = (Va; Ey) grafok izomorfak, ha
létezik kozottiik izomorfizmus, vagyis olyan

w: Vi — V> bijekcio, amelyre {vi,w1} € E1 < {vip,wip} € E>

minden vy, wy € Vi esetén. Jeldlés: Gy = Gp.

Példa
Izomorf-e ez a két graf?

a

f \v@

©)

G G2




Definicio
Azt mondjuk, hogy a Gi = (V4; E1) és Gy = (Va; Ez) grafok izomorfak, ha
létezik kozottiik izomorfizmus, vagyis olyan

go Vi — V5 bijekci6, amelyre {vi,w1} € E; < {vip,m1p} € E>

minden vi, wy € Vi esetén. Jeldlés: Gy = Gp.

Megoldas
Igen, izomorfak.

N OO Q 0O T L
e L Tl
e e O Ty

G1 G2



CS teszt: 3. el6adas - izomorfia

Melyek izomorfak egymassal az alabbi grafok koziil?




Definicio

A G graf v csucsanak fokszaman a v-re illeszked6 élek szamat értjiik (az
esetleges hurokéleket kétszer szamolva, hiszen az , kétszer illeszkedik” a
csucsra). Jeldlés d(v). Ha d(v) = 0, akkor v-t izolalt csicsnak nevezziik.

Trivialitas
Izomorfizmusnal az egymasnak megfelel6 csicsok azonos fokszamuak.
Ezért izomorf grafoknal a fokszamok (multi)halmazai megegyeznek.

Tétel
Barmely grafban a cstcsok fokszamainak dsszege paros szam, mégpedig az
élek szamanak kétszerese:

> od(vy=—2-|E(G)le
veV(G)

Bizonyitas.
Ha mindenkit megkérdeziink, hogy hany emberrel fogott kezet, akkor
minden kézfogasrdl két ,bejelentést” kapunk. |



Definicié
A G grafban a v cstcsbdl a w csiicsba vezet6 séta: olyan

V=W, €1, V1, €,...,V_1, &, V = W

sorozat, ahol az e; él két végpontja v;_1 és v; minden i-re.
Ha vo = v, akkor zart sétardl beszéliink.

Ha G egyszerii graf, akkor az éleket nem kell feltiintetni, elég megadni a
Vo, V1, - - ., Vg csticssorozatot, ahol {v;_1,v;} € E(G) minden i-re.

Definicio ;

Ha egy sétaban csupa kiilonb6z6 csucsok szerepelnek (és igy persze élek sem
ismétlédhetnek), akkor Gtnak nevezziik. (Kovetkezésképp egy zart séta
sosem lehet at.)

Definicio
Kornek nevezziik az olyan zart sétat, amelyben nem ismétlédnek sem
cstcsok sem élek (a kezd6pont és a végpont egybeesésétd| eltekintve).



Definicié
Egy graf dsszefiiggd, ha barmely két csiicsa kozott vezet séta. (Ezzel
ekvivalens, hogy barmely két csiics kozdtt van at.)

Trivialitas
Az dsszefiiggbség izomorfiainvarians tulajdonsag: ha Gp 6sszefiiggs de G,
nem az, akkor biztos, hogy G; % G>.

Tétel
Definialjuk a G graf csucshalmazan a ~ elérhetéségi relaciot a
kovetkezéképpen: ‘

V~w <= Jv~ w séta.

Ekkor ~ ekvivalenciarelacié a V/(G) halmazon.

Minden ~ szerinti ekvivalenciaosztaly kifeszit egy részgrafot; ezeket
nevezziik a G graf osszefiiggé komponenseinek.
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Kihivas
Legalabb hany 6sszekottetést kell létesiteni, hogy barhonnan el lehessen jutni
barhova? (Legalabb hany éle kell legyen egy 8-csticst Gsszefiiggd grafnak?)

@ (b) ar—
RO © ©) © ©

® ) e e (D
e (&) (@)
O © ()

Minden lépésben csak eggyel tudjuk csokkenteni az Gsszefliggd komponensek
szamat, ezért legalabb 7 élt kell behazni.



LIVES
Legalabb hany 6sszekottetést kell létesiteni, hogy barhonnan el lehessen jutni
barhova? (Legalabb hany éle kell legyen egy 8-csticsu sszefiiggd grafnak?)

Ha valamelyik Iépésben két olyan csiics kdzé rajzolunk be élt, amelyek
ugyanabban az dsszefiiggd komponensben vannak, akkor kor keletkezik.
Ez pazarlas!



Definicio
A kormentes osszefiiggd grafokat faknak nevezziik.

A kormentes grafokat erd6knek nevezziik (hiszen Gsszefiiggé komponenseik

fak). -

Tétel
Minden n-csticst fanak n — 1 éle van.

Tétel (Kett6t fizet, harmat vihet!)

Barmely n-csticsi G grafra az alabbi harom allitasbol barmely ketté maga
utan vonja a harmadikat:

1. G dsszefliggs;
2. G kérmentes;

3. G-nek n — 1 éle van.

Tétel
Ha egy n-csicsi erdd f darab fabol all, akkor n — f éle van.
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Definicié
® Az olyan utat, ami egy graf minden csicsan athalad (és, at lévén,
minden csucson csak egyszer halad at), Hamilton-Gtnak nevezziik.

® Az olyan kért, ami egy graf minden csiicsan athalad (és, kor léven,
minden csiicson csak egyszer halad at, a kezdépont és a végpont
egybeesésété| eltekintve), Hamilton-kornek nevezziik.

Huszartara a sakktablan
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C5 teszt: 8. eléadas - Hamilton

Adjon meg egy Hamilton-utat az alabbi grafban.




Trivialitas
® Ha egy grafban van Hamilton-kér, akkor egy csticsot elhagyva, a graf
oOsszefiiggé marad (altalanosabban: k cstcsot elhagyva, legfeljebb k
0sszefliggé komponensre ,esik szét” a graf).

® Ha egy grafban van Hamilton-at, akkor egy csuicsot elhagyva, a graf
legfeljebb két Gsszefiiggé komponensre esik szét (altalanosabban: k
csucsot elhagyva legfeljebb k + 1 dsszefiiggé komponensre esik szét).

Tétel (Dirac, 1952)

Ha egy egyszerii grafnak n > 3 csiicsa van, és minden csics foka legalabb
n/2, akkor a grafban van Hamilton-kor.

Megjegyzés
A Dirac-tétel feltétele elegends, de nem sziikséges a Hamilton-kor
létezéséhez.



Hamilton-utat talalni nehéz
Legyen a grafunknak n csicsa.

® Nyers erészak”: minden lehetséges sorrendben leirom a csiicsokat,
hatha valamelyik sorrend egy Hamilton-utat ad.

~ nl

Sakktabla: 64! ~ 1,27 - 1089

¢ Dinamikus programozas: Bellman—Held—Karp-algoritmus (1962).
b

Sakktabla: 264 . 642 ~ 7,56 - 10%?

Hamilton-ut/kor keresése NP-teljes probléma, azaz maximalis nehézségii az
NP problémaosztalyban.

Tegyiik még nehezebbé!

Utazoligynok-probléma (Travelling Salesman Problem): minden élnek van
egy koltsége, és minimalis koltségii Hamilton-kort keresiink.
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Konigsberg hidjai
Sétaljunk at minden hidon pontosan egyszer!




Konigsberg hidjai

Sétaljunk at minden hidon pontosan egyszer!




Kdnigsberg-graf

Rajzoljuk le a grafot egy vonallal!




Definicio

Az olyan sétat, amely egy graf minden élén pontosan egyszer halad at,
Euler-vonalnak nevezziik. Ha ez a séta zart, akkor zart Euler-vonalrdl,
ellenkezs esetben nyilt Euler-vonalrél beszéliink.

Tétel (Euler, 1736 és Hierholzer, 1871)

Egy izolalt csticsokat nem tartalmazé grafban akkor és csak akkor van
Euler-vonal, ha a graf dsszefiiggd, és legfeljebb két paratlan foki csicsa van.

Tehat tetszéleges G Gsszefiiggd graf esetén az alabbi harom eset lehetséges:

e Minden csucs foka paros. Ekkor van zart Euler-vonal (és nyilt
Euler-vonal nincs).

* Pontosan két paratlan foka cstics van. Ekkor van nyilt Euler-vonal (és
zart Euler-vonal nincs). Minden nyilt Euler-vonal sziikségképpen a két
paratlan fokl csicsot koti dssze.

® Tobb, mint két paratlan foka csacs van. Ekkor nincs Euler-vonal (se
zart, se nyilt).



Euler-vonalat talalni konnyi: Hierholzer-algoritmus

Adott egy Osszefiiggé graf, amelyben minden csiics fokszama paros.

Tetsz6legesen sétalunk a grafban, amig el nem akadunk.
A fokszamok parossaga miatt csak a kezd6pontban akadhatunk el.

Ha van még bejaratlan él, akkor az dsszefliggéség miatt van olyan
bejaratlan él is, aminek az egyik végpontjaban mar jartunk.

Innen inditunk egy 0j zart sétat. (A bejaratlan élek alkotta grafban is
paros minden csiics fokszama, ezért elakadni csak akkor tudunk, amikor
visszaértiink az 0j séta kezdpontjaba.)

A régi sétaba a megfelels helyre beillesztjiil az aj sétat.

Ezt folytatjuk ‘mindaddig, amig van még bejaratlan él. Végiil egy zart
Euler-vonalat kapunk.

Megjegyzés

Ha két paratlan foka csics van, kossiik 6ket Gssze egy uj éllel (nem baj, ha
igy tobbszoros él keletkezik), és erre a grafra alkalmazzuk az algoritmust.



C5 teszt: 8. eléadas - Euler

Keressen Euler-vonalat az alabbi grafban.
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Definicié

Az olyan grafot, amelyet le lehet rajzolni tgy, hogy a csiicsok sikbeli
pontoknak felelnek meg, az élek pedig olyan gorbéknek, amelyek nem
metszik egymast (csak a végpontjaikban talalkozhatnak), sikbarajzolhaté
grafnak vagy roviden sikgrafnak nevezziik.

Példa
A négypontu teljes graf (Ka) sikgraf:

| i sl
IR T\

GAO o) [d) ()

Tétel (Wagner, 1936 és Fary Istvan, 1948)
Minden egyszerii sikgraf lerajzolhaté tgy, hogy az élek egyenes szakaszok.



Allitas (nem trivialis!)

A Ks teljes graf és a K3 3 teljes paros graf nem sikgrafok:

il

Ks K33

Kévetkezmény (trivialis)

A Ks teljes graf és a K3 3 teljes paros semelyik felosztasa sem sikgraf:

e

Ha G tartalmazza K5 vagy Kz 3 egy felosztasat, akkor G nem sikgraf.

Tétel (Kuratowski, 1930)

Egy graf akkor és csak akkor sikgraf, ha nem tartalmazza részgréfként
Ks vagy K33 valamely felosztasat.



Definicié

Egy graf j6 szinezésén a csicsok olyan szinezését értjiik, éllel 6sszekotott
cstcsok mindig kiilonb6z6 szint kapnak.

A legkisebb olyan k értéket, amelyre G j6l szinezhetd k szinnel, a graf
kromatikus szamanak nevezziik, és x(G)-vel jeldljiik.

Tehat x(G) = k azt jelenti, hogy k szinnel j6l szinezheté G, de k — 1 szinnel
mar nem.

Tétel (négyszintétel, Appel és Haken, 1976)
Ha G sikgraf, akkor x(G) < 4.

Megjegyzés

A négyszintétel volt az (egyik) els6 tétel, amelynek bizonyitasahoz
szamitégépet hasznaltak. El6szor ,kézzel” (pontsabban aggyal) 1834 eset
vizsgalatara redukaltak a dolgot, majd ezeket szamitogéppel megvizsgaltak
(tobb, mint ezer 6ra).



A négyszintételbdl kovetkezik, hogy minden térképet ki lehet szinezni
legfeljebb négy szint hasznalva agy, hogy a szomszédos orszagok kiilonb6zs
szintiek legyenek:

Ezt mar 1852-ben megfogalmazta sejtésként Francis Guthrie.



Fun facts
® A téruszra mar le lehet rajzolni a K33 grafot,
® sét, a Ky grafot is,
e czért a téruszon hét szin is kellhet a térképek szinezéséhez,

® de ennyi mindig elegendé is.

Hét, paronként szomszédos orszag a téruszon:

N

Szilassi-poliéder:

I'
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