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CS teszt: 2. el6adas - milyennap

Ma csiitortdk van, 1 nap malva péntek lesz, 2 nap milva szombat, . ..

Milyen nap lesz 71439 nap malva?

¢ wifi halézat (SSID): Kiss Arpad terem GUEST
o jelszo: 12345678

® coospace: Diszkrét matematika 2. ea. szintér
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Kérdes
Fogok-e valaha kedden kosarazni?

Valasz
x=2 (mod 7)

: < x=23 (mod 28)
x=3 (mod 4)

A 23. napon fogok el6szor kedden kosarazni (és onnantél 28 naponta).
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Kérdés

Fogok-e valaha egy napon pizzat enni és kosarazni?

Valasz

X

XEv6 (mod 6)
=3 (mod 4)

} nincs megoldasa

Nem fogok soha egy napon pizzat enni és kosarazni.
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Fogok-e valaha egy napon almat enni és kosarazni?

Valasz , v
— ] d 6
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x=3 (mod 4)

A 11. napon fogok el6szér egy napon almat enni és kosarazni (és onnantdl

12 naponta).
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Kérdés

Fogok-e valaha hétfén almat enni és kosarazni?

Valasz :
x=5 (mod 6) .
x=3(mod 4} & = iz 11 EEZ: _1/)2)} < x=71 (mod 84)
x=1 (mod 7) = :

A 71. napon fogok elészér hétfén almat enni és kosarazni.



Linearis kongruenciarendszer

Definicio
Adott a;, bi;n; (i =1,2,..., k) egész szamok esetén az alabbi
.egyenletrendszert” linearis kongruenciarendszernek nevezziik:

aix = by (mod np)

agx = by (mod ng)

Megjegyzés

Ha a rendszer valamelyik kongruenciajanak nincs megoldasa, akkor a
rendszernek sincs. Ha minden kongruencianak van megoldasa, akkor
egyenként megoldva 6ket, ilyen alaki kongruenciarendszert kapunk:

x = ¢ (mod my)

x = ¢k (mod my)

(Az itt szereplé modulusok nem feltétleniil ugyanazok, mint a fentiek!)



Lin. kongrsz.: megoldhatésag és altalanos megoldas
Az

x = a (mod m)

x = b (mod n)
kongruenciarendszer atfogalmazhaté az x = my + a = nz + b diofantoszi
egyenletre. Rendezve:

my —nz=>b— a.
Ebbél kovetkezik, hogy. . .
e akkor és csak akkor van megoldas, ha Inko(m, n) | a — b;

® ha xg = myg + a = nzy + b egy megoldas, akkor az altalanos megoldas

m

Stz
ihaw Inko(m,n) '

n

= Inko(m, n)
£ oamn

Inko(m, n)

ami igy fogalmazhaté meg kongruenciaval:

X'y -t = xp + lkkt(m,n) - t (teZ),

x=xp (mod lkkt(m, n)).



C5 teszt: 2. eléadas -"sorminta

Igazak-e az alabbi allitasok a sormintara?

1.

Sap ol D

Van a 0-s oszlopban rézsaszin négyzet.
Van az 1-es oszlopban rézsaszin négyzet.
Van a 2-es oszlopban kék hégyzet.

Van a 7-es oszlopban kék négyzet.

Van a 9-es oszlopban narancssarga négyzet.

sorok hossza (m): “minta hossza (n):
minta: MM [_JL L /ER{_JL JL L JLJEL L JL L]




C5 teszt: 2. eléadas -"sorminta

Igazak-e az alabbi allitasok a sormintara?

1. Van a 0-s oszlopban rézsaszin négyzet. Nem
2. Van az 1-es oszlopban rézsaszin négyzet. Igen
3. Van a 2-es oszlopban kék hégyzet. Nem
4. Van a 7-es oszlopban kék négyzet. Igen
5. Van a 9-es oszlopban narancssarga négyzet.  Igen

sorok hossza (m): “minta hossza (n):
minta: MM [_JL L /ER{_JL JL L JLJEL L JL L]




Lin. kongrsz.: megoldhatésag és altalanos megoldas

Tétel
Tekintsiik az alabbi kongruenciarendszert.

x = ¢ (mod m)

x = ¢, (mod my)

* A kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldasa, ha

[ Vi inkotmy, myl i ¢ ]

® Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt
alkotnak modulo Ikkt(my, ..., my). Tehat ha xg egy megoldas, akkor az
altalanos megoldas igy fest:

[ x = xo (mod Ikkt(my, ..., my)). ]




Kinai maradéktétel

Tétel
Tekintsiik az alabbi kongruenciarendszert.

x = ¢ (mod mp)
2= (mod mk)

® Ha a modulusok paronként relativ primek, akkor a cy, ..., cx szamoktél
flggetleniil mindig van megoldas.

® Modulo my - ... - my egyetlen megoldas van.



Tartalom

Bemelégités

Linearis kongruenciarendszerek
Maradékésztélyok és maradékrendszerek
Szamolas maradékosztalyokkal

Redukalt maradékosztalyok, multiplikativ inverz, rend



Emlékeztet6
A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok halmazan.

Két szam akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a
maradékot adjak m-mel osztva.

Ezért itt az ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztalyoknak
nevezziik.

Példa

A modulo 3 maradékosztalyok:
0 —-J -6+-30306013]
Tt s 014710448 4
2 =%, 4 1905811 148



Definicio
Egy a egész szam modulo m maradékosztalya a kovetkezé halmaz:

a={beZ:b=a (mod m)} ={a+km:kelZ}
A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeldli:
L — 40,105 m— 1}
Megjegyzés
A definiciobdl vilagos, hogy tetszbleges a, b egész szamok esetén

a=hb <= a=b (mod m)

Példa

Zs = {0,1,2} = {1,2,3} = { =325, 1707, 1777 }



CS teszt: 2. el6adas - maradékosztalyok
Igazak-e az alabbi allitasok?

A feliilvonasok mindeniitt modulo 4 maradékosztalyt jelentenek.

1.2=-2

2. 2006 =

3. Tes

4. Z{ =N TL 10 131
5. Z4 = {10, 20,30, 40}
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CS teszt: 2. el6adas - maradékosztalyok
Igazak-e az alabbi allitasok?

A feliilvonasok mindeniitt modulo 4 maradékosztalyt jelentenek.

1. 2="22 Igen
2..2008 =4 Nem
3 T ‘ Igen
4. Z4 = {10, 11,12, 13} lgen
5. Z, = {10,20,30,40}  Nem

6. Zs = {11,22,33,44} Igen
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Varazsgdémb




Varazsgomb




Emlékeztets

A kongruenciarelacié egy fontos tulajdonsaga:

a1 = by (mod m) aita = by £ by (mod m) és
—

a = by (mod m) ay-ap = by by (mod m).

Ugyanez maradékosztalyokkal megfogalmazva:

agta=btb &
ai-ax = bi-bo.
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Definicié
A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az dsszeadast, a
kivonast és a szorzast a kdvetkezéképpen:

a®b:=a+ b, E@Bzza—b, a®Ob:=a-b.
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Zy 6sszeado- és szorzétablaja
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1 a3 0 140 1T 23
e ue 210 2022
B0 1 D 03 20

Példa
Szamoljunk Zis-ben!

cB i1 12-3

oy o



Példa
Oldjuk meg Z1s5-ben a 10 - X = 8 egyenletet.

Megoldas
A 10x =8 (mod 15) kongruenciat kell megoldani , de ennek nincs
megoldasa, mert Inko(10, 15) 1 8.

Példa
Oldjuk meg Z1s-ben a = 6 egyenletet.

Megoldas
A 9x =6 (mod 15) kongruenciat kell megoldani , ennek megoldasa

x=4 (mod 5);

ami harom modulo 15 maradékosztalyt is lefed.
Tehat harom megoldas van Zjs-ben:

=4,9,14.
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Definicié
Azt mondjuk, hogy 3 € Z,, redukalt maradékosztély, ha Inko(a, m) = 1.
A modulo m redukalt maradékosztalyok halmazat Zj, jeldli:

Z}, = {3 € Zm : Inko(a, m) = 1}.

Definicié
Azt mondjuk, hogy az 3, b € Z,,, maradékosztalyok egymas multiplikativ
inverzei, haa- b = 1. Jeldles: b =3 1.

Példa
Soroljuk fel Zj5 elemeit, és hatarozzuk meg mindegyik elem inverzét.

Tétel

Egy 3 € Z maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze,
ha Inko(a, m) = 1, azaz a € Z},.

Bizonyitas.

Az ax =1 (mod m) linearis kongruencianak akkor és csak akkor van
megoldasa, ha Inko(a, m) | 1. [ |



A modulo 12 maradékosztalyok hatvanyai
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Megfigyelések:

® A hatvanyok sorozata elébb-utébb periodikussa valik.

® Ha redukalt maradékosztalyt hatvanyozunk, akkor a hatvanyok sorozata

6dus ilyenkor

6 peri

legelejétél kezdve periodikus. A kdvetkez

mindig 1-essel kezdédik.

mar a



Definicié
Egy a redukalt maradékosztaly rendjén azt a legkisebb pozitiv egész kitevét
értjiik, amelyre a-t emelve 1-t kapunk. Jeldlés: o(3).

oa) =min{pe N gl ="
Tétel
Ha 3 € Z}, és o(a) = n, akkor minden k, ¢ € Z esetén
=9 < k= {"(mod n).
Az ¢ = 0 specialis esetben azt kapjuk,‘hogy

=1 < n|k



A modulo 9 redukalt maradékosztalyok hatvanyai
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