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Ki van a képen?

alexandriai Diophantos Gyula Pierre de Fermat
200(?) - 284(?) 2018 — 777 1607(?) - 1665



Tartalom

Bemelégités

Diofantoszi egyenletek

A kongruéncia fogalma

A kongruenciarelacié tulajdonsagai

Linearis kongruencia



Kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet

ax + by =c ]

® 3 b, c adott egész szamok, a, b # 0

® x,y ismeretlen egész szamok

Tudnunk kell:
® \an-e megoldas?
® Hogyan talalunk meg egy megoldast?

® Hogyan talaljuk meg az 6sszes megoldast?



Mely répakat tudja megenni Gyula?
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CS teszt: 1. el6adas - répak




Euklideszi algoritmus

def 1lnko(a,b):
whiilietbt= 0x
a,b = b,alkb
retiurn a

Peélda

Futtassuk le az euklideszi algoritmust az a = 44, b = 32 szamokra.
A4 L 1SN0 R S a—b
32=2:124+ 8 = 8=b-2(a-b) — 95 3

12=1- 84+ 4 = 4=(a—b)—(-2a+3b) = 3a—4b
8 =24 O

Tétel
Két egész szam Inko-ja mindig el6all a két szam | linearis kombinaciéjaként’:

[ Va,b€Z 3x,y € Z: ax+ by =lnko(a, b). ]




Hova juthat el Gyula?

® Azt mar tudjuk, hogy a 4-esnél lévé répat el tudja érni: 4 = 3a — 4b.

® Ha mar a 4-esnél van, ugyanezzel a triikkel eljut 8-ba is:
8=2-(3a—4b) =6a—8b.

® Ha mar a 8-asnal van, ugyanezzel a triikkel eljut 12-be is:
12 =3-(3a — 4b) = 9a — 12b.

Tehat az Gsszes 4-gyel oszthaté szamhoz el tud jutni Gyula.

Mas szamhoz pedig nem juthat el, mert

444,32 = 4| 44x + 32y.

Konklazié: A Gyula altal elérhetd szamok halmaza:

{44x+32y :x,y € Z} ={ce€Z:4]|c}.



Hogyan jut el Gyula a 20-as répahoz?

Az euklideszi algoritmusbdél megkaptuk, hogy

44.3+32.(—4) =4,

Szorozzunk be 5-tel, hogy 20 legyen a jobboldalom:

4415+ 32 - (—20) = 20.

Tehat xg = 15, yo = —20 egy megoldasa az egyenletnek.

Ez 35 ugrast jelent. Elég faraszto lesz. . .



Abrazoljuk: 44x + 32y = 20

Mi a (15, —20) ponttdl jobbra lévé elsé racspont az egyenesen?




CS teszt: 1. el6adas - racspont




Abrazoljuk: 44x + 32y = 20

A 44x + 32y = 20 egyenletii egyenesen a (15, —20) ponttdl jobbra lévs
t-edik racspont:
(15+¢-8, —20 — ¢t - 11).

A 44x 4 32y = 20 diofantoszi egyenlet altalanos megoldasa:

X = 15688 iyi= —90 — 11t . ahol t=...~3,-241:0,1,2,3, ...

Foglaljuk tablazatba a megoldasokat.

il 4 2 2 |1 oogke | 2|
X d0 0 [y i Iseaos | oa
v ‘ ondde o B ' 20 | 3l | 4D

A legjobb” megoldast t = —2 esetén kapjuk: x = —1, y = 2.



Kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet

ax+ by =c¢ ]

® 4 b, c adott egész szamok, a, b # 0

® x,y ismeretlen egész szamok

Tudnunk kell:
® Akkor és csak akkor van megoldas, ha Inko(a, b) | c.
® Euklideszialg. ~» a- +b: =Inko(a,b) ~ ax+by=c

® Ha (xp, yo) egy partikularis megoldas, akkor az altalanos megoldas:

Xe = X0 + t =y — 1t (teZ)
t= 07 fnko(a. b) ol Inko(a, b) ;
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Hol lesz Gyula 1512 ugréas utan?




Gyula-ekvivalencia

Kérdés
Hol lesz Gyula 1512 ugras utan?

Valasz
1512 = 100 - 15 + 12 = a 12-esnél lesz.

Tehat 1512 és 12 ekvivalensek Gyula ugralasa szempontjabal:
1512 = 12 (mod 15).

Kérdés : :

Ugyanott lesz-e Gyula 239 ugras utan, mint 539 ugras utan?

Valasz
539 — 239 = 300 = 20 - 15 = igen, ugyanott lesz (de hol?).

Tehat 239 és 539 ekvivalensek Gyula ugralasa szempontjabol:

239 = 539 (mod 15).



A kongruencia fogalma

Rogzitiink egy m > 2 egész szamot (modulus), és csak arra vagyunk
kivancsiak, hogy adott szam(ok) milyen maradékot ad(nak) m-mel osztva.

Formalisan ezt egy ekvivalenciarelaciéval tudjuk leirni:

Definicié

Tetszéleges a, b egész szamok esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

Definicié
Tetszbleges a, b egész szamok esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m, ha m | a— b.

Tétel
A fenti két definicié ekvivalens.

Jelolés: a= b (mod m).



Példak

e 2026 = 1234 (mod 3)
lgaz, mert 2026 =1 (mod 3) és 1234 =1 (mod 3).

e 2026 = 666 (mod 10)

Hamis, mert 2026 = 6 (mod 10) és —666 = —6 =4 (mod 10),
tehat nem ugyanazt adjak maradékul 10-zel osztva.

e 2572 = 28 (mod 13)
|gaz, mert 2572 — (—28) = 2572 + 28 = 2600, ami oszthat6 13-mal.



|gazak-e az alabbi kongruenciak?
(A) 2026 = 666 (mod 100)
(B) 1111 = 1814 (mod 7)

(C) 38 = —17 (mod 11)



CS teszt: 1. el6adas - kongruenciak

O
e




|gazak-e az alabbi kongruenciak?
(A) 2026 = 666 (mod 100)  Hamis
(B) 1111 Z 1814 (mod 7)  Hamis

(C) 38 < —17 (mod 11) lgaz
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Lehet igy szamolni a maradékokkal?
v’ 12345 négyet ad maradékul 7-tel osztva
v/ 6789 hatot ad maradékul 7-tel osztva
V' 4.6 =24, ami harmat ad maradékul 7-tel osztva

777 kovetkezésképp 12345 - 6789 harmat ad maradékul 7-tel osztva

v 12345 =Tk + 4

v 6789 =7(+6

v 24 =T7t+3

777 kdvetkezésképp 123456789 = (Tk+4)-(7¢+6) =
=7-(--)+24=
=7-(--)+3V



Lehet igy szamolni a maradékokkal!

Tétel (a kongruencia tulajdonsagai)

Tetszéleges a, a1, as, b, by, by egész szamok és m > 2 modulus esetén
teljesiilnek a kovetkezsk:

1. a=a(mod m);
2. (a=b(mod m)és b=c(mod m)) = a=c(mod m);

3. a=b(mod m) = b=a(mod m);

4 a1 = by (mod m) ey ay+a»=b;+ by (mod m) és
" ap = by (mod m) ai-ay = by by (mod m).
Vigyazat!

Az osztassal 6vatosnak kell lenni, pl. 24 =54 (mod 10), de ha leosztunk
6-tal, akkor azt kapjuk, hogy 4 =9 (mod 10), ami mar nem igaz!

6-4=6-9 (mod 10) % 4=9 (mod 10)



Hogyan kell 6vatosnak lenni?

Teétel (a kongruencia tulajdonsagai, folyt.)
5. Ha a # 0, akkor

a-b=a-c(mod m) < b=c (mod Wc%aﬁgrﬁ)'

6. Ha a és m relativ primek, akkor

a-b=a-c(mod m) <= b=c(mod m).



A kongruencia reklamja

Feladat
Mutassuk meg, hogy 2712 4 327+1 oszthat6 7-tel minden n € Ny esetén.

Megoldas teljes indukciéval
o Keézdalepes m—0 esetén 272 1 3201 — 7. o

® Indukciés lépés: tfh. 7 | 2712 4 327*1 ez az indukciés hipotézis (IH);
célunk belatni, hogy 7 | 273 4 3243,
Alakitsuk at az utébbi kifejezést, hogy fel tudjuk hasznalni (IH)-t:

2n+3 + 32n+3 L 2 2 2n+2 + 9 : 32n+1 A 2 % (2n+2 + 32;1+1) + 7 i 32n+1.

Itt mindkét tag oszthat6 7-tel, igy maga az Osszeg is oszthat6 7-tel. v/

Megoldas kongruenciaval
ont2 3204l _4.00 4. 3. 00 =4.00 1. 3.08 7.08- 1§ (mod 7) v
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Hany ugrassal jut el Gyula a 18-ba?




Linearis kongruencia

[ ax = b (mod m) ]

® 3 b, m adott egész szamok, a A0, m > 2

® x ismeretlen egész szam

Tudnunk kell:
® \an-e megoldas?
® Hogyan talalunk meg egy megoldast?

® Hogyan talaljuk meg az 6sszes megoldast?



Hany ugrassal jut el Gyula a 18-ba?

Példa
Oldjuk mega 12x = 18 (mod 33) linearis kongruenciat.

Megoldas (kongruenciakkal szamolva 6vatosan)
Régton le tudunk osztani 6-tal (Inko(6,33) = 3):
12x = 18 (mod 33) <= 2x =3 (mod 11).
Irjunk a jobb oldalon 3 helyett 14-et:
2x =3 (mod 11) <= 2x =14 (mod 11).
Most le tudunk osztani 2-vel (Inko(2,11) = 1):
2x =14 (mod 11) < x=7 (mod 11).

Tehat el6szor a 7. ugrasnal jut 18-ba (aztan a 18., 29., stb. ugrasoknal is).



Hany ugrassal jut el Gyula a 18-ba?

Példa
Oldjuk mega 12x = 18 (mod 33) linearis kongruenciat.

Megoldas (diofantoszi egyenletre visszavezetve)
A kongruenciat atfogalmazhatjuk diofantoszi egyenletre:

112x= 18 (mod 33) <= 12x =33y + 18 (dy € Z).

A 12x — 33y = 18 diofantoszi egyenlet egy megoldasa: xg = 18, yp = 6.

Az altalanos megoldas:

e
g e g
AR ° T ko(i2, 39) " s
12
‘t =644t

Y O ool Ba)

Az x-re kapott képlet azt jelenti, hogy x = 18 (mod 11).



Linearis kongruencia

[ ax = b (mod m) ]

® 3, b, m adott egész szamok, a # 0, m > 2
® x ismeretlen egész szam
Tudnunk-kell:
o Akkor és csak akkor van megoldas, ha Inko(a, m) | b.

® A kongruencia ekvivalens az ax — my = b diofantoszi egyenlettel, és ezt
meg tudjuk oldani euklideszi algoritmussal.

® Ha xqp egy partikularis megoldas, akkor az altalanos megoldas:

- q uellians
= 0 Inko(a, m) /-
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