1. Gyiiriik és testek

1.1. Definicié. Legyenek o és x kétvaltozés miveletek a nemiires A halmazon.
Azt mondjuk, hogy o disztributiv a * mveletre, ha minden a, b, c € A esetén

ao(bxc)=(aob)x(aoc) és (bxc)oa=(boa)x(coa).

1.2. Definicié. Legyen R egy nemiires halmaz, amelyen ketté kétvaltozds mivelet
Is értelmezve van, nevezziik az egyiket 0sszeadasnak, a masikat szorzasnak. Azt
mondjuk, hogy az (R; 4+, -) struktlra gyiirii, ha

1. (R; +) Abel-csoport,
2. (R;-) félcsoport,

3. a szorzas disztributiv az osszeadasra.

1.3. Tétel. Ha (R; +, ) gydirl, akkor minden a € R esetén a-0=0-a=0.

Bizonyitas.

1.4. Definicio.

e Kommutativ gyiirii: olyan R gydri, amelyben nemcsak az osszeadas, hanem
a szorzas Is kommutativ:

Ya,be R:a-b=b-a.

e Egységelemes gyiirii: olyan R gyl(irl, amelyben nemcsak additiv, de multi-
plikativ egységelem is létezik (jelolése: 1):

VaeR:a-1=1-a=a.

e Zérusosztomentes gyiirii: olyan R gy(rd, amelyben

Va,be R:ab=0 — a=0vagy b=0.



1.5. Definicio. A kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gyliriiket integ-
ritastartomanyoknak nevezziik.

1.6. Tétel. Integritastartomanyban lehet nemzéré elemmel egyszerdsiteni:
Va,b,ce R: hac#0, akkora-c=b-c = a=b.

Bizonyitas.

[]

1.7. Definicié. Testnek neveziink egy (T;+,-) gydrdt, ha (T \ {0};-) Abel-
csoport (ebbdl kovetkezik, hogy T integritastartomany és |T| > 2).

Checklist.

0. 4+ és - miveletek a nemures R halmazon
1. 4 asszociativ

2. van additiv egységelem (jelolés: 0)

3. mindenkinek van additiv inverze (jelolés: —a)
4. + kommutativ

5. - asszociativ

6. - disztributiv +-ra

7. - kommutativ

8. van multiplikativ egységelem (jelolés: 1)
9. nincsenek zérusosztok

10. minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze (jelolés: a=1)



integritastartomany

1.8. Feladat. Gydir(t, integritastartomanyt, testet alkotnak-e az alabbi halmazok
a szokasos osszeadissal és szorzssal?

(a) Np (g) paros szamok

(b) Z (h) paratlan szamok

(c) Q (i) Zs

(d) R U) Z7

(e) C (k) Z[i] ={a+ bi : a, b € Z} (Gauss-egészek)

(f) R2><2



1.9. Téeétel.

(1) Minden m > 2 egész szam esetén Z,, egységelemes kommutativ gyrd.
(2) Ha m primszam, akkor Z, test.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor Z,, még csak nem is integritastartomany.

Bizonyitas.
(1) Vilagos.

(2) Tudjuk, hogy inverze pontosan a redukalt maradékosztalyoknak van.
Ha m primszam, akkor Z* = Z, \ {0}.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor m = ab, ahol 1 < a, b < m.
Ekkor 3 és b zérusosztok Z,-ben: a-b=ab=m =0, pedig 3, b # 0.

Idoutazas!

1.10. Tétel. Ha R integritastartomany, akkor az R feletti polinomok R[x] halmaza
IS Integritastartomany a polinomok szokasos osszeadasaval és szorzasaval.



2. A polinom fogalma

A polinom receptje.
Végy
e egy hatarozatlant: x;
e egyiitthatokat: egy R integritastartomanybdl néhany elemet,

majd jol keverd Gket 0ssze az 0sszeadas (kivonas) és szorzas mliveletével.

2.1. Definicié. Az R integritastartomany feletti polinomnak
f=ag+ ax + ax*+ -+ ax"
alakl formalis kifejezést neveziink, ahol
e x hatarozatlan;
® az ag, ay, ao, . . ., an, € R elemek az f polinom egyiitthatai.
Az altalanossag megszoritasa nélkil tth. a, # 0. Ekkor
e az f polinom fokszama: degf = n;
e az f polinom féegyiitthatoja: a,.
Specialis polinomok:
e fépolinom: a,=1,azaz f = x"+ a,_1x" 1+ - 4+ aox? 4+ a1 x + ap;

e konstans polinom: degf <0, azaz f = ag.

Jel6lés. Az R integritastartomany feletti polinomok halmazat R[x] jeloli.

Polinomok Osszegét és szorzatat ,természetes médon” definialjuk (lasd az elGa-
dasvazlatban és a videdban).

2.2. Tétel. Tetszbleges f, g € R[x] polinomokra
deg(f + g) < max(deg f,degg) és deg(fg)=degf + degg.

2.3. Tétel. A fent (nem) definialt 6sszeadassal és szorzassal R[x] integritastar-
tomany.

2.4. Definicié. Az R[x] gyl(ir(it az R feletti egyhatarozatlant polinomok gyfirijének,
roviden R feletti polinomgyiiriinek nevezzik.



3. A polinomok szamelmélete

Megallapodas. Mostantél 7 mindig tetszbleges testet jelol, és — hacsak mast
nem mondunk — minden polinomot ezen test felett tekintilink.

3.1. Definicié. Legyenek f, g € T[x] polinomok a T test felett.
e oszthatésag: f | g < JheT[x]:g="F"-h.
e asszocialtsag: f ~g < f|gésg]|f.
e legnagyobb kozos oszté: d ~ Inko(f, g), ha
KO: d|fésd]|g;
LN: Vke T[x]: (k| fésk|g) = k|d.

e legkisebb kozos tobbszoros: t ~ Ikkt(f, g), ha

KT: f|tésg]|t;
LN: Vke T[x]: (f |késg| k) = t]|k.

3.2. Tétel. A T[x] polinomgydr(in az oszthatésagi relacié rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

(1) reflexiv;
(2) tranzitiv;
(3)Vf,geT[x]: f~g < dceT\{0}: g=cf;

(A)Vf,geT[x]: f|gésg#0 = degf < degg.

3.3. Tétel.

(1) Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié T [x]-en.

(2) A nulla osztalyat kivéve minden asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan
egy fépolinomot.

(3) Az Inko és az Ikkt asszocialtsag erejéig egyértelmd.



3.4. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha f, g € T[x] és g # 0, akkor Iéteznek
olyan egyértelmiien meghatarozott g és r € T [x] polinomok, amelyekre

f=qg+r és degr<degg.
Ebben a maradékos osztasban
e f az osztando;
® g az oszto;
e ¢ a hanyados;
e r 2 maradék.
3.5. Feladat. Osszuk el maradékosan az f polinomot a g polinommal az R[x]

polinomgydriben.
f=x>=2, g=x>—2x+1



3.6. Tétel. Barmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb koz6s osztéja
és legkisebb kozos tobbszorose. A legnagyobb kozds osztéd kiszamithatéd az
euklideszi algoritmussal, és kifejezheté f és g ,linearis kombinacidjaként”:

du,v € T[x]: fu+ gv = Inko(f, g).

3.7. Tétel. Tetszbleges nemzérd f, g, h € T[x] polinomok esetén az fu+gv = h
egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u, v € T [x] polinomokra
nézve, ha Inko(f, g) | h:

Ju,veT[x]: fu+gv=h <= Inko(f,g)]|h.

3.8. Definicio. Tetszéleges f, g, m € T[x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens
g-vel modulo m, ham|f—g

f=g (mod m) <= m|f—g.

3.9. Tétel. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié T [x]-en, és két polinom
akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel
osztva.

3.10. Tétel. Tetszéleges f, g, h € T[x]| esetén az fu = h (mod m) linearis
kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg (az u ismeretlen polinomra nézve),
ha Inko(f, m) | h:

Jue T[x]: fu=h (mod m) <= Inko(f,m)| h.
3.11. Definicié. Legyen m € T[x] legalabb els6fokl polinom.
e modulo m maradékosztaly: f ={geT[x]:f=g (mod m)}

e a maradékosztalyok halmaza: T[x]/(m)={f:feT[x]}

e miveletek: f+g=Ff+g, —g=—g, f-g="r-g

3.12. Tétel. A fenti miveletek jéldefinidltak, azaz maradékosztalyok oOsszege
(additiv inverze, szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl
melyik elemet valasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miveletekkel T [x]/{m)
kommutativ egységelemes gydir(it alkot (modulo m maradékosztaly-gyiirii).

3.13. Tétel. Az f € T[x]/(m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik
multiplikativ inverze, ha Inko(f, m) ~ 1. llyenkor a multiplikativ inverz egyértel-
mUiien meghatarozott.



3.14. Feladat. Hatarozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.

f=x*4+2x>—x%>—4x -2, g=x"+x>—x>—2x-2



3.15. Feladat. Hatarozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztojat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.

f=x>—2, g=x>—-2x+1



3.16. Feladat. Készitsiik el meg a Z,[x]/(x?> + x + 1) maradékosztaly-gy(ir(iben
az 0sszeadas és a szorzas mivelettablazatat.



3.17. Feladat. Hatarozzuk meg az f maradékosztaly multiplikativ inverzét a
Zs[x]/{m) maradékosztaly-gyiriiben. Hany eleme van ennek a gyriinek?

f=2x°>—3x+2, m=x3+1



4. Polinomfiliggvények, gyokok
4.1. Definicié. Legyen f = a,x" 4+ --- + a;x + ap € T [x] polinom.
e Az f polinom c € T helyen vett helyettesitési értéke:
f(c)=anc"+---+ac+aeT.
e Az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
f:T—>T,c— f(c).
e A ceT elem gyoke az f € T[x] polinomnak, ha f(c) =0.

4.2. Példa. Az f = x? € Zo[x] és g = x> € Z»[x] polinomokhoz ugyanaz a
polinomfliggvény tartozik:

Z>—7», 0+—0, 1+ 1.
4.3. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és a € T esetén

fla)=0 <= x—af.

Bizonyitas. Osszuk el f-et maradékosan (x — a)-val.

[]

4.4. Kovetkezmény. Tetszbleges f, g € T[x] polinomok esetén f és g kozos
gyokei ugyanazok, mint Inko(f, g) gyokei.

Bizonyitas.



4.5. Kovetkezmény. Ha f € T[x] és aq,..., ax € T paronként kiilonb6z6
elemek, akkor

fla)=...=f(ay) =0 <= (x—ay) ... - (x—ax) | f.

Bizonyitas.

[]

4.6. Kovetkezmény. Ha a nemnulla f € T[x]| polinom fokszama n, akkor
legfeljebb n kiilonbozé gyoke van a T testben.

Bizonyitas.

[]

4.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f € T[x] polinomnak az a € T elem
k-szoros gyoke, ha
(x —a)* | f de (x —a)ktif.

A k szamot az o gyok multiplicitasanak nevezziik.

4.8. Megjegyzés. Megengedjik a k = 0 esetet is: o pontosan akkor nullaszoros
gyok, ha nem gyok.



4.9. Feladat. Hanyszoros gycke ¢ = 2 az f = x° —5x*+7x3—2x?>+4x—8 € R[x]
polinomnak?



4.10. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 2 az f = x*+2x+3 € Zs[x] polinomnak?

4.11. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 3 az f = x*+2x+ 3 € Zs[x] polinomnak?



5. Irreducibilis polinomok

Emlékeztet6. A polinomokat egy tetszbleges T test felett tekintjik (pl. T = C,
T=R, T=Q, T=17Z,).

5.1. Definicié. Az f € T[x]| polinom irreducibilis, ha legalabb elséfoku, és csak
Ggy bonthatd két polinom szorzatara, hogy az egyik tényezé asszocialt f-hez.
Ekkor a masik tényezd sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trivialis fakto-
rizaciorol beszélink. Formalisan:

Vg, he T[x]: f=gh = (g~ f vagy h~ f).

5.2. Definicié. Az f € T [x] polinom prim, ha legalabb elséfokd, és valahanyszor
osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének.
Formalisan:

Vg, he T[x]: f|gh = (f|gvagy f | h).

5.3. Tétel. Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvi-
valens.

5.4. Tétel. Minden legalabb els6foka T feletti polinom felbonthaté irreducibilis
polinomok szorzatara. Ez a felbontas a tényez6k sorrendjétdl és asszocialtsagtol
eltekintve egyértelmiien meghatarozott, azazha py-...-pp €s q;-. . .-gn Ugyanazon
polinom két irreducibilis faktorizaciéja, akkor n = m, és létezik olyan m € S,
permutacio, hogy p; ~ gr;y minden /1 =1, ..., n esetén.

5.5. Tétel. Egy legalabb els6fokd f € T[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha f nem bonthaté deg f-nél kisebb fokszam{ polinomok szorzatara.

Bizonyitas. Ha test feletti polinomokrdl van szé, akkor a felbontas (nem)trivialis
volta csak a fokszamoktdl flgg:

e f = gh trividlis felbontas, ha degg = deg f és deg h = 0, vagy forditva;

e f = gh nemtrivialis felbontas, ha 1 < degg,degh < degf. []

5.6. Tétel. Az els6fokl polinomok barmely test felett irreducibilisek.



5.7. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gyoke.

Bizonyitas.

[]

5.8. Tétel. Ha f € T[x]| és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.

Bizonyitas.



5.9. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot.

f=x4+3x" = x> +2x* + x — 1 € Zs[x].



5.10. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot.

f=x"+x*+1¢€ Zx].

5.11. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot.

f=x"+x+1¢€Z[x].



6. Irreducibilis polinomok C felett, Viete-formulak

6.1. Tétel (az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatds
polinomnak van gyoke a komplex szamok testében.

6.2. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az els6fokd polinomok
irreducibilisek.

6.3. Kovetkezmény.

(1) Minden legalabb els6fokd komplex egyiitthatds polinom elséfokid polinomok
szorzatara bomlik.

(2)Ha f = a,x" 4+ -+ 4+ aix+ a € Clx] (n > 1,a, # 0), akkor f-nek
multiplicitassal szamolva pontosan n gyoke van.

(3) Ha ezek a gyokok ar, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitasa), akkor f = a,-(x—a1)-...-(x—a,). Ezt nevezziik a polinom
gyoktényezds felbontasanak.

6.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi polinom gyokeinek négyzetosszegét.

f=3x34+6x°+24x + 18

Ha a gyokok aq, ap, a3 € C, akkor
f=3x"4+6x>+24x+18=3-(x—a1) - (x—) - (x —a3) =

Ebbdl kovetkezik, hogy

a1 + (0%) + O3 = 10 + 103 + OO0z = Q1003 =

Ezekbdl ki tudjuk fejezni a gyokok négyzetosszegét:

2 2 2
ajtas+az =



6.5. Tétel (Viete-formulak). Legyenek az n-edfokd
f=x"+a,_1 X" 14+ +ax+a € Clx]

fépolinom komplex gyokei a, . . ., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi
a multiplicitasa). Ekkor fennallnak az alabbi 6sszefiiggések:
—adp—1 =01+ 0+ -+ Qap;
dp—2 = 010 + 103 + - - + Ap—10p;

—adp-3 = 01003 + Q10004 + -+ - + Qp20p_1Qp;

(—1)n_131 = Q10 Op20p—1 + 012 - - Ap20py + =+ + Q03 - - - Op—10p;
(—=1)"ag = ar0p03+ - - 01t
6.6. Megjegyzés. A fenti képleteket Viete-formulaknak hivjuk. A k-adik sor

bal oldalan (—1)*a,_x all, a jobb oldalon pedig az as, ..., a, betiikbél képezett
osszes k-tényez@s szorzat 0sszege, tehat egy (Z)—tagﬂ osszeg. Formalisan:

k — E (
(—1) dn—Kk = A Oy = O
1<ii<b<-<ik<n

6.7. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzataraaz f = x3—1
polinomot.



7. lrreducibilis polinomok R felett

7.1. Tétel. A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugalt parokban
lépnek fel:

VfFER[x] VzE€C: f(z) =0 — f(2) = 0.

Bizonyitas.

[]

7.2. Kovetkezmény. Egy valds egyiitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis
a valds szamok teste felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfok( polinom, melynek
nincs valds gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kovetkez6k:

eax+b(abeC, a#0);

e ax’+bx+c(abceC,a#0,b>—4ac<0).

Bizonyitas.



7.3. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényez6k szorzatara az f = x*+1
polinomot.

7.4. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzatara az
f = x® — 27 polinomot.



8. Irreducibilis polinomok Q felett

8.1. Példa (Q felett minden polinom asszocialt egy Z felettihez).

15X2 N 45X N 5 60X2 N 315X N 70
7 4 2 28 28 28

1
— %(60% + 315x + 70) ~ 60x” + 315x + 70

= 5(12x% + 63x + 14) ~ 12x> + 63x + 14

8.2. Feladat. Keressiik meg az f = 2x° + 3x* — 7x® — 3x? 4 8x — 12 polinom
racionalis gyokeit.



8.3. Teétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,x" 4 - -+ + a;x + ag egy tetszéleges
egész egyutthatés polinom. Ha § egy egyszer(sithetetlen tort alakjaban felirt
racionalis szam (azaz p, g € Z, q # 0 és Inko(p, g) = 1), akkor

f(%)zo — q|apésp]| ao

Specialisan: egész egyutthatds fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy g gyoke f-nek (Inko(p, g) = 1).

n n—1
0= F(2) = a2t an
q q

P

qn—l

+---+a1§+ao.

Szorozzunk be g"-nel:

0= gnp”+an_1p”‘1g+---+alpq”‘i + g
p| = p| = pla
Hasonldan:
3 n _|_ 3. n—1 _|_”__'_a n—l_’_a n_O
nP dn-1P" g g 1Pq 0d N
qgla, <= q| <+ q |

8.4. Feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x"+5x% +4x> + 13x* + 54x> + 84x° + 54x + 12



8.5. Tétel (Gauss-lemma). Ha egy legalabb els6foki egész egyiitthatds polinom
nem bonthaté fel nala kisebb fokszamu egész egyiitthatés polinomok szorzatara,
akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont.

Formalisan: ha f € Z[x] és deg f = n > 1, akkor az alabbi két allitas ekvivalens:

(1)dg,he Z[x] : f = ghés 0 < degg,degh < n;
(2)dg,he Q[x] : f =ghés 0 < degg,degh < n.

8.6. Példa.
72x° — 102x* — 2244 x3 + 208x2 — 1036x — 280 =

= (824 8x+5) (127 - 2207 + Hx - 112) =
= 2(12x% 4+ 63x + 14) - 38(3x% — 20x% + 8x — 10) =

256 (12x2 4 63x + 14)(3x% — 20x* + 8x — 10) =

=  2-(12x>+63x+ 14)(3x® — 20x* 4+ 8x — 10) =
= (24x* 4 126x + 28) - (3x> — 20x° + 8x — 10)

8.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztoja az a egész
szamnak, ha a oszthatd p-vel, de p?-tel mar nem. Jeldlés: p || a.

8.8. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+ - -+ aix+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptan plan1, .... plaw pll ao.
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

8.9. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik QQ felett irreducibilis
n-edfok( polinom.

Bizonyitas.
]

8.10. Tétel (muivdtind i2stilidioubami slst-nistenszid—nnermanorae). Legyen
f=ayx"+ -+ ax+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre

p” aﬂl p|an—1: LR | p|31, p+aO;
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.



8.11. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=5x2—5x"+4x°>—2x—2

8.12. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x19 —3x™ 4+ 60x — 12

8.13. Feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot:

f=x°-27



8.14. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+- -+ aix+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptan plan-1, ..., plax pla pl ao,

akkor f irreducibilis a racionélis szamok teste felett.

Bizonyitas. Tth. van megfelel6 p primszam, de f mégsem irreducibilis Q felett.
Ekkor, a Gauss-lemma szerint |éteznek olyan egész egylitthatds g, h polinomok,
amelyekre f = gh és 1 < degg,degh < n. Legyen

g = bx* + b1 x* L4 4 box® + bix + by € Z[X]
h=cx'+ g 1x 14+ 4+ ox’>+ ax+ c € Z[x]

Vizsgaljuk az f = gh egyenl8séget egyutthatonként:



9. Egyszerii algebrai bévités, véges testek

9.1. Példa. Az m = x> + x + 1 € Zy[x] polinomnak nincs gyoke Zy-ben, ezért
irreducibilis Z, felett (hiszen csak masodfok(). Bévitsiik ki a Z, = {0, 1} testet
a K={0,1,a,B} testté:

+10 1 o B 01 a g
0|0 1 a B 0|0 0 0 O
111 0 B « 1101 a g
ala B 0 1 a0 a B 1
BB a1 0 B0 B8 1 «

Ebben a testben mar van gyoke az m polinomnak: m(a) = a? +a+1=0.

A K test izomorf a Zs[x]/(x?> + x + 1) testtel; hogy ezt lassuk, csak be kell
vezetnia 0:=0, 1:=1, a:=X, B:=x+ 1 jeloléseket:

+ 0 1 0 1
0 0 1 0 |0 O 0 0
1 1 0 1 /0 1
0 1 0 1
1 0 0 1

9.2. Tétel. A T[x]/(m) maradékosztaly-gy(rl akkor és csak akkor test, ha az
m € T [x] polinom irreducibilis T felett.

9.3. Tétel. Legyen T test, m € T[x] irreducibilis polinom, deg f = n. Ekkor a
K = T[x]/{m) maradékosztaly-gy(irl olyan test, amelyben az m polinomnak van
gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap X" 1+--+ax+a (ap1,..., a€T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".

Bizonyitas.



9.4. Kovetkezmény. Tetszbleges T test és m € T [x] irreducibilis polinom esetén
letezik olyan K test, amelyre

(1) K bovitése T-nek, azaz K O T;

(2) létezik olyan a € K elem, amely gyoke m-nek;

(3) K elemei egyértelmien eléallnak a,_1a" 1 +---+aja+ap (an_1, . .., acT)
alakban, ahol n =degf.

Bizonyitas. Legyen K = T[x]/{m).

(1) K-ban {@:ae€ T C T[x] } egy T-vel izomorf résztest.

(2) Legyen a = X, ekkor m(a) = m(x) = m(x) =0, hiszen m=0 (mod m).

(3) K elemei egyértelm(ien eléallnak igy (a,_1, ..., ap € T egyiitthatokkal):

- —n—1 S —

an1x" 1+ +ax+a = a1 X" +---+ax+a =

ap X" 4 aX 4 a =

= a,_ 10"+ -+ aa + ao. ]

9.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test T-b6l az a elem adjungalasaval
keletkezik (jelolés: K = T(a)), és az ilyen médon el6allo testeket T egyszerdi
algebrai bévitéseinek nevezzik.

9.6. Példa. Mivel az x> + 1 polinom irreducibilis R felett, a K := R[x]/(x? + 1)
maradékosztaly-gyl(ird test.

e elemek: a+ bx (a, b € R);

e szamolasi szabaly: x2+1 = 0.
Menjunk le alfaba. ..

e clemek: a+ ba (a, b € R);

e szamolasi szabaly: a® +1 = 0.



9.7. Példa. Mivel m := x3 — 2 irreducibilis Q felett, a K := Q[x]/{(x® — 2)
maradékosztaly-gydri test.

e clemek: a+ bx + cx? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: x3 —2 = 0.

. . . . 1
Euklideszi algoritmussal kiszamitottuk, hogy x2 —2x +1 =~ =5 + 4x + 3x2.

Menjunk le alfaba. ..
e clemek: a+ ba + ca? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: a® —2 = 0.

A fenti inverz alfas felirasa: (a? — 2o+ 1)7! = 5+ 4a + 3a°.

9.8. Tétel. Akkor és csak akkor létezik g-elemd test, ha g primhatvany.
Bizonyitas.

e akkor: Ha g = p”, akkor K = Z,[x]/(m) jo lesz tetszbleges m € Z,|x]
irreducibilis n-edfokd polinom esetén. (Nem trivialis, hogy van ilyen!)

e csak akkor: Ha K egy véges test, akkor a legkisebb részteste izomorf Z,-vel
valamilyen p primszamra (nem trivialis!), és K vektorteret alkot ezen test
felett, igy |K| = p", ahol n = dim K. []

9.9. Megjegyzés. Tetsz6leges g primhatvany esetén izomorfia erejéig egyetlen
g-elem test létezik. Jelolés: GF(q).

9.10. Példa.
L] GF(Q) = ZQ

e GF(3) = 7,

o GF(4) = Zo[x]/ (x> + x + 1)
o GF(5) = Zs

e GF(6) nem létezik

o GF(7) 2 Z;

o GF(8) = Zy[x]/( ) = Zo[x]/( )



10. Lagrange-iterpolacio

10.1. Tétel. Egy test feletti nemnulla polinomnak nem lehet tobb gyoke, mint
amennyi a fokszama.

Bizonyitas.
[]

10.2. Kovetkezmény. Ha az f, g € T[x] polinomok legfeljebb n-edfokuak, és
n + 1 kulonbozé helyen ugyanaz a helyettesitési értékik, akkor f = g.

Bizonyitas. A h := f — g polinom legfeljebb n-edfokl és legalabb n 4 1 gyoke
van, ezért a fenti tétel szerint h = 0. []

10.3. Kovetkezmény. Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor
és csak akkor egyenl6, ha a hozzajuk tartozo polinomfliggvények megegyeznek.

10.4. Megjegyzés. Ha a T test véges, akkor viszont mindig talalhaték kiilonbozé
T feletti polinomok, amelyekhez ugyanaz a polinomfliggvény tartozik, pl. ha
T =A{a,..., ag}, akkoraz f =0ésg=(x—a1) ... - (x —aq) polinomokhoz
ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (konstans nulla).

10.5. Tétel (Lagrange-interpolacio). Tetszéleges ay, .. ., apr1 paronként ku-
lonboz6 és by, ..., b,i1 (nem feltétleniil kiilonboz6) T-beli elemekhez |étezik
pontosan egy f € T|[x]| legfeljebb n-edfok( polinom, amelyre f(a;) = b, teljesiil
I=1,..., n—+ 1 esetén.

Bizonyitas. Tekintslik az alabbi f; € T[x] polinomokat (i =1, ..., n+1):

(X—al)-...-(X—a,_l)-(x—a,+1)-...-(X—anH)
(ai—a1)-...-(a—ai-1) (& —aiv1) ... - (& — ant1)

fi := bj-

Ekkor f; értéke az a; helyen:

Tehataz f = fi + - - + f,1 polinom megfeleld lesz:

fla) =fa) +--+fia(a) + f(a) + () + -+ fhra(a) =
=0+--4+0+b+0+---+0=b;. [



11. Derivalt, tobbszoros gyokok

11.1. Definicié. Az f = a,x" 4+ --- 4+ a;x + ag € T[x] polinom derivaltjan az
f' = na,x"! 4+ ... 4+ 2a,x + a; polinomot értjiik.

Jelblés. A k-adik derivaltat £(9) jeloli, az f(V) = £’ és f(O) = f megallapodassal.

11.2. Tétel. Tetszbleges f, g € T[x] polinomokra és k pozitiv egész szamra
érvényesek az alabbi derivalasi szabalyok:

1) (F+9) =1+,
@) (f-g)=f"-g+f-d,
(3) (FK) = k- FR1.f"

11.3. Tétel. Ha az o komplex szam k-szoros gyoke az f € C[x] polinomnak,
akkor (k — 1)-szeres gyoke f’-nek. (Ha k = 1, akkor o nem gyoke f’-nek.)

Bizonyitas.

]

11.4. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditasa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan
gyokel is, amelyekért nem f tobbszoros gyokel a ,felelések”.

11.5. Kovetkezmény. Az f € C[x] polinom o gyckének multiplicitasa nem mas,
mint a legkisebb olyan k nemnegativ egész, amelyre f(k)(a) # 0, azaz a akkor
és csak akkor k-szoros gyok, ha

fla)=f'(a)=---=f*Da)=0 de fR(a)#0.

11.6. Feladat. Hanyszoros gyoke a =2 az f = x°> — 5x* +7x% — 2x?> + 4x — 8
polinomnak?



11.7. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyiitthatokat Ggy, hogy teljesiiljon
az alabbi oszthatdsag.

(x+2)? | x*+ax> + bx* + 4

11.8. Kovetkezmény. Az o komplex szam akkor és csak akkor tobbszoros gyoke
az f € C[x] polinomnak, ha gyoke Inko(f, f')-nak.

11.9. Kovetkezmény. Barmely legalabb elséfoki f € C[x] polinomra az m

polinom gyokel ugyanazok, mint f gyokel, de mindegyik egyszeres gyok.

11.10. Kovetkezmény. Ha T szamtest, azaz T < C, és f € T[x] irreducibilis T
felett, akkor f-nek minden komplex gyoke egyszeres.



11.11. Feladat. Hatarozzuk meg az f = x°> — 10x® — 20x? — 15x — 4 € C|x]
polinom (tobbszords) gyokeit és a gyokok multiplicitasat.



