1. Gyiiriik és testek

1.1. Definicio. Legyenek o és x kétvaltozdés miiveletek a nemiires A halmazon.
Azt mondjuk, hogy o disztributiv a * miveletre, ha minden a, b, c € A esetén
’ + . + . -+ ’ . 1t .
ao(bxc)=(aob)x(aoc) és (bxc)oa=(boa)x(coa).

1.2. Definicié. Legyen R egy nemiires halmaz, amelyen ketté kétvaltozos mivelet
Is értelmezve van, nevezziik az egyiket osszeadasnak, a masikat szorzasnak. Azt
mondjuk, hogy az (R; +, -) struktlra gyfirii, ha

1. (R; +) Abel-csoport,

2. (R;-) félcsoport, Va ¢ Ct o

3. a szorzas disztributiv az o0sszeadasra.

G

1.3. Tétel. Ha (R; +, ) gydirl, akkor minden a € R esetén a-0=0-a=0.

Bizonyitas. (g O — 6’

bov b= -0 + o) =C @LO) =CO= 4 [ife)
6= © a

1.4. Definicio.

e Kommutativ gyiirii: olyan R gylr(, amelyben nemcsak az osszeadas, hanem
a szorzas Is kommutativ:

Yabe R:a-b=0b-a.

e Egységelemes gyiirii: olyan R gyl(irl, amelyben nemcsak additiv, de multi-
plikativ egységelem is létezik (jelolése: 1):

VaeR:a-1=1-a=a.

e Zérusosztomentes gyiirii: olyan R gy(rd, amelyben

Va,be R: ab=0 = a=0vagy b=0.



1.5. Definicio. A kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gyliriiket integ-
ritastartomanyoknak nevezzik.

1.6. Tétel. Integritastartomanyban lehet nemzéréd elemmel egyszer(isiteni:
Va,b,c e R: hac#0, akkora-/é:b-;i = a=>b.

Bizonyitas.

xC=0-C =2 c~C=Cc=
— CO‘“L/))'C = (O

1.7. Definicié. Testnek neveziink egy (T;+,-) gydrdt, ha (T \ {0};-) Abel-
csoport (ebbdl kovetkezik, hogy T integritastartomany és |T| > 2).

Checklist.
0. + és - miveletek a nemtres R halmazon
1——asszoclativ
2. van additiv egységelem (jelolés: 0)
o o . oI
3. mindenkinek van additiv inverze (jelolés: —a)
4+ Kommutativ

5——asszociativ

ety tort
8. van multiplikativ egységelem (jelolés: 1)

O—nircsenek zérusesziok
¥

B

10. minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze (jelolés: a=1)



integritastartomany

1.8. Feladat. Gydir(t, integritastartomanyt, testet alkotnak-e az alabbi halmazok
a szokasos osszeadassal és szorzassal?

(a) Ny (g) paros szamok

(b) Z (h) paratlan szamok

(c) Q (i) Ze

(d) R () Z7

(e) C (k) Z[i] ={a+ bi : a, b € Z} (Gauss-egészek)

(f) R2><2



1.9. Téeétel.

(1) Minden m > 2 egész szam esetén Z,, egységelemes kommutativ gydir(.
(2) Ha m primszam, akkor Z, test.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor Z,, még csak nem is integritastartomany.

Bizonyitas.

(1) Vilagos.

(2) Tudjuk, hogy inverze pontosan a redukalt maradékosztalyoknak van.
Ha m primszam, akkor Z* = Z, \ {0}.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor m = ab, ahol 1 < a,b < m.
Ekkor 3 és b zérusosztok Z,-ben: a- b= ab=m =0, pedig 3, b # 0.

Idoutazas!

1.10. Tétel. Ha R integritastartomany, akkor az R feletti polinomok R[x]| halmaza
IS integritastartomany a polinomok szokasos 0sszeadasaval és szorzasaval.

SX 341 x4 6 € R[N
K, L S8, %+ 2,

Qxx45) - B onx D) — Tox



2. A polinom fogalma R=22{37

F XCY.L[x] 1(1
\Cig a 27 [y] j

e egy hatarozatlant: x; -f{[j): __9 [o) e(7) *3 [7)

A polinom receptje.

Veégy

e egyiitthatokat: egy R integritastartomanybdl nehany elemet,

majd jol keverd ket 0ssze az 0sszeadas (kivonas) és szorzas miveletével.

2.1. Definicié. Az R integritastartomany feletti polinomnak
f=ag+ ax + ax*+ -+ ax"
alakt formalis kifejezést nevezink, ahol

e x hatarozatlan;
® az ag, a1, ao, . . ., a, € R elemek az f polinom egyiitthatai.
Az altalanossag megszoritasa nélkil tfh. a, # 0. Ekkor
e az f polinom fokszama: deg f = n; @(Q\ O - —
e az f polinom féegyiitthatoja: a,.
Specialis polinomok:
e fépolinom: a,=1,azaz f = x"+ a,_1x" 1+ -+ 4+ aox? + a1 x + ap;

e konstans polinom: degf <0, azaz f = ag.

Jelolés. Az R integritastartomany feletti polinomok halmazat R|[x] jeloli.

Polinomok Gsszegét és szorzatat ,természetes médon” definialjuk (lasd az elGa-
dasvazlatban és a videdban).
) S SRS /'s -(-

2.2. Tétel. Tetszéleges f, g € R[x] poIinomokra,(,(Oj) ~ o@) O -I-OC,
deg(f + g) < max(deg f,degg) és deg(fg)=degf + degg.

2.3. Tétel. A fent (nem) definialt 6sszeadassal és szorzassal R[x] integritastar-
tomany.

2.4. Definicié. Az R[x] gylriit az R feletti egyhatarozatland polinomok gyfiriijének,
roviden R feletti polinomgyiiriinek nevezzik.



T=-Q, (ﬂl@(\zp

3. A polinomok szamelmélete’

Megallapodas. Mostantdl 7 mindig tetszbleges testet jelol, és — hacsak mast
nem mondunk — minden polinomot ezen test felett tekintink.

3.1. Definicié. Legyenek f, g € T[x] polinomok a T test felett.
e oszthatésag: f | g < JheT[x]:g="f"h.
e asszocialtsag: f ~g < f|gésg]|f.
e legnagyobb kozos oszté: d ~ Inko(f, g), ha
KO: d|fésd]|g;
LN: VkeT[x]: (k|fésk|g) = k|d.
e legkisebb kozos tobbszoros: t ~ Ikkt(f, g), ha
KT: f|tésg]|t;
LN: Vke T[x]: (f|késg| k) = t|k.

3.2. Tétel. A T[x] polinomgydirin az oszthatésagi relacié rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

2% s Tx by G v+l = 2O CZX"%—ZM(/

T LT 20t 1
2

(1) reflexiv;
(2) tranzitiv;
(3)Vf,geT[x]: f~g < dceT\{0}: g=cf;

(A)Vf,geT[x]: f|gésg#0 = degf < degg.

3.3. Tétel.

(1) Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié T [x]-en.

(2) A nulla osztalyat kivéve minden asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan
egy fépolinomot.

(3) Az Inko és az Ikkt asszocialtsag erejéig egyértelmd.



3.4. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha f, g € T[x] és g # 0, akkor Iéteznek
olyan egyértelmiien meghatarozott g és r € T [x] polinomok, amelyekre

f=qg+r és degr <degg.
Ebben a maradékos osztasban

e f az osztando;
® g az 0szto;
e ¢ a hanyados;

e r a maradeék.

3.5. Feladat. Osszuk el maradékosan az f polinomot a g polinommal az R[x]

polinomgydirtiben.
f=x3-02, g=x"—2x+1 O&/b\fﬁ //
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3.6. Tétel. Barmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb kdzos osztéja
és legkisebb kozos tobbszorose. A legnagyobb kozds osztéd kiszamithatéd az
euklideszi algoritmussal, és kifejezheté f és g ,linearis kombinaciéjaként”:

Ju,v € T[x]: fu+ gv = Inko(f, g).

3.7. Tétel. Tetszbleges nemzérd f, g, h € T[x] polinomok esetén az fu+gv = h
egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u, v € T[x]| polinomokra

nézve, ha Inko(f, g) | h: X+ ¢ Y C U e @md Aol ) [,
Ju,veT[x]: fu+gv=h <= Inko(f,g)]|h. I

3.8. Definicié. Tetszéleges f, g, m € T[x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens
g-vel modulo m, ham|f—g

f=g (mod m) <= m|f—g.

3.9. Tétel. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié T [x]-en, és két polinom
akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel
osztva.

3.10. Tétel. Tetsz6leges f,g, h € T[x| esetén az fu = h (mod m) linearis
kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg (az u ismeretlen polinomra nézve),

ha Inko(f, m) | h: Mz b (eoh o) v be =5 g,(,(ah)(é
Jue T[x]: fu=h (mod m) <= Inko(f,m)]| h. '

3.11. Definicié. Legyen m € T[x] legalabb els6fokl polinom.
e modulo m maradékosztaly: f ={geT[x]:f=g (mod m)}

e a maradékosztalyok halmaza: T[x]/(m)={f :feT[x]} —Zm=Z/<w>

e miveletek: f+g=Ff+g, —g=—g, f-g="r-g

3.12. Tetel. A fenti miveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok oOsszege
(additiv inverze, szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl
melyik elemet valasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miveletekkel T[x]/(m)
kommutativ egységelemes gydir(it alkot (modulo m maradékosztaly-gyiirii).

3.13. Tétel. Az f € T[x]/(m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik
multiplikativ inverze, ha Inko(f, m) ~ 1. llyenkor a multiplikativ inverz egyértel-
miien meghatarozott.



3.14. Feladat. Hatdrozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztéjat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.

f=x%"+2x°—x*—4x -2, g=x"+x>—x*—2x -2
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3.15. Feladat. Hatarozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztéjat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.
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3.16. Feladat. Készitsiik el meg a Z,[x]/(x? + x + 1) maradékosztaly-gyiiriiben
az 0sszeadas és a szorzas miuvelettablazatat.
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3.17. Feladat. Hatarozzuk meg az f maradékosztaly multiplikativ inverzét a
Zs[x]/{m) maradékosztaly-gyiriiben. Hany eleme van ennek a gydriinek?

f=2x>—3x+2, m=x>+1
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4. Polinomfiiggvények, gyokok
4.1. Definicié. Legyen f = a,x" 4+ --- + aix + ap € T [x] polinom.
e Az f polinom c € T helyen vett helyettesitési értéke:
f(c)=anc"+---+ac+aeT.
e Az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
f:T—>T,c— f(c).

e A ceT elem gyoke az f € T[x] polinomnak, ha f(c) =0.

4.2. Példa. Az f = x? € Zo[x] és g = x> € Z»[x] polinomokhoz ugyanaz a
polinomfliggvény tartozik:

o St &
Zy — 7o, 00, 1~ 1. Y’ Wre

4.3. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és a € T esetén l

fl@)=0 < x—al|f. e L=(rvet)(...)

Bizonyitas. Osszuk el f-et maradékosan (x — a)-val.

‘€=<K‘d)-ﬁ/‘l“7" o(ijm’<7’ata2 'Y“€Ok3fu'ﬂ
wmott o) oA ot
o
€ ()=

{:(uh()(:)m:oés))(*xlf .

4.4. Kovetkezmény. Tetszbleges f, g € T[x] polinomok esetén f és g kozos
gyokei ugyanazok, mint Inko(f, g) gyokei.
ol

Bizonyitas.
£(t)=0 & 6(04):0 éi—> o 4 zu/g
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4.5. Kovetkezmény. Ha f € T[x] és aq,..., ax € T paronként kiilonb6z6
elemek, akkor

flar) =...=f(ax) =0 <= (x—a1)-...-(x—ax) | T.
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4.6. Kovetkezmény. Ha a nemnulla f € T[x]| polinom fokszama n, akkor
legfeljebb n kiilonbozé gyoke van a T testben.

Bizonyitas. &f,,‘ﬂr o(,“o(u._./O(/_ C\’t% Ve -F—*&(

~ ). ( %M—Q/)f
O@ﬁ(Si: 1)- '(:;:(4) [;Ccé’é‘p (\_;K{’/{ezpid
L—&Lﬂ . 4)) £ o4 e 4,357

n
4.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f € T[x] polinomnak az a € T elem
k-szoros gyoke, ha

(x —a)* | f de (x — )kt tf.

A k szamot az o gyok multiplicitasanak nevezziik.

4.8. Megjegyzés. Megengedjiik a k = 0 esetet is: o pontosan akkor nullaszoros
gyok, ha nem gyok.



4.9. Feladat. Hanyszoros gycke ¢ = 2 az f = x° —5x*+7x3—2x?>+4x—8 € R[x]
polinomnak?
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4.10. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 2 az f = x*+2x+3 € Zs[x] polinomnak?

OIO23 .5
12‘2\#1/043“ (2

=22 nes &y e £one KLl
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4.11. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 3 az f = x*+2x+3 € Zs[x] polinomnak?
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5. Irreducibilis polinomok

Emlékeztet6. A polinomokat egy tetszbleges T test felett tekintjik (pl. T = C,
T=R, T=Q, T=17Z,).

5.1. Definicié. Az f € T[x] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak
Ggy bonthatd két polinom szorzatara, hogy az egyik tényezé asszocialt f-hez.
Ekkor a masik tényez6 sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trivialis fakto-
rizaciorol beszélink. Formalisan:

Vg, he T[x]: f =gh = (g~ f vagy h~ f).
Lot g~

5.2. Definicié. Az f € T [x] polinom prim, ha legalabb elséfok, és valahanyszor
osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének.
Formalisan:

Vg, he T[x]: f|gh = (f|gvagy f | h).

5.3. Tétel. Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvi-
valens.

5.4. Tétel. Minden legalabb els6fokl T feletti polinom felbonthaté irreducibilis
polinomok szorzatara. Ez a felbontas a tényezdk sorrendjétél és asszocialtsagtol
eltekintve egyértelmien meghatarozott, azazha py-...-pp €s qi-. . .-gn Ugyanazon
polinom két irreducibilis faktorizaci¢ja, akkor n = m, és létezik olyan m € S5,
permutacio, hogy p; ~ gr;y minden /1 =1, ..., n esetén.

5.5. Tétel. Egy legalabb els6fokd f € T[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha f nem bonthaté deg f-nél kisebb fokszam( polinomok szorzatara.

Bizonyitas. Ha test feletti polinomokrol van szé, akkor a felbontas (nem)trivialis
volta csak a fokszamoktdl fligg:

e f = gh trividlis felbontas, ha degg = deg f és deg h = 0, vagy forditva;

e f = gh nemtrivialis felbontas, ha 1 < degg,degh < degf. []
g/AR S YN A= dex 244 A2 A 244
p g £ Ynf-g x (2 x ﬂé 2.)(*;(

5.6. Tétel. Az els6fokl polinomok barmely test felett irreducibilisek.

frouit =0 «-b Llu)20 gy -a 48y ~x- (&) =k
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5.7. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és degff > 2, akkor f-nek nincs gyoke.
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5.8. Tétel. Ha f € T[x]| és 2 < degf < 3] akkor f pontosan akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.
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5.9. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot.

F=h0+ 3~ 2¢ b x 1€ Zelxl. Z.= 40,642,344
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1411413 o/ 4o =fru Fle 0 (x5 243% 1)
14112 [1]4 Pplo < (t-1)- (3
All1]3]a 3(2
1[4 | v )
’i 4 -Z.g :[r—'f)-[x%)
el 01z —
ullfu] 2 o £ = Cc)(e) () (4 6x12)
AKX L’/ — \>
e e
C'O\‘VLZraD%’L'

'=') L‘/W -



5.10. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot

f=x"+x*+1¢€Zx].

7,_=€a,,(J
779 -c(O):/(, L(f)=414+1=4
(- wd wihe F=g4
l{: /{1"3—
« =3+ 1
(4—-.%«‘;\

5.11. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot.
f=x"+x+1¢€Z[x].

Loyt fULA 2 do new (m oBry

-(\':(XZ-\‘ )<-(-4)2 (Z_:')—ﬁ c")’Yb/-



6. Irreducibilis polinomok C felett, Viete-formulak

6.1. Tétel (az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfok( komplex egyiitthatos
polinomnak van gyoke a komplex szamok testében.

6.2. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az els6fokd polinomok
irreducibilisek.

6.3. Kovetkezmény.

(1) Minden legalabb elséfokd komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok
szorzatara bomlik.

(2)Ha f = a,x" 4+ -4+ aix+ a € Clx] (n > 1,a, # 0), akkor f-nek
multiplicitassal szamolva pontosan n gyoke van.

(3) Ha ezek a gyokok ar, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitasa), akkor f = a,-(x—a1)-...-(x—a,). Ezt nevezziik a polinom
gyoktényez6s felbontasanak.

6.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi polinom gyokeinek négyzetosszegét.

f=3x34+6x°+24x + 18

Ha a gyokok o, ap, az € C, akkor
f=3x>4+6x>+24x+18=3-(x—a1) - (x— ) - (x —a3) =
=3 (x° = (a1 + @z + a3)x” + (@100 + a1Q3 + 00a3)X — 1 A03).
-7 8 —C

Ebbdl kovetkezik, hogy

a1+ oo+ a3z = —Z Q10 + 13 + Qi3 = 8 1003 = —é

Ezekbdl ki tudjuk fejezni a gyokok négyzetosszegét:

L
ajtos+as :// (st Folpto, ) 2_%9/14011%4%013) ~(-2)-28 =—12

/\_/\____,____7
2
ot otytel ) s X% oo «~o‘f N 2@(0‘:,* L 4“»“3)



6.5. Tétel (Viete-formulak). Legyenek az n-edfokd
f=x"+a,_1xX" 14+ +ax+a € Clx]

fépolinom komplex gyokei a, . . ., a, (mindegyiket annyiszor feltlintetve, amennyi
a multiplicitasa). Ekkor fennallnak az alabbi 0sszefiiggések:
—adp—1 =01+ 0+ -+ Qap;
dp—2 = 010 + 103 + - + Ap—10p;,

—adp-3 = 01003 + Q10004 + -+ + Qp20p_1Qp;

(—1)"tay = @100+ 2@t + Q100 -+ QpoQy + -+ Q3 - 01Oy
(—=1)"ag = ar0p03+ - - 01t
6.6. Megjegyzés. A fenti képleteket Viete-formulaknak hivjuk. A k-adik sor

bal oldalan (—1)%a,_x all, a jobb oldalon pedig az a;, . . ., a, betlikbdl képezett
0sszes k-tényez@s szorzat o0sszege, tehat egy ( ) -tagl osszeg. Formalisan:

k — E (
(—1) dn—Kk = A Oy = O
1<i<bh<-<ik<n

6.7. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzataraaz f = x3—1
polinomot.
{3

O -1 oL =1 I3 -
s ¥\(314 eirE Cie g
- € petet - £5 (x=1V (=) (X-3) =
ol =(-1) (4 (7)Y +xZ )=
A (e (e x4 %) =
A 7
Rt { = )Tt R e
“ C

T.eT,, TeT,xICT,[¥]
AL in. T, felitt = { in T, feb# C - Hesblebls Yo -
B 'Fl’W T W*){L'MTW\/ D‘Z‘??L‘!Q&.o. er



7. lrreducibilis polinomok R felett

7.1. Tétel. A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugalt parokban

lépnek fel:

Vi eR[x] VzeC: f(z) =0 = f(Z)=0.
Bizonyitas.
T(zV= g’ - ¥ 02400 = (a. ER)

n

— —
—

10‘9\-2 \_—"4&4'2*—5\9:

a7+ G0, =F(2)

& = O

[]

7.2. Kovetkezmény. Egy valds egylitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis
a valdés szamok teste felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfok( polinom, melynek
nincs valds gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kovetkezék:

oax+b(a,b€@,a;é0);t/
oax2+bx+c(a,b,CEC,a#O,b2—4aC<O)./
Bizonyitas.
The L€ £y
1) e wls ol o(é(glJ(OL|>O=)‘C:(X‘O‘)'(---)

=,1€ e ()~
2) nin ol Mo b “ié\lﬂl&f(oébo - {(Z)=0-
=
e @-P:(x_d—\-(k—:c\'(-'-)

—

= (&2 fest-X t (x ﬁ( i )
\.,-\/—V‘—J N

€ QT_)(’L — € i@]D
=) 'F M (m



7.3. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzatara az f = x*+1
polinomot.

@ KO =t
11
A x “B'E TR
7 Lo (et) (=) (573 (x-[7
Y Cpd = (e )
(s of

g fetot 0= 2 A (e Bxt 1)

7.4. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzatara az
f = x® — 27 polinomot.

(HEERVE! <=3 (502 -6 (150

2

) A ) @WC(X ) (x+33) (@f)-(kﬁ)-fm)
L——\,

R letlt: (v—3). (x+I2) /(2 (=
-2 N W \\i—\/)_(\/jS <X —‘[i“'gw (X"‘QHZ

N
¥ @W.' (x=3) (x 473 x% 3)
(‘3 oL e g__v\/

‘-%@_W/ (nr (Qf,(gu? /

o (= (o ) (e + %L)

5(£—2q = Q(b)]— 11 =
= (1K33). (< + 5% 6)(




8. Irreducibilis polinomok Q felett

8.1. Példa (Q felett minden polinom asszocialt egy Z felettihez).

15X2+45X+5 B 6OX2_|_315X+70_
7 4 2 28 28 28

1
— %(60% + 315x + 70) ~ 60x” + 315x + 70

= 5(12x% 4+ 63x + 14) ~ 12x* + 63x + 14

8.2. Feladat. Keressiik meg az f = 2x° + 3x* — 7x® — 3x? 4 8x — 12 polinom
racionalis gyokeit. o = L _

_ . . 9 ’ | v _ -
O’@(%’)\Z.%F +3_;/_R~}_7f?\3$/+—?_7: 12 /7/5

RS o CAV- A% -2 ~2 ~2
T2

Rpragre (L= (« ~-2))" (x - —%) . <lx(f2x+2z/ (“Z)'?ng)/xz_,m)
e~

noe W‘wa{.c.

\

& 2-=dp’

=0 ¢y @ [t




8.3. Teétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,x" + -+ -+ a1x + ag egy tetszéleges
egész egyutthatés polinom. Ha g egy egyszer(sithetetlen tort alakjaban felirt
racionalis szam (azaz p, g € Z, q # 0 és Inko(p, g) = 1), akkor

f(g)zo — q|apésp]| ao

Specialisan: egész egylitthatos fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy g gyoke f-nek (Inko(p, g) = 1).

n n—1
0=#(B) =0t o st al b

Szorozzunk be g"-nel:

0= ap"+aap" g+ -+apg” L + &g
p| = p| = pla
Hasonldan:
3 n i 3. n—1 L. 43 n—1_|_a n_O
nP dn—1Pp g g 1Pq 0d =
gla, <= q| < q |

8.4. Feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis tényezb6k szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x"+5x% +4x> + 13x* + 54x° + 84x° + 54x + 12

()\OLLE ‘ 01/(2/ Y Pl’ll

q=12 |p=3 f2 +3 $LE¢, 1)

Lo 247 444 142 £ £2
—‘[/- {:_, ?—, z,_-—[\,—c( JL/ 2 7
S CIRIEATERN R ) YR VAT
A L\344ZH2 L |12] O m
—A (4 Ol 12130l12 {O cam ¢

-1[1

2
2 [ 1] 14] 15] 2

‘ it (2esd)- (X e 12
2iolal7 ) 0 (F= 02 L@QMQ

- | st X b Gxt 12=(om ) (ReCapdl = nte 7o tof




8.5. Tétel (Gauss-lemma). Ha egy legalabb elséfokii egész egyiitthatos polinom
nem bonthaté fel nala kisebb fokszamu egész egyutthatds polinomok szorzatara,
akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont.

Formalisan: ha f € Z[x] és deg f = n > 1, akkor az alabbi két allitas ekvivalens:

(1)3g.h€ Z|x] : f =ghés 0 < degg,degh < n; A (OD(2) trve
B: (2)=)(1) tri

Al
(2)dg,h e Q[x] : f =ghés 0 < degg,degh < n. C : Mithokb Lo ..
8.6. Példa. D E377 sew Lo
72x° — 102x* — 2244x3 4 208x° — 1036x — 280 =

+ X +3)- x—112) =

= 2(12x* 4+ 63x + 14) - 38(3x® — 20x% + 8x — 10) =

256 (12x2 4 63x + 14)(3x% — 20x* + 8x — 10) =

=  2-(12x>+63x+ 14)(3x® — 20x* 4+ 8x — 10) =
\N—_ 2
= (24x% 4 126x + 28) - (3x> — 20x° + 8x — 10)
— —_—
~{n

N
8.7. Definicio. Azt mon;gLuk, hogy a p primszam pontos osztoja az a egész
szamnak, ha a oszthaté p-vel, de p?-tel mar nem. Jelolés: p || a.

8.8. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+ - -+ aix+ ap € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

| ;@ Ve pT_an. élan_l, ... plan pl ao,
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

8.9. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis
n-edfok( polinom.

Bizonyitas. - X*e2 s-6 ps2 0 244 2o, .. 2le, 2l2 ]

8.10. Tétel (muivdtivd izstilidioubami slst-nistenszid—nnemanorae). Legyen
f=ayx"+ -+ ax+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre

p” an» p|an—1: LR | ,D|31, p+aO;
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.



8.11. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=5x2—5x"+4x>—2x—2
RoLlt: IS pl-2 =~ P . Lf4o v1 1
PP g BhHg =

Y- ’{

Hokdgp. me)j

ek cm. S-C (’92,

8.12. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f =2x" —3x" 4+ 69x — 12

Rolz q(2, pl-12 %/ L2 47 416+

S-& V’:B =" —C A .
8.13. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot:

f=x°-27

RoO( (e - "1/”1 r° [23 £‘7/ £ 4 13, 89,123

Yo avod naws

a:. .- -
R« Cx=Vs) (¢ Ja)-(&% Gr+3)-(kz+~f3k+3)
—~ ~— \/y\/
Q- 3l (Ce1xl o)
R v — 7



8.14. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+- -+ aix+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

@1 p|an—11 R p|321 p|31, m

akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Bizonyitas. Tth. van megfelel6é p primszam, de f mégsem irreducibilis Q felett.
Ekkor, a Gauss-lemma szerint |éteznek olyan egész egylitthatds g, h polinomok,
amelyekre f = gh és 1 < degg,degh < n. Legyen

g:bkxk+bk_1xk—1+..-—}—b2X2+b1X+b0EZ[X] 0115(7
, [#{
h=cx*+ x4 4 X+ cfx + & € Z[X] 06"5&:6<VL

Vizsgaljuk az f = gh egyenl6séget egyiitthatonként: (4 ¢ ( =M)
0 f’ e
X A : boCo =2 p@@rﬂm
1 -
X ¢ L. 6uCo+GoC,) => o \baCo Lo v pPlc

el @55 6,00 0010 0) = plb,c, M3 ey v o
vi;(_ @—- butotln D) = p Uy p gy v ple

n

X oL O\»=@€ => ((0\0,_ {7/



9. Egyszerii algebrai bévités, véges testek

9.1. Példa. Az m = x> + x + 1 € Zy[x] polinomnak nincs gyoke Zy-ben, ezért
irreducibilis Z, felett (hiszen csak masodfok(). Bévitsiik ki a Z, = {0, 1} testet

K =1{0,1,«a, testté:
aJ { OC,B} estte GF{Q}:—[<:ZL(0()
7‘1 —I—Ol[aﬁ 'Olfocﬁ .
e 00 1fas 00 0lo 0 X *+*#1=0
> 11 0/8 o 110 1la B
" ala B 0 1 al0 a B 1
/: BB a1 O ,80,8104/_\/(1/_,*"1:&9
A 4 o

Ebben a testben mar van gyoke az m polinomnak: m(a) = a? +a+1=0.

A K test izomorf a Zo[x]/(x?> + x + 1) testtel; hogy ezt lassuk, csak be kell
vezetnia 0:=0, 1:=1, a:=X, B:=x+ 1 jeloléseket:

+ |0 1 & f o T L /2

0 0 1 L A 0 |0 O© 0 0

1 1 0 /3 o 1 |0 1 x

= | X 7 0 1 K_ |0 = /1 1

/5 [é x 1 0 /g 0 & 1 o4
Wlot )= a(F)= @ m e 1 s-m( -0 =0

9.2. Tétel. A T[x]/(m) maradékosztaly-gy(rl akkor és csak akkor test, ha az
m € T[x] polinom irreducibilis T felett.  "Z,. t L &) w- pat

9.3. Tétel. Legyen T test, m € T[x] irreducibilis polinom, deg f = n. Ekkor a
K = T[x]/{m) maradékosztaly-gy(ir( olyan test, amelyben az m polinomnak van

. . Ve o /‘ Ve \————_‘
gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap X" 1+--+ax+a (ap1,..., a€T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p". ‘/

Bizonyitas.  x ="y

Lige~r wnz © (C~JU~)



d% Y,

9.4. Kovetkezmény. Tetszéleges T test és m €°T [x] irreducibilis polinom esetén
letezik olyan K test, amelyre

(1) K bovitése T-nek, azaz K O T;

(2) létezik olyan a € K elem, amely gyoke m-nek;

(3) K elemei egyértelmden eléallnak a,_1a" 1 +---+aja+ap (an-1, . .., acT)
alakban, ahol n =degf. /

Bizonyitas. Legyen K = T[x]/{m). X

(1) K-ban {@:ae€ T C T[x] } egy T-vel izomorf résztest.

(2) Legyen a = X, ekkor m(a) = m(x) = m(x) =0, hiszen m=0 (mod m).

(3) K elemei egyértelm(ien eléallnak igy (a,_1, ..., ap € T egyiitthatokkal):

- 1 S —

an1x" 1+ +ax+a = a1 X" +---+ax+a =

ap X" e aX 4 ag =

= a0 4+ a0 + ap. ]

9.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test T-b6l az a elem adjungalasaval
keletkezik (jelolés: K = T(a)), és az ilyen moédon el6alld testeket T egyszerii
algebrai bévitéseinek nevezzik.

9.6. Példa. Mivel az x> + 1 polinom irreducibilis R felett, a K := R[x]/(x? + 1)
maradékosztaly-gydri test. u S

e elemek: a+ bx (a, b € R); d’ — [Q(I)

e szamolasi szabaly: x2+1 = 0.
Menjunk le alfaba. ..
e clemek: a+ ba (a, b € R);

‘L
e szamolasi szabaly: a®?+1=0. & —_4 o« =



9.7. Példa. Mivel m := x3 — 2 irreducibilis Q felett, a K := Q[x]/(x® — 2)
maradékosztaly-gydri test.

e clemek: a+ bx + cx? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: x3 —2 = 0.

. . . . 1
Euklideszi algoritmussal kiszamitottuk, hogy x2 —2x +1 =~ =5 + 4x + 3x2.

Menjiink le alfaba. . . — o+ 24 @ ) <R

e clemek: a+ ba + ca? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: a® —2 = 0. ot%:z,
A fenti inverz alfas felirdsa: (a? —2a +1)7! =5+ 4a + 3a°.
0(:}/\2 m-‘ T4 @4 1y
9.8. Tétel. Akkor és csak akkor létezik g-elemd test, ha g primhatvany.
Bizonyitas.

e akkor: Ha g = p”, akkor K := Z,[x]/(m) jo lesz tetszbleges m € Z,|x]
irreducibilis n-edfokd polinom esetén. (Nem trivialis, hogy van ilyen!)

e csak akkor: Ha K egy véges test, akkor a legkisebb részteste izomorf Z ,-vel
valamilyen p primszamra (nem trivialis!), és K vektorteret alkot ezen test
felett, igy |K| = p", ahol n = dim K. []

9.9. Megjegyzés. Tetsz6leges g primhatvany esetén izomorfia erejéig egyetlen

g-elem(i test létezik. Jelolés: GF(q). G&[\)L-j :F‘\Clol
9.10. Példa.

o GF(2) > 7,
o GF(3) = 7,

o GF(4) = Zs[x]/ (x> + x + 1)

o GF(5) = Zs

e GF(6) nem létezik

o GF(7) 2 Z; \

o GF(8) 2 Zu[x]/(xt W4 1) ~ ZolX1/ (¢ e x % 1)

nﬂ‘ adn \<L+x +i



10. Lagrange-iterpolacio

10.1. Tétel. Egy test feletti nemnulla polinomnak nem lehet tobb gyoke, mint
amennyi a fokszama.

40
Bizonyitas. o(4,.,.(ot;"ﬂa<.<,; f-ref =)

=3 (r~snl - ) [ €, 5 4 < dan ! =

10.2. Kovetkezmény. Ha az f, g € T[x] polinomok legfeljebb n-edfoklak, és
n + 1 kulonbozé helyen ugyanaz a helyettesitési értékik, akkor f = g.

Bizonyitas. A h := f — g polinom legfeljebb n-edfokl és legalabb n + 1 gyoke
van, ezért a fenti tétel szerint h = 0. []

10.3. Kovetkezmény. Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor
és csak akkor egyenld, ha a hozzajuk tartozé polinomfliggvények megegyeznek.

10.4. Megjegyzés. Ha a T test véges, akkor viszont mindig talalhaték kiilonbozé
T feletti polinomok, amelyekhez ugyanaz a polinomfliggvény tartozik, pl. ha
T =A{a1,..., ag}, akkoraz f =0ésg=(x—a1) ... - (x —aq) polinomokhoz
ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (konstans nulla).

10.5. Tétel (Lagrange-interpolacio). Tetszéleges ay, .. ., apr1 paronként ku-
1onboz6 és by, ..., b,i1 (nem feltétleniil kiilonboz6) T-beli elemekhez |étezik
pontosan egy f € T|[x]| legfeljebb n-edfokl( polinom, amelyre f(a;) = b; teljesiil
1=1,..., n—+ 1 esetén.

Bizonyitas. Tekintslik az alabbi f; € T[x] polinomokat (i =1, ..., n+1):

(X—al)-...-(X—a,_l)-(x—a,+1)-...-(X—anH)

f;' = b,’ : .
(ai—a1)...-(a—ai-1) (ai—ait1) ...~ (ai — any1)

Ekkor f; értéke az a; helyen:

Tehataz f = fi + -+ + f,1 polinom megfelel6 lesz:

fla) =fa) +--+fia(a) + f(a) + fa(a) + -+ frra(a) =
=0+--4+0+b+0+---+0=b;. [
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11. Derivalt, tobbszoros gyokok
11.1. Definicié. Az f = a,x" 4+ -+ 4+ a;x + ag € T[x] polinom derivaltjan az
f' = na,x"! 4+ ... 4+ 2a,x + a; polinomot értjiik.
Jeldlés. A k-adik derivaltat f%) jelsli, az f(V) = ' és f(O) = f megallapodassal.

11.2. Tétel. Tetszéleges f, g € T[x] polinomokra és k pozitiv egész szamra
érvényesek az alabbi derivalasi szabalyok:

(1) (F+g) =F+,
(2) (F-g) =F-g+f-g"

(3) (FXY = k- FK1f, \

AN
11.3. Tétel. Ha az o komplex szam k-szoros gyoke az f € C[x] polinomnak,
akkor (k — 1)-szeres gyoke f’-nek. (Ha k = 1, akkor o nem gyoke f’-nek.)

Bizonyitas. TJ{\- \C = [V‘O‘\’{- g &o %(o(\:ﬁo'

£zl ot lr-ﬂ“'g’ = (k-1 (w )
X =N :

O E 43&9: &-BLM 4 (ot ~ot): 3‘@%

11.4. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditasa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan
gyokel is, amelyekért nem f tobbszoros gyokei a ,felel6sek”.

11.5. Kovetkezmény. Az f € C[x] polinom a gyokének multiplicitasa nem mas,
mint a legkisebb olyan k nemnegativ egész, amelyre f(k)(a) =# 0, azaz a akkor
és csak akkor k-szoros gyok, ha

fla)=f'(a)=---=f Da)=0, de fR(a)#£D0.

11.6. Feladat. Hanyszoros gyoke o =2 az f = x> — 5x* + 7x3 — 2x%> 4+ 4x — 8
polinomnak?

f2x- 5 P-4 hx-8 4(21=0 o
.C{:§><U\~ 21O\, 2K~ Axk VAR, =7 port-
=~ 9 ox - 60X 4+ “2y-4 _(j” (2) =0 Ww 09

(" GOx - 1a0xt 1l =42 52



11.7. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyitthatokat gy, hogy teljesiiljon
az alabbi oszthatdsag. _@

(x+2)? [x*+ax® +bx*+4 /w( [)wVLT/Y]C
bt ¢ |
N e Jorh  od jone

/\\\ (
J@(-zh—gl‘n gt(-’t\ﬂ() <, C(—@\%O

£= %ol s § \C(_L):’{é“?G+LLK—(’L\=O (1)
Luy ettt {en)s pta=46 =0

(4 8a-Gd-= QOE OT:Z)/():/l

)

Q’L\ AQ_O\"L\G =31
£ = (x=)- (x-p) Cx—ar\z-(x’§§- (K—él)Y
3
f= Cep) e eV (K87
|
(€)= (e (<) (xE)
_,F/— = (kwl\'()('[ﬂ' (Y (=5 (- )
')

11.8. Kovetkezmény. Az o komplex szam akkor és csak akkor tobbszoros gyoke
az f € C[x] polinomnak, ha gyoke Inko(f, f')-nak.

11.9. Kovetkezmény. Barmely legalabb elséfoki f € C[x] polinomra az W

polinom gyokel ugyanazok, mint f gyokei, de mindegyik egyszeres gyok.

11.10. Kovetkezmény. Ha T szamtest, azaz T < C, és f € T[x] irreducibilis T
felett, akkor f-nek minden komplex gyoke egyszeres.



11.11. Feladat. Hatarozzuk meg az f = x®> — 10x® — 20x? — 15x — 4 € C|x]
polinom (tobbszords) gyokeit és a gyokok multiplicitasat.

“C(: Sx 30t~ 413~ x-Cx- 8 x =2
(£4)= ¢ & /ee.e)="

£ ‘ 1/5_
fM N —
<X5’4OX$—QOxL—4SX ‘4)'.()(6'_6')(7"8 X-—3)=)(

XS\"' éXg- 8)(2'-— 3K
LR A2k a2kt~ X 3N o ~ ()= (xm%
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2.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyiitthatok értékét gy, hogy teljesiiljon az oszthatosag
R[z]-ben.

(a) (z—1)(z
(b) (z=2)(z
(c) (z=2)(x
(d) (z+1)(z

+2) | ax® + 22 + bx + 3;

+1) |ax® — 2?2 + br + 4; = 'F
—3) | az® + ba? + x — 4;

+2) | 2% + ax® + br — 1.

(4)  x-2)0u0)|f @ £(2) = f£60)-
.e('l, = 0\~A+%4[\ =0 (A/
L= ~a-A=G+1 =0 (o)

) Sounk=0] @ b=

) kb "

fecdx]
2.10. Feladat. Adjunk meg minimalis fokszamu f € R[z| polinomot, amelynek

(a) a 2 kétszeres, a —1 és a 2 + i egyszeres gyoke;
(b) az i haromszoros, a 3 + i egyszeres gyoke;
(¢) az 1+ i haromszoros, a —2 kétszeres, az i egyszeres gyoke.

() L= (x- (“23\ (x-(2)) - (x-2) ¢ RC¥)
7 3 Z . :
£o (k-1 (¢ = (4= - (- (-3). (e=3) (x=(2))

=(x*-2x + ?«)’S' (x +2). (¥4

(x-ot\ (-3 )= (K=2LReot X+ (o)



