5. Irreducibilis polinomok

Emlékeztet6. A polinomokat egy tetszbleges T test felett tekintjik (pl. T = C,
T=R, T=Q, T=17Z,).

5.1. Definicié. Az f € T[x] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak
Ggy bonthatd két polinom szorzatara, hogy az egyik tényezé asszocialt f-hez.
Ekkor a masik tényez6 sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trivialis fakto-
rizaciorol beszélink. Formalisan:

Vg, he T[x]: f =gh = (g~ f vagy h~ f).
Lot g~

5.2. Definicié. Az f € T [x] polinom prim, ha legalabb elséfok, és valahanyszor
osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezdjének.
Formalisan:

Vg, he T[x]: f|gh = (f|gvagy f | h).

5.3. Tétel. Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvi-
valens.

5.4. Tétel. Minden legalabb els6fokl T feletti polinom felbonthaté irreducibilis
polinomok szorzatara. Ez a felbontas a tényezdk sorrendjétél és asszocialtsagtol
eltekintve egyértelmien meghatarozott, azazha py-...-pp €s qi-. . .-gn Ugyanazon
polinom két irreducibilis faktorizaci¢ja, akkor n = m, és létezik olyan m € S5,
permutacio, hogy p; ~ gr;y minden /1 =1, ..., n esetén.

5.5. Tétel. Egy legalabb els6fokd f € T[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha f nem bonthaté deg f-nél kisebb fokszam( polinomok szorzatara.

Bizonyitas. Ha test feletti polinomokrol van szé, akkor a felbontas (nem)trivialis
volta csak a fokszamoktdl fligg:

e f = gh trividlis felbontas, ha degg = deg f és deg h = 0, vagy forditva;

e f = gh nemtrivialis felbontas, ha 1 < degg,degh < degf. []
g/AR S YN A= dex 244 A2 A 244
p g £ Ynf-g x (2 x ﬂé 2.)(*;(

5.6. Tétel. Az els6fokl polinomok barmely test felett irreducibilisek.
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5.7. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és degff > 2, akkor f-nek nincs gyoke.
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5.8. Tétel. Ha f € T[x]| és 2 < degf < 3] akkor f pontosan akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.
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5.9. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot.

F=h0+ 3~ 2¢ b x 1€ Zelxl. Z.= 40,642,344
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5.10. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot

f=x"+x*+1¢€Zx].
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5.11. Feladat. Bontsuk irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot.
f=x"+x+1¢€Z[x].
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6. Irreducibilis polinomok C felett, Viete-formulak

6.1. Tétel (az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfok( komplex egyiitthatos
polinomnak van gyoke a komplex szamok testében.

6.2. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az els6fokd polinomok
irreducibilisek.

6.3. Kovetkezmény.

(1) Minden legalabb elséfokd komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok
szorzatara bomlik.

(2)Ha f = a,x" 4+ -4+ aix+ a € Clx] (n > 1,a, # 0), akkor f-nek
multiplicitassal szamolva pontosan n gyoke van.

(3) Ha ezek a gyokok ar, ..., a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitasa), akkor f = a,-(x—a1)-...-(x—a,). Ezt nevezziik a polinom
gyoktényez6s felbontasanak.

6.4. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi polinom gyokeinek négyzetosszegét.

f=3x34+6x°+24x + 18

Ha a gyokok o, ap, az € C, akkor
f=3x>4+6x>+24x+18=3-(x—a1) - (x— ) - (x —a3) =
=3 (x° = (a1 + @z + a3)x” + (@100 + a1Q3 + 00a3)X — 1 A03).
-7 8 —C

Ebbdl kovetkezik, hogy

a1+ oo+ a3z = —Z Q10 + 13 + Qi3 = 8 1003 = —é

Ezekbdl ki tudjuk fejezni a gyokok négyzetosszegét:
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6.5. Tétel (Viete-formulak). Legyenek az n-edfokd
f=x"+a,_1xX" 14+ +ax+a € Clx]

fépolinom komplex gyokei a, . . ., a, (mindegyiket annyiszor feltlintetve, amennyi
a multiplicitasa). Ekkor fennallnak az alabbi 0sszefiiggések:
—adp—1 =01+ 0+ -+ Qap;
dp—2 = 010 + 103 + - + Ap—10p;,

—adp-3 = 01003 + Q10004 + -+ + Qp20p_1Qp;

(—1)"tay = @100+ 2@t + Q100 -+ QpoQy + -+ Q3 - 01Oy
(—=1)"ag = ar0p03+ - - 01t
6.6. Megjegyzés. A fenti képleteket Viete-formulaknak hivjuk. A k-adik sor

bal oldalan (—1)%a,_x all, a jobb oldalon pedig az a;, . . ., a, betlikbdl képezett
0sszes k-tényez@s szorzat o0sszege, tehat egy ( ) -tagl osszeg. Formalisan:

k — E (
(—1) dn—Kk = A Oy = O
1<i<bh<-<ik<n

6.7. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzataraaz f = x3—1
polinomot.
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7. lrreducibilis polinomok R felett

7.1. Tétel. A valés polinomok nemvalds gyokei komplex konjugalt parokban

lépnek fel:

Vi eR[x] VzeC: f(z) =0 = f(Z)=0.
Bizonyitas.
T(zV= g’ - ¥ 02400 = (a. ER)
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7.2. Kovetkezmény. Egy valds egylitthatés polinom pontosan akkor irreducibilis
a valdés szamok teste felett, ha els6fokd, vagy olyan masodfok( polinom, melynek
nincs valds gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kovetkezék:

oax+b(a,b€@,a;é0);t/
oax2+bx+c(a,b,CEC,a#O,b2—4aC<O)./
Bizonyitas.
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7.3. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzatara az f = x*+1
polinomot.
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7.4. Feladat. Bontsuk C és R felett irreducibilis tényezék szorzatara az
f = x® — 27 polinomot.
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8. Irreducibilis polinomok Q felett

8.1. Példa (Q felett minden polinom asszocialt egy Z felettihez).

15X2+45X+5 B 6OX2_|_315X+70_
7 4 2 28 28 28

1
— %(60% + 315x + 70) ~ 60x” + 315x + 70

= 5(12x% 4+ 63x + 14) ~ 12x* + 63x + 14

8.2. Feladat. Keressiik meg az f = 2x° + 3x* — 7x® — 3x? 4 8x — 12 polinom
racionalis gyokeit. o = L _
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8.3. Teétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,x" + -+ -+ a1x + ag egy tetszéleges
egész egyutthatés polinom. Ha g egy egyszer(sithetetlen tort alakjaban felirt
racionalis szam (azaz p, g € Z, q # 0 és Inko(p, g) = 1), akkor

f(g)zo — q|apésp]| ao

Specialisan: egész egylitthatos fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.

Bizonyitas. Tegyik fel, hogy g gyoke f-nek (Inko(p, g) = 1).

n n—1
0=#(B) =0t o st al b

Szorozzunk be g"-nel:

0= ap"+aap" g+ -+apg” L + &g
p| = p| = pla
Hasonldan:
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gla, <= q| < q |

8.4. Feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis tényezb6k szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x"+5x% +4x> + 13x* + 54x° + 84x° + 54x + 12
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8.5. Tétel (Gauss-lemma). Ha egy legalabb elséfokii egész egyiitthatos polinom
nem bonthaté fel nala kisebb fokszamu egész egyutthatds polinomok szorzatara,
akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont.

Formalisan: ha f € Z[x] és deg f = n > 1, akkor az alabbi két allitas ekvivalens:

(1)3g.h€ Z|x] : f =ghés 0 < degg,degh < n; A (OD(2) trve
B: (2)=)(1) tri

Al
(2)dg,h e Q[x] : f =ghés 0 < degg,degh < n. C : Mithokb Lo ..
8.6. Példa. D E377 sew Lo
72x° — 102x* — 2244x3 4 208x° — 1036x — 280 =

+ X +3)- x—112) =

= 2(12x* 4+ 63x + 14) - 38(3x® — 20x% + 8x — 10) =

256 (12x2 4 63x + 14)(3x% — 20x* + 8x — 10) =

=  2-(12x>+63x+ 14)(3x® — 20x* 4+ 8x — 10) =
\N—_ 2
= (24x% 4 126x + 28) - (3x> — 20x° + 8x — 10)
— —_—
~{n

N
8.7. Definicio. Azt mon;gLuk, hogy a p primszam pontos osztoja az a egész
szamnak, ha a oszthaté p-vel, de p?-tel mar nem. Jelolés: p || a.

8.8. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+ - -+ aix+ ap € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

| ;@ Ve pT_an. élan_l, ... plan pl ao,
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

8.9. Kovetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis
n-edfok( polinom.

Bizonyitas. - X*e2 s-6 ps2 0 244 2o, .. 2le, 2l2 ]

8.10. Tétel (muivdtivd izstilidioubami slst-nistenszid—nnemanorae). Legyen
f=ayx"+ -+ ax+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre

p” an» p|an—1: LR | ,D|31, p+aO;
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.



8.11. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f=5x2—5x"+4x>—2x—2
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8.12. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez&k szorzatara az alabbi polinomot:

f =2x" —3x" 4+ 69x — 12

Rolz q(2, pl-12 %/ L2 47 416+

S-& V’:B =" —C A .
8.13. Feladat. Bontsuk QQ felett irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot:

f=x°-27

RoO( (e - "1/”1 r° [23 £‘7/ £ 4 13, 89,123
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8.14. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen
f=ax"+- -+ aix+ ag € Z[x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

@1 p|an—11 R p|321 p|31, m

akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Bizonyitas. Tth. van megfelel6é p primszam, de f mégsem irreducibilis Q felett.
Ekkor, a Gauss-lemma szerint |éteznek olyan egész egylitthatds g, h polinomok,
amelyekre f = gh és 1 < degg,degh < n. Legyen

g:bkxk+bk_1xk—1+..-—}—b2X2+b1X+b0EZ[X] 0115(7
, [#{
h=cx*+ x4 4 X+ cfx + & € Z[X] 06"5&:6<VL

Vizsgaljuk az f = gh egyenl6séget egyiitthatonként: (4 ¢ ( =M)
0 f’ e
X A : boCo =2 p@@rﬂm
1 -
X ¢ L. 6uCo+GoC,) => o \baCo Lo v pPlc
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n
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9. Egyszerii algebrai bévités, véges testek

9.1. Példa. Az m = x> + x + 1 € Zy[x] polinomnak nincs gyoke Zy-ben, ezért
irreducibilis Z, felett (hiszen csak masodfok(). Bévitsiik ki a Z, = {0, 1} testet

K =1{0,1,«a, testté:
aJ { OC,B} estte GF{Q}:—[<:ZL(0()
7‘1 —I—Ol[aﬁ 'Olfocﬁ .
e 00 1fas 00 0lo 0 X *+*#1=0
> 11 0/8 o 110 1la B
" ala B 0 1 al0 a B 1
/: BB a1 O ,80,8104/_\/(1/_,*"1:&9
A 4 o

Ebben a testben mar van gyoke az m polinomnak: m(a) = a? +a+1=0.

A K test izomorf a Zo[x]/(x?> + x + 1) testtel; hogy ezt lassuk, csak be kell
vezetnia 0:=0, 1:=1, a:=X, B:=x+ 1 jeloléseket:

+ |0 1 & f o T L /2

0 0 1 L A 0 |0 O© 0 0

1 1 0 /3 o 1 |0 1 x

= | X 7 0 1 K_ |0 = /1 1

/5 [é x 1 0 /g 0 & 1 o4
Wlot )= a(F)= @ m e 1 s-m( -0 =0

9.2. Tétel. A T[x]/(m) maradékosztaly-gy(rl akkor és csak akkor test, ha az
m € T[x] polinom irreducibilis T felett.  "Z,. t L &) w- pat

9.3. Tétel. Legyen T test, m € T[x] irreducibilis polinom, deg f = n. Ekkor a
K = T[x]/{m) maradékosztaly-gy(ir( olyan test, amelyben az m polinomnak van

. . Ve o /‘ Ve \————_‘
gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap X" 1+--+ax+a (ap1,..., a€T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p". ‘/

Bizonyitas.  x ="y
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d% Y,

9.4. Kovetkezmény. Tetszéleges T test és m €°T [x] irreducibilis polinom esetén
letezik olyan K test, amelyre

(1) K bovitése T-nek, azaz K O T;

(2) létezik olyan a € K elem, amely gyoke m-nek;

(3) K elemei egyértelmden eléallnak a,_1a" 1 +---+aja+ap (an-1, . .., acT)
alakban, ahol n =degf. /

Bizonyitas. Legyen K = T[x]/{m). X

(1) K-ban {@:ae€ T C T[x] } egy T-vel izomorf résztest.

(2) Legyen a = X, ekkor m(a) = m(x) = m(x) =0, hiszen m=0 (mod m).

(3) K elemei egyértelm(ien eléallnak igy (a,_1, ..., ap € T egyiitthatokkal):

- 1 S —

an1x" 1+ +ax+a = a1 X" +---+ax+a =

ap X" e aX 4 ag =

= a0 4+ a0 + ap. ]

9.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K test T-b6l az a elem adjungalasaval
keletkezik (jelolés: K = T(a)), és az ilyen moédon el6alld testeket T egyszerii
algebrai bévitéseinek nevezzik.

9.6. Példa. Mivel az x> + 1 polinom irreducibilis R felett, a K := R[x]/(x? + 1)
maradékosztaly-gydri test. u S

e elemek: a+ bx (a, b € R); d’ — [Q(I)

e szamolasi szabaly: x2+1 = 0.
Menjunk le alfaba. ..
e clemek: a+ ba (a, b € R);

‘L
e szamolasi szabaly: a®?+1=0. & —_4 o« =



9.7. Példa. Mivel m := x3 — 2 irreducibilis Q felett, a K := Q[x]/(x® — 2)
maradékosztaly-gydri test.

e clemek: a+ bx + cx? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: x3 —2 = 0.

. . . . 1
Euklideszi algoritmussal kiszamitottuk, hogy x2 —2x +1 =~ =5 + 4x + 3x2.

Menjiink le alfaba. . . — o+ 24 @ ) <R

e clemek: a+ ba + ca? (a, b, c € Q);

e szamolasi szabaly: a® —2 = 0. ot%:z,
A fenti inverz alfas felirdsa: (a? —2a +1)7! =5+ 4a + 3a°.
0(:}/\2 m-‘ T4 @4 1y
9.8. Tétel. Akkor és csak akkor létezik g-elemd test, ha g primhatvany.
Bizonyitas.

e akkor: Ha g = p”, akkor K := Z,[x]/(m) jo lesz tetszbleges m € Z,|x]
irreducibilis n-edfokd polinom esetén. (Nem trivialis, hogy van ilyen!)

e csak akkor: Ha K egy véges test, akkor a legkisebb részteste izomorf Z ,-vel
valamilyen p primszamra (nem trivialis!), és K vektorteret alkot ezen test
felett, igy |K| = p", ahol n = dim K. []

9.9. Megjegyzés. Tetsz6leges g primhatvany esetén izomorfia erejéig egyetlen

g-elem(i test létezik. Jelolés: GF(q). G&[\)L-j :F‘\Clol
9.10. Példa.

o GF(2) > 7,
o GF(3) = 7,

o GF(4) = Zs[x]/ (x> + x + 1)

o GF(5) = Zs

e GF(6) nem létezik

o GF(7) 2 Z; \

o GF(8) 2 Zu[x]/(xt W4 1) ~ ZolX1/ (¢ e x % 1)

nﬂ‘ adn \<L+x +i



10. Lagrange-iterpolacio

10.1. Tétel. Egy test feletti nemnulla polinomnak nem lehet tobb gyoke, mint
amennyi a fokszama.

40
Bizonyitas. o(4,.,.(ot;"ﬂa<.<,; f-ref =)

=3 (r~snl - ) [ €, 5 4 < dan ! =

10.2. Kovetkezmény. Ha az f, g € T[x] polinomok legfeljebb n-edfoklak, és
n + 1 kulonbozé helyen ugyanaz a helyettesitési értékik, akkor f = g.

Bizonyitas. A h := f — g polinom legfeljebb n-edfokl és legalabb n + 1 gyoke
van, ezért a fenti tétel szerint h = 0. []

10.3. Kovetkezmény. Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor
és csak akkor egyenld, ha a hozzajuk tartozé polinomfliggvények megegyeznek.

10.4. Megjegyzés. Ha a T test véges, akkor viszont mindig talalhaték kiilonbozé
T feletti polinomok, amelyekhez ugyanaz a polinomfliggvény tartozik, pl. ha
T =A{a1,..., ag}, akkoraz f =0ésg=(x—a1) ... - (x —aq) polinomokhoz
ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (konstans nulla).

10.5. Tétel (Lagrange-interpolacio). Tetszéleges ay, .. ., apr1 paronként ku-
1onboz6 és by, ..., b,i1 (nem feltétleniil kiilonboz6) T-beli elemekhez |étezik
pontosan egy f € T|[x]| legfeljebb n-edfokl( polinom, amelyre f(a;) = b; teljesiil
1=1,..., n—+ 1 esetén.

Bizonyitas. Tekintslik az alabbi f; € T[x] polinomokat (i =1, ..., n+1):

(X—al)-...-(X—a,_l)-(x—a,+1)-...-(X—anH)

f;' = b,’ : .
(ai—a1)...-(a—ai-1) (ai—ait1) ...~ (ai — any1)

Ekkor f; értéke az a; helyen:

Tehataz f = fi + -+ + f,1 polinom megfelel6 lesz:

fla) =fa) +--+fia(a) + f(a) + fa(a) + -+ frra(a) =
=0+--4+0+b+0+---+0=b;. [
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