3.6. Tétel. Barmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb kdzos osztéja
és legkisebb kozos tobbszorose. A legnagyobb kozds osztéd kiszamithatéd az
euklideszi algoritmussal, és kifejezheté f és g ,linearis kombinaciéjaként”:

Ju,v € T[x]: fu+ gv = Inko(f, g).

3.7. Tétel. Tetszbleges nemzérd f, g, h € T[x] polinomok esetén az fu+gv = h
egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u, v € T[x]| polinomokra

nézve, ha Inko(f, g) | h: X+ ¢ Y C U e @md Aol ) [,
Ju,veT[x]: fu+gv=h <= Inko(f,g)]|h. I

3.8. Definicié. Tetszéleges f, g, m € T[x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens
g-vel modulo m, ham|f—g

f=g (mod m) <= m|f—g.

3.9. Tétel. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié T [x]-en, és két polinom
akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel
osztva.

3.10. Tétel. Tetsz6leges f,g, h € T[x| esetén az fu = h (mod m) linearis
kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg (az u ismeretlen polinomra nézve),

ha Inko(f, m) | h: Mz b (eoh o) v be =5 g,(,(ah)(é
Jue T[x]: fu=h (mod m) <= Inko(f,m)]| h. '

3.11. Definicié. Legyen m € T[x] legalabb els6fokl polinom.
e modulo m maradékosztaly: f ={geT[x]:f=g (mod m)}

e a maradékosztalyok halmaza: T[x]/(m)={f :feT[x]} —Zm=Z/<w>

e miveletek: f+g=Ff+g, —g=—g, f-g="r-g

3.12. Tetel. A fenti miveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok oOsszege
(additiv inverze, szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl
melyik elemet valasztjuk reprezentansnak, és ezekkel a miveletekkel T[x]/(m)
kommutativ egységelemes gydir(it alkot (modulo m maradékosztaly-gyiirii).

3.13. Tétel. Az f € T[x]/(m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik
multiplikativ inverze, ha Inko(f, m) ~ 1. llyenkor a multiplikativ inverz egyértel-
miien meghatarozott.



3.14. Feladat. Hatdrozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztéjat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.
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3.15. Feladat. Hatarozzuk meg az f és g valds polinomok legnagyobb kozos
osztéjat, és adjuk meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy megoldasat.
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3.16. Feladat. Készitsiik el meg a Z,[x]/(x? + x + 1) maradékosztaly-gyiiriiben
az 0sszeadas és a szorzas miuvelettablazatat.
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3.17. Feladat. Hatarozzuk meg az f maradékosztaly multiplikativ inverzét a
Zs[x]/{m) maradékosztaly-gyiriiben. Hany eleme van ennek a gydriinek?
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4. Polinomfiiggvények, gyokok
4.1. Definicié. Legyen f = a,x" 4+ --- + aix + ap € T [x] polinom.
e Az f polinom c € T helyen vett helyettesitési értéke:
f(c)=anc"+---+ac+aeT.
e Az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
f:T—>T,c— f(c).

e A ceT elem gyoke az f € T[x] polinomnak, ha f(c) =0.

4.2. Példa. Az f = x? € Zo[x] és g = x> € Z»[x] polinomokhoz ugyanaz a
polinomfliggvény tartozik:
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4.3. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és a € T esetén l

fl@)=0 < x—al|f. e L=(rvet)(...)

Bizonyitas. Osszuk el f-et maradékosan (x — a)-val.
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4.4. Kovetkezmény. Tetszbleges f, g € T[x] polinomok esetén f és g kozos
gyokei ugyanazok, mint Inko(f, g) gyokei.
ol

Bizonyitas.
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4.5. Kovetkezmény. Ha f € T[x] és aq,..., ax € T paronként kiilonb6z6
elemek, akkor

flar) =...=f(ax) =0 <= (x—a1)-...-(x—ax) | T.
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4.6. Kovetkezmény. Ha a nemnulla f € T[x]| polinom fokszama n, akkor
legfeljebb n kiilonbozé gyoke van a T testben.
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4.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f € T[x] polinomnak az a € T elem
k-szoros gyoke, ha

(x —a)* | f de (x — )kt tf.

A k szamot az o gyok multiplicitasanak nevezziik.

4.8. Megjegyzés. Megengedjiik a k = 0 esetet is: o pontosan akkor nullaszoros
gyok, ha nem gyok.



4.9. Feladat. Hanyszoros gycke ¢ = 2 az f = x° —5x*+7x3—2x?>+4x—8 € R[x]
polinomnak?
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4.10. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 2 az f = x*+2x+3 € Zs[x] polinomnak?
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4.11. Feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 3 az f = x*+2x+3 € Zs[x] polinomnak?
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