1.6. Feladat. Szamitsuk ki a tanult képlet alapjan ¢ néhany értékét:

1 3 A
(3) 9(1000) = p(2* - 5%) = (D] (P(s*) =" -2 (§=57) =9 (092400
(b) ©(360) = (232 -5) =( 2 (') (S 6 €99

(© p2025) = o357y = (317 ) (5557 ]= 5420 = 1 00

1.7. Tétel. A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) minden n pozitiv egész
szam esetén.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy az n-edik egységgyokok csoportja ciklikus:

2k .. 2k
E,={co.€1...,€p1} =[e1], ahol gx = 5’1‘ = COSTW —+ /sin TW
Az g, egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n.

Alkalmazzuk a hatvany rendjére vonatkozé képletet:

B B o(€e1) B n
ofex) = ofe1) = Inko(o(e1), k) Inko(n, k)':—n & ‘QZ(I”{', 7

Tehat a primitiv n-edik egységgyokok halmaza 1

=€x:0<k<n-—1¢és Inko(k,n)=1¢,
a

ennek a halmaznak pedig éppen ¢(n) eleme van (ugye?). ]
3‘ 63 P — L' — 1
e, = b =cel1n
A2
1
= e _ B
Co=Eqa IP%[«QV = @ ()
" C“ ,{2-, [ (’)2’ - /( pp— L,F(Z)
L L
(o

12 = %At{f(o‘\



1.8. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra >_ @(d) = n.
d|n

Bizonyitas. Jelolje E, az n-edik egységgyokok halmazat, P, pedig a primitiv n-
edik egységgyokok halmazat:

E,={zeC:z"=1}, P,={zeC": o(z) = n}.
PR [Pal = (1)

A bizonyitas kulcsa az alabbi megfigyelés:

zeE, < o(z)|n

L, V=== Nz (A ))& olz) (A
I

A

Latjuk tehat, hogy E, felbonthaté a P, (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a
halmazok paronként diszjunktak (miért?):

L 4
En=|]JPs.
din
Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok osszeadddnak, tehat

”—EV#U%F"%

d d I

n In (‘Z OL)
Az el6z6 tételbdl tudjuk, hogy |Ps| = @(d), tehat a fenti egyenl6ség igazolja,
hogy 1 = Yy 0(d). =



2. Az Euler—-Fermat-teéetel

2.1. Definicié. Ha a € Z és m > 2 relativ primek, akkor az a szam modulo m
rendjén a Z;, csoport a elemének rendjét értjuk:

om(a) = 07: (3) :=min{k e N:2"=1 (mod m)}.
Ha a nem relativ prim m-hez, akkor 0,,(a) nem értelmezett.

2.2. Példa. Hatarozzuk meg o0:5(7) értékét. Ehhez kezdjik el hatvanyozni a
7 € Zig elemet:

k| 1] 2 {ﬂ 415 6|78 /|---|1001
N AN\

I o _
A harmadik hatvanyra jott ki el6szor 1, ezért o(7) = 3 = 015(7).

2.3. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

Fent megallapitottuk, hogy 01g(7) = 3, és ez azt jelenti, hogy Zis > [7] = Z
vagyis 7 modulo 18 hatvanyozasakor a kitevé modulo 3 ,szamit™:

1001 =2 (mod 3) = 7' =7 =T13.
Tehat 71991 =13 (mod 18).

2.4. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az@m relativ primazmmw
akkor

a*(™ =1 (mod m). o

Bizonyitas.
e Ha a és m relativ primek, akkor a eleme a G := ( ........ ) .. csoportnak.
° . LAGKAN(} [7— ....... tételének egyik kovetkezménye szerint 3cl =1,
e Definici6 szerint |G| = . ¥ ( W‘) .........................................

Tehat 3™ =T, és épp ezt kellett bizonyitani. []



2.5. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthato
p-vel, akkor 71 =1 (mod p).

Mas (ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész
szamra a? = a (mod p).

Bizonyitas.
e Ha p primszam, akkor ¢(p) = p — 1.
e Ha p primszam, akkor Inko(a,p) =1 < pta.
Tehat az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben ezt adja:
pta = a"1'=1 (mod p).

Ha beszorozzuk mindkét oldalt a-val, akkor az a» = a (mod p) kongruenciat
kapjuk, ami még akkor is igaz, ha p | a (miért?). []

2.6. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

Ezt a feladatot mar egyszer megoldottuk, de most az Euler—Fermat-tétel segit-
ségével gy I1s meg tudjuk oldani, hogy nem készitlink tablazatot 7 hatvanyaibdl.

Osszuk el a kitev6t maradékosan ¢(18) = 6-tal: 1001 = 166 - 6@ A hatvanyt
atalakitva és az Euler-Fermat-tételt hasznalva a kovetkez6képpen szamolhatunk:

71001 — 7166645 — (76)166 . 75 — 1166 75 — £5L 13 (mod 18).
weg-e
A
Cund Y
2.7. Kovetkezmény. Ha a € 7Z relativ prim az m > 2 modulushoz, akkor

tetsz6leges k, £ € Z kitev6k esetén
(H ol

(1) om(a) | w(m);
(2) k=2 (mod (m)) = a*=a* (mod m).
Bizonyitas.

(1) Ez rogton kovetkezik Lagrange tételébdl, ha a G = Z7, csoport H = [3]
részcsoportjara alkalmazzuk.

(2) k=4 (mod cp((m)) — k=4{ (mod o,(a)) & 3" =7"
l {
¢ e -



2.8. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

A masodik megoldasunk tomorebb leirasa (vegylik észre, hogy a 166-os szamnak

semmi szerepe nem volt): ()
(
1001 =5 (mod 6) = 7% =7°>=13 (mod 18).
(2)

2.9. Feladat. Mit ad 11-gyel osztva maradékul 1237957
¢ 123=2 (mod 11) — 123765 =27 (mod 11)

o p(11) =10 —11-1

0 £4.(2 (0)=1 {/;(“4)
e 765 =5 Tmod 10) (:>) 275 =25=10 (mod 11)
t-t

Osszefoglalva: A~ w
1237 =27 =25=10 (mod 11).

Mit felejtettiink el?

2.10. Feladat. Mit ad 44-gyel osztva maradékul 444720187

1.4447= 3 (mod 44)
2. ©(44) :L‘?[Zz.44): 122_2”).(4/4) =240 2720
3. Inko(3,44) = 1v

4.2018= A3 (mod 2 )

{1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy y

~2
44477018 = 32018 = 318 =0 = f =\ = F  (mod 44).

6)(—’;/{ Cb—-t/LI(") N
6\(;ng_["~,4&) /9D Lg(@,@b\)::/l

X 2§ (LA tt)



3. Primitiv gyok, index

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyok modulo m, ha
rendje éppen @(m).

3.2. Tétel. A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az
osszes modm redukalt maradékosztaly megkaphaté g hatvanyaként.

Bizonyitas. A Z*, csoportban g hatvanyai a [g] részcsoportot alkotjak, melynek
om(g) eleme van. Ez akkor és csak akkor teszi ki a teljes Z* csoportot, ha

om(g) = @(m). - L]
Y P o

RO EAEEy

o(Z)> 0> Y6 {7170

3.3. Példa.

i

il

X

-
-

d'*

|
|

.L‘l P
—~|

A |
7 | \
K E-%
=)

/tfl_\ QL ()‘(3}5 <€/S/< [ZB ZS'
== — 2|1 (&)~
33 \Z 717 -%HE,DH{A Jr
3.4. Tétel. Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok, ha a modulus 2, 4, paratlan
primhatvany vagy paratlan primhatvany kétszerese: 5o

é
3
3!

"
m=2, 4, p% 2p*  (p paratlan pr|m a € N) "l‘;és:?‘

/)
=t A=byb - 2€2~2%33
3.5. Definicié. Tegyiik fel, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az a egész

szam indexén (az m modulusra és a g primitiv gyokre nezve) olyan / kitevét
értiink, amelyre g’ = a (mod m). L -

Jelolés. A modulust az egyszeriiség kedvéért nem irjuk ki (ez tobbnyire amugy
is vilagos a szovegkornyezetbdl), tehat a indexét roviden indg a jeloli.

3.6. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor indg a nem
értelmezett (ugyanis g’ mindig relativ prim m-hez). Ha viszont a és m relativ
prim, akkor a 3.2. Tétel szerint a el6all g hatvanyaként modulo m, tehat ekkor
Indy a értelmezett.

3.7. Megjegyzés. Az index nem egyértelmii, csak modulo ¢(m) van meghatarozva.

g =g Gdw] & 323 (et oLg)

£ (»)



3.8. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszbleges egész szam,
a és b pedig relativ primek m-hez. Ekkor érvényesek az alabbi azonossagok:

(1)indg1=0 (mod @(m));

(2) indg(ab) =indga+indyb (mod @(m));

(3) indgak = k-indga (mod @(m));

(4) indg(ab™t) = indga —indg b (mod @(m)).
Bizonyitds.

(1)¢°=1 (mod m) => indg1=0 (mod @(m)).

(2) ab = gindg(a)gindg(b) = gindg(a)—l—indg(b) (mod m) —
—> ind4(ab) =indga+indy b (mod @(m)).

(3) a* = (g"¥()k = gkindse(@) (mod m) == indya" = k-indya (mod @(m));

(4) ap~1 = gindg(a)(gindg(b))—l — gindg(a)—indg(b) (mod m) —
—> indy(ab™t) =indga—indygb (mod @(m)).

[]
3.9. Feladat. Ellenérizziik, hogy g = 2 primitiv gyok a p = 11 modulushoz.
Ehhez szamitsuk ki 2 hatvanyainak modulo 11 maradékait: T (2)
( (1)
gida=i | O 1 23|45 |6 7 8|09 17

(_Iﬂ)a_;2/ /1 2 |4 < 5140 |FJ || %06 /’/lL‘C
S I A R N A S
A tablazatbdl lathatd, hogy 011(2) = 10 = @(11), tehat 2 valdban primitiv
gyok modulo 11. Az is latszik a tablazatbdl, hogy minden modulo 11 redukalt
maradékosztaly megkaphaté 2 hatvanyaként. A tablazatban minden szam folott
az indexe talalhaté. Ha megcseréljik a két sort, és a fols6 szamok szerint

rendezzik az oszlopokat, akkor kapjuk az alabbi indextablazatot:

a 1 2 3 4

&
o
~
0
©

(w-ldl/ﬂ-l; 10

(14 15) © =indga o | A 12| |l o] 1 3¢ | o




3.10. Feladat. Oldjuk meg a fenti példaban konstrualt indextablazat segitségével
az x° =5 (mod 11) kongruenciat.

A megoldast kereshetjilk x = 2' (mod 11) alakban (miért?), és a jobb oldali
5-0st Is felirhatjuk 2 hatvanyaként. Igy az / = indy x Ismeretlenre egy linearis
kongruenciat kapunk, amit konnyen meg tudunk oldani:

%()(l '{4)’-/( —-)}:,'-.Cy}gw(/ﬁ @67:__ S' (WJ((///
wd XA @ _ a
L{L ,Z ?Z Cb‘“’"( ///
EEL Cb—’D//// /[,\ .
(3 c?fl;}-d;w
= U (wet 12
§; = 26 (wt10)
(o 4 (eFB)

=

1= 4.9 (ot 49)
. A

¥ =_2L1, Zo (AT

H g

A

—— e ———

Eredményiink igy is megfogalmazhaté: a Zi; testben 5-nak két hatodik gyoke
van, mégpedig 5 és 6.



3.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék
modulo m, ha az x" = a (mod m) kongruencianak van megoldasa.

3.12. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez.
Ekkor a pontosan akkor n-edik hatvanymaradék modulo m, ha

Inko(n, @(m)) | indg a.

Bizonyitas.

QO .
6(/’2 j [“‘*—ﬂw/ ¢ = zlwﬂ)( @AE O (L""’( «)
W) :

LA

A= 9 T (sl o) g’ 55 ([’“"/""/
r

Vl@':‘ J Ao (kﬂ’/(f[f//

s s &= &(n(({(ublt'_/c\



4. Négyzetes maradékok, Legendre-szimbo6lum

4.1. Definicié. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziilk modulo m,
ha az x> = a (mod m) kongruencianak van megoldasa. Ellenkezd esetben azt
mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék modulo m.

4.2. Tétel. Legyen p paratlan primszam, g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z
pontosan akkor négyzetes maradék modulo p, ha p | a vagy indg a paros.

Bizonyitas.
e Ha p | a, akkor a=0 (mod p), és a 0 nyilvan négyzetes maradék.
e Ha p 1 a, akkor Inko(a, p) = 1, igy alkalmazhaté a 3.12. Tétel:
a négyzetes maradék <= Inko(2, (%Eg)/}) | indg a.

——
2
]

4.3. Definicio. Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a egész
szam esetén értelmezzuk az (%) Legendre-szimbolumot a kovetkez6képpen:

(a) 1, ha a négyzetes maradék mod p;

—1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

4.4. Tétel (Euler-kritérium). Ha p paratlan primszam és p 1 a, akkor

<i> =237 (mod p).

P
Bizonyitas. Legyen g primitiv gyok modulo p és 7 :=indg a.
1. lépés: g7 = X (mod p)

x2=§w_”'_—:4 (ool p) => W/Xl-4:(>(—4)[)(+”) CD}/)/V-I v;ﬂ{W"'



4.5. Tétel. Tetsz6leges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a, b egész
szamok esetén teljesulnek az alabbiak:

()= 06 3522 10300

1 (=4¢4/ %J‘(J -

Bizonyitas.
(1) Trivialis.
p—1 p—1 p—1 \-{
(2) () = oy ((<ab)2 =a2 - b?tz (2) - () (mod p).

4.6. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel elsé kiegészito tétele).
Tetsz6leges p paratlan primszam esetén

(—1) .y 1)%1 ] 1, hap=1 (mod 4),
p) " |-1, hap=3 (mod 4).
4.7. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi Legendre-szimboélumokat.
8 222 } : (\ ) ) // /1
) (7_9) 2 > G5 {

Tt dxe k28 (I 35)

®) ()" (=)= ?—%) (-(%—rﬂzu ) 4=~ 1
1

T A~ _%\(f_ x?’i/}% (LJ’ZZB



4.8. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel).
Tetsz6leges p, g kilonbozé paratlan primszamok esetén

q) \P

4.9. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel masodik kiegészito tétele).
Tetsz6leges p paratlan primszam esetén

(2) y 1),928_1 ) 1, hap=1,7 (mod 8);
p) —1, hap=3,5 (mod 8).

4.10. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi Legendre-szimbdélumokat.

0 ()% @EE) 2@ (L) <t

I

(P) <q> (L) - 1, hap=1 (mod 4)vagy g=1 (mod 4);
B ~|-1, hap=3 (mod 4) é g=3 (mod 4).
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1. Gyiiriik és testek

1.1. Definicio. Legyenek o és x kétvaltozdés miiveletek a nemiires A halmazon.
Azt mondjuk, hogy o disztributiv a * miveletre, ha minden a, b, c € A esetén
’ + . + . -+ ’ . 1t .
ao(bxc)=(aob)x(aoc) és (bxc)oa=(boa)x(coa).

1.2. Definicié. Legyen R egy nemiires halmaz, amelyen ketté kétvaltozos mivelet
Is értelmezve van, nevezziik az egyiket osszeadasnak, a masikat szorzasnak. Azt
mondjuk, hogy az (R; +, -) struktlra gyfirii, ha

1. (R; +) Abel-csoport,

2. (R;-) félcsoport, Va ¢ Ct o

3. a szorzas disztributiv az o0sszeadasra.

G

1.3. Tétel. Ha (R; +, ) gydirl, akkor minden a € R esetén a-0=0-a=0.

Bizonyitas. (g O — 6’

bov b= -0 + o) =C @LO) =CO= 4 [ife)
6= © a

1.4. Definicio.

e Kommutativ gyiirii: olyan R gylr(, amelyben nemcsak az osszeadas, hanem
a szorzas Is kommutativ:

Yabe R:a-b=0b-a.

e Egységelemes gyiirii: olyan R gyl(irl, amelyben nemcsak additiv, de multi-
plikativ egységelem is létezik (jelolése: 1):

VaeR:a-1=1-a=a.

e Zérusosztomentes gyiirii: olyan R gy(rd, amelyben

Va,be R: ab=0 = a=0vagy b=0.



1.5. Definicio. A kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gyliriiket integ-
ritastartomanyoknak nevezzik.

1.6. Tétel. Integritastartomanyban lehet nemzéréd elemmel egyszer(isiteni:
Va,b,c e R: hac#0, akkora-/é:b-;i = a=>b.

Bizonyitas.

xC=0-C =2 c~C=Cc=
— CO‘“L/))'C = (O

1.7. Definicié. Testnek neveziink egy (T;+,-) gydrdt, ha (T \ {0};-) Abel-
csoport (ebbdl kovetkezik, hogy T integritastartomany és |T| > 2).

Checklist.
0. + és - miveletek a nemtres R halmazon
1——asszoclativ
2. van additiv egységelem (jelolés: 0)
o o . oI
3. mindenkinek van additiv inverze (jelolés: —a)
4+ Kommutativ

5——asszociativ

ety tort
8. van multiplikativ egységelem (jelolés: 1)

O—nircsenek zérusesziok
¥

B

10. minden nemnulla elemnek van multiplikativ inverze (jelolés: a=1)



integritastartomany

1.8. Feladat. Gydir(t, integritastartomanyt, testet alkotnak-e az alabbi halmazok
a szokasos osszeadassal és szorzassal?

(a) Ny (g) paros szamok

(b) Z (h) paratlan szamok

(c) Q (i) Ze

(d) R () Z7

(e) C (k) Z[i] ={a+ bi : a, b € Z} (Gauss-egészek)

(f) R2><2



1.9. Téeétel.

(1) Minden m > 2 egész szam esetén Z,, egységelemes kommutativ gydir(.
(2) Ha m primszam, akkor Z, test.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor Z,, még csak nem is integritastartomany.

Bizonyitas.

(1) Vilagos.

(2) Tudjuk, hogy inverze pontosan a redukalt maradékosztalyoknak van.
Ha m primszam, akkor Z* = Z, \ {0}.

(3) Ha m Osszetett szam, akkor m = ab, ahol 1 < a,b < m.
Ekkor 3 és b zérusosztok Z,-ben: a- b= ab=m =0, pedig 3, b # 0.

Idoutazas!

1.10. Tétel. Ha R integritastartomany, akkor az R feletti polinomok R[x]| halmaza
IS integritastartomany a polinomok szokasos 0sszeadasaval és szorzasaval.

SX 341 x4 6 € R[N
K, L S8, %+ 2,

Qxx45) - B onx D) — Tox



2. A polinom fogalma R=22{37

F XCY.L[x] 1(1
\Cig a 27 [y] j

e egy hatarozatlant: x; -f{[j): __9 [o) e(7) *3 [7)

A polinom receptje.

Veégy

e egyiitthatokat: egy R integritastartomanybdl nehany elemet,

majd jol keverd ket 0ssze az 0sszeadas (kivonas) és szorzas miveletével.

2.1. Definicié. Az R integritastartomany feletti polinomnak
f=ag+ ax + ax*+ -+ ax"
alakt formalis kifejezést nevezink, ahol

e x hatarozatlan;
® az ag, a1, ao, . . ., a, € R elemek az f polinom egyiitthatai.
Az altalanossag megszoritasa nélkil tfh. a, # 0. Ekkor
e az f polinom fokszama: deg f = n; @(Q\ O - —
e az f polinom féegyiitthatoja: a,.
Specialis polinomok:
e fépolinom: a,=1,azaz f = x"+ a,_1x" 1+ -+ 4+ aox? + a1 x + ap;

e konstans polinom: degf <0, azaz f = ag.

Jelolés. Az R integritastartomany feletti polinomok halmazat R|[x] jeloli.

Polinomok Gsszegét és szorzatat ,természetes médon” definialjuk (lasd az elGa-
dasvazlatban és a videdban).
) S SRS /'s -(-

2.2. Tétel. Tetszéleges f, g € R[x] poIinomokra,(,(Oj) ~ o@) O -I-OC,
deg(f + g) < max(deg f,degg) és deg(fg)=degf + degg.

2.3. Tétel. A fent (nem) definialt 6sszeadassal és szorzassal R[x] integritastar-
tomany.

2.4. Definicié. Az R[x] gylriit az R feletti egyhatarozatland polinomok gyfiriijének,
roviden R feletti polinomgyiiriinek nevezzik.



T=-Q, (ﬂl@(\zp

3. A polinomok szamelmélete’

Megallapodas. Mostantdl 7 mindig tetszbleges testet jelol, és — hacsak mast
nem mondunk — minden polinomot ezen test felett tekintink.

3.1. Definicié. Legyenek f, g € T[x] polinomok a T test felett.
e oszthatésag: f | g < JheT[x]:g="f"h.
e asszocialtsag: f ~g < f|gésg]|f.
e legnagyobb kozos oszté: d ~ Inko(f, g), ha
KO: d|fésd]|g;
LN: VkeT[x]: (k|fésk|g) = k|d.
e legkisebb kozos tobbszoros: t ~ Ikkt(f, g), ha
KT: f|tésg]|t;
LN: Vke T[x]: (f|késg| k) = t|k.

3.2. Tétel. A T[x] polinomgydirin az oszthatésagi relacié rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

2% s Tx by G v+l = 2O CZX"%—ZM(/

T LT 20t 1
2

(1) reflexiv;
(2) tranzitiv;
(3)Vf,geT[x]: f~g < dceT\{0}: g=cf;

(A)Vf,geT[x]: f|gésg#0 = degf < degg.

3.3. Tétel.

(1) Az asszocialtsag ekvivalenciarelacié T [x]-en.

(2) A nulla osztalyat kivéve minden asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan
egy fépolinomot.

(3) Az Inko és az Ikkt asszocialtsag erejéig egyértelmd.



3.4. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha f, g € T[x] és g # 0, akkor Iéteznek
olyan egyértelmiien meghatarozott g és r € T [x] polinomok, amelyekre

f=qg+r és degr <degg.
Ebben a maradékos osztasban

e f az osztando;
® g az 0szto;
e ¢ a hanyados;

e r a maradeék.

3.5. Feladat. Osszuk el maradékosan az f polinomot a g polinommal az R[x]

polinomgydirtiben.
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