9. Részcsoportok

9.1. Definicié. Ha G csoport, és H olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor
azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, és ezt igy jeloljuk: H < G.

9.2. Tétel. Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha

1. H zart a szorzasra: Yhy, h, € H: hy - h, € H;

2. H tartalmazza G egységelemét: 1 € H; /[G cr (s (-0(@, o
3. H zart az inverzképzésre: Yhe H: h™! € H. /{G 46_ oo (- cd e --
Q| a j{(/l;uc,
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9.3. Tétel (Lagrange tétele). Ha G véges csoporf és H részcsoportja G-nek,
akkor H elemszama osztéja G elemszamanak: |H] ‘ 1G].

0.4. Példa.
o (C;+)>(R;+) > (Q;+) > (Z;+) > ({paros szamok}; +) > ({0}; +)

o (C\ {0}:+) > (R\ {0};-) > (Q\ {0}:*) > ({1};")
o (L2110 < (1217 — %) < By

o (SL,(T);-) <(GL,(T);-), ahol
GL,(T)={A e T™":det(A) # 0} altalanos linearis csoport
SL,(T)={A &€ T™":det(A) = 1} specialis linearis csoport

e egy alakzat szimmetriacsoportja részcsoportot alkot az 0sszes egybevagdsagi
transzformacidk csoportjaban

e S; > {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = V Klein-csoport

e az S, csoportban részcsoportot alkotnak a paros permutacidk



9.5. Definicié. Az {1,2, ..., n} halmaz paros permutacidinak csoportjat n-edfok
alternalé csoportnak nevezziik. Jelolés: A,.

9.6. Tétel. Minden n > 2 esetén A, < S, és |A,| = ”7'

9.7. Feladat. Soroljuk fel az A3 éslternélé csoportok elemeit.
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9.8. Feladat. Részcsoportot alkot-e a G csoportban a H halmaz?

a)G:(ZH-) H=Ny NCIN {g(, €4 Jz_zé”
(b) 6 =Q@Q\{0};-) H=Q Mell  -Z2&H Lo () (= )& H

5 A©) G =C\{0};)) H={zeC:|z=1} (GCEN )
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10. Elem rendje, ciklikus csoportok

10.1. Definicid. Legyen G egy csoport és a € G. Az a elem egész kitevds

hatvanyait a kovetkez6képpen értelmezzik:
A ({
e n >0 esetén legyen 3" =ga-...-3; HoN SOk -+ CA

wA
e n = 0 esetén legyen a" = 1;
e n < 0 esetén legyen 2" = (a1)I".

10.2. Tétel. Tetszbleges G csoport, a, b € G elemek és n, m € Z kitev6ék esetén
teljesulnek az alabbi azonossagok:

(1) a"-a™m = a"tm,

(2) (a")7" = a™™

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b";

(4) (ab)™t =b~ta t.

Trivialitas. Az a € G elemet tartalmazdé Iegsz[jkebgrészcsoport:

4
[a] :={a" keZ) = {...,afz,gfl,l,a"a2 a’, ...}

10.3. Definicid. A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel
generalhatd, azaz da € G: [a] =

10.4. Példa. Z és Z, ciklikus csoportok: V
o1, A+ -+ 1E LA ]>B/MC\:4] —) (<[]

©Z,=[1].
10.5. Tetel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

10.6. Megjegyzés. Minden csoportban ,hemzsegnek” a ciklikus részcsoportok:
barmely G csoportban barmely a elem egy ciklikus részcsoportot general.



10.7. Példa. Szamitsuk ki a((C \ {O}'}soportban 2 és Q_atvényait.
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Az els6 esetben a hatvanyok mind kulonbozdéek, ezért@]})f:\’(.‘zl-f)
A masodik esetben négyes periodicitast tapasztalunk, ezért [/] 2.(Zq h +)

Egy tetszbleges G csoportban egy a elemet hatvanyozva is ez a két eset lehetséges.

1. eset. A hatvanyok mind kulonbozbek.
Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];-), k — a* izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z,+).

e Injektivitas: feltettiik, hogy k # £ esetén a* # at.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme el&all a¥ alakban.

o Miivelettartas: (k +£)p = a"*t = ak . 3t = ko - Lo. o
A
2. eset. A hatvanyok kozott van ismétlédés: 3i < j: a =a = a7/ = 1.

Wlegkisebb pozitiv kitevs, amelyre 3" = 17\
Az a° at, a2, ..., a"~! hatvanyok paronként kiilonbozéek

és minden mas hatvany ezek valamelyikével megegyezik:
k = ng+ r esetén a* = 3"t = (%’})q 3 =19-3" =2’
Ekkor ¢: (Z,, +) — ([a];-), k — a¥ izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z,, +).
e Joldefinialtsag: k =£ (mod n) = a* = a.
o Injektivitdas: k Z£4 (mod n) = ak # a°.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme el&all a* (k =0, ..., n—1) alakban.

o Miivelettartas: (k+ £ =k +Lp = a"* =35 a°* = kp - L.




10.8. Tétel. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kovetkezé
csoportok valamelyikével:

71, To, T3, Za, ..., 7.

10.9. Definicio. Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot
értjuk, amelyre a” = 1. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje
végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordo):

cg;(a) =min{neN:a"=1} (a min{) = co megallapodassal).

10.10. Definicié. A G csoport rendjén elemeinek szamat (szamossagat) értjik.

10.11. Megjegyzés. Az a elem rendje nem mas, mint az altala generalt részcsoport
rendje: o(a) = |[a]|. (S6t, [a] = Zq(,)-)

10.12. Példa. Hatarozzuk meg az a € G elem rendjét.
e G=(C\{0})) a=2 [I={..1124..}2Z o@)=c

e G=(C\{0};) a=i []={i-1-i1}=27, o(i) = 4

« G=(C,+) a=i  [il={ .. —i0,i2i. . Y27 o(i)=oo

10.13. Megjegyzés. Tetszéleges z € C\ {0} komplex szam esetén

o(z)=n <= |[z]| =n = [_Z,],é’@z,gzn-

noed- neA -
Az ilyen tulajdonsagl szamokat nevezzik primitiv n-edik egységgyokoknek.
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10.14. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a megadott elem rendjét.

@6=2022 [1]:{2,46 9,0051; o(2)=5

b)G=7p53 [3]1:43,43,1,83814,10]=24, (37240

(©)G=Zw34 [UI={4,8L60lSd~ ola)=5
L217

(d) G=7;,33 2112{3,3,1‘412244 c;T;_‘():s/: (

() ©6=2235 [§1={C10,3 5,4,64(2235(-7 X (5)=4y

2_
(6=2,55 £51=454]="d, Uz*[ cl=)
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(g)G C\{O}9 —|— I—\CDS\S;T +_L$ SCII —c; 5\[\ S”'I_,\/é
2" < OL$5_2’,L y / ¢
=1
(h) G =553 (234) = 4 &= ,Z/M Py
glex) =3 7

4 (i) G = S5 > (234)(15) /s o{t) =6
A% (234 us) —(23%)(/5) JQ_\S,Q,{&
(1) G =55 > (1245)(234)=y"  » % Cizat) (23, )
X:(‘i%‘ﬂs\)(z) —o(y)=4%
(k) G = Dy > a* Co4] ;10\ o cf/ ﬁoﬂ) MZ —ny o (&S

(|) G =D > 841'6‘ ‘Eu\_(‘\r L\—é ]’L'; (-(7/( =) YC\L-\—{]: {&?—L L-O{X:Z
‘ Z

C\L;é__-_/aclé :9%?%—/—[(/ ()‘(&:é) 2




V\OQJDVL' SJ¢<,4«;50 /OL~0~SC(«0( w/k(/@ W _

X pyos whhC & X mod n
mm&{;,c.,wxeﬁu,%m Gyv=0 (e )’

, _ N
A\ ZQ}/(ﬂZZl/ (OJ?—- X —Cy\( 5 -
A
- / r [
Ern Vu)
b-/Q"C“» Q(’Y S e
OSH‘&L Qi -

ler e LJ'|‘/1¢ L.
[7[//,02; 4‘“’6 (= (m/ %) =1
\(]L %éﬂ’l/\" YZ& = ’[MG:? ( W ¢)-1

ot
O}./C\o OJ
4

-
O..—-—

C , M-"

SO~



10.15. Tétel (A rend tulajdonsagai). Legyen G egy véges csoport és a € G egy
n-edrendd elem.

() Vk, L€ Z: a*=a" < k=4 (mod n)
n~1

(2) 8_1 = a”_l 2R, _.—‘C‘\

(3)VkeZ: a¥=1 < n|k

(4) n osztéja G elemszamanak

(5) al®l =1

£ ~
(6) o(a¥) :W ral lé Y,O—B = Z\ (,34’( (é
Bizonyitas.
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10.16. Tétel. Minden primrend(i csoport ciklikus.

Bizonyitas. e
Gl=p 1. @266 LY o6y pL m@ oy
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10.17. Tétel. A kis elemszami csoportok (izomorfia er'gjéig) a kovetkezok:
e egyelemi: {1},
o kételem: Zo; ‘/
V, — s,
e haromelem: Zg 3
e négyelemd: Z4 és V; (23/
e Otelemd: Z5
e hatelem(i: Zg és 53,\
Bizonyitas.
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11. Generalas

11.1. Definicié. Legyen G egy csoport és ) # B C G. A B részhalmaz altal
generalt részcsoporton a G csoport legsziikebb olyan részcsoportjat értjuk,
ami tartalmazza B-t. Jelolés: [B].

A B halmaz altal generalt részcsoport nem mas, mint. ..

® az 0sszes B-t tartalmazd részcsoportok metszete;

e azon G-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatok B elemeibdl kiindulva a
szorzas és az inverzképzés véges szamu alkalmazasaval.

Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere G-nek.

11.2. Példa.
o 7 = [1]
® Zy=[1]

o@ﬁ: [{ primszamok }]
e S, = [{ transzpoziciok }]

o D,=|a,t]

11.3. Feladat. Hatarozzuk meg a Z csoportban a [6, 10] részcsoportot.

w (Zﬂ-)} T,G,lo]={6({0,46,22/1,~é,2_

2
6,10 ps =2 [6, 15)C 7] V
Tk LC 0] -L2]= Y22 (4ed ;

iG(lo]——{Gm- 'loa [ "rUC’Z?FiC‘-‘l[RM(j ed 6 x+ (0 U:C%
=1 (6u)cV =FceQalcl



11.4. Feladat. Hatarozzuk meg a Z4 csoportban a [6, 10] részcsoportot.
16,10] ={6x+10y:x,y€Z} ={2k 1 ke Z} = |2] =

12,4 6.7, 5 7,012,

11.5. Feladat. Hatarozzuk meg a Zis csoportban a [6, 10] részcsoportot.

16,10] ={6x+10y:x,y €Z} ={2k: ke Z} =[2] =
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11.6. Feladat. Hatarozzuk meg a Zig csoportban a [25, 27] részcsoportot.
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11.7. Feladat. Hatarozzuk meg a Dg csoportban az [a°, a3t] részcsoportot.

[(6]-1 & & 6 dec= et} hit o 6227,
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11.8. Feladat. Hatarozzuk meg az Ss csoportban az @W]
részcsoportot. ,
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1. Az Euler-féle ¢ fiiggvény

1.1. Definicié. Jeloljiik @(n)-nel az n-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok
kozul azoknak a szamat, amelyek n-hez relativ primek:

p(n)=|{a:1<a<nés Inko(a,n) =1}].

Az igy kapott fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezzik. Ha megallapodunk
abban, hogy Z7 egyelem( halmaz, akkor tomorebben is megfogalmazhatjuk a
definiciot:

o:N—N, n— |Z7]|.

1.2. Példa. Szamitsuk ki kozvetleniil a definicié alapjan ¢ néhany értékét:

(a) 0(6) = |Z %{441/% A=y ~2
Uy 177 3 51 =147 s =7 %}*359
() o7) =2 <123 455 R (= 6 %(WWJ:Q'VY(

© 0(8) = 1zl =\l A f 5 4 S =4

Q_(,Q
4024
(A) 9(1028) = Zigael =\ 4, ¢ }( ,4013,10/[13(2 - >3
=497"(4—£)
2
(©) v(8) =23, =[ 4,2, 2,454, NI f0,84,|< 21 ~%4 -
4
3 EAGHEY
1.3. Tétel. Tetszbleges p prim és a pozitiv egész kitevd esetén
ay _ o a1 a1l . A _l
o(p*) =p*=p* =p*(p-1)=p (1 p>-
Bizonyitas. Az {1, ..., p*} halmaz minden p-edik eleme oszthaté p-vel (ezek

szama p®~1), a tobbiek viszont relativ primek p*-hoz (ugye?).

lgy tehat @(p®) = p* — p*~ 1. O



1.4. Példa. Szamitsuk ki kozvetlendil a definicié alapjan ¢(100) értékét.

Mivel n = 22 .52, egy szam akkor és csak akkor nem relativ prim n-hez, ha
oszthatd 2-vel vagy 5-tel. Ezeket a ,rossz” szamokat fogjuk ,kiszitalni” az

{1,2,..., 100} halmazbdl. [(/?
U={1,2,....100} ul=4p0 };y\
A={acU:2|a) A= 1P o
Ay={aeU:5]al |A2|_\2°, R,

AlﬂAgz{aEU:lo\a} |A1ﬂA2|:L03, = 10
2y
90(100)—%?( [A—q,/{-lﬂr,,/)/i( 199 - ’tQJ 49’ [ff -
10
1 _1+41 ) < 1~ -
= oo (4~_2 ;_f”) (oo ( )(4

1.5. Tétel. Legyen az n pozitiv egész szam prlmhatvanytenyezo’s felbontasa

n:Hklp/ Ekkork W[/(x
@(n) =n- H(l——) H<p°‘f— - )—Hpa' p—1)

Bizonyitas. Ha n-nek csak két primosztéja van, azaz n = pi* - p5?, akkor az el6z6
példaban hasznalt szita-formulas gondolatmenetet alkalmazhatjuk:

u=H{1,..., n} U= n
Ai={acU:p|a} e = 2
A={acU:p|a} Aol = 55

AiNAr={acU:pip | a} AL N A = ==

P1P2

o(n) = |[ALU Ay = U] — |Ar] = [Ao] + [AL N Ay| =

n n n 1 1
L — (1——) - (1——)
P11 P2 PpP1P2 P1 P2
Ha n-nek k darab primosztdja van, akkor k darab halmazra kell felirni a szita-
formulat. A gondolatmenet a fentihez hasonlé, csak a formuldk nagyobbak. [



1.6. Feladat. Szamitsuk ki a tanult képlet alapjan ¢ néhany értékét:

3

(3) (1000) = 9(2*-5°) —<p (21 @l6*) =@ -2 | (57 )54 092000
(b) 9(360) = p(2* 3 - 5) = 2 =) (=3 (SL5%- G 67>

(©) 0(2025) = p(3*-5) = (3.7 )- (S=51]= 5420 > 1 0

-\

1.7. Tétel. A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) minden n pozitiv egész
szam esetén.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy az n-edik egységgyokok csoportja ciklikus:

2km . . 2km
E,={eo.€1....6n-1} =[e1], ahol g, =€k = cos —— + isin——.

Az g, egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n.

Alkalmazzuk a hatvany rendjére vonatkozé képletet:

o(€e1) n

ofex) = ofe1) = Inko(o(€1), k) - Inko(n, k)

Tehat a primitiv n-edik egységgyokok halmaza
{ex:0< k <n-—1és Inko(k,n) =1},

ennek a halmaznak pedig éppen ¢(n) eleme van (ugye?). ]



