1. Miiveletek
Absztrakt algebra
e algebra: az algebral struktirak tudomanya
e algebrai struktira: miveletekkel felszerelt nemires halmaz
e mivelet: 7
1.1. Példa. Az osszeadas miivelet az egész szamok halmazan.
(3,8) — 11 7Zx7—17, (a,b)—a+b
1.2. Definicid. Kétvaltozés * miivelet a nemires A halmazon:
x: AXA— A, (a,b)— axb leképezés.

1.3. Példa.

(a) Miivelet-e az osztas a valés szamok halmazan?

(b) Miivelet-e a szorzas a negativ egész szamok halmazan?

Fontos, hogy:
e ax b értelmezett legyen minden a, b € A esetén,
e a x b egyértelmiien meghatarozott legyen minden a, b € A esetén,

e a* b az A halmazba essen minden a, b € A esetén.

SPOILER!



1.4. Feladat.

(a) Mivelet-e az Gsszeadas a harommal oszthaté egész szamok halmazan?
IGEN: 3k + 3¢ = 3(k + £) oszthaté 3-mal minden k, £ € Z esetén.

(b) Miivelet-e az 0sszeadas a harommal nem oszthaté egész szamok halmazan?
NEM: pl. 1 + 2 = 3 nincs benne az alaphalmazban.

(c) Mlivelet-e az osztas a pozitiv egész szamok halmazan?
NEM: pl. 5/7 nincs benne az alaphalmazban.

(d) Mivelet-e az 6sszeadas az A= {a+ bi | a, b € RT} halmazon?
IGEN: ha a+ bi,c+ di € A (azaz a, b, c, d € RT), akkor

(a+ b))+ (c+di)=(a+c)+(b+d)ie€A

hiszen a+ ¢, b+ d € RT.

(e) Miivelet-e x x y = /Xy a valds szamok halmazan?

NEM: pl. 2% (—3) = +/—6 nincs benne az alaphalmazban
(vagy nem értelmezett).

(f) Mivelet-e x x y = /Xy a komplex szamok halmazan?
NEM: pl. (2 —4i)* (24 i) =+/8— 6/ nem egyértelmd,
lehet 3 — / vagy —3 + 1.

(g) Mivelet-e a metszés az {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}} halmazon?
IGEN: a megadott hat halmaz koziil barmely kettének a metszete megegyezik
a hat halmaz valamelyikével (maceras esetvizsgalat).



2. Kitéré: maradékosztalyok

Emlékeztet6. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok
halmazan. Két szam akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a
maradékot adjak m-mel osztva. Ezért itt az ekvivalenciaosztalyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezzik.

2.1. Példa. A modulo 3 maradékosztalyok:

0 ={...,-6,-3,0,3,6,9,12,...}
1 ={...,-5-21471013,...}
2 ={...,—4,-1,2,5,8,11,14, ...}

2.2. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztalya a kovetkezé
halmaz:

a={beZ:b=a (mod m}={a+km: keZl}.

A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeloli:

2.3. Megjegyzés. A definiciébdl vilagos, hogy tetszéleges a, b egész szamok

esetén B
a=b <= a=b (mod m).
2.4. Példa.
Zs=1{0,1,2} = {1,2,3} = { =325, 1707, 1777}
Varazsgomb

Emlékeztet6. A kongruenciarelacié egy fontos tulajdonsaga:

a1 = by (mod m) _ aita=b; £ b (mod m) és
bl . b2 (mod m)

a» = b, (mod m) ap - a

Ugyanez maradékosztalyokkal megfogalmazva:

aita=bxtb és

—

S
S

d| - dy = bl'bg.



2.5. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az dsszeadast,
a kivonast és a szorzast a kovetkezdképpen:

adb:=a+b aeb:=a—b aeob:=a-b.

+l---01234 .. + .11
ol-.- 01234 ... .

1. 12345 ... 1]--.

2 - 23456 -

3|..- 34567 -

4. 45678 -

Z.4 0sszeadod- és szorzotablaja:

®|0123 ®0123
0/0123 0/000O0
111230 110123
212301 210202
313012 310321

2.6. Feladat. Szamoljunk Zs-ben!
(a) 8+ 10 =



3. Miiveleti tulajdonsagok

Legyen *x egy mivelet az A halmazon.

3.1. Definicioé. A * mivelet kommutativ, ha minden a, b € A esetén axb = bxa.
3.2. Példa.

e A valés szamok szorzasa kommutativ.

e A valés szamok osszeadasa kommutativ.

o A pozitiv egészek hatvanyozasa nem kommutativ pl. 23 # 32.

3.3. Definicié. A x miivelet asszociativ, ha minden a, b, c € A esetén
(axb)xc=ax(bxc).
3.4. Példa.
e A valés szamok szorzasa asszociativ.

e A valds szamok osszeadasa asszociativ.

e A pozitiv egészek hatvanyozasa nem asszociativ, pl. (21)3 % 2(1").

3.5. Definicido. A z € A elem zéruselem, ha minden a € A esetén
axz=27=27x%a.

3.6. Peélda.
e A valds szamok szorzasanal z = 0.
e A valds szamok 0sszeadasanal nincs zéruselem.

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs zéruselem.

3.7. Definicié. Az e € A elem egységelem, ha minden a € A esetén
akxe=a=exa.
3.8. Példa.
e A valés szamok szorzasanal e = 1.
e A valés szamok osszeadasanal e = 0.

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs egységelem.



3.9. Definicié. Tfh. e egységelem; ekkor a és b egymas inverzei, ha
axb=e=>bxa.

3.10. Példa.

e A valés szamok szorzasanal a inverze: b = % ha a # 0.
A nullanak itt nincs inverze.

e A valds szamok osszeadasanal a inverze: b = —a.

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs egységelem, ezért az inverz fogalma
nem Is értelmezhetd.

Absztrakt algebra
Hany kétvaltozés miiveletet lehet definialni az A = {a, b, ¢, d} halmazon?

axa="7 axb=7 axc=7 axd=7
bxa=7 bxb=7 bxc=7 bxd=7
cxa=7 cxb=7 cxc=7 cxd=7
dxa=7 dxb=7 dxc=7 dxd=7

Mind a 16 kérddjel helyére az a, b, ¢, d elemek barmelyikét irhatjuk, ezért
416 = 4294 967 296 lehetSség van.
Ime egy a 4294967 296 miivelet koziil:

axa=a axb=b axc=c axd=4d
bxa=b bxb=a bxc=c bxd=4d
cxa=cCc cxb=c cxc=c cxd=c
dxa=d dxb=d dxc=c dxd=c

Ezt attekinthetébb formaban mutatja az alabbi miivelettablazat:

xla b c d
ala b c d
b|b a c d
clc ccc
dld d c c




3.11. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mdveleti tulajdonsagok szempontjabdl:

*

Q O v T|T
O o o o|0
O 0O Q Q| Q

Q O T
Q O T v | v

SPOILER!

e kommutativitas: teljesiil (a tablazat szimmetrikus a f6atlora)

e asszociativitas: teljesiil (nem latszik konnyen; késébb visszatériink ra)
e zéruselem: ¢ (soraban és oszlopaban végig ¢ van)

e egységelem: a (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

e inverzek: a inverze: a, b inverze: b, c-nek és d-nek nincs inverze.

Varazslat!

*

O O Q Q| Q
112

Q 6o v T | T
O o o o |0

Q O T w
Q O T v | v

SPOILER!

A *x mivelet a modulo 4 maradékosztalyok szorzasa ,alruhaban’.
({a, b, c,d}; %) = ({0,1,2,3};) = (Zy; ).

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy a * mivelet asszociativ.



3.12. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabaol:

ola b c d
alc a b b
bla b c d
clb c b a
dbdc a
SPOILER!

e kommutativitas: nem teljesul, pl. cod=aésdoc=c

e asszociativitas: nem teljesiil, pl. (coc)od = bod = d és co(cod) = coa= b
e zéruselem: nincs

e egységelem: b (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

e inverzek: a inverzel: ¢ és d, b inverze: b, c Inverzel: a és ¢, d inverze: a



3.13. Feladat. Irjuk fel a P({u, v}) halmazon az egyesités miivelettablazatat,
és vizsgaljuk meg a tanult mdveleti tulajdonsagok szempontjabdl.

SPOILER!
U 0 {up {v} {uv}
0 O Aup Av {uv}

{up | {up v} Auvy {u vy
v | vk Huvy Avy {uvg
{v, vy {u vy {u vy {u v {u v}

e kommutativitas: teljesul
e asszociativitas: teljesul
e zéruselem: {u, v}

e egységelem: ()

e inverzek: () inverze (), senki masnak nincs inverze



3.14. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabdl
az egész szamok halmazan értelmezett ae b = a + b + 23 miiveletet.

SPOILER!

e kommutativitas:

® asszoclativitas:

(aeb)ec=(a+b+23)ec=(a+b+23)+c+23=a+b+c+46

ae(bec)=

e zéruselem:

® egységelem:

e Inverzek:



4. Kitéro: redukalt maradékosztalyok

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az 5,5_6 Z., maradékosztalyok egymas
multiplikativ inverzei, haa-b=1. Jeldlés: b=3a*.

SPOILER!

4.2. Tétel. Egy a € Z,, maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ
inverze, ha Inko(a, m) = 1.

Bizonyitas. Az ax = 1 (mod m) lineéaris kongruencianak akkor és csak akkor
van megoldasa, ha Inko(a, m) | 1. []

4.3. Definicié. Az 3 € 7Z,, maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak, ne-
vezziik, ha Inko(a, m) = 1. A modulo m redukalt maradékosztalyok halmazat
77, jeloli:

Zy, = {3 € Zp : Inko(a, m) = 1}.

4.4. Feladat. Soroljuk fel Z7; elemeit, és hatarozzuk meg mindegyik elem inverzét.

215:{ 0012 3 4 5 &

~I

é,@,m—l,ﬁ,ﬁ,l—}



5. Algebrai struktarak

5.1. Definicié. Algebrai struktaran olyan (A; F) part értiink, ahol
e A nemures halmaz, és
e [ az A halmazon értelmezett miveletek egy halmaza.

5.2. Példa.

e Az O0sszeadas miivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z;+) algebrai struktira.

e Az 0sszeadas és a szorzas miivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z; +, -) algebrai struktura.

e A szorzas nem miivelet a negativ egész szamok halmazan, ezért
(Z~;+) nem algebrai struktira.




5.3. Definicié. Legyen A nemiires halmaz.

0.

1.

Ha * kétvaltozés miivelet az A halmazon, akkor (A;*) grupoid.

Ha (A; %) grupoid és x asszociativ, akkor (A; x) félcsoport.

. Ha (A; %) félcsoport és van egységeleme, akkor (A; *) monoid.
. Ha (A; %) monoid és minden elemének van inverze, akkor (A;*) csoport.

. Ha (A; %) csoport és x kommutativ, akkor (A; ) Abel-csoport.

5.4. Példa. Milyen algebrai struktdra (N; +)7

0. mivelet? IGEN = (N;+) grupoid

1. asszociativ? IGEN = (N;+) félcsoport

2. egységelem? NINCS

5.5. Példa. Milyen algebrai struktira (Z; +)7?

0. mivelet? IGEN = (Z;+) grupoid

1.

2.

3.

4.

asszociativ? IGEN = (Z,; +) félcsoport
egységelem? VAN (0) = (Z;+) monoid
inverz? MINDENKINEK VAN (a inverze —a) = (Z;+) csoport

kommutativ? IGEN = (Z;+) Abel-csoport

5.6. Példa. Milyen algebrai struktira (Z; )7

0. mivelet? IGEN = (Z;-) grupoid

1. asszociativ? IGEN = (7%, -) félcsoport

2. egységelem? VAN (1) = (Z;-) monoid

3. inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 0-nak nincs)



f grupoidok

/ [ félcsoportok l\

monoidok

Abel-csoportok

O y,

5.7. Feladat. Milyen algebrai struktarak az alabbiak?
(M, a 2 x 2-es valés matrixok halmazat jeldli.)

(a) (N; +) (e) (Zs:+) (i) (M2; +)
(b) (Z: +) (f) (Zs; ) 0) (Ma;-)
(c) (Z:) (9) (Zs\{0}:-) (k) (M2\ {0} )

(d) (Z\{0}:) (h) (Zs\{0}; +) () {A € My : det(A) # 0}; )



grupoidok

[ félcsoportok l\

Abel-csoportok

monoidok

N

5.8. Feladat. Milyen algebrai struktirak az aldbbiak?

(a) (@Q\{0};+)
(b) (@\{0};)
(c) (@%+)

(d) (@)
(e) (Z7: +)
(f) (Zs \ {0}:-)

(g9) (N;)




6. lzomorfia

Asszociativ-e ez a miivelet?

| ® D ®
OB ®
-: Q@@
NONC
Y| ®® ®

° &

SPOILER!
«|® D ® 2 10 0012
#aow® _ 21 20 0000
Vwoe T/]21T0 1012
w®®w® 0000 2|0 21

e
5|
b

izomorfizmus: ¢ : {a, X, ©,v/3} — {1, 2, 3, 4} bijekcié, ami megdrzi a struktirat:
Yu,v: {u,v} € E(G) < {up,vp} € E(H)

izomorfizmus: ¢ : {®@), 1), ®} — {0, 1,2} bijekcié, ami megbrzi a struktirat:

Yu,v,w: uxv=w <= up-ve = wp, azaz

Yu,v: up-veop = (u*xv)p



6.1. Definicié. Az A = (A;x) és B = (B;o) grupoidok izomorfak (jelolés:
A = B), ha létezik A — B izomorfizmus, azaz olyan ¢: A — B bijekcio,
amelyre

Vai,a» € A: (a1 % ax)p = a1p o a .

©
A s B
(p \
di, do > di1, ap
©
arka, ——— (a1 % @) = a1 0 aY

6.2. Teétel. Izomorfizmusok szorzata és inverze is izomorfizmus.

6.3. Kovetkezmény. Az izomorfia ekvivalenciarelacié (grupoidok barmely hal-
mazan).

6.4. Feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A = ({igaz, hamis};<>) és
B = (Z>; +) grupoidok kozott.

SPOILER!

Az izomorfizmus:

o:{i,h} = {0,1}, i— 0, h—1.

Ellenérzés: B
(i+1i)p = 0 = ip+ip
(i+h)ep =1 = ip+hoe
(h+ i) = 1 = hp+ip
(h<h)p = 0 = hp+hop



6.5. Feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A = ({1,—-1,/,—i};) és
B = (Z4; +) grupoidok kozott.

SPOILER!

Egy izomorfizmus:

p: 1—=0, —1—2, i~ 1, —i— 3
ot 01, 11 2—-1, 3 —i
Tomorebben: o= t: Zy — {1, —1,i,—1}, k — i¥.
Ez a leképezés azért bijektiv, mert Yk, £ € Z: i =i <= k=4 (mod 4).

A miiveletekkel valé felcserélhetdség:

6.6. Feladat. [zomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel?

A = ({igaz, hamis}; —), B = ({0,1};0), C=({0,1};%)

SPOILER!

A = B a kovetkez6 izomorfizmus mellett: igaz +— 1, hamis — 0.

A 2 C, mert C kommutativ, de A nem.

A R



7. A csoport fogalma, példak, alaptulajdonsagok

Emlékeztet6. Csoportnak neveziink egy (A; *) grupoidot, ha

e x asszociativ: Va,b,c € A: (axb)xc=ax(bxc);
o |étezik egységelem: de € A Vac A: axe=exa= a;

e minden elemnek van inverze: Vac A dbe A: axb=bxa—=e.

multiplikativ irasmaod additiv irasmad
mdavelet a-b=ab a+b
egységelem 1 0
inverz a ! —a
7.1. Példa.
e (C;+), (R;+), (Q;+), (Z;+), ({paros szamok};+), ...
e ({0} +)

o (T"M. 1) tetsz6leges T testre

e (Z,, +) tetsz6leges n € N esetén

e (C\{0}:+), (R\{0};-). (@Q\{0}:")
e ({1}-), ({1.-1}-), ({1, -1/ —i};)
e (E;-), ahol E,={z€C:z"=1}

o (GL,(T);-), ahol GL,(T) = {A € T™" : det(A) # 0}

altalanos linearis csoport
o (Z7;-) tetszbleges n € N esetén

e (Sp;+), ahol S, ={f:{1,..., ny —{1,..., n} bijekciok }

n-edfokit szimmetrikus csoport

e szimmetriacsoportok



7.2. Példa. A {+£1,+/, +j, £k} halmaz csoportot alkot az alabbi szorzassal. Ezt
a csoportot kvaterniocsoportnak nevezzik, és Q-val jeloljuk.

1 -1 =1 - k —k

1 1 —1 I = ] —  k —k
—-1|-1 1 —i I - J —k k
I I —1 —1 1 kK -k —5
—I| =1 I 1 -1 -k k J —

7.3. Megjegyzés. A tablazatbdl elég az
ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ikési°=j>=k’=—1

szorzatokat megjegyezni, a tobbi mar magatdl értet6do.

Az a+bi+cj+dk (a, b, c,d € R) alakl kifejezéseket kvaterniéknak nevezziik.
Ezeken természetes modon lehet definidlni az 0sszeadas és szorzas miuveletét.



7.4. Tétel.

(1) Barmely grupoidban legfoljebb egy egységelem létezhet.

(2) Barmely monoidban egy elemnek legfoljebb egy inverze lehet.
Bizonyitas.
(1) Ha e és e, is egységelem az (A;*) grupoidban, akkor

® e x & = ¢ (mert e, egységelem), és

® e x & = & (Mmert e; egységelem).

e [ehat €1 = 6én.

(2) Ha az a elemnek inverze b és c is, akkor
e (bxa)xc=exc=c, és
e bx(axc)=bxe=b.
e Tehat b= (bxa)xc=bx(axc) =c. []
7.5. Tétel. Tetszbleges (A;-) monoid és a, b € A elemek esetén. ..
(1) ha a-nak van inverze, akkor a~'-nek is van, mégpedig (a=!)7! = a;
(2) ha a-nak és b-nek van inverze, akkor ab-nek is van, mégpedig

(ab)y t=blat.

7.6. Tétel (az altalanos asszociativitas tétele). Ha (A;-) félcsoport, akkor
minden n € N és ay, ..., a, € A esetén az a; - ... - a, ,szorzat" eredménye
fuggetlen a zardjelezéstol.

7.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett - kétvaltozds
mivelet. . .

e invertalhato, ha barmely a,b € A elemek esetén az ax = b és ya = b
egyenleteknek legalabb egy megoldasa van.

e kancellativ, ha barmely a,b € A elemek esetén az ax = b és ya = b
egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa van.



7.8. Megjegyzés. A kancellativitas igy is megfogalmazhaté:

d-Xy = a-Xp — X = X,
Va, x1, X2, Y1, Y2 € A:

Vira=Yra — Y1=JYo.

7.9. Megjegyzés.

e Az invertalhatdsag azt jelenti, hogy a miivelettablazat minden soraban és
minden oszlopaban az A halmaz minden eleme legalabb egyszer fellép.

e A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden oszlopban
minden elem legfeljebb egyszer |ép fel.

7.10. Tetel. Csoport miivelete mindig invertalhaté és kancellativ.

Bizonyitas.

]

7.11. Tétel. Ha az A halmazon értelmezett - kétvaltozos miivelet asszociativ és
invertalhato, akkor (A;-) csoport.

7.12. Megjegyzés. A fenti tételben véges alaphalmaz esetén kicserélhetjiik az
invertalhatdésagot a kancellativitassal, de végtelen alaphalmaz esetén nem.



7.13. Feladat. Irjuk fel a kételem( és a haromelem(i csoport miivelettablazatat.



8. Szimmetriacsoportok

Matracforditas

e

A szabalyos n-szog szimmetriacsoportja _—
=

: : 2k
Jeldlje ay a sokszog kozéppontja koriili — szogl forgatast (k =0,1, ..., n—1).

Vegyuk észre, hogy ax = a’l‘. A tovabbiakban a; helyett egyszerlien csak a-t

irunk. lgy az n-sz6g mozgascsoportja: {id, a, a°, ..., am =7,

Legyenek a szimmetriatengelyekre vald tukrozések tg, 1, .. ., t,—1. A tovabbiakban
to helyett egyszerlien csak t-t irunk, és szeretnénk a tobbi tikrozést is t és a
segitségével kifejezni.



tp=t

SPOILER!

Hasonléan (be)lathatd, hogy tx = a¥t minden k € {0, 1

n— 1} esetén.



8.1. Definicié. A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfoki diéder-
csoportnak nevezzik és D,-nel jeloljuk.

8.2. Tétel. A D, csoportnak 2n eleme van:

D,=1{id, a, &, ..., a" ', t, at, a°t,..., a" 't} ahol

e a: a kozéppont korili 2= szég( forgatas,

e t: egy szimmetriatengelyre vald tukrozés.

Ekkor a* a kdzéppont koriili 24T sz6gii forgatas (0<k<n-1),

n
a t,at,a’t,..., a"~ 't transzformaciok pedig tengelyes tiikrozések
(két ,szomszédos” tengely T szOget zar be egymassal).

Fennall tovabba a ta = a~ 't dsszefiiggés.

8.3. Feladat. Szamitsuk ki Dis-ben az alabbi elemeket. Az eredményt a* vagy
a“t (k=0,1,...,14) alakban adjuk meg.

(a) 8154

(b) a’t - a'?t

(C) 823t . 318

(d) (a®t)°



9. Részcsoportok

9.1. Definicié. Ha G csoport, és H olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor
azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, és ezt igy jeloljuk: H < G.

9.2. Tétel. Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha

1. H zart a szorzasra: Yhy, h, € H: hy - h, € H;
2. H tartalmazza G egységelemét: 1 € H;

3. H zart az inverzképzésre: Yh € H: h 1 € H.

9.3. Tétel (Lagrange tétele). Ha G véges csoport és H részcsoportja G-nek,
akkor H elemszama osztéja G elemszamanak: |H| ‘ 1G].

9.4. Példa.
¢ (C:+) = (Ri+) 2 (@ +) = (Z; +) = (1paros szamok}; +) > ({0} +)
o (C\{0}:) = (R\{0};-) = (Q\{0}:-) = ({1}:)
o ({1, -1}) <({l. -1/ —i};-) < Eg

e (SL,(T);-) <(GL,(T);-), ahol
GL,(T)={A e T™":det(A) # 0} altalanos linearis csoport
SL,(T)={A & T™":det(A) = 1} specialis linearis csoport

e egy alakzat szimmetriacsoportja részcsoportot alkot az 0sszes egybevagdsagi
transzformacidk csoportjaban

e S, > {id, (12)(34),(13)(24), (14)(23)} = V Klein-csoport

e az S, csoportban részcsoportot alkotnak a paros permutaciok



9.5. Definicié. Az {1,2, ..., n} halmaz paros permutacidinak csoportjat n-edfoki
alternalé csoportnak nevezziik. Jelolés: A,.

9.6. Tétel. Minden n > 2 esetén A, < S, és |A,| = ”7'

9.7. Feladat. Soroljuk fel az Az és A, alternalé csoportok elemeit.

9.8. Feladat. Részcsoportot alkot-e a G csoportban a H halmaz?

(a)G:Z, H:No

(b) G =Q\{0}, H=Q"

(c) G = C\{0}, H:{ZECC:|Z|:1}



10. Elem rendje, ciklikus csoportok

10.1. Definicid. Legyen G egy csoport és a € G. Az a elem egész kitevss
hatvanyait a kovetkez6képpen értelmezziik:

on én | na’"=ga-...-3;
> (0 esetén legyen a a a,

n

e n = 0 esetén legyen a" = 1;
e n < 0 esetén legyen 2" = (a1)I".

10.2. Tétel. Tetsz6leges G csoport, a, b € G elemek és n, m € Z kitev6k esetén
teljesulnek az alabbi azonossagok:

(1) a"-a™m = a"™m,

2) (a)" = 2™,

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b",

(4) (ab)t=b"1ta"L.

Trivialitas. Az a € G elemet tartalmazé legsziikebb részcsoport:
la] ={a": kezZY={ ..,a2%at1laa*a,.. L

10.3. Definicid. A G csoportot ciklikus csoportnak nevezziik, ha egyetlen elemmel
generalhato, azaz dJa € G: [a] = G.

10.4. Példa. Z és Z, ciklikus csoportok:
o 7 = [1];

©Z,=[1].
10.5. Teétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

10.6. Megjegyzés. Minden csoportban ,hemzsegnek” a ciklikus részcsoportok:
barmely G csoportban barmely a elem egy ciklikus részcsoportot general.



10.7. Példa. Szamitsuk ki a C \ {0} csoportban 2 és / hatvanyait.

k|-~ -4 -3|-2|-1|0 1 2 3 4 5 6 7

1 2 4 3 | 16 | 32 | 64 | 128

—
(@)

ool
N L
N +—

Tl I | i =1 =il 1 i =1 =il 1 i =1 =i

Az els6 esetben a hatvanyok mind kiilonbozéek, ezért [2] =.

A masodik esetben négyes periodicitast tapasztalunk, ezért [i] =.

Egy tetszbleges G csoportban egy a elemet hatvanyozva is ez a két eset lehetséges.

1. eset. A hatvanyok mind kulonbozéek.
Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];-), k — a* izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z,+).
e Injektivitas: feltettiik, hogy k # £ esetén a* # at.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme el&all a* alakban.

o Miivelettartas: (k +£)p = a"*t = ak. 3t = ko - Lo.

2. eset. A hatvanyok kozott van ismétlédés: i < j: a =a = a~' =1.
Legyen n a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre a" = 1.
Az a° at, a2, ..., a"~! hatvanyok paronként kiilonbozéek

és minden mas hatvany ezek valamelyikével megegyezik:
k=nqg+resetén a¥ = 3" = (3a")9-a" =19-3" = 3",
Ekkor ¢: (Z,, +) — ([a];-), k — a¥ izomorfizmus,
ezért ([a];+) = (Zn, +).
e Joldefinialtsag: k =¢ (mod n) = a* = a.
o Injektivitdas: k Z £ (mod n) = ak # a°.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme elGall a* (k =0, ..., n—1) alakban.

o Miivelettartas: (k+ £ =k +Lo = a""* =35 a* = kp - Lp.



10.8. Tétel. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kovetkezé
csoportok valamelyikével:

Ly, Lo, L3, Za, ..., Z.

10.9. Definicio. Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot
értjuk, amelyre a” = 1. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje
végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordo):

o(a)=min{neN:a"=1} (a min) = oo megallapodassal).
10.10. Definicié. A G csoport rendjén elemeinek szamat (szamossagat) értjiik.

10.11. Megjegyzés. Az a elem rendje nem mas, mint az altala generalt részcsoport
rendje: o(a) = |[a]|. (S6t, [a] = Zq(,)-)

10.12. Peélda. Hatarozzuk meg az a € G elem rendjét.
e G=C\{0}, a=20 [2]={....31,24,...}=2Z, o0(2)=c

e G=C)\{0}, a=1; [ =1/ =1, =1, 1} = Z,, o(i)=4

e G=C, a=1i: =1...—0,0,i,2i,...}=Z, o(i) =00

10.13. Megjegyzés. Tetszéleges z € C\ {0} komplex szdm esetén
o(z)=n < |[z]| =n <= [2z] = E, = Z,.

Az ilyen tulajdonsagl szamokat nevezzik primitiv n-edik egységgyokoknek.



10.14. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a megadott elem rendjét.

(a)GZZmB§
(b)G:ZmBg
(C)G:ZmBZ

(e)G=Z129§

(fG=12:,>5

(9) G=C\{0} 3 L +1

(h) G = Ss > (234)

(i) G = S5 > (234)(15)

()) G = Ss > (1245)(234)

(k) G:D10934

(|) G =Dip 3> att



10.15. Tétel (A rend tulajdonsagai). Legyen G egy véges csoport és a € G egy
n-edrendd elem.

() Vk,£c€Z: a*=a" < k=4 (mod n)
(2) a~t = a1

3)VkE€Z: a¥k=1 <= n|k

(4) n osztéja G elemszamanak

(5) a°l =1

(6) o(a") =

Bizonyitas.



10.16. Tétel. Minden primrend( csoport ciklikus.

Bizonyitas.

10.17. Tétel. A kis elemszami csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezok:

e egyelemd: {1},

o kételem(i: Zo;

e haromelem(: Zs;

e négyelem: Z4 és V,
e Oteleml(: Zs;

e hatelem(: Zg és Sa.

Bizonyitas.



11. Generalas

11.1. Definicid. Legyen G egy csoport és ) # B C G. A B részhalmaz altal
generalt részcsoporton a G csoport legsziikebb olyan részcsoportjat értjuk,
ami tartalmazza B-t. Jelolés: [B].

A B halmaz altal generalt részcsoport nem mas, mint. . .

® az 0sszes B-t tartalmazd részcsoportok metszete;

e azon G-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatok B elemeibdl kiindulva a
szorzas és az inverzképzés véges szami alkalmazasaval.

Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere G-nek.

11.2. Példa.
o 7 = [1]
® Zy=[1]

e QT = [{ primszamok }]
e S, = [{ transzpoziciok }]

o D,=|a,t]

11.3. Feladat. Hatarozzuk meg a Z csoportban a [6, 10] részcsoportot.



11.4. Feladat. Hatarozzuk meg a Z4 csoportban a [6, 10] részcsoportot.

16,10] ={6x+10y:x,y€Z} ={2k 1 ke Z} = |2] =

11.5. Feladat. Hatarozzuk meg a Zs csoportban a [6, 10] részcsoportot.

16,10] ={6x+10y:x,y €Z} ={2k: k€ Z} =[2] =

11.6. Feladat. Hatarozzuk meg a Zig csoportban a [25, 27] részcsoportot.



11.7. Feladat. Hatarozzuk meg a Dg csoportban az [a°, a®t] részcsoportot.

11.8. Feladat. Hatarozzuk meg az Ss csoportban az [(12345),(12)(35)]
részcsoportot.



