1. Miiveletek
Absztrakt algebra

e algebra: az algebrai struktirak tudomanya
e algebral struktira: miiveletekkel felszerelt nemires halmaz

e mivelet: 7
1.1. Példa. Az 0sszeadas miivelet az egész szamok halmazan.
(3,8) —» 11 Zx7—17, (a,b)—a+b
1.2. Definicid. Kétvaltozés * miivelet a nemires A halmazon:
x: AXA— A, (a,b) = axb leképezés.

1.3. Példa.

(a) Miivelet-e az osztas a valds szamok halmazan?

NEM L0 e dut -

(b) Miivelet-e a szorzas a negativ egész szamok halmazan?
NEP ¢2) (-3 =~64d4 7]
Fontos, hogy:
e ax b értelmezett legyen minden a, b € A esetén,
e ax b egyértelmiien meghatarozott legyen minden a, b € A esetén,

e a* b az A halmazba essen minden a, b € A esetén.

SPOILER!



1.4. Feladat.

(a) Miivelet-e az Gsszeadas a harommal oszthaté egész szamok halmazan?
IGEN: 3k + 3¢ = 3(k + £) oszthaté 3-mal minden k, £ € Z esetén.

(b) Mivelet-e az 0sszeadas a harommal nem oszthaté egész szamok halmazan?
NEM: pl. 1 + 2 = 3 nincs benne az alaphalmazban.

(c) Mlivelet-e az osztas a pozitiv egész szamok halmazan?
NEM: pl. 5/7 nincs benne az alaphalmazban.

(d) Mlvelet-e az Gsszeadas az A= {a+ bi | a, b € R"} halmazon?
IGEN: ha a+ bi,c+di € A (azaz a, b, c,d € R™), akkor

(a+ b))+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i €A,

hiszen a+c¢c, b+ d € RT.

(e) Miivelet-e x x y = /Xy a valés szamok halmazan?

NEM: pl. 2% (—3) = +/—6 nincs benne az alaphalmazban
(vagy nem értelmezett).

(f) Mivelet-e x x y = /Xy a komplex szamok halmazan?
NEM: pl. (2 —4i)* (24 i) =+/8— 6/ nem egyértelmd,
lehet 3 — / vagy —3 + 1.

(g) Mivelet-e a metszés az {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}} halmazon?
IGEN: a megadott hat halmaz koziil barmely kettének a metszete megegyezik
a hat halmaz valamelyikével (maceras esetvizsgalat).

T\ 7= 1430c ¢ /A

u)'=[{1-{,é‘4

A= fes 6\, be “QJrl

o= (A (U] =
:L_{\_.;_\,AQO‘:"'/’DC’:

:—'D_G'*"\O‘AL 4'A



2. Kitéré: maradékosztalyok

Emlékeztet6. A modulo m kongruencia ekvivalenciarelacié az egész szamok
halmazan. Két szam akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a
maradékot adjak m-mel osztva. Ezért itt az ekvivalenciaosztalyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik.

2.1. Példa. A modulo 3 maradékosztalyok:

0={...,-6,-3,03,6,912...}
T ={...,-5-21471013,...}
2 ={...,—4,-1,2,5,8,11,14, ...}

2.2. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztalya a kovetkezé
halmaz:

a={beZ:b=a (mod m}={a+km: kel}.

A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeloli:

2.3. Megjegyzés. A definiciébdl vilagos, hogy tetszéleges a, b egész szamok

esetén B
a=b <= a=b (mod m).
2.4. Példa. o) 7 O A
\! A W \
Zs=1{0,1,2} = {1,2,3} = { 3025, 1707, 1777 }
Varazsgomb

Emlékeztet6. A kongruenciarelacié egy fontos tulajdonsaga:

a1 = by (mod m) . aita=b; £ b (mod m) és
by - b, (mod m).

a» = by, (mod m) a; - a

Ugyanez maradékosztalyokkal megfogalmazva:

alj:agzblj:bz és

—

S
S| =

dy-dy = b1°b2.



2.5. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az dsszeadast,
a kivonast és a szorzast a kovetkez&képpen:

adb:=a+b aeb:=a—b aeob:=a-b.

+l--01234 .. + .11
Ol--- 01234 ... .
1/...12345 ... 1]...

2 - 234506

3 - 34507

4 -4 567 8

7., osszeadod- és szorzotablaja:

® 0123 ® 0123
00123 00000
11230 110123
212301=F 2(0202=(
313012 310321
2.6. Feladat. Szamoljunk Zs-ben!
() 8®10=F+{g = 1% =73
b)§-T0= Fro=-L=4%
(c)8-10= 80 =%
(d) B/T0 = /M6 -3 40 R =% {0x238 (415)

i 6= (A0 1A

©60=4 gx=% (t15)
e . X2 4 wA5)  x= 4D A4 (1<)

I =
¥ =4 t% 14



3. Miiveleti tulajdonsagok

Legyen *x egy mivelet az A halmazon.

3.1. Definicio. A * mivelet kommutativ, ha minden a, b € A esetén axb = bx*a.

3.2. Példa.

e A valds szamok szorzasa kommutativ.
e A valds szamok o0sszeadasa kommutativ.

o A pozitiv egészek hatvanyozasa nem kommutativ pl. 23 # 32

3.3. Definicio. A x mivelet asszociativ, ha minden a, b, ¢ € A esetén
(axb)xc=ax(bxc).
3.4. Példa.

e A valds szamok szorzasa asszociativ.
e A valds szamok osszeadasa asszociativ.

e A pozitiv egészek hatvanyozasa nem asszociativ, pl. (21)3 % 2(1").

3.5. Definicido. A z € A elem zéruselem, ha minden a € A esetén
axz=2z=_2z%a. C C

3.6. Példa.

. o 2|l 222zt
e A valos szamok szorzasanal z = 0.

e A valds szamok osszeadasanal nincs zéruselem.

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs zéruselem.

3.7. Definicié. Az e € A elem egységelem, ha minden a € A esetén
axe=a=exa.
3.8. Példa.
e A valds szamok szorzasanal e = 1.

e A valds szamok 0sszeadasanal e = 0.

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs egységelem.



3.9. Definicié. Tfh. e egységelem; ekkor a és b egymas inverzei, ha

axb=e=bxa. {7—
3.10. Példa.
X e
e A valds szamok szorzasanal a inverze: b = é ha a # 0.
A nullanak itt nincs inverze. \ 2
. . .. L . -4 - \_-g’
e A valds szdmok osszeadasanal a inverze: b = —a. S 6 e a

e A pozitiv egészek hatvanyozasanal nincs egységelem, ezért az inverz fogalma
nem Is értelmezhetd.

Absztrakt algebra A ~ 401 03;'\//10% (i~ A O( D« e30h

Hany kétvaltozos miiveletet lehet definialni az A = {a, b, ¢, d} halmazon?

akxa=7? axb=7 axc=7 axd=7
bxa=7 bxb=7 bxc= bxd =7
?

cxb=7 cxc=7 cxd=7

-~J

c*xa=
dxa=7 dxb=7 dxc=7 dxd=7
Mind a 16 kérddjel helyére az a, b, ¢, d elemek barmelyikét irhatjuk, ezért

416 — 4204967 296 lehet6ség van.
Ime egy a 4294 967 296 muivelet koziil:

axa=a axb=b axc=c axd=4d
bxa=b bxb=a bxc=c bxd=4d
cxa=cC Cxb=c cxc=c c*xd=c

dxa=d dxb=d dxc=c dxd=c

Ezt attekinthetébb formaban mutatja az alabbi miivelettablazat:
x| a b q d
a b c\d
La,épd
c ccc
d dcc

Qﬁ{@m




3.11. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabdl:

xla b c d
ala b cd Qe =C= -G
b|b acd '(
clc ccc b L=o=.-(
diddcc C + o

o S O
SPOILER!

e kommutativitas: teljesiil (a tablazat szimmetrikus a f6atlora)

e asszociativitas: teljesil (nem latszik konnyen; kés6bb visszatériink ra)
e zéruselem: ¢ (soraban és oszlopaban végig ¢ van)

e egységelem: a (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

e inverzek: a inverze: a, b inverze: b, c-nek és d-nek nincs inverze.

Varazslat! oS Y0C- < OS\2o¢,
xla b c d “ 14509
ala b c d A4 50 2
blbacd = nnEOR) (7, ;")
cjcccc '1\ Olo & 6o
did dc c zfowﬁq_i £0©)

SPOILER!

A *x mivelet a modulo 4 maradékosztalyok szorzasa ,alruhaban’.
({a, b, c,d}; %) = ({0,1,2,3};+) = (Zs; ).

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy a * mivelet asszociativ.



3.12. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsdgok szempontjabadl:

ola b c d
alc a b b
bla b c d
clb c b a
d/ b dc a
SPOILER!

e kommutativitas: nem teljesul, pl. cod=aésdoc=c

e asszociativitas: nem teljesiil, pl. (coc)od = bod = d és co(cod) = coa=0>b
e zéruselem: nincs

e egységelem: b (sora és oszlopa megegyezik a ,fejléccel”)

e inverzek: a inverzel: ¢ és d, b inverze: b, c inverzel: a és ¢, d inverze: a



3.13. Feladat. Irjuk fel a P({u, v}) halmazon az egyesités miivelettablazatat,
és vizsgaljuk meg a tanult mdveleti tulajdonsagok szempontjabdl.

SPOILER!

U 0 A{ur  A{vi A{uv}

0 Aup Avi A{uv}
{up | {ur Aur Awvi {u v}
{vi | vt {vvp {vi {uv}
{u,v} [ {u,v} {u, v} {u, v} {u,v}

e kommutativitas: teljesul
e asszociativitas: teljesul
e zéruselem: {u, v}

e egységelem: ()

e inverzek: () inverze (), senki masnak nincs inverze



3.14. Feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mdiveleti tulajdonsagok szempontjabdl
az egész szamok halmazan értelmezett ae b = a + b + 23 miiveletet.

SPOILER!

e kommutativitas: | G€ NS

lGEN
e b

S
(aeb)ec=(a+b+23)ec=(a+b+23)+c+23=a+b+c+46

A

ae(bec)=Ck ‘\{O—. (_3-\’ 2y= X r(Geor L) £2L =outb e b6

® asszociativitas:

e zéruselem: EINGS
\d'GL e 'z'/ ~ %
G+ 25 1LA=7 O {'(& v -

e egységelem: — 77

. A=
G+er1L1 - A
6,'7_—23
e inverzek: Cn wwvevig - K= —(’\G —C~

A*X=e—=-23

Ctxe2y=-110
X = "(’lé""o‘



4. Kitéro: redukalt maradékosztalyok

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az 5,5_6 Z., maradékosztalyok egymas
multiplikativ inverzei, ha 3-b=1. Jelolés: b=2a"1.

SPOILER!

—_—

O wvene ¥ | I

3% =7
oX = A (woh )

4.2. Tétel. Egy a € Z,, maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ
inverze, ha Inko(a, m) = 1.

Bizonyitas. Az ax = 1 (mod m) lineéris kongruencianak akkor és csak akkor
van megoldasa, ha Inko(a, m) | 1. []

4.3. Definicié. Az a € Z,, maradékosztalyt redukalt maradékosztalynak, ne-
vezziik, ha Inko(a, m) = 1. A modulo m redukalt maradékosztalyok halmazat
77, jeloli:

Zy,={a € Zp :Inko(a,m) =1}.

4.4. Feladat. Soroljuk fel Z7; elemeit, és hatarozzuk meg mindegyik elem inverzét.



5. Algebrai struktarak

5.1. Definicié. Algebrai struktaran olyan (A; F) part értiink, ahol
e A nemures halmaz, és
e [ az A halmazon értelmezett miveletek egy halmaza.

5.2. Példa.

e Az O0sszeadas miivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z; +) algebrai struktara.

e Az Osszeadas és a szorzas mivelet az egész szamok halmazan, ezért
(Z; +, -) algebrai struktara.

e A szorzas nem miivelet a negativ egész szamok halmazan, ezért
(Z~;-) nem algebrai struktdra.




5.3. Definicié. Legyen A nemiires halmaz.

0.

1.

Ha x kétvaltozés miivelet az A halmazon, akkor (A;*) grupoid.

Ha (A; %) grupoid és % asszociativ, akkor (A; x) félcsoport.

. Ha (A; %) félcsoport és van egységeleme, akkor (A; *) monoid.
. Ha (A; %) monoid és minden elemének van inverze, akkor (A;*) csoport.

. Ha (A; %) csoport és x kommutativ, akkor (A; x) Abel-csoport.

5.4. Példa. Milyen algebrai struktira (N; +)7

0.

mivelet? IGEN = (N;+) grupoid

1. asszociativ? IGEN = (N; +) félcsoport

2. egységelem? NINCS

5.5. Példa. Milyen algebrai struktira (Z; +)7?

0.

1.

2.

3.

4.

mivelet? IGEN = (Z;+) grupoid

asszociativ? IGEN = (Z; +) félcsoport

egységelem? VAN (0) = (Z;+) monoid

inverz? MINDENKINEK VAN (a inverze —a) = (Z; +) csoport

kommutativ? IGEN = (Z;+) Abel-csoport

5.6. Példa. Milyen algebrai struktira (Z; )7

0. mivelet? IGEN = (Z;-) grupoid

1. asszociativ? IGEN = (Z,-) félcsoport

2. egységelem? VAN (1) = (Z;-) monoid

—_——

3. inverz? NINCS MINDENKINEK (pl. 0-nak nincs)



/ grupoidok

félcsoportok
/ (N +)

monoidok

Abel-csoportok

Q& y

5.7. Feladat. Milyen algebrai struktirak az alabbiak?
(M, a 2 x 2-es valés matrixok halmazat jeldli.)

(a) (N; +) (e) (Zs; +) (i) (M2 +)
(b) (Z;+) (f) (Zs;-) () (Ms;-)
(c) (Z;-) (9) (Zs\ {0};-) (k) (Mx\ {0};-)

(d) (Z\{0};) (h) (Zs\ {0} +) () {A € My : det(A) # 0} )
(\
GL, (IR)



/ (@ +)

Abel-csoportok

(27 +)

félcsoportok

monoidok

N

grupoidok

5.8. Feladat. Milyen algebrai struktirak az alabbiak?

(a) (Q\{0};+) (d) (@)
(b) (@Q\{0};) (e) (Z7;+)

(c) (@ +) (F) (2 \ {0}; )

(9) (N;)




6. lzomorfia

Asszociativ-e ez a miivelet?
B D ® 9 10
wlowe ~ 2@, 0 QZ
V@ O® — Al gz 120 = 3\")
Ol oo 0
SPOILER!
* 1@ © @ 2 10 0 1 2
@ao®® _ 21 20 00 00
OIS ® @ 112 1 0 1/0 1 2
0/0 0 O 210 21
o X 4 2. 1 S
e - e <
- B N
| l
H‘FE 5\‘\~J4 4 2

izomorfizmus: ¢ : {a, X, V,v/3} — {1, 2, 3, 4} bijekcié, ami megdrzi a struktlrat:
Vu,v: {u,v} € E(G) < {up, v} € E(H)

izomorfizmus: ¢ : {®), 1), ®} — {0, 1,2} bijekcié, ami megbrzi a struktirat:

Yu,v,w: uxv=w <= up-Vvep = wp, azaz

Yu,v: up-veop = (u*xv)p



6.1. Definici6. Az A = (A;x) és B = (B;o) grupoidok izomorfak (jelolés:
A = B), ha létezik A — B izomorfizmus, azaz olyan ¢: A — B bijekcio,
amelyre

Vai,a» € A: (a1 % ax)p = a1 0 a.

A d > B

di, a2 > di1,

i |

©
arka, ——— (31 % @) = a1 0 aY

6.2. Teétel. Izomorfizmusok szorzata és inverze is izomorfizmus.

6.3. Kovetkezmény. Az izomorfia ekvivalenciarelacié (grupoidok barmely hal-
mazan).

6.4. Feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A = ({igaz, hamis};<>) és
B = (Z5;+) grupoidok kozott.

SPOILER!

Az izomorfizmus:

v:{i,h} —» {0,1}, i =+ 0, h —> 1.

Ellenérzés: B
(i+1i)p = 0 = ip+ip
(i+<h)ep =1 = ip+he
(h+ i) = 1 = hp+ip
(h<+h)p = 0 = hp+he



6.5. Feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A = ({1,—-1,/,—i};) és
= (Z4;, +) grupoidok kozott.

SPOILER!

Egy izomorfizmus:

0: 1-0, —-1=2, i— 1, —i— 3

(B:Ap—l: 0—1, I—i 2—-1, 3—=—j

Tomorebben: ¢=1: Zy — {1, —1,i, -1}, k — i*.
Ez a leképezés azért bijektiv, mert Yk, £ € Z: (" =i* <= k=4 (mod 4).

A ml’jveletekkel valo felc,serélhetéség:
2, E, | 4 et

BT =TT ML R A

6.6. Feladat. [zomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel?
= ({igaz, hamis}; —), B = ({0,1};0), C=({0,1};%)

o|0 1 01
011 0[0 O
110 1 110 1

SPOILER!

A = B a kovetkez6 izomorfizmus mellett: igaz — 1, hamis — 0.

A 22 C, mert C kommutativ, de A nem.




7. A csoport fogalma, példak, alaptulajdonsagok

Emlékeztet6. Csoportnak neveziink egy (A;*) grupoidot, ha

e x asszociativ: Va,b,c € A: (axb)xc=ax(bxc);
o |étezik egységelem: de € A Vaec A: axe —exa— a;

e minden elemnek van inverze: Vace A dbe A: axb=bxa—=e.

multiplikativ irasmaéd additiv irasmad
mdvelet a-b=ab a+b
egységelem 1 0
inverz a ! —a
7.1. Példa.
e (C;+), (R;+), (Q;+), (Z;4), ({paros szamok};+), ...
e ({0};+)

o (7™M +) tetszbleges T testre

o (Z,,+) tetszéleges n € N esetén

e (C\{0}:+), (R\{0};+). (@\{0}:")
e ({1}-). ({1.-1}-), ({1, =10 —i};)
o (E,;-), ahol E,={ze€C:z2"=1}

o (GL,(T):-), ahol GL,(T) = {A € T™" : det(A) # 0}

altalanos linearis csoport
e (Z7;-) tetszbleges n € N esetén

e (Sp;+), ahol S, ={f:{1,..., ny —{1,..., n} bijekciok }

n-edfokin szimmetrikus csoport

e szimmetriacsoportok



7.2. Példa. A {+1, £/, +J, =k} halmaz csoportot alkot az alabbi szorzassal. Ezt
a csoportot kvaterniocsoportnak nevezzik, és Q-val jeloljuk.

1 -1 =1 — k —k

1 1 —1 I = =  k —k
—1|-1 1 —i I - J —k Kk
I I = —1 1 kK -k —5
—I| =1 I 1 -1 -k k J —

7.3. Megjegyzés. A tablazatbdl elég az
j=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ikeési?=j>=k?’=—-1

szorzatokat megjegyezni, a tobbi mar magatdl értet6do.

Az a+bi+cj+dk (a, b, c,d € R) alaku kifejezéseket kvaterniéknak nevezziik.
Ezeken természetes mdédon lehet definialni az osszeadas és szorzas miiveletét.



7.4. Tétel.

(1) Barmely grupoidban legfoljebb egy egységelem létezhet.

(2) Barmely monoidban egy elemnek legfoljebb egy inverze lehet.
Bizonyitas.
(1) Ha e, és e, is egységelem az (A;*) grupoidban, akkor

® e x & = ¢ (mert e, egységelem), és

® e x & = & (Mmert e; egységelem).

e [ehat €1 = 6o.

(2) Ha az a elemnek inverze b és c is, akkor

e (bxa)xc=exc=c, és

ebx(axc)=bxe=b,

e Tehat b= (bxa)xc=bx(axc) =rc. []
7.5. Tétel. Tetszbleges (A;-) monoid és a, b € A elemek esetén. ..

(1) ha a-nak van inverze, akkor a~l-nek is van, mégpedig (a~!)7! = a;
(2) ha a-nak és b-nek van inverze, akkor ab-nek is van, mégpedig

(ab) ' =bptal,

7.6. Tétel (az altalanos asszociativitas tétele). Ha (A;:) félcsoport, akkor
minden n € N és aq, ..., a, € A esetén az a; - ... - a, ,szorzat" eredménye
fuggetlen a zardjelezéstdl.

7.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett - kétvaltozods
mivelet. . .

e invertalhato, ha barmely a,b € A elemek esetén az ax = b és ya = b
egyenleteknek legalabb egy megoldasa van.

e kancellativ, ha barmely a,b € A elemek esetén az ax = b és ya = b
egyenleteknek legfeljebb egy megoldasa van.



7.8. Megjegyzés. A kancellativitas igy is megfogalmazhaté: A X

‘X1 =3 X = X1 = X
Va, xi, X2, y1, Y2 € A: 7 ' / ’ P CL <4
yi-ra=y:-a = Y1=)o.

7.9. Megjegyzés.

e Az invertalhatdsag azt jelenti, hogy a mivelettablazat minden soraban és
minden oszlopaban az A halmaz minden eleme legalabb egyszer fellép.

Q‘C)C.V\

K e A kancellativitas pedig azt jelenti, hogy minden sorban és minden oszlopban
J  minden elem legfeljebb egyszer |ép fel.

7.10. Tétel. Csoport miivelete mindig invertalhatd és kancellativ.

B/zony/’ta’s.\’g(, A ) MW

A Y:G‘\lﬁ /O\

-
ik A Ly Ao
MMKM\)@LLA’WV (N\fb(l‘xfw\/‘ﬂ ]

7.11. Tétel. Ha az A halmazon értelmezett - kétvaltozds mivelet asszociativ és
invertalhatd, akkor (A;-) csoport.

SEATOLGL -0
7.12. Megjegyzés. A fenti tételben/?e'ges alaphalmaz esetén kicserelhetjik jaz
invertalhatdsagot a kancellativitassal, de végtelen alaphalmaz esetén nem.

U\J'\&\ AN UV Lo @Lauwdﬂe“’,as(w(.
a+yslb —vdh qu'/(cw K=l -a




7.13. Feladat. irjuk fel a kételem( és a haromelem(i csoport m(ivelettablazatat.




8. Szimmetriacsoportok

Matracforditas

P I

v
: - lid a 1 b
| )
o djid a t; t

{;L _q_\_ . 1 D N

] ala id Hh t = vV
|
' ti |t b id a
I O~ bt t; a id

Klein-csoport
A

A szabalyos n-szog szimmetriacsoportja o
=

Jelolje a, a sokszog kozéppontja kordli — szogl forgatast (k =0,1, ..., n—1).

Vegyuk észre, hogy ax = a’l‘. A tovabbiakban a; helyett egyszerlien csak a-t

irunk. lgy az n-sz6g mozgascsoportja: {id, a, a°, ..., a1} %(Z,,]' +)

Legyenek a szimmetriatengelyekre valo tukrozések tg, t1, .. ., t,—1. A tovabbiakban
to helyett egyszerlien csak t-t irunk, és szeretnénk a tobbi tukrozést is t és a
segitségével kifejezni.



tp=t

o :JUA

SPOILER!

Hasonléan (be)lathatd, hogy t, = a¥t minden k € {0, 1

n— 1} esetén.



8.1. Definicié. A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfokia diéder-
csoportnak nevezzik és D,-nel jeloljuk.

8.2. Tétel. A D, csoportnak 2n eleme van:

. ahol

e a: a kozéppont koriili 2= szég( forgatas,

e t: egy szimmetriatengelyre vald tukrozeés.

Ekkor a a kézéppont koriili 25T szog( forgatas (0<k<n-1),

n
a t, at,a’t,..., a"~'t transzformaciok pedig tengelyes tiikrozések
(két ,szomszédos” tengely T szOget zar be egymassal).

Fennall tovabba a ta = a~ 't dsszefiiggés.

to-6 1 & otac-t ot o id
o) =k

%%

8.3. Feladat. Szamitsuk ki Dis-ben az alabbi elemeket. Az eredményt a* vagy
a“t (k=0,1,..., 14) alakban adjuk meg. 4= {5

(a) a1 1Sq =105+ 1G24 (pu19)
0115‘5: L'h o Oﬁ = o & :Oﬁ \\,L‘\“J L
(b) a’t - a'?t L _ W=
x -y -5 1 |
At =g bt =3t <o
N 104
(c) a3t - 2’8 O :J

(d) (at)? l o ©
19"~
Clwé?mtokmt = -0\/{7?& 1 =0



9. Részcsoportok

9.1. Definicié. Ha G csoport, és H olyan részgrupoid, ami maga is csoport, akkor
azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, és ezt igy jeloljuk: H < G.

9.2. Tétel. Barmely G csoport és H C G esetén H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha

1. H zart a szorzasra: Yhy, h, € H: hy - h, € H;

2. H tartalmazza G egységelemét: 1 € H; /[G c (s (-0(8 o
3. H zart az inverzképzésre: Yhe H: h™! € H. /{G 46_ oo - cd e --
Q| a jKAuc,
1,0 & el
Cl| € o
d| <t |d
< e

9.3. Tétel (Lagrange tétele). Ha G véges csoporf és H részcsoportja G-nek,
akkor H elemszadma osztéja G elemszamanak: |H] ’ 1G].

0.4. Példa.
o (C.;+)>(R;+)>(Q;+) > (Z;+) > ({paros szamok}; +) > ({0}; +)

e (C\{0}:-) = (R\{0};-) = (@\{0}:-) = ({1} )
* ({1%1}: ) < ({1,{:—41, i,—i};-) < Es

o (SL,(T);-) <(GL,(T);-), ahol
GL,(T)={A e T™":det(A) # 0} altalanos linearis csoport
SL,(T)={AeT"™":det(A) = 1} specialis linearis csoport

e egy alakzat szimmetriacsoportja részcsoportot alkot az 6sszes egybevagoésagi
transzformaciok csoportjaban

e S, >{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = V Klein-csoport

e az S, csoportban részcsoportot alkotnak a paros permutacidk



5.

9.5. Definicié. Az {1,2, ..., n} halmaz paros permutacidinak csoportjat n-edfok
alternalé csoportnak nevezziik. Jelolés: A,.

9.6. Tétel. Minden n > 2 esetén A, < S, és |A,| = ”7'

9.7. Feladat. Soroljuk fel az A3 éslternélé csoportok elemeit.
L
o (432l
Sb {w(’({/z)/u%(%),(m%) \__3_2/) 1 S
(e)ls)  ((y)ctz) »°
/\1: ’(w( <(L4U/[ [132,)2 L.// 12
3

n 2 (/4 (-- ) C
/\'& @ (1 ZB); Iy lZJ(}C\),('{TS}(Q‘\/(/‘\)(Zv,)

9.8. Feladat. Reszcsoportot alkot-e a G csoportban a H halmaz?

——P

a)G:(ZH-) H=Ny NCI {J(. 2 4 w&—zé{_{
(b)GZ(Q\{O},') N H=Q Ml ~2 el L (2) (= )dH

(c) 6=\ {0};) H={zeC:|z]=1} \GEN
1.2 we H=D lzwl={2((l =4 (=1 7~3weﬁ{

2-("(:(\)/{61{‘/ /
1. T = \—"—l:l’/:—:—:'l—;) éé{/{

2 (2l
)G LT H=2; MM oA L, SGH, e 2+5¢H
.//{'\§./‘\
. _ (T8 7330 1 - _y
(e) G {(Z3y¢) H 1,8,1@1} s

) ~{] <1 41‘? ¥ |~
ga? ?/’_l—%l\/
9 ) 1

_9l-%



10. Elem rendje, ciklikus csoportok

10.1. Definicié. Legyen G egy csoport és a € G. Az a elem egész kitevss

hatvanyait a kovetkez6képpen értelmezzik:

I\(l

e n> 0 esetén legyen a" = a-... - a; (.(O\ SOt - P X
W
n
()
e n = 0 esetén legyen a" = 1;
e n < 0 esetén legyen 2" = (a~1)I".

10.2. Tétel. Tetszbleges G csoport, a, b € G elemek és n, m € Z kitev6k esetén
teljesulnek az alabbi azonossagok:

(1) a"-a" = a""m,

(2) (a")" = &

(3) ha ab = ba, akkor (ab)" = a"b";

(4) (ab)~t=btat.

Trivialitas. Az a € G elemet tartalmazdé |egSZﬁkebgel’éSZCSOport:
Y/

[a] ={a":kezZ}={ .. a?%al 1,a'a% a,. .

10.3. Definicid. A G csoportot ciklikus csoportnak nevezzik, ha egyetlen elemmel
generalhatd, azaz da € G: [a] =

10.4. Példa. Z és 7Z,, ciklikus csoportok:

g 4+ oo+ 16 L ]>-3lw6£4] e s

©Z,=[1].
10.5. Tetel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

10.6. Megjegyzés. Minden csoportban ,hemzsegnek” a ciklikus részcsoportok:
barmely G csoportban barmely a elem egy ciklikus részcsoportot general.



10.7. Példa. Szamitsuk ki a((C \ {O}'}soportban 2 és Q_atvényait.

N

k-] —4| -3 —2]-1] 0 1(2}’@4%5)6 7

2|l s x| 5|12 |(ALE)) 16 64 | 128

aicdlETES e SAT| | -1
Dokt e 2t £

cd L 1 ,
Az els6 esetben a hatvanyok mind kulonbozéek, ezért@]ﬂ%’[z,-f)
A masodik esetben négyes periodicitast tapasztalunk, ezért [/] 2.(2q ; +)

Eqgy tetszbleges G csoportban egy a elemet hatvanyozva is ez a két eset lehetséges.

1. eset. A hatvanyok mind kulonbozbek.
Ekkor ¢: (Z,+) — ([a];-), k — a* izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z, +).

e Injektivitas: feltettiik, hogy k # £ esetén a* # at.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme el&all a* alakban.

o Miivelettartas: (k +£)p = aktt = ak . at = ko - Lo. S
A
2. eset. A hatvanyok kozott van ismétlédés: i < j: a =a = a~' =1.

Wlegkisebb pozitiv kitevs, amelyre 3" = 1.\
Az a° at, a2, ..., a"~! hatvanyok paronként kiilonbozéek

és minden mas hatvany ezek valamelyikével megegyezik:
k = ng + r esetén a* = a"I*t" = (‘%_’})q-ar =19-3a"=2a".
Ekkor ¢: (Z,, +) — ([a];+), k — a¥ izomorfizmus,
ezért ([a];-) = (Z,, +).
e Joldefinialtsag: k =£ (mod n) = a* = a.
o Injektivitas: k Z £ (mod n) = a* # a*.
e Sziirjektivitas: [a] minden eleme el6all a* (k =0, ..., n—1) alakban.

o Miivelettartas: (k+£)p =k +Lp = a"* = 3" a°* = kp - L.



10.8. Tétel. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a kovetkezé
csoportok valamelyikével:

Ly, Lo, L3, Za, ..., Z.

10.9. Definicio. Az a € G elem rendjén azt a legkisebb n pozitiv egész szamot
értjuk, amelyre a” = 1. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a rendje
végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeldli (olvasd: ordo):

c(zf(a) =min{neN:a"=1} (a min{) = co megallapodassal).

10.10. Definicié. A G csoport rendjén elemeinek szamat (szamossagat) értjik.

10.11. Megjegyzés. Az a elem rendje nem mas, mint az altala generalt részcsoport
rendje: o(a) = |[a]|. (S6t, [a] = Zq(,)-)

10.12. Példa. Hatarozzuk meg az a € G elem rendjét.
e G=(C\{0})) a=2 [I={..1124..}2Z o@2)=c

e G=(C\{0};) a=i []={i-1,-i1} =7, o(i) = 4

) Gz((C,i-(-\ a=1i: N={...,—0,i,2i,...}2Z, o(i)=

10.13. Megjegyzés. Tetszéleges z € C\ {0} komplex szam esetén

o(z)=n <= |[z]| =n = [z]ég,gzn.

noed- ned -
Az ilyen tulajdonsagl szamokat nevezzik primitiv n-edik egységgyokoknek.
1 — . .
EL, ‘%’1,‘1, &;ag PR

C.1=14 il‘(,‘f]°5cﬂ O(2)s§

Y=l idme, o%=4
ZUI]:IL’IL"S"EZ o (~1)=2
C/(’}T'iAg:E/' O_(():II

-1 1




10.14. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a megadott elem rendjét.

@6=2022 [1]:{2,46 9,005 0(2)=5

b)G=7p53 [3]1:43,43,183814,10]=24, (37240

(©)G=Ziw34d [UI={4,8160lS0~ ola)=5
L217

@6=2i33 Wa]s{3,5% 4l=q, 9£3)= &

() ©6=2235 [§1={Cu0,3 5,4,64(42235]=0 o 2 (5)=4y

2_
() 6=25,55 (s1=151]= ¢y CYZ*({PL
(2
e
(g)G C\{O}9 —|— /_\C_)s.sc-';r +_L$ SCII _olST .Sﬁ\ S"'IT/é
i Oxgs_"_’,L y , ¢
=1
(h) G =553 (234) = C &= Z/M Py
o) =3 Z

() ()G =552 (234)(15)= /'> o{p) =6
/L Lz:;,ﬁ}us N =(234) (/f) J%\S.Z{&
() G = S5 > (1245)(234)=) Y _75 (126T) ‘,(234,)
y> 1) () —ely) =4
(k) G = Dyo > a* Eo‘qz:;loﬁ,oé,o&,wf, a.°=¢o(7> gzs_}j o (&5

(I) G = Dy 3 a*te— Lol L‘-é ]'L; (A =) fgf‘{]: {é‘.,é L'o/i;’z
' 2

G =S ol S(&E) = 2




n olefnl.. ga"wé‘b AT O QYL - W )

XU&/lC“O h)%,(_, QZX mod 1
woc-rc_ 676-;{/4‘& Xéw,%fw_ %)(:'O (b-epo\)z



10.15. Tétel (A rend tulajdonsagai). Legyen G egy véges csoport és a € G egy
n-edrendd elem.

(1) Vk,L€Z: a¥=a" < k=1 (mod n)
n-41

(2) al=a"1x3 - .. _.—‘C‘\

(3)VkE€Z: a¥=1 <= nl|k
(4) n osztéja G elemszamanak

(5) al =1

£
6) o(a¥) =
(6) o(a¥) c

V\,Q,)

et} 1oy s2e Gy o
Bizonyitas.

(1) 2444, Ea]gz,/\
({) - -1
(1) ~{z n-1 (L__-y( n) ’L3C’L(:'_c:l -
VACT: b =i =y oo =1 23 cf—';é{‘
o 4
C2) of:/(~—o c?u\ﬂ.aO UJUQ—M«{[@

) CA1<G S5 lnayl | Lol
I~ @6W ()
/0
(5) AA) > ey M on & S

~—=> o =4
cs)ch&



10.16. Tétel. Minden primrend( csoport ciklikus.

Bizonyitas.

e VoGS (L) =p <o)

[]
1
ZF’
10.17. Tétel. A kis elemszami csoportok (izomorfia erejéig) a kovetkezok:
e egyelemii: {1};
e kételem(i: Zo; ‘/
V), — s,
e haromelem: Z3 3
e négyelemd: Z4 ésV; (2'3/
e Otelemd: Z5
e hatelem(i: Zg és 53,\
Bizonyitas.
- =4 Yol Olor) ~{ 2, G
) He Qae G ()= Oﬂa— [ = G
/ s
E=2
lr] =2 &%
1) Hon \FREG\AAY . Olor] = =
A
G ~@
A
@ ~/ \/
o~
/(/.
C C 6" []

J



11. Generalas

11.1. Definicid. Legyen G egy csoport és ) # B C G. A B részhalmaz altal
generalt részcsoporton a G csoport legsziikebb olyan részcsoportjat értjuk,
ami tartalmazza B-t. Jelolés: [B].

A B halmaz altal generalt részcsoport nem mas, mint. . .

® az 0sszes B-t tartalmazd részcsoportok metszete;

e azon G-beli elemek halmaza, amelyek megkaphatok B elemeibdl kiindulva a
szorzas és az inverzképzés véges szami alkalmazasaval.

Ha [B] = G, akkor azt mondjuk, hogy B generatorrendszere G-nek.

11.2. Példa.
o 7 = [1]
® Zy=[1]

o@{f% [{ primszamok }]
e S, = [{transzpoziciok }]

e D,=|a,t]

11.3. Feladat. Hatarozzuk meg a Z csoportban a [6, 10] részcsoportot.

e (1{1—)} Eg(lo]={6({ol46,22/4,~41

NGy Z —
= ool = e 2¢ (5,0 W22 [%e
ZL [119 - a{ C£6, /0]
6,10 ps = [¢, 16)C [ 2] V

Tk L 0] -[2]= Y22 (4ed Z

iG{lO—J—"{G’('\' 406 { N,UC’Z%:%CCZ_,IS x1 ed 6 x+ (O U=C%
=Jce| c6ro) el =Fced [ a(cl -



11.4. Feladat. Hatarozzuk meg a Z4 csoportban a [6, 10] részcsoportot.
16,10] :{6x+1_0y'x veZy={2k: keZ}=|2]=
rl(’l 6;‘) O Fll(j(gz:}

11.5. Feladat. Hatarozzuk meg a Zis csoportban a [6, 10] részcsoportot.

16,10 ={6x+10y:x,y €Z} ={2k : k€ Z} =[2] =

11.6. Feladat. Hatarozzuk meg a Zig csoportban a [25, 27] részcsoportot.
(A

1 ~1
24;>/ E”(/_{S = 'LL ( \3 1 3% “ﬂé L3]

@A|(s0)=t 1 (ﬁz J(43)s £9
(2= L (g (tg)=t272=4 1
(£ ) (FD=+2 (49 [ (29): £2371=t3



? 0

)
Q- Z\S C.: 70
11.7. Feladat. Hatarozzuk meg a Dg csoportban az [a®, at] részcsoportot.

[]-5 & & o da’=icl) = Riot o 12T,

EX R ol Qe Tt i)
=1 T [ Zeq (=)

1_(
2% 2p R+
Ch On =G /
IR 2L+ 2 A+C)+1 /

11.8. Feladat. Hatarozzuk meg az Ss csoportban az W]
részcsoportot. ,
P o .,




