MBLK13E: Polinomok

(elsadasvazlat, 2023. november 11.)

Katai-Urban Kamilla

ap +arx+ - +apz” (a; €T)

formalis kifejezések, amelyek halmazat T'[x]-el jeloljiik. (Szokas a polinomokra az egyiitthatoikbol
allo sorozatként is gondolni.) Ha a;j11 = @42 = --- = a, = 0, akkor az ag + a1z + - - - + a,z™ és
ag+aix + - - -+ a;z° polinomokat egyenlsknek tekintjiik (tehat a zérd egyiitthatos tagokat figyelmen
kiviil hagyjuk). Az a € T elemeket konstans polinomoknak hivjuk.

2. Definicié. Legyen T test. Az f = ag+ a1z + -+ + apx™ € T'[z] polinom polinomfiiggvényén az
fle) = Zaici (ceT)

képlet szerint definialt f(x) : T — T leképezést értjiik.

3. Példa. A Zy test feletti f = 0 és g = x + 22 polinomokra f # g de f(z) = g(z). Azonban
tetszoleges f, g € R[x] polinomokra f = g akkor és csak akkor, ha f(x) = g(z).

4. Definicié. Legyen T tetszsleges test és
f=a+ax+-+ana" € T[], g=byo+bix+- - +bpz™ € Tx].
Az f és g polinomok Gsszegén az

max(n,m)

f+g= Y (ai+b)a,

=0

polinomot értjiik, ahol a; = 0, illetve b; = 0 értendd, ha i > n, illetve ¢ > m. Az f és g szorzatan az

n+m i A
fg = Z Zajbl-,j '
i=0 \j=0

polinomot értjik.

5. Definici6. Ha az f = ap + a1z + - - - + apz™ € T[z| polinomban a,, # 0, akkor az n szdmot az
f polinom fokszaménak és az a, elemet az f polinom fGegyilitthatojanak hivjuk. Az f polinomot
fépolinomnak nevezziik, ha f f6egyiitthatoja 1 € T. Tehat a 0 polinomnak nincsen fokszéama (se
féegylitthatoja), de kényelmes lesz bevezetni a kovetkezs jelolést:

X f fokszama, ha f #0,
deg f =
—00, ha f =0.

6. Tétel. Legyen T tetszoleges test és f,g € T[x|. Ekkor

deg(f + g) < max(deg f,degg) ¢és deg(fg)=deg [+ degyg.

7. Tétel. Tetszoleges T test esetén T'[z] kommutativ egységelemes gytirit alkot az el6bb definialt
miiveletekkel, amit a 7" test feletti egyhatarozatlant polinomgytriinek hivunk. Tetsz6leges T test
esetén T'[x] zérusosztomentes is, tehat T'[z] integritdstartoméany.



1. POLINOMOK ,SZAMELMELETE”

1.1. Oszthatoésag

8. Definici6. Legyen T tetszSleges test és f,g € T[z]. Azt mondjuk, hogy f osztoja g-nek, vagy g
tobbszorose f-nek, és azt irjuk, hogy f | g, ha van olyan k € T'[x] polinom, amelyre fk = g.

9. Definici6. Tetszbleges T test feletti T'[z] polinomgytri esetén egységeknek nevezziik azokat a
polinomokat, amelyek tetszSleges polinomnak osztoi.

10. Tétel. Tetszleges T test feletti T[z] polinomgytrtiben teljesiilnek a kovetkezs oszthatosagi
tulajdonsagok, barmely f, g, h € T[z]:

onar
2) ha f|gésg]|h, akkor f | h,
Y1765 f 10,

) 0| f akkor és csak akkor, ha f =0,
) ha f|gés f|h,akkor f|g=+h,

) ha f|gésh |k, akkor fh| gk,

) ha h # 0 és fh| gh, akkor f | g.

)

(
(
(
(
E
(8) ha f | g és g # 0, akkor deg f < degg.

3
4
5
6
7
8

11. Definicié. Az f és g polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f, amelyet a ~ relacioval jelolink.
12. Példa. Zs[z]-ben 223 + z + 2 ~ 23 + 2z + 1, valamint R[z]-ben 622 4+ 2z + 1 ~ 22 + fz + ¢.
13. Tétel. Az asszoialtsag ekvivalenciarelacio T'[x]-en.

14. Tétel. Tetszbleges f,g € T[z] esetén f ~ g pontosan akkor, ha létezik ¢ € T \ {0}, melyre
f=cg.

1.2. Legnagyobb k6z6s osztd, Euklideszi algoritmus

15. Definicioé. A h polinom az f, g polinomok legnagyobb kozos osztéja, ha teljesiilnek a kovetkezsk

(Inkol) h| f és h | g (azaz kozos osztd), és

(Inko2) barmely k polinomra, ha k| f és k | g, akkor k | h (azaz minden kozos osztonak a tobbszo-
rose).

Hasonléan, a h polinom az f, g polinomok legkisebb kozos tobbszorose, ha

(Ikkt1) f| h és g | h (azaz kozos tobbszords), és
(Ikkt2) barmely k polinomra, ha f | k és g | k, akkor h | k (azaz minden koz6s tobbszorosnek az
osztoja).

16. Tétel. A legnagyobb kozos oszto (és a legkisebb kozos tobbszoros) asszocialtsag erejéig egyér-
telmtien meghatarozott. Tehét, ha h az f és g polinomok legnagyobb koz6s osztdja, akkor A minden
asszocialtja is legnagyobb kozos oszt6 és rajtuk kiviil nincs mas legnagyobb kozos osztd. Ez gy is
megfogalmazhato, hogy f, g polinomok legnagyobb kozos osztoi (legkisebb kozos tobbszorosei) teljes
asszocialtsigi osztalyt alkotnak.

17. Jel6lés. Az f és g polinomok legnagyobb kozos osztdja ~ erejéig meghatarozott (1d. elézé
tétel). Az Inko(f, g) jeloli az Inko-k osztalyabol a fépolinomot, vagy a 0-t abban az esetben, ha az
a legnagyobb kozos osztd. Hasonloan hasznaljuk a legkisebb kozos tobbszoros esetén az lkkt(f, g)
jelolést.

18. Definicié. Az f és g polinomok relativ primek, ha Inko(f, g) = 1.

19. Tétel (Maradékos osztas). Legyen T test, f,g € T[z] és g # 0. Ekkor léteznek olyan
egyértelmiien meghatérozott ¢, r € T[z] polinomok, amelyekre f = gg + r és degr < degg.

20. Definicio. Az el6z6 tételben szerepld f polinomot osztandonak, g-t osztonak, ¢-t hanyadosnak
és r-t maradéknak nevezziik.
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21. Tétel (Euklideszi algoritmus). Barmely két f, g € T[z] polinomnak van legnagyobb kozos
osztoja, amely az alabbi euklideszi algoritmussal megkaphato. Az rg = f és r1 = g polinomokon
végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos osztasok ismételt elvégzését jelenti:

o = qiT1 + 72 (degry < degry)
r1 = qory + 13 (degrs < degra)
Th—2 = qn-1Tn—1 +Tn (degry, < degrp—1)

Tn—1 = qnTn + Tn+1 (rn—o—l = 0)

Az eljaras véges szami lépés utan véget ér, azaz létezik olyan n € N, hogy 7,41 = 0. Ekkor a
legnagyobb kozos 0szt6 az utols6 nemnulla maradék, azaz Inko(f, g) ~ r,. Az eljaras soran kapott
egyenleteket visszafejtve olyan u és v polinomokat kapunk, hogy Inko(f,g) = fu + gv.

22. Példa. Euklideszi algoritmus segitségével meghatéarozzuk Inko(f, g)-t, ahol f,g € Zs[z], f =
224 + 323 + 322 + 22, g = 2% + 32 + 1. A maradékos osztasok elvégzésével kapjuk:
22 +32° + 32 + 22 = 22 +3)(@® + 3w + 1) + 202 + 2+ 2
B 4324+T=08e+1)22*+2+2)+2+4
2° 4 24+2=2x+3)(z+4) +0.
Igy: Inko(f,g) = = + 4.
23. Tétel. Barmely f, g, h € T[z] polinomra teljesiilnek az alabbiak.

) Inko(f, f) ~ f,

Inko(f, g) = Inko(g, f),
Inko(f,g), h) = Inko(f, Inko(g, h)),
g

Inko(
Inko(f, g) ~ f akkor és csak akkor, ha f | g
Inko(f + gh, g) = Inko(f, g),
Inko(f, g) - h ~ lnko(fh, gh),
) ha Inko(f, g) # 0, akkor Inko(f/Inko(f,g), g/Inko(f,g)) = 1.

24. Tétel. Tetszbleges f, g € T[z] polinomoknak létezik legkisebb kozos tobbszorose, és

Ikkt(f,g) Inko(f,g) ~ fg.
25. Kovetkezmény. Barmely f, g, h € T[z] polinomra teljesiilnek az alabbiak.
(1) ha Inko(f,h) =1 és f | gh, akkor f | g;
(2) ha Inko(f,h) = 1, akkor Inko(f, gh) = Inko(f, g).

1.3. Diofantoszi egyenlet, kongruencia

26. Tétel. Tetszbleges adott f, g, h € T[z] polinomok esetén az fu + gv = h diofantoszi egyenlet
akkor és csak akkor oldhaté meg az u, v € T'[x| ismeretlenekre nézve, ha Inko(f, g) | h. Ha ug, vy egy
megoldas, akkor az altalanos megoldéas

-,

U = ug + -t vV = 1

9 _
Inko(f, g) Inko(f, g)

ahol t € T[] tetszGlegesen valaszthato.

27. Példa. Megoldjuk az fu + gv = h diofantoszi egyenletet, ahol f, g, h € Zs|x], f = 22* + 323 +
322 +22,g=2+3x+1ésh=222+4x+4. A Példaban megadtuk, hogy Inko(f, g) ~ x + 4.
A diofantoszi egyenlet megoldhato, ugyanis h = 22 +4x +4 = 2o+ 1)(z +4), igy az el6z6 tételben
megadott feltétel teljestil. A 22| Példaban szerepls euklideszi algoritmus lépéseinél kifejezziik a
maradékot:
2% + o +2=22"+32% +32% + 22 — (22 + 3) (2 + 3z + 1)
r+d=a+3x+1— Br+1)22% + 2 +2).
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Az utolso egyenlGségtdl indulva behelyettesitjiik az el6zd sorban szerepld kiilonbséget, és a zardjeleket
felbontjuk gy, hogy f és g polinomok tobbszoroseinek Osszege szerepeljen:
r+d=2+3+T1-Br+1)22% +2+2) =
=2*+32+1- B+ D22 +32° + 327 + 22 — 22 +3)(2* + 32+ 1)| =
= (221 +32° +32°) 224+ D) + (P +3z+ D@2+ +49)
A cél az, hogy az fu + gv = h diofantoszi egyenletet megoldjuk, ahogy kordbban mar lattuk a h
tobbszorose a legnagyobb kozos osztonak (b = 222 + 4w +4 = (22 + 1)(x + 4)), igy 2z + 1-gyel
szorozva az el6z6 egyenlGséget megkapjuk a diofantoszi egyenlet egy megoldasat:
222 + 4z + 4 = (22 + 32% +32?) (A2 + 4) + (23 + 32 + 1) (22 + 322 + 4z + 4).
Igy az altalanos megoldas:
23+ 3x4+1
r+4
ahol t € Zs[z] tetsz6legesen vélaszthato.

224 + 323 + 312 ;

w="42> +1+ t, v=223+32? +dx +4— —
r+4

28. Definici6. Tetszbleges f,g,m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m,
ham | f —g. Jelolés: f =g (modm).

29. Példa. Az 22 + 5z polinom kongruens 3z-szel modulo z + 2 az R[] polinomgytirtiben, ugyanis
(22 + 52) — 3z = 2% + 2z = (v + 2)z. Tehdt v + 2 | (2% + 5z) — 3z teljesiil.

30. Allitas. Két polinom akkor és csak akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak
m-mel osztva.

31. Kovetkezmény. A mod m kongruencia ekvivalenciarelacié T [x]-en, és barmely ekvivalencia-

osztaly pontosan egy m-nél kisebb fokszamu polinomot tartalmaz: az osztaly (kozos) m-mel vett
maradékat.

32. Tétel. Barmely f,g,h,k € T[z] és m € T[z] \ {0} esetén, ha
f=g (modm), h=k (modm),
akkor
f+h=g+k (modm), fh=gk (modm).
Jelolje a modulo m maradékosztalyok halmazat T'[z]/(m), és az f-et tartalmazo maradékosztalyt f.
Ekkor az f +9= f + g, f - g = fg miveletek joldefinidltak T'[x]/({m)-en.

33. Megjegyzés. A modulo m maradékosztalyokat altaldban az egyetlen deg m-nél kisebb fokszamu
polinommal reprezentaljuk. Az Gsszes legfeljebb degm — 1-ed foku polinom reprezental 1-1 osztalyt,
ezek az osztalyok T'[z]/(m) elemei.

34. Példa. A Zy[z]/(z* + = + 1) elemei 0, 1, 7,
végezhetSk: T+ o +1=x+a2+1=1¢é7-T=2?>=x+1, ugyanis 2> =z +1 (modz? + z +1)
a Zg|x] gytrtben.

x+1. A miveletek pedig a kivetkezéképpen

35. Tétel. (T'[x]/(m);+,-) egységelemes, kommutativ gytr.

36. Tétel. Tetszoleges f, g, m € T [x] esetén az fu =g (modm) linearis kongruencia akkor és csak
akkor oldhato meg (az u ismeretlen polinomra nézve), ha Inko (f,m) | g.
Speciélisan fu =1 (modm) megoldhaté <= Inko(f,m) = 1.

37. Kovetkezmény. Az f maradékosztalynak létezik multiplikativ inverze T[z]/(m)-ben <=
Inko(f,m) = 1.

38. Példa. Meghatarozzuk Zs[z]/(z? + = + T)-ben T multiplikativ inverzét, amennyiben léte-
zik. Ehhez meg kell talalnunk azt a legfeljebb els6foki u € Zg[x] polinomot, amelyre z - u =
1 (modz?+z +1). Mivel a . Példaban mar meghataroztuk a Zs[z]/(x? + x + 1) négy elemét, és
kiszamoltuk T - T-et is, igy latszik, hogy © = x + 1 lehet, ami tényleg megfelel. Ha ezt nem vessziik
észre, akkor az zu + (22 + x + 1)v = 1 diofantoszi egyenlet megoldasaval is megkaphat6 u. Tehat

T l=x+1




2. POLINOMOK GYOKEI

39. Definicié. Az f = Y ja;z' € T[z] polinom helyettesitési értéke ¢ € T helyen: f(c) =
anc” + -+ 4+ ajc+ ag. A ¢ € T elem gyoke (mas szoval zérushelye) az f € T[x] polinomnak, ha

f(e)=0.

40. Tétel (Horner-modszer). Legyen f = a,x™ + -+ + a1 + ag € T'[x] egy n-edfoki polinom és
¢ € T. A Horner-modszerrel elkészitett tablazat:

an | Gp—1 |- Q1| Qg ‘
ot s [ 00 | 70
ahol
bp—1 = an,
b; = bjy1 - c+ aiq1 (z:n—2,,0)
Ekkor

f=@=0) (bnaz" "+ + bz +bo) + f(o).
41. Tétel (Bézout tétele). Barmely f € T[x] és ¢ € T esetén
fle)=0 <= z—c]| f.

42. Kovetkezmény. Tetszbleges f, g € T'[z| polinomok kozos gyokei ugyanazok, mint az Inko(f, g)
gyokei.

43. Kovetkezmeény. Tetszoleges f € T[xz] n-edfokt polinomnak (n € Ny) legfeljebb n kiilonb6zs
gyoke van.

44. Definicié. Az f € T[z] polinomnak az a € T elem k-szoros gydke, ha (z — ¢)F | f, de
(x — )" J f. A k€N szamot az ¢ gyok multiplicitdsanak nevezziik.

45.* Tétel. Alkalmazzuk a Horner-modszert az f = a,2" + -+ + a1z + ag € T[x] polinomra és
a ¢ € T konstansra, majd egészitsiik ki a tabldzatot egy tjabb, az el6z6nél eggyel révidebb sorral
a szokasos Horner-moédszer szamolési szabalyaval. Folytassuk tjabb, egyre révidebb sorokkal, mig
végiil egy hédromszog alakt tablazatot kapunk:

an | noy | ang |-+ | az | a1 |ag|
C .. dO
C d1
C dg
c dn—2
& dp—1
cl dy

A tablazat jobb szélén atlosan elhelyezkeds szdmok megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit,
amelyet f-bél az x — ¢ hatarozatlanra valod attéréssel kapunk (természetesen dy = f(c) és d,, = ap):

anx" 4+ -+ az+ag =dp(x — )" + -+ di(x — ¢) + dp.

A tablazatbol az is kiolvashatd, hogy ¢ hanyszoros gyoke f-nek: az a legkisebb k egész, amelyre
d():dl:-":dk_lz()ésdk#o.

46. Példa. Meghatarozzuk, hogy hanyszoros gyoke az f = o + 4a* + 723 4+ 1322 + 162 + 4 € R|x]
polinomnak a —2, és felirjuk f-et x + 2 polinomjaként. Alkalmazzuk a Horner-moédszert f-re és a
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¢ = —2 konstansra, amig haromszog alaki tablazatot kapunk.

1|4 |7] 13 16][4]
=21 23] 7 [2]0
=210 [3] 1 |0
—2 [T 2] 7[-13
—2 |1 —4]15
—2[[1]-6
—2|1

A tablazatbol kiolvashato, hogy a —2 kétszeres gyoke f-nek, ugyanis a tablazatban az els6 két sor
végén 0 szerepel, de a harmadik sor végén mar nemnulla. Tovabba

f=a 442 + 723 +132° + 162 +4 = (£ 4+2)° —6(x +2)* + 15(x +2)3 — 13(z +2)2 +0(x +2) + 0.

3. IRREDUCIBILIS POLINOMOK

47. Definicié. A p € T[z] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foku, és csak tgy bonthato két
polinom szorzatara, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. Ekkor a masik tényezd sziikségképpen
asszocialt 1-hez; az ilyen felbontast trivialis faktorizacionak nevezziik.

48. Tétel. Legyen p € T[z]. A p polinom akkor és csakis akkor irreducibilis T felett, ha legalabb
els6fok, és nem bonthaté fel gy két polinom szorzatara, hogy mindkét polinom fokszama kisebb
deg p-nél.

49. Definicid. A p € T[z] polinom prim, ha legalabb elséfoku, és valahanyszor osztoja egy szorzat-
nak, mindannyiszor osztoja a szorzat valamelyik tényez&jének.

50. Tétel. A prim és irreducibilis polinomok megegyeznek.

51. Tétel. Legyen T tetsz6leges test. Minden nemnulla f € T[z] polinom felirhat6, mégpedig a
tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmien,

f=api---pn
alakban, ahol a € T'\ {0} az f fGegyiitthatoja, p1,...,p, € T[z] pedig irreducibilis f6polinomok.
52. Tétel. Barmely test felett minden elséfoki polinom irreducibilis, és van gyodke.
53. Tétel. Ha f € T[x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincsen gyoke.

54. Tétel. Barmely test feletti masod- vagy harmadfokt polinom akkor és csak akkor irreducibilis,
ha nincs gyoke.

55. Tétel. Barmely test feletti legalabb 4-ed foku polinom ha irreducibilis, akkor nincs gyoke, de
az implikaci6 megforditasa nem igaz.

56. Példa. A Z, feletti legfeljebb harmadfokt polinomok felirdsdhoz egyrészt hasznalhatjuk az
Tételt, tehat x és z + 1 irreducibilis. MaAsrészt a masod- és harmadfoki polinomok esetén az
Tétel alapjan elég megv1zsgaln1 hogy van-e gycke a polinomnak. Mivel az z? gyoke a 0 és
22 + T-nek az 1, igy 22 + x + 1 az egyetlen masodfoku 1rredu01b1hs pohnom Zo felett Hasonléan
megkaphato, hogy a harmadfokt irreducibilisek Zo felett x3 + x + 1 és 2% + 22 + 1. Ugyeljiink
arra, hogy a negyedfoku polinomok esetén mar nem elég csak a gyokok vizsgalata (1d. . 550 Tétel),
peldaul az 2t + 22 +1 pohnomnak nem gyoke sem a 0, sem az 1, de mégsem irreducibilis, ugyamb
42?4+ 1= (22 +2+1)%

3.1. Irreducibilis polinomok C és R felett

57.* Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfokta komplex egyiitthatos polinomnak
van gyoke a komplex szadmok testében.

58. Kovetkezmény. A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok az irreducibi-
lisek.
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59. Kovetkezmény. Minden legalabb els6fokt komplex egyiitthatés polinom elséfokti polinomok
szorzatara bomlik. Ha f = a,z™ + -+ 4+ a1z + ag € C|z] ahol a,, # 0, akkor f-nek multiplicitassal
szamolva pontosan n gyoke van. Ha ezek a gyokok aq,...,a, € C, akkor f = ap(z—aq) -+ (x —ap).
Ezt nevezzik az f polinom gyoktényezds felbontasanak.

60. Tétel (Viéte-formulak). Legyenek az n-edfokt f = 2™ + ap_12" ' + -+ + a12 + ag € C[z]
fépolinom gyodkei aq,...,q, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa). Ekkor
fennalnak a kovetkezd Osszefiiggések:

—Qp-1 = Q1+ a2+ -+,

Ap—2 = Q1O + Q13 + - - + Qp—10p,

(_l)kanfk == Z ailaig et aik7

1< <t << <n

(=1)"ap = ajag - - auy,.

61. Tétel. Ha f € R[z] és ha f(z) = 0 valamely z € C komplex szamra, akkor f(z) =0, ahol Z a z
komplex szam konjugéltjat jeloli.

62. Kovetkezmény. Egy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis R[z]-ben, ha
els6foki, vagy olyan méasodfoki polinom, amelynek nincs valos gyoke.

63. Kovetkezmény. Minden paratlan fokszamu valés egyiitthatés polinomnak van valés gyoke.

64. Példa. Felirjuk az f = 2% + 222 — 8z polinomot irreducibilis polinomok szorzataként C|x]-ben,
R[z]-ben és Q[x]-ben. Alakitsuk szorzatta az f polinomot.

f=a"+22% -8z =2(z* + 227 — 8) = z(2® — 2)(x® + 4) = z(z — V2)(z + V2)(z — 20)(z + 2)

Mivel minden tényezs elssfoku, igy megkaptuk C[z]-ben az irreducibilis felbontast. A . Tétel
alapjan egy f € R[z| polinom nem valos gyokei kozott mindig taldlunk konjugalt parokat. Eazt
felhasznalva a C[x]-beli felbontéasbol altalaban tgy kapjuk az R feletti felbontast, ha a nem valos
gyokoknek megfelels elséfoktt polinomokat megszorozzuk a konjugaltjanak megfelel§ elséfoka poli-
nommal. A mi esetiinkben (z — 2i)(z + 2i) = 22 + 4 teljesiil, igy az R feletti irreducibilis felbontas:

f=a(x—V2)(z+V2)(z* +4).
Mivel £v/2 ¢ Q, igy az irreducibilis felbontas Q[z]-ben:
f=x(x*-2)(z* +4).
3.2. Irreducibilis polinomok Q felett
65. Definicié. Az f = a,a"™ + -+ 4+ a1x + ag € Z[x] polinom primitiv, ha Inko(a,,...,a1,ap) = 1.

66. Tétel. Barmely f € Q[x]\{0} polinom eldall r f* alakban, ahol r € Q\ {0} és f* € Z[x| primitiv
polinom, tehat f ~ f*.

67. Tétel (Gauss-lemma). Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

68. Tétel (Rolle tétele). Legyen f = a,a™ + -+ + a1z + ap egész egyiitthatés polinom, azaz
f € Z[z]. Ekkor f minden racionélis gyoke % € Q alaka (nem egyszertisithets tort), ahol p | ag és
q | an. Specidlisan, egész egytitthatos f6polinom racionalis gyokei mind egész szamok.

69. Kovetkezmény. A legfeljebb harmadfoku Q[z]-beli polinomokrol eldonthets, hogy irredu-
cibilisek-e.
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70. Példa. Eldéntjiik az f = 32% — 722 + 172 — 5 polinomrdl, hogy irreduciblis-e Q[z]-ben. Mivel
f harmadfoka polinom, ha nem irreducibilis, akkor a felbontasaban lennie kell els6fokt Q[z]-beli

polinomnak is, ami azt jelenti, hogy f-nek van racionalis gyoke. A Tetel alapjan ha a Q cQ
gyoke f-nek, akkor p | =5 és ¢ | 3, igy g lehetséges értékei 1, —1, 3, —3, 5, —5, g, —g. Mlvel

f(1)=13#06és f(—1) = —17 # 0, igy az 1 és a —1 nem gydke, a tobbi lehetseges gyok vizsgalatahoz
hasznéalhatjuk a Horner-mdédszernél szerepld tablazatot.

3| —=7|17| -5

3/ —-6]15| 0

T
3
=0

A tablazatbol leolvashato, hogy (=) , igy az 3 L gy6ke f-nek tovabba,

f=(2-3) @ = 6ns15)

Tehat az f polinom nem irreducibilis Q[z]-ben. A g = 32% — 62 + 15 polinom diszkriminansa
D = (—6)2 —4-3-15 < 0, azaz g irreducibilis R[z]-ben, és igy Q[z]-ben is. Tehat az f polinom
egyetlen racionalis gytke az %

1
3

71. Tétel (Schénemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,z™+-- -+
a1x + ag € Z[z]. Ha létezik olyan p primszam, amelyre p fan, p | an_1,...,p| a1, p | ag és p* [ ao,
akkor f irreducibilis Q[z]-ben.

72. Példa. Az f = 2102 + 14278 — 562%° 4- 422! — 28 irreducibilis Q[z]-ben, mert a p = 7 primszam
kielégiti a [71] Tételben szerepls feltételeket.

73. Kovetkezmény. Tetszoleges fokszamu irreducibilis polinom megadhaté Q[z]-ben. Példaul
az x" — 2 polinom béarmely n € N-re irreducibilis lesz Q[z]-ben, ugyanis p = 2-re teljesiilnek a

Tételben szerepld feltételek.

74. Megjegyzés. A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditasa nem igaz! Vagyis abbol, hogy nem
létezik olyan p primszém, ami teljesitené a megfelels oszthatosagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy
a polinom nem irreducibilis. A megforditas helyett viszont teljesiil a tétel ,tiikorképe”.

75. Tétel (mmwitdditd iesdilidiouborii olst-nistenoeid—nasmonddod). Legyen f = apa™+- - -+
a1z + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre p fao,p | ai,...,p | an_1,p | an, és p* } an,
akkor f irreducibilis Q[x]-ben.

4. VEGES TESTEK, EGYSZERU ALGEBRAI BOVITES

Korabban a Tételben definialtunk polinom szerinti maradékosztalyokon miveleteket, és igy
gylriiket kaptunk. Most azt vizsgéljuk, hogy mikor lesznek ezek a gytiritk testek.

76. Tétel. A T'[x|/(m) gytird pontosan akkor test, ha m irreducibilis.

77. Példa. A. Példaban a Zs[z]/ (2?42 +1) maradékosztaly-gytiri elemeit meghataroztuk, illetve
a [38l Példaban megadtuk T multiplikativ inverzét. Van-e minden nemnulla elemnek multiplikativ
inverze ebben a gytriben? Azaz teljesiil-e, hogy ez a maradékosztaly test? Az el6z6 tétel alapjan
azt kell eldonteniink, hogy 2% + = + 1 irreducibilis-e Zy felett. Mivel ez a polinom masodfoki, az
Tétel szerint elég azt vizsgalni, hogy van-e gyoke, ami a 0, 1 elemek behelyettesitésével eldonthets
(1d. Példa). Mivel egyik behelyettesitésnél sem kapunk 0-at, igy az 22 +z+1 polinom irreducibilis,
azaz Zso[r]/{x? + z + 1) test, tehat minden nemnulla elemnek van inverze.

78.* Tétel. Barmely p prim és k € N esetén létezik Zp[z]-ben k-adfokt irreducibilis polinom, te-
hat barmely primhatvanyra létezik ilyen elemszami test. Tovabba, minden véges test elemszama
primhatvany, raadasul a p* elemd testek mind izomorfak egymaéssal.

79. Példa. Ahhoz, hogy példaul 8-elemii testet konstrualjunk, mivel 8 = 23, igy Zs feletti 3-adfoku

irreducibilis polinomot kell talalnunk. Mivel nincs gydke, az x> + x + 1 polinom megfelels lesz (Id.

Tétel). Igy megkaptuk a Zs[z]/(z® + z + 1) 8-elemti testet. Hasonloan 8-elemii testet kaptunk

volna, ha az z 4+ 22 4 1 irreducibilis polinomot véalasztjuk, és mas harmadfoku irreducibilis polinom
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nincs Zg|[x]-ben (1d. Példa). Az el6z6 tétel alapjan Zolx]/(2% 4+ 2 + 1) = Zolx]/(2? + 22 + 1)
teljesiil.

80. Definicié. Ha K, T olyan testek, melyre T' C K és a két testben a T-beli elemekkel ugyanigy
szamolunk, akkor K bdvitése T-nek.

81. Példa. Példaul a Zy[x]/(x® + z + 1) test bovitése a Zg-nek.

82.* Tétel. Tetszleges T test és m € T[z] irreducibilis polinom esetén létezik T-nek olyan K
bévitése, melyre
(1) létezik K-ban olyan « elem, amely gyoke m-nek (mint K feletti polinomnak);
(2) K minden eleme egyértelmten el6all a,a™+- - -+aja+ag alakban, ahol a; € T, n = degm—1.
Ekkor K a T egyszerii algebrai bévitése, és T'(a) jeloli.

83. Példa. Tekintsiik az m = 22 + 1 € R[z] irreducibilis polinomot. Mivel m masodfokt, ezért a
lehetséges maradékok legfeljebb els6fokuak, azaz

Rlz]/(z? +1) ={azx+b:a,beR}.
A B2 Tételben definialt miiveleteket erre az esetre felirva kapjuk, hogy
ar +b+cr+d=(a+c)x+ (b+d),
ar +b-cx+d= (ac)x? + (ad + bc)x + bd = (ad + be)x + (bd — ac).

Ha azonositjuk az ax 4+ b maradékosztalyt az ai 4+ b komplex szammal, akkor a szdmolasi szabélyok
R[x]/(m)-ben lényegében ugyanazok mint a komplex szamok esetében, ezért

Rz]/(x? + 1) = C.

Az el6z6 tétel alapjan C az R egyszert algebrai bévitése, ugyanis az 22 + 1 polinomnak C felett gycke
1 és C minden eleme el6all a7 + ag alakban, ahol ag,a; € R.

5. LAGRANGE INTERPOLACIO
A Bézout-tétel Tétel) néhany kovetkezmeénye.

84. Kovetkezmény. Ha f,g € T[z] olyan legfeljebb n-edfoku polinomok, amelyek helyettesitési
értéke legalabb n 4 1 helyen megegyezik, akkor f = g.

85. Kovetkezmény. Ha T végtelen test, akkor kiilonb6z6 T'[x]-beli polinomok polinomfiiggvénye is
kiilonbo6z6.

86. Tétel (Lagrange interpolacios tétele). Legyen T szamtest, (c1,d1) ..., (cn,dn) € T2, és
tegytk fel, hogy a c¢;-k paronként kilonboznek. Ekkor létezik pontosan egy L € T[xz] legfeljebb
n — l-edfoka polinom, amelyre L(c1) = dy, ..., L(¢,) = d,. Ez az L polinom a kévetkezds:

L:i(x—cl)...(w—ci_l)(x—ciﬂ)...(:c—cn) d
i1 (Ci —cl)...(ci —ci_l)(cz- —ci+1)...(ci —Cn) '
Az L polinomot a cy, ..., ¢, alappontokhoz tartozé Lagrange-féle interpolacios polinomnak nevezziik.

87. Megjegyzés. Ha T' = R, akkor az L altal meghatarozott polinomfiiggvény grafikonja a (c1,dy),
., (¢n,dy,) pontokon megy at.

88. Példa. Meghatarozzuk a (—1,1),(—2,4), (=3, —7) pontokra illeszkedé L Lagrange-polinomot.
A Lagrange-féle interpolaciés polinom a kovetkezs tagokbol all:

z—(—=2))(z—(=3
Li = oty 1= (@ + 50 +0),

z—(—1))(x— (=3
Ly = ey 4= (9 @7+ +3),

z—(—1))(x—(—2
Ly = (_(3_5_1;%_3(_(_)2))) : (_7> = (—%) : (.’E2 + 3z + 2)

Tehat L = Ly + Lo + Ly = —72% — 24z — 16.



6. POLINOM DERIVALTJA

89. Definicié. Tetszoleges T test és f = > a;x’ € C[z] polinom esetén f derivéltja az f =
> ia;z! € Clx] polinom.

90. Tétel. Legyen f € C[z] és k € N. Ha ¢ komplex szam k-szoros gyoke f-nek, akkor (k —1)-szeres
gyoke f’-nak. (Specialisan, ha k = 1, akkor ¢ nem gyoke f’-nak.)

91. Kovetkezmény. Tetszbleges f € C[z] nemzérus polinom esetén a ¢ komplex szam akkor és
csakis akkor tobbszoros gyoke f-nek, ha f(c) = f/(¢) = 0.

92. Kovetkezmény. Legyen f € C[x] nemzérus polinom. Az Inko(f, ') polinom gyokei pontosan
az [ polinom t6bbszoros gyokei, mégpedig 1-gyel kisebb multiplicitassal, mint f-ben.

93. Példa. Az f = 2% — 225 — 22* + 223 + 22 4+ 42 + 4 polinom tEbbszords gydkeinek megkereséséhez,
el6szor meghatéarozzuk az f’ polinomot: f/ = 6% — 10z* — 823 4+ 622 4 22 + 4. Ezutén kiszamitjuk a
legnagyobb kozos osztét (pl. euklideszi algoritmussal), Inko(f, ') = 22 —x — 2. Ennek a polinomnak
mar egyszerfien meg tudjuk hatarozni a gyokeit, ;1 = —1, xo = 2, ezek az f polinom t6bbszoros
gyokei. Mivel egyszeres gyokei a legnagyobb kozos osztonak, igy f-nek kétszeres gyokei. Ez segithet
f Osszes gyOkének meghatarozésaban is, hiszen ha ezen ¢ gyokok esetén x — c-vel leosztjuk f-et
a multiplicitast is figyelembe véve (pl. Horner-elrendezéssel), akkor mar egy masodfoki polinomot
kapunk, 2+ 1-et, amelynek gyokei kénnyen meghatéarozhatok. Tehat f gyokei multiplicitassal felirva:
—-1,—-1,2,2,4, —i.

94. Megjegyzés. Ugyeljiink arra, hogy Tétel megforditva nem igaz, azaz ha egy f € C[z]
polinom esetén f’-nak egy ¢ komplex szam k — 1-szeres gyoke, akkor nem biztos, hogy f-nek k-szoros
gyOke. Tekintsiik az el6z6 példat, ahol két tobbszoros gyoke volt az f 6-odfoku polinomnak, amelyek
méar csak 1l-szeres gyokei f’-nak (f tobbi gyoke pedig nem gyoke f’-nak). De f’ otodfoka, tehat
multiplicitdssal szamolva 5 gy6ke van C-ben, azaz jelentek meg olyan gy6kok is, amelyek nem gyokei
f-nek. Ezért van sziikségiink az Inko(f, f’)-ra, hogy f tobbszoros gyokeit meg tudjuk hatarozni, és
nem elég csak f’ gyokeit vizsgalni.
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