ALGERBA ES SZAMELMELET

MBNK13G 1. FELADATSOR,

MUVELETEK ES ALGEBRAK

Jelolje Z az egész szamok halmazat, N a pozitiv egészek halmazat, Np a nem negativ egészek halmazat,
Q a racionélis szdmok halmazat, R a valds szdmok halmazdt, R™ a pozitiv valés szdmok halmazdt, C
a komplex szamok halmazat, Z, a modulo n maradékosztdlyok halmazat, Z} a modulo n redukalt
maradékosztalyok halmazat, R™ az n komponensii valés vektorok halmazat, R™*™ az m x n-es valés
méatrixok halmazat, GL,,(R) = {M € R™*™ : M| # 0}, azaz az n x n-es invertalhaté valés métrixok
halmazat, tovabba BA az A halmazbdl B halmazba mend leképzések halmazat jeloli. Valamint tetszoleges
pozitiv n egész esetén jelolje Sy, az {1,...,n} halmaz 6sszes permutdciéinak halmazat, D, az n-edfoku
diédercsoportot, E;,, pedig az n-edik komplex egységgyokok halmazat.

1.1. Feladat. Miivelet-e
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az S, halmazon a szorzas;
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az Osszeadas a 3-jegyll pozitiv egész szamok halmazan;
c
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) az osztds a Q halmazon;
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e) GLn(R) halmazon a matrixok Osszeaddsa.
)
)
)
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GL,(R) halmazon a matrixok szorzasa.
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1.2. Feladat. Készitsiik el az aldbbi grupoidok miivelettabldjat, és ennek alapjan allapitsuk meg, hogy
melyik grupoid kommutativ, melyekben van zéruselem, illetve egységelem. Az egységelemes grupoidok-
ban hatarozzuk meg, hogy mely elemeknek van inverze.

az Osszeadds az {a +bi| a,b € R™} halmazon.

a szorzéds az {a + bi| a,b € R*} halmazon.

N

az Osszeadas a Z4 halmazon.

az Osszeadds a {0, 3, 6} halmazon, ahol 0,3,6 € Z

(a) (S2;-)

(b) ({1, 0 1} -);

(¢) ({~1,0,1}; max);

(d) ({a,b,c}; 0), ahol xoy =y.

1.3. Feladat. Az aldbbi miivelettabldzatok alapjan dontsiik el, hogy kommutativ-e, kancellativ-e a
miivelet, van-e a grupoidban zéruselem, illetve egységelem? Ha van egységelem, akkor mely elemeknek
van inverze?
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1.4. Feladat. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezok grupoidok-e és koziliik melyek félcsoportok, melyek
monoidok, melyek csoportok, és melyek Abel-csoportok.

(a) (N; +);  (b) (No; +); (c) (Z; +) (d) (@ +);
(e) (Sa5-)  (f) (% -); g) (@ (h) (Q\{0}; - );
(i) R ) () (A% ) (k) (IR%ZXZ +) (1) (R2X2; . );
(m) (Z; =) () (GLa(R); -); (o) (G (p) (RY +);
(a) (Ze; -); () (Ze \{0} -);  (s) (P {a, b}); N ).

1.5. Feladat. Az alabbi allitdsok koziil melyek érvényesek tetszbleges csoport minden a, b, x,y elemére?



(a) Haa= ' =b"", akkor a =b.

(b) Ha xa = ay, akkor x =y.

(c) Ha abx =1, akkor x =a~"b~'.
(d) H = a?b?, akkor ab = ba.

1.6. Feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a megadott elem rendjét.

(a) G=GLa(R), (% ¢);

(k) G =Day, 3t;
(1 G = D24, (19.

)
(b) G=C\{0}, i
(¢) G=C\{0}, —1 4L
(d) 6=0Q\{0}, =2
(e) G=Ss, (123)(4567);
(f) G=Ss, (1245)(234)
(8) G=12Z¢ 2
(h) G=2Z4, 3;
(i) G =1s, 4;
(i) G =13y, 5;

)

)

1.7. Feladat. Adjunk meg n-edrendii elemet az aldbbi csoportokban (ha létezik).

(a) Q" n=3; (b) Z12, n=3; (c) De, n=3; (d) S5, n=6

(e) @, n=2; (f) Zi5, n=4; (g) D5, n=2; (h) Agq, n=4

(i) C*, n=12; () Z35, n=4; (k) Dg, n =4; (1) Ag, n=4.
1.8. Feladat. Hany n-edrendii elem van az alabbi csoportokban?

(a) C*, n =12 (b) Z1oo, 1= 10; (c) D24y n=2; (d) Say n=2;

(e) S4y N =6 (f) Z%, n = 3; (g) D24, n=5; (h) Q, n=2.

1.9. Feladat. Dontsiik el, hogy a G csoportban részcsoportot alkot-e a megadott H részhalmaz.
(a) G =S4, H={id, (13),(24),(13)(24)}; (b) G = Ds, H ={id, t,a?, a’t};
(¢) G=Z, H=N; (d)G=C*, H=({ze€C: |zl =1},);
(e) G =S5, H={id, (135),(153)} (f) G =Z6, H=ZE.

1.10. Feladat. Az A = ({0,1,2};0), B = ({a,b,c} %), C = ({p,q,7};0) és D = ({—1,0,1};-) grupoidok
miivelettdbldzatai az aldbbiak. Dontsiik el, hogy mely grupoidok izomorfak. (Adjuk meg az izomorfiz-
musokhoz tartozé leképezésket.)
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1.11. Feladat. Dontsiik el izomorfak-e a kovetkezo grupoidok. A valaszokat indokoljuk!
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ola B vy b
x|d B o v
(b) BB B B B és(Zs-);
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(¢) b|b a d c é ({1,i,—1,—1} -);
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(d) b|b a d c é ({id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} - );
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(e) D3 és S3;

(f) D4 és (Z35; - );

(8) A4 és le’ );

(h) (Z33; -) és (Zaz; + );
(i) (Eg; ) és (Z35; - ).

1.12. Feladat. Egészitse ki az aldbbi miivelettabldzatokat gy, hogy csoportokat kapjon (az asszocia-
tivitdst nem kell ellenérizni), és dllapitsa meg, melyik nevezetes csoporttal izomorfak.
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1.13. Feladat. Végezziik el a megadott G csoportban a kijelolt miiveleteket. (S, esetén adjuk meg
idegen ciklusok szorzataként a permutéciét, D,-nél pedig a* vagy a¥t (k = 0,1,...,n — 1) alakban
adjuk meg a miiveletek eredményét.)

(a) G =Sy, ((1342)(237))126(3476)""
(b) G =Ss, (345)((7451)71(4256))%3
() G=Ds, a?’t-a'? (a3ta)?

(d) G =Djs, a?t-a'® (at-a=3t)73;
() G=1Z7, 9+12, 9—12;

(f) G=2Zj5 2-T1, &;

(8) G=1j;, 6 11, %

G= ZG) - {Z},

a) G =74, A=1{2} )
) G=R\{0}, A=0Q7;
)
)

( ( (c
(d) G= Z12) _{8 ]O}) ( ) (
(g) G =271, A=1{2,T1} (h) G=Diz, A={a’,a’tf (i
(j) G = Z3g, A =1{25,27}; (k) G =D1o, A ={a*, a’t} (

G =S54, A={(123)}
G=C, A={i,1+Li.

1.15. Feladat. Legyen G csoport, H részcsoport és x,y € G. Hatarozzuk meg az x elem H szerinti
baloldali mellékosztalyat, és dontsiik el, hogy eleme-e ennek a mellékosztalynak az y elem.

() G=Zs, H=DBl, x=T, y=3

(b) G=Z, H={3k:keZ}, x=2, y=-4

() G=R?, H={(kk):keR} x



(d) G=72, H={(5k—2k:keZ}, x=(2,-1), y=/(17,-5);
() G=S3, H=I12], x=(123), y=(23);
H=

(f) G =Dy, [a, x=t, y=a’t

1.16. Feladat. Melyek alkotnak gytiriit, integritastartomanyt, testet az aldbbiakban megadott algebrak

koziil?

- @ N+ )G+ @@+ (@) R+
(e) (C; +; ), (f) (R**% +5 - () (C¥*3+5-)  (h) (Z2*% +; - );

1) (Zas +5 ) () (Zazs +5-); (k) (Z0]; +; ).

1.17. Feladat. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket a Z17 testben.

@03+723 2T (0% @T6 .
1.18. Feladat. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket a Z15 gytiriiben.
@38+% 3-8 ©% @F (1.

SZORGALMI FELADATOK

1.19. Feladat. Hatdrozzuk meg, hdny olyan mivelet definidlhaté az A = {a, b} halmazon, amellyel A
grupoidot, monoidot, csoportot alkot. (Két miivelet kiilonb6z6 az A halmazon, ha a miivelettdblazatuk
nem egyezik meg.)

1.20. Feladat. Legyen az A halmaz n-elemii. Hatarozzuk meg, hany olyan miivelet definidlhaté A-n,
amellyel A grupoidot, kommutativ grupoidot, egységelemes grupoidot alkot. (Két miivelet kiilonbozé az
A halmazon, ha a miivelettdbldzatuk nem egyezik meg.)

1.21. Feladat. Tekintsiik az (NY,.) grupoidot, ahol - a szokésos leképezésszorzds. Legyen @: N —
N, x — 2x. Keressiink olyan \p € NV elemet, melyre @\ = idy, illetve olyat is, melyre o = idy.

1.22. Feladat. [gaz-e minden A nem iires halmaz és minden asszociativ o : A X A — A miivelet esetén,
hogy ha minden x,y € A-ra teljesiil az x oy oy = x egyenléség, akkor o kommutativ?

1.23. Feladat. Igazoljuk, hogy minden véges félcsoportban van olyan elem, melynek a négyzete énmaga.
(A félcsoport miivelete szorzas a feladatban.)

1.24. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy csoport minden elemének az egységelem a négyzete, akkor a
csoport kommutativ.

1.25. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy véges csoport elemszama péros, akkor a csoportban van
maésodrendii elem.

1.26. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet definidlni a miiveleteket az A = {a, b}
halmazon, hogy A a miveletekkel testet alkosson.

1.27. Feladat. Legyen S félcsoport, azt mondjuk, hogy

e létezik S-ben balegység, ha van olyan e elem, amire ea = a minden a € S-re.
e minden elemnek van jobbinverze, ha minden a € S-re és e balegységre 1étezik egy olyan a’ € S,
hogy aa’ =e.
Adjunk meg egy olyan félcsoportot, amiben végtelen sok balegyég létezik, és minden elemnek végtelen
sok jobbinverze van (mindegyik balegységre nézve).

1.28. Feladat. Legyen G ={g1,...,gn} véges Abel-csoport, és legyen h = g19g2 - - - gn. Bizonyitsd be,
hogy h? = 1.

1.29. Feladat. Legyen G paros rendii csoport. Bizonyitsd be, hogy G 2-rendi elemeinek szama péaratlan.
1.30. Feladat. Hany eleme van a kocka mozgds-, illetve szimmetriacsoportjanak?

1.31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges p primszam esetén a C* csoportban részcsoportot alkot
a kévetkez6 halmaz: Epe ={u € C*: van olyan k € Ny, amelyre uwt =1 1.

1.32. Feladat. Igazolja, hogy a szabdlyos tetraéder szimmetriacsoportja izomorf az S4 csoporttal.



1.33. Feladat. Igazolja, hogy S, (n > 2) minden részcsoportjaban vagy minden permutdcié paros, vagy
a permutdciéknak pontosan a fele paros.

1.34. Feladat. Adjon meg olyan végtelen Abel-csoportot és olyan végtelen nem Abel-féle csoportot is,
amelynek minden eleme véges rendii. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rendii eleme
van?

1.35. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Q csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus, és
adjon meg olyan valédi részcsoportjat, amely nem ciklikus.

1.36. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden valédi részcsoportja
Abel-féle, akkor G-nek van kételemil generatorrendszere.

1.37. Feladat. Mutassuk meg, hogy az A4 csoportnak nincs 6 rendii részcsoportja.

1.38. Feladat. Tegyiik fel, hogy g1,...,gn generdtorrendszere a G csoportnak, és hy,...,h, egy H
csoport tetszéleges elemei. Mutassuk meg, hogy legfeljebb egy olyan ¢@: G — H homomorfizmus létezik,
amelyre @(gi) = h; teljesiil minden i-re.

1.39. Feladat. Legyen S egy félcsoport, amire teljesiil, hogy létezik S-ben balegység és minden elemnek
van balinverze (1d. 1.27. Feladat). Bizonyitsuk be, hogy S csoport.

1.40. Feladat. Melyik nevezetes csoporttal izomorf a kocka mozgéascsoportja?

1.41. Feladat. Igazolja, hogy egy n (n > 2) hosszisagu ciklus nem irhat6 fel (n — 1)-nél kevesebb
transzpozicié szorzataként.

1.42. Feladat. Adjon meg olyan csoportot és benne két olyan méasodrendii elemet, amelyek szorzatanak
rendje végtelen.

1.43. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az E,~ csoport (Id. 1.31. Feladat) minden valédi részcsoportja
ciklikus.

1.44. Feladat. Igazoljuk, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja van.
1.45. Feladat. Igazoljuk, hogy az S;, (n > 2) csoportot generaljdk az (1 2) és (12 ... n) permutécidk.

1.46. Feladat. Igazoljuk, hogy az A, (n > 3) csoportot generaljék az (1 2 k) (3 < k < n) alaku
ciklusok.

1.47. Feladat. Van-e olyan kébszam, ami 174443752266818590516662299-re végzodik?

Loopnak neveziink egy olyan (M, ) grupoidot, amelynek

e van (kétoldali) egységeleme, azaz létezik olyan e € M, hogy minden a € M-re e x a =
axe = a teljesiil (lattuk, hogy ekkor valéjdban e egyértelmii), és

e minden a,b € M elemekre egyértelmien létezik olyan x,y € M, hogy axx =yxa =b.

(Vagyis lényegében egy loop egy csoport asszociativitds nélkiil.)

1.48. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden legfeljebb 4 elemii loop csoport.

1.49. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden 5 elemii kommutativ loop csoport.



