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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Véletlen események
Val6szinlisége véletlen eseményeknek van,

@ melyekrdl nem tudjuk elére megmondani, hogy bekdvetkeznek-e,
vagy sem;
@ és amelyek

e vagy véletlen jelenségek megfigyelésével kapcsolatosak
(amikor a koérilményeket nem tudjuk befolyasolni),

o vagy pedig véletlen kimenetelii kisérletekkel kapcsolatosak
(amikor befolyasolni tudjuk a kérilményeket).
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Mindségellendrzés: n termékbdl kivalasztunk m darabot
(m < n), és megszamoljuk, hogy hany selejtes van;
lehetséges kimenetelek: az  := {0,1,2,..., m} halmaz elemei;
@ Hagyomanyos lottd: megjeldliink 5 szamot 90-bdl, és
megszamoljuk, hogy hany taldlatunk van;
lehetséges kimenetelek: az  := {0,1,2,3,4,5} halmaz elemei;
@ Ragalyos fertézés terjedése, csapadékmennyiség alakulasa,
szeizmograf mozgasa, sorhosszUsag alakulasa pénztaraknal,
szerencsejatékok, tdzsdei aringadozasok.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Elemi események: a kisérlet/megfigyelés lehetséges
kimenetelei.
@ Eseménytér: az elemi események halmaza; jeldlés: Q.
@ Esemény: az eseménytér bizonyos A C Q részhalmaza, amit
ugy értiink, hogy ha az w € Q elemi esemény kdvetkezik be, akkor
@ w € A esetén bekdvetkezik az A esemény is,
o w¢ A eseténaz A esemény nem kévetkezik be.
@ Biztos esemény: amely mindig bekdvetkezik;
be lehet azonositani az Q C Q részhalmazzal.

@ Lehetetlen esemény: amely sohasem kovetkezik be;
be lehet azonositani az () ¢ Q Ures részhalmazzal.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Logikai mUveletek eseményekkel

@ Minden A esemeénnyel kapcsolatban tekinthetjik az A ellentett
(komplementer) eseményét: ez pontosan akkor kdvetkezik be,

amikor az A esemény nem kovetkezik be; jeldlése: A.

@ Az A és B események 6sszege (unidja) az az esemény, amely
pontosan akkor kévetkezik be, amikor az A és B események
kdzil legalabb az egyik bekdvetkezik; jeldlése: A+ B vagy AUB.

@ Az A és B események szorzata (metszete) az az esemény,
amely pontosan akkor kdvetkezik be, amikoraz A és B
esemeények mindegyike bekdvetkezik; jeldlése: A- B vagy AN B.

@ Az A és B események kiilonbsége az az esemény, mely
pontosan akkor kdvetkezik be, amikor az A esemény
bekbvetkezik, a B esemeény pedig nem; jeldlése: A— Bvagy A\ B.)
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

A logikai mlveletek tulajdonsagai

@ kommutativitas: A+B=B+A,
A-B=B-A
@ asszociativitas: A+ (B+ C)=(A+ B)+ C,
A-(B-C)=(A-B)-C.
@ idempotencia: A+A=A
A-A=A
@ disztributivitas: A-(B+ C)=(A-B)+ (A- C),
A+(B-C)=(A+B)-(A+ C).
@ de Morgan-féle azonossagok: A+ B=A-B,
A-B=A+B

@ kiilonbség: A-B=A-B.

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Diszjunkt események

Azt mondjuk, hogy az A és B események diszjunktak (kizarjak
egymast), ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be.

Az A és B események akkor és csak akkor diszjunktak, ha A-B = (Z).J

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,
haaz A esemény bekdvetkezése esetén mindig bekdvetkezik a B
esemény is; jeldlése: A= B.

A kovetkez6 allitasok ekvivalensek:
e A= B;
@ AC B;
@ BC A
e B= A
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibdl all6 A rendszert
eseményalgebranak neveziink, ha tartalmazza a biztos eseményt, és
zart a komplementerképzésre és a véges unidképzeésre.

Példaul Q 6sszes részhalmazainak A := 2 rendszere

Ha A c 2% eseményalgebra, akkor A tartalmazza a lehetetlen
eseményt is, és zart a kilonbségképzésre és a véges
metszetképzésre is.

Természetes az a feltevés, hogy egy kisérlettel kapcsolatos
események rendszere eseményalgebrat alkot.

o-algebra

Egy eseményalgebrat o-algebranak neveziink, ha zart a
megszamlalhat6 unidképzésre.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Egy pénzdarab feldobasa esetén
Q = {fej, iras}.
De lehet a fejhez a 0, az irashoz pedig az 1 szamot
hozzarendelni, és igy

Q={0,1}.
A=2%={p,{0},{1},Q}.
Ekkor az elemi események szama: || =2, az 6sszes
események szama pedig 29| = 4.

Nyilvan

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév 11/122



1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© n-szer egymas utan dobva egy pénzdarabbal:
Q={w=(ay,a,...,an): ar,a,...,anc {0,1} }.

Ekkor |Q| =27, |29 = 22",

Ha n darab egyforma pénzdarabot egyidoben dobunk fel, akkor
is lehet ugyanezt az eseményteret tekinteni, hiszen a kisérlet
kimenetelét nem valtoztatja meg, ha megszadmozzuk a
pénzdarabokat. De lehet csak a megkulildnbdztethetd
kimenetelekre szoritkozni: ezek szama n+ 1. Az els6
eseménytér altaladban alkalmasabb, mert példaul szabalyos
pénzdarab esetén az elemi események egyforma esélylek!
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Egy zsdkban n kilénbdzd szinl golyé van. KihGzunk ezek kozll
k darabot; négy lehetdség van aszerint, hogy visszatevéssel
vagy visszatevés nélkil huzunk (az utébbi esetben k < n
szlikséges), és aszerint, hogy a sorrend szamit vagy a sorrend
nem szamit.

Ez a kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor n rekeszbe
helyeziink el k targyat; az eldbbi négy lehetdség annak felel
meg, hogy egy rekeszbe tébb targy is kerllhet vagy csak egy,
illetve a targyak meg vannak kilénbdztetve, vagy nem.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

sorrend
szamit
(variacio)

sorrend nem
szamit
(kombinacio)

visszatevés nélkull
(ismétlés nélkal)

(n—k)!

(1)

egy rekeszbe
legfeljebb egy
targy kerllhet

visszatevéssel
(ismétléses)

nk

()

egy rekeszbe
tébb targy is
kerllhet
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n killénb6zd elem kdzll huzunk visszatevés nélkil ugy, hogy
a sorrend szamit, és kihlzzuk az ésszes n elemet (ami azzal
ekvivalens, hogy n elemet sorbadllitunk; ezeket
permutacioknak nevezziik), akkor a lehetdségek szama

n:=1.2.....n,
hiszen az els6 huzasnal még n lehetdség van, a masodiknal
n—1, stb., és ezek szorzata adja az eredményt.

@ Ha n kilénb6z6 elem kdzil k elemet hlizunk visszatevés nélkiil
(ahol k < n) gy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkili
variacioknak nevezzik), akkor a lehet6ségek szama

n!
n(n—1)---(nfk+1):m,

amit az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyithatunk.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kiilénb6z6 elem kdzll k elemet hizunk visszatevéssel
agy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétléses variacioknak

nevezzUlk), akkor a lehetdéségek szama

n*,

hiszen minden hizasnal n lehetdség van.
@ Ha n kilénb6zd elem kozil k elemet hizunk visszatevés nélkil

(ahol k < n) ugy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétlés
nélkiili kombinacioknak nevezziik), akkor a lehetéségek szama

n\ n! ~nn—1)---(n—k+1)
k) ki(n—k) k! ’
hiszen a megfelel6 ismétlés nélkili variaciokat ugy lehet

megkapni, hogy a kihlzott k elemet az 6sszes lehetséges
maoédon sorbarakjuk; ezek szama pedig mindig k!.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kiilénb6z6 elem kdzll k elemet hizunk visszatevéssel gy,
hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétléses kombinacidoknak
nevezzik), akkor a lehet?ségek szama

)

Ezt Ugy lehet belatni, hogy a kisérlet kimeneteleihez
egyértelmlen hozza lehet rendelni egy olyan sorozatot, mely
n—1 darab egyesbdl és k darab nullabdl all, mégpedig ugy,
hogy az els6 egyes elé irt nullak szama (ami 0 is lehet) jelenti az
elsd fajta elembdl huzottak szamat, az els6 és masodik egyes
kdzé irt nulldk szama jelenti a masodik fajta elembdl hdzottak
szamét, stb., az (n— 1)-edik egyes utan irt nullak szama jelenti az
n-edik fajta elembdl hizottak szamat; az ilyen nulla—egy sorozatok
szama pedig nyilvan ("7%="), hiszen azt kell megmondani, hogy
az n+ k — 1 hely k6zil melyik k helyre kerdljon nulla.
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1. Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Advavan n kartya; ezeket osztjuk szét k jatékos kozott Ggy,
hogy sorban ny, no, ..., ng kartyat kapjanak, ahol
Ny 4+ N>+ ---+ ng = n, és az egy jatékoshoz kertilé lapok
sorrendje nem szamit (ezeket ismétléses permutacidoknak
nevezzik). Ekkor az eseménytér elemeinek szadma
[
|Q‘: n In?:..n 1’
1:No!: k-
hiszen a kartyak n! szamu permutacioit ugy lehet ezekbdl a
leosztasokbol megkapni, hogy az egy jatékoshoz kerllt ny, no,
..., Nk Kartyat tetszdleges sorrendbe helyezziik.

@ Addig dobalunk egy érmével, mig az elso fejet sikertl elérni.
Ekk
or Q = {f,if,iif, iif, ..., 1o},

ahol i, azt alehetséges kimenetelt jeldli, amikor csak irast
dobunk a végtelenségig.
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2. Val6szinliség

Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, fliggetlen
kisérletetet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga az a szam,
ahanyszor A bekdvetkezik; ez egy véletlen mennyiség, melynek
lehetséges értékei: 0,1,...,n; jelélése: kn(A).

kn(A)

Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) = s €z is véletlen

mennyiség, melynek lehetséges értékei: 0, U

)

= Il \V)

1
n

Tapasztalat:

ha n-et ndveljik, azaz egyre tébb kisérletet hajtunk végre, akkor az A
esemény relativ gyakorisaga egyre kisebb kilengésekkel ingadozik egy
P(A) szam kérul; ezt nevezzilk A valdszinliségének.
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2. Val6szinliség

Relativ gyakorisag tulajdonséagai

@ 0 < ry(A) <1 tetszbleges A esemény esetén.
@ rp(0) =0, () =1.
@ ha A és B egymast kizardé események, akkor
(AU B) = ry(A) + ra(B).
@ ha Ay, Ay,...paronként egymast kizar6 események, akkor

I'n < UA]) = Z fn(Aj).
j=1 j=1

@ ry(A) =1 —ry(A) tetszbleges A esemény esetén.
@ ha A C B események, akkor rp(A) < ra(B).
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2. Val6szinliség

(2, A,P) harmas, ahol
@ Q egy nemdres halmaz (az eseménytér);
@ Ac 2% az Q bizonyos részhalmazaibél 4ll6 o-algebra
(az események rendszere);

@ P: A — R olyan leképezés (halmazfliggveny), melyre
@ P(A) €[0,1] tetszdleges A€ A esetén,
Q P(Q) =1,
@ ha A, A, ... € A paronként diszjunktak, akkor

P (UA,-) => P(4).
j=1 j=1

(Ezt a tulajdonsagot o-additivitasnak nevezziik).

Egy A esemény esetén a P(A) szamot az A valdsziniségének,
a P: A— R leképezést pedig valésziniiségeloszlasnak
(valészinliségi mértéknek) nevezzik.
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2. Val6szinliség

A val6szinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ P(0) =0. (Hiszen ha P(0) > 0 volna, akkor a o-additivitasban
Ay = A, = ... = () valasztassal ellentmondasra jutnank.)

@ Ha A, A, ..., A, € A paronként diszjunktak, akkor

P ( UA,-) = Z P(A)).
j=1 j=1

(Hasznaljuk a c-additivitast A 1 = Apio = ... =0 esetére,
és alkalmazzuk azt, hogy P(0) =0.)
Ezt a tulajdonsagot véges additivitasnak nevezzik.

@ P(A)=1-P(A).
(Hiszen Q= AU A diszjunkt felbontas, igy a véges additivitassal
1=P(Q) =P(AUA) =P(A) + P(A).)
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2. Val6szinliség

A val6szinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ Ha A= B, azaz A C B, akkor

P(A) <P(B),  P(B\A)=P(B)—P(A).

(Hiszen A C B esetén B= AU (B\ A) diszjunkt felbontas, ezért

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).)
Ezt a tulajdonsagot monotonitasnak nevezzik.

o Tetszbleges A,B c A esetén
P(AuB) =P(A)+P(B) — P(An B),
hiszen
AUB=[A\(ANB)]U[B\(ANB)]U(ANB)

diszjunkt felbontés, ezért AnBC A és AN B C B miatt

P(AUB) = [P(A)— P(AnB)] + [P(B) — P(An B)] + P(AN B).

v
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2. Val6szinliség

A valdszinliségeloszlasok tulajdonsagai

o Tetszbleges A,B,C € A esetén
P(AuBU C) = P(A) + P(B) + P(C)
—P(AnB)-P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNC),

hiszen
P((AuB)UC) =P(AUB)+P(C)-P((AUuB)N C)
és
P((AuB)NnC) =P ((AnC)uU (BN C))
=P(ANC)+P(BNC)-P((ANnC)N(BNC)),

ahol (ANC)N(BNC)=AnBnNnC.
Ez a tulajdonség a szita-formula specialis esete 3 eseményre.

v
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2. Val6szinliség

Legyen Q nemires halmaz. Legyen minden ne N esetén A, C Q.

Ha AfjCcAC... és A= U An, akkor azt irjuk, hogy A, 1 A.
n=1

Ha Ay DA, D ... és A:= ﬂ A,, akkor azt irjuk, hogy A, | A.
n=1

A valdszinliségeloszlasok tulajdonsagai

o Tetszbleges Ai,As,---€ A, AbT A és Ac A esetén

nI|_>moo P(A,) = P(A)

ezt a tulajdonsagot alulrdl folytonossagnak nevezziik
o Tetszbleges Ai,As,---€ A, Al A és Ac A esetén

lim P(A;) = P(A)

ezt a tulajdonséagot feliilrol folytonossagnak nevezziik
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2. Val6szinliség

Diszkrét valészinliségi mezo
Q véges vagy megszamlalhatéan végtelen, azaz

Q ={wq,wa,...,wn}

Q= {wy,ws,...}

vagy

alaku, és A = 29,

Valészinlségek kiszamolasa diszkrét valészinliségi mezdben
Tetszbleges A € A esemény eléall az

A= U {w

i:wi€A
diszjunkt felbontés alakjaban, igy

P(A)= > P{w})

i:wi€A
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2. Val6szinliség

Ezért diszkrét valészinliségi mezbében elég megadni az elemi
események valészinlségeit, a

pPi = P({w,-}), i= 1,2,...

szamokat ahhoz, hogy tetszéleges esemény val6szinliségét ki tudjuk
szamolni.

Nyilvan szikséges az, hogy ezek a {pi,p2,...} szamok
nemnegativak legyenek és 6sszegik 1 legyen, hiszen

Z;:pi = z’: P{wi}) =P (LI_J{w/}> =P(Q)=1.

Ekkor azt mondjuk, hogy a {p1,p2,...} szamok eloszlast alkotnak.
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2. Val6szinliség

Egyenletes eloszlas véges halmazon

QZ{W1,W2,...,LUN},

és az elemi események egyenld esélyliek, azaz

P({w1}) = P({ue}) = .. = P({un}) = &

Valészinliségek véges halmazon egyenletes eloszlas esetén

ZP{W/} NZ‘I_*

iwi€A i:wi€A

vagyis yo .
kedvez6 kimenetelek szama

P(A) = — . - ;
(A) Osszes kimenetelek szama
Ez a valésziniség kiszamitasanak klasszikus képlete.
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2 Valbészinlség

Példak:
@ Két érmét feldobva mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy fej
és egy iras legyen az eredmény?

Ekkor a két érmét megkulénbdztetve az
Q = {ff, fi,if,ii}

eseményteret kapjuk, amelyben a kimenetelek egyforma
valészinliségliek, igy az

A = {fi, if}

esemény valdszinlisége
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2. Val6szinliség

Példak:
@ Mennyi a valdésziniisége, hogy egy n tagu tarsasagban van
legalabb két olyan személy, akiknek ugyanakkor van a
sziiletésnapja? (Feltesszlik, hogy a sz6k6nap nem lehet.)

Nyilvan n > 365 esetén (a ,skatulya-elv’ miatt) ez a biztos
esemény, igy ekkor a valészinliség 1.

Ha pedig n < 365, akkor az ellentett eseménnyel szamolva

~365-364---(365 —n+1)
365"

P(A) = 1

0.284 han= 16,
365! _Jo0.476 han=22,

(365 —n)! - 365" ~ ) 0.507 han=23,
0.891 ha n=40.

=1
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2. Val6szinliség

Egyenletes eloszlas R¥ véges mértékii részhalmazain

rr 3y

Q c Rk véges mértéki, és ,minden pont egyenld esély(”, azaz egy
A C Q részhalmaz valészinlisége A mértékével aranyos, vagyis

(4) =29,
1(€2)
ahol p azilleté halmaz mértékét jeldli:
@ k=1 esetén 6sszhossz,
@ k =2 esetén terllet,
@ k =3 esetén térfogat.
Ez a valésziniiségek geometriai kiszamitasi modja.
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2. Val6szinliség

Példa: Egy egységnyi hosszusagu szakaszt két, talalomra kivalasztott
ponttal harom szakaszra bontunk fel. Mennyi annak a valészinlisége,
hogy a harom szakaszbdl haromszéget lehet szerkeszteni?

Az eredmény a [0, 1] x [0,1] négyzet azon részhalmazénak terilete,
melynek pontjaira fennallnak a kévetkez6 egyenlétlenségek:

O<x<y<t, O<y<x<1,
1— _

y<y, vagy 1—x<x,
Xx<1-—x, y<1-y,
y—x<1-y+x, X—y<1—-x+y,

azaz
O<x<i<y<t, O<y<i<x<it,
1 vagy 1

y—x<sz, X—y<s.

Ezért a keresett valosziniiség 1/4.
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Feltételes relativ gyakorisag

Ha n flggetlen kisérletet végziink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett

kn(ANB) (AN B)

R C I )

Feltételes valészinliség
Az A esemény feltételes valdszinlisége a B feltétel mellett (azaz
ha tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezett)
P(ANn B)
P(B)

|

P(A|B) =

hacsak P(B) > 0.

.
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Példak:

@ Mennyi a valésziniisége, hogy egy kétgyermekes csalddban
mindkét gyerek fiu, ha feltételezz(ik, hogy egy gyerek egyenl6
valészinliséggel lehet fiu vagy lany, és tudjuk, hogy

@ az idésebb gyerek fiu;
o legalabb az egyik gyerek fiu ?

Ekkor az eseménytér
Q = {FF,FL,LF,LL},

melynek elemei egyforman 1/4 val6sziniiségliek. Legyen
A := {mindkét gyerek fi} = {FF},
B; := {az id6sebb gyerek fid} = {FF,FL},
B, := {legaldbb az egyik gyerek fia} = {FF,FL, LF}.
Nyilvan An By = AN By, = {FF}, igy
P(A[B1)=1/2, P(A[B)=1/3.

34/122
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

© Bridzsnél osztaskor 2 aszt kapott valaki. Mennyi a valésziniisége,
hogy a masik 2 asz a partnerénél van?
21

Az 0sszes leosztasok szama W,

o . (4 48 39!
ezek egyforma valdszinliségliek. Ezekbdl (2) . (11> : W

olyan leosztas van, melynél az elso jatékos 2 aszt kap, és ezek

kdz6tt pedig 4 48 37 o6
(&) (1) (7)o

olyan leosztas van, melynél a masik 2 4sz a partnerénél van.
Tehat a keresett feltételes valoszinliség

() ()G e 2

) () a9
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Lancszabaly

P(A1 ﬂAgﬂ-"ﬂAn)
= P(Ay) P(A2 | A1) P(As | Ay NAg)---P(Ap |ATNAxN - NAL1),
hacsak P(AinA;N---NA,_1)>0.

A jobb oldal
P(A)P(A1mA2) P(A1mA2ﬂA3)P(A1ﬂA2ﬂﬂAn_1ﬁAn)
VTP(AY) P(A; N Ay) P(AiNAz---NA1)
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Példa: Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartyabol harmat visszatevés
nélkdl. Mennyi a valésziniisége, hogy az elsé és a harmadik kihuzott
lap piros, a masodik pedig nem az?

Jeldlie i=1,2,3 esetén A; azt az eseményt, hogy az i-edik huzas
eredmeénye piros. Ekkor
8 1 — 24 — 7
P(A)=55=7  PAlA) =37  P(AlANA) =4,
gy _ 124 7 7

Persze lehetne hasznalni azt az eseményteret is, amely az elsé harom
kihuzott lapbdl all a sorrendet is figyelembe véve; ekkor |Q| = 32-31-30,
és a kimenetelek egyenl6 valészinliségliek. Mivel a kedvezd esetek

szdma 8-24 -7, igy a keresett valoszinliség 52445 = 1is.
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Teljes eseményrendszer

Az eseménytér megszamlalhaté diszjunkt felbontasa, azaz események
Aq, Ao, ... véges vagy végtelen sorozata, melyek egymast paronként
kizarjak, és unidjuk az egész eseménytér, vagyis

ANA=0 ha i#j, és [JA=Q
i

Egy teljes eseményrendszer eseményei kézul mindig pontosan egy
kovetkezik be, és
> P(A) =1.
i
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Teljes valoszinliség tétele

Ha az A4, Ay, ... pozitiv valészinliségli események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B eseményre

P(B) = Z P(B | A) - P(A).

Bizonyitas. Nyilvan B = U(B N A;) diszjunkt felbontas, hiszen
I

B=BnNnQ=Bn(UAk) =U(BNAk),
e . k k

és i #j esetén
(BﬂA,‘)ﬂ(BﬂAj):BﬂA/ﬁAj:@,
ugyanis A;NA; =0. Ezért

P(B)=) P(BNA)=) P(B|A)-P(A).
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Példa: Harom gép csavarokat gyart. A selejt aranya az elsé gépnél
1%, a masodiknal 2%, a harmadiknal 3%. Az éssztermék 50 %-at
az elsé gép, 30 %-at a masodik, 20 %-at pedig a harmadik allitja el6.
Mi a valésziniisége annak, hogy az 6ssztermékbdl véletlenszeriien
valasztott csavar selejtes?

Jeldlie B azt az eseményt, hogy selejtet htzunk, i = 1,2,3 esetén
pedig A; azt, hogy a kihlzott csavar az i-edik gépen készilt. Ekkor

P(B|A)) =0.01, P(B|A;) =0.02, P(B|A3)=0.03,
P(A1) = 0.5, P(A2) = 0.3, P(A3) = 0.2,

igy
P(B) = 0.01-0.5+0.02-0.3+0.03-0.2 = 0.017.
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Bayes-formula
Ha A és B pozitiv val6sziniségll események, akkor

P(A| B) = —P(A)#,Zéf A

Bizonyitas: P(A|B) = "% és P(ANB)=P(A)-P(B|A).

Bayes-tétel

Ha az Aj, A, ... pozitiv valészinliségli események teljes
esemeényrendszert alkotnak és P(B) > 0, akkor

P(A)) - P(B| Aj)

P(A; | B) = .
W18 =pETA) PA)
J
Bizonyitas: A Bayes-formuléval P(A; | B) = Z4LHEA) - A teljes

valésziniiseg tételével P(B) =) P(B| A)) - P(A)).
j
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

P

Példa: Mennyi a feltételes valdszinlisége az el6z6 példaban annak,

hogy az els6, masodik, illetve harmadik gépen gyartottak a kivalasztott

csavart azon feltétel mellett, hogy az selejtesnek bizonyult?
0.01-05 5 6

P(AI1B) = ~g o7 =150 P(A2lB)=1>.  P(As|B)=

\ o

1

\l
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Flggetlen események

Azt mondjuk, hogy az A és B események fliggetlenek, ha

P(ANn B) =P(A) - P(B).

Ha A, B és B pozitiv valosziniiségii események, akkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

@ A és B fliggetlenek;

@ P(A|B) =P(A);

e P(B|A)=P(B);

@ A és B fuggetlenek;
o P(A|B)=P(A|B).

Ha P(A) =0 vagy P(A) =1, akkor A tetszdleges B esemeénytdl
figgetlen.
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3. Feltételes valoszinliség, fuggetlen események

Paronként figgetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, Ao, ... események paronkeént
fliggetlenek, ha kdzllik barmely két esemény fliggetlen.

(Teljesen) fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, A, ... események (teljesen) fliggetlenek,
ha tetszbleges i, io, ..., ik kiillonb6zo indexekre

F’(A,‘1 N A,'2 Mee= Aik) = P(A,1) P(A,z) co9 P(A,k)

Lehetséges, hogy példaul harom esemény paronként fliggetlen, de
nem (teljesen) fliggetlen.
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4. Véletlen valtozok

Véletlen valtozo / véletlen mennyiség, eloszlasfliiggvény

Ha (Q,.A,P) val6szinlségi mezd, akkora & : Q — R leképezés
véletlen valtozo / véletlen mennyiség, ha tetszéleges x € R esetén
{weQ:¢w)<x}e A Ekkoraz F¢:R —[0,1],

Fe(x) :=P{¢ < x}
figgvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfiiggvényének nevezziik.

|

Eloszlasfliggvény jellemzése

Egy F:R — [0,1] fuggvény akkor és csak akkor lehet
eloszlasfiggvénye valamely ¢ : Q — R véletlen valtozénak, ha
@ F monoton névekvo,
© F jobbrdl folytonos,
Q Im F(x)=0, lim F(x)=1.
X——00

X—-+00
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4. Véletlen valtozok

Eloszlasfuggveny

Legyen ¢ véletlen valtozé F: eloszlasfuggvénnyel.
Tetszbleges ¢ € R esetén

P{¢ < ¢} = Fe(c) = lim Fe(x), P{¢{ < ¢} =lim Fe(x),
xlc xtc
igy P{{ =c} az F¢ ugrédsaa c pontban, azaz
P{¢ = ¢} = lim Fe(x) — lim Fe(x) = Fe(c) — lim Fe(x).

TetszOleges a,b € R, a< b esetén

P{a <& b} = F{(b) = Fg(a).
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4. Véletlen valtozok

Diszkrét véletlen valtozé

A £:Q — R véletlen valtozé diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

A ¢ diszkrét véletlen valtozo eloszlasa az a P, véletlen mérték a ¢
lehetséges értékeinek X := {xq, xo,...} halmazén, melyre
Pe({xi}) = P({w € Q: §{(w) = xi}), x; € X.

|

Diszkrét véletlen véaltozé eloszlasfiggvénye
Egy ¢ diszkrét véletlen valtoz6 eloszlasfliggvénye olyan 1épcsds
fuggvény, mely a lehetséges értékeknél ugrik, és az ugras nagysaga
az illetd érték valészinlisége. Ha a ¢ lehetséges értékeinek halmaza
X :={x1, Xo,...}, akkor

Fe(x)= Y Pe({x}), xeR

{ixi<x}
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4. Véletlen valtozok

Példak:
@ Két kockat dobva a dobott szamok 6sszegét jeldlje ¢. Hatarozzuk
meg & eloszlasat!

Ekkor ¢ diszkrét véletlen valtozé; lehetséges értékeinek halmaza:

X =1{2,3,...,12},

eloszlasa:
k—1
~__—  ha2<k<7,
36 a
P& =k} =
18—k ha7 < k<12
36 ~ ~

48 /122
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4. Véletlen valtozok

© Binomialis eloszlas.

n faggetlen kisérlet

A esemény, p:=P(A)

A gyakorisaga: ¢ := kn(A)

diszkret véletlen valtozo;

lehetséges értékeinek halmaza:
X={0,1,2,...,n},

eloszlasa
Ple= k= (§) (1 =PI,

melyet (n,p) paraméterii binomialis eloszlasnak nevezlnk.
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4. Véletlen valtozok

© Elsorendii negativ binomialis eloszlas.
A esemény, p:= P(A)
Addig végziink flggetlen kisérleteket, mig A elészor bekdvetkezik.
¢ := az ehhez szliikséges kisérletek szama;
lehetséges értékeinek halmaza:

X={1,2,...,00},
eloszlasa: k=1,2,... esetén
, Plc=k}=p-(1-p),
gy

P{¢ =00} =1-P{<oo}=1-) P{é=k}=1-p) (1-p)'=0.
k=1 k=1

Ekkor ¢ eloszlasat elsérendii p paraméterii negativ
binomialis eloszlasnak (vagy geometriai eloszlasnak) nevezziik.
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4. Véletlen valtozok

O Hipergeometrikus eloszlas.
Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkdl huzunk ki n goly6t (n < N).
¢ := akihuzott piros golydk szama;
lehetséges értékeinek halmaza: olyan k értékek, melyekre
teliesil 0 < k<n k<M, és n—k<N-M,

eloszlasa:
() (k)
k n—k
P{¢ =k} = N .
n
Ekkor ¢ eloszlasat (n,M, N — M) paraméterii
hipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.
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4. Véletlen valtozok

© Poisson eloszlas.
Mazsolas kalacsot sutlink; 1000 gramm tésztdba n = 50 darab
mazsolat teszlink. Egy szelet sulya 25 gramm, tehat N = 40
szelet készil. Minden mazsola egyforma val6szinliséggel kerllhet
bele barmely szeletbe, és a mazsolak egymastél figgetlendl
.mozognak”. Jelblije ¢ egy kivalasztott szeletbe keriilé mazsolak
szamat. Lehetséges értékeinek halmaza X = {0,1,...,50},

eloszlasa
50\ / 1 \* 1\
e () (@) ()"

tehat ¢ eloszldsa n-edrendl 1/N paraméter? binomidlis
eloszlas.
Mi térténik, ha néveljik a tészta mennyiséget?

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév 52/122



4. Véletlen valtozok

Ha n mazsolat hasznélunk fel 20 - n gramm tésztaba, akkor

N =20-n/25 szelet készll, igy a binomialis eloszlas paramétere
pn:=1/N=X\/n, ahol X\ :=5/4 az egy szeletre atlagosan jut6
mazsolak szama. Ekkor

im_ () (1 po)"

n—oo

i n(n_1)...(n—k+1)</\)k<1 A)”_k Ak Y

- = —e¢e
n—oo k! n n k!

Ha egy n véletlen valtozé lehetséges értékei a nemnegativ egész
szamok és k=10,1,... esetén
N
P(T, = k) = He ;
ahol X > 0, akkor azt mondjuk, hogy 7 eloszlasa )\ paraméterii
Poisson-eloszlas.
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4. Véletlen valtozok

Véletlen valtozé slrliségfiiggvénye

Ha (Q,.4,P) valészinlségi mezd, £ : Q — R véletlen valtoz6 és
létezik olyan f; : R — [0,00) fliggvény, melyre

X
Fe(x) = / fe(t) dt, x € R,

akkor az f; fuggvényta ¢ sliriségfliggvényének nevezzilk, és azt
mondjuk, hogy a ¢ véletlen valtozé, illetve ¢ eloszlasa abszolut
folytonos.

(Abszolut folytonos véletlen valtoz6 esetén annak siirliségfliggvénye
nem egyértelmiien meghatarozott!)

Shrlségfliggvény jellemzése

Egy f:R — [0,00) fUggvény akkor és csak akkor lehet
slriiségfliggvénye valamely ¢: Q — R véletlen valtozonak, ha

o0

f(t)dt = 1.
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4. Véletlen valtozok

Abszolut folytonos véletlen valtozo

Legyen ¢ abszollt folytonos véletlen valtozé . siriiségfliggvennyel.
TetszOleges a,b € R, a< b esetén

Pla<{< b} =Fe(b /ff
Altalanosabban: tetszéleges B ¢ R (Borel-halmaz) esetén

P{¢ e B} = / fe(t) dt.
B
Tetszbleges ¢ € R esetén

P{¢=c}=0.

Ha az f; slrGsegfliggvény folytonos az x € R pontban, akkor
Fe(x) = f(x).
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4. Véletlen valtozok

Egyenletes eloszlas az (a, b) intervallumon

Ha az (a,b) intervallumon valasztunk véletlenszerlien egy ¢ pontot
ugy, hogy egy A C (a,b) részhalmazba esés valészinlisége az illetd
részhalmaz mértékével aranyos, akkor ¢ eloszlasfiggvénye nyilvan

0 ha x < a,
X —a X—a
Fg(X): b_aﬂ[a7b)(x)+]l[b700)(x): o ha a<x<b,
1 ha x > b.

Ekkor a ¢ véletlen valtozo6t egyenletes eloszlasunak nevezziik a
(a, b) intervallumon. Tovabba

haa<x<b,

1 _
fe(x) = g—Zlan(x) = | b-a
0 egyébként

flggveény slrliségfiggvénye &-nek.
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4. Véletlen valtozok

Normalis eloszlas
Ha a ¢ véletlen valtoz6 slrliségfiggvénye

1 _ (x=m)?
202 xeR

e b
V2ro

alaka, ahol m € R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ normalis
eloszlasu (m a 2) paraméterekkel.
Az, hogy [ f(x)dx =1, abbdl kévetkezik, hogy

</oo e_x2/2 dX) / / —(x2+y?)/2 dx dy
2m o0 2 > r=oo

= / (/ re="/2 dr) dp =27 [—e*’ /2} = 2.
0 0 r=0

f(x) =

57/122
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4. Véletlen valtozok

Exponencialis eloszlas

Jeldlje a ¢ véletlen valtoz6 egy radioaktiv atom élettartamat. Ez
rendelkezik az ugynevezett 6rékifju tulajdonsaggal: ha t, h > 0,

akkor P{¢>t+h|é>t} =P{¢> h,

vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az atom mar megélt t idot, a
még hatralevd élettartam eloszlasa éppen olyan, mint a teljes
élettartam eredeti eloszlasa. Mivel
P{¢>t+h £t}
P h t} =
{E>thie>1 e
és P{¢>t+h >t =P{¢>t+ h}, ezérta G(t) :=P{{ >t}
tulélési fliggvényre teljesil

G(t+ h)

G(t)

= G(h).
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4. Véletlen valtozok

Be lehet latni, hogy ha G folytonos, akkor létezik olyan A\ > 0, hogy
G(y=e M ha t>0.
Ezért ¢ eloszlasfiggvénye
FO=11 e maxs0

alakd, ahol X\ > 0. Ezt az eloszlast \ paraméterii exponencialis
eloszlasnak nevezzik. Van slrliségfiiggvénye:

f(x) = 0 ha x <0,
]l xe ™ hax>0.

Bomlasi allando:

1 1 h
fl)inohP{t<§\t+h\§>t} Mﬂohﬁ e ) =X
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4. Véletlen valtozok

Véletlen vektor

£:Q RS azaz £=(&,....&),
ahol &:Q — R, i=1,..., k véletlen valtozok;
eloszlasfiiggvénye: F;:R¥ - R,

F&(X-],...’Xk) = P{£1 <X17"'7£k<Xk}

Véletlen vektor slrliségfliggvénye

Ha létezik olyan £ : RK — [0,00) fliggvény, melyre

F§X1,...7 / / t1,..., dt1 dt

teljestil minden (xi,...,Xx) € R¥ pontban, akkor az f; fuggvényt ¢
siirliségfiiggvényének nevezziik, és azt mondjuk, hogy a ¢ véletlen
vektor, illetve ¢ eloszlasa abszolut folytonos.
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4. Véletlen valtozok

Véletlen vektor slrlségfliiggvénye

Legyen ¢ abszolat folytonos véletlen vektor 7 sirliségfiiggvénnyel.
Tetszbleges aj,bj e R, aj< b;, i=1,...,k esetén

by by
P{a,‘<£i<bi,i:1,...,k}:/ fg(ﬁ,...,tk)dﬁ...dt

Tetszbleges B c R¥ (Borel-halmaz) esetén

P{(€1,.... &) € B} = / /fgﬁ,.., Yty .. dty

Ha F; k-szor folytonosan dlfferenmalhato, akkor

8kF§(X1 9000 ,Xk)
0xq...0xx

fg(X1,...,Xk) =
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4. Véletlen valtozok

Diszkrét véletlen vektor

A ¢:Q — R véletlen vektor diszkrét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

Ha (&,n) : Q — R? diszkrét, akkor ¢ és 7 is diszkrét. Ha ¢ és 7
lehetséges értékei xq, Xz, ..., illetve yq,ys,..., akkor (&,7n)
lehetseges értékeinek halmaza {(x;,y;) :i,j=1,2,...}.
Ha ismerjik (¢,7n) eloszlasat, azaz a

P{{=x;,n=y} ij=1,2,...
valészinlségeket, akkor ki tudjuk szamolni ¢ és n eloszlasat is:

Plc=x}=) P{é=x,n=y}, Pln=y}=> P{E=x.n=y}
] i

4

Ezek (£,m) peremeloszlasai / marginalis eloszlasai.
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4. Véletlen valtozok

Polinomialis eloszlas

n flggetlen kisérletet hajtunk végre egy Aq, A, ..., A, teljes
eseményrendszerre, p; := P(A;) (ekkor p1 +po+---+pr=1).

Ekkor A; gyakorisaga: & := kn(Aj), €s &= (&1,&,...,&) diszkrét

véletlen vektor; lehetséges értékeinek halmaza:
{(k-],kg,...,kr)EZer,‘}O, ki +k2+---+k,:n},
eloszlasa
n!
P& =k, So=kKo,....& = K} = mpfpgz--.pf’,

melyet (n,p1,p2,...,pr) paraméterii polinomialis eloszlasnak
nevezlink. Peremeloszldsai binomidlis eloszlasok:

| 5 )
Pl = kit = k,-!(nn;k,-)! P —pi)" k.

63/122
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4. Véletlen valtozok

Polihipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban N darab szines golyé van; a szinek szdma r, az
i-edik szinbdl N; goly6 van (N = Nj +---+ N;). Ha visszatevés
nélkul huzunk ki n golyét (n < N), és &; jeldli az i-edik szinbdl huzott
golyék szamat, akkor & = (&1,&2,...,&) olyan (ky, ko, ..., k)
értékeket vehet fel, melyekre minden i =1,2,...,r esetén teljesul

0< ki<N; és ki + ko +---+ k, = n, tovabba
(k) (i)

()
)

P{¢i =k, a=key....&r =k} =

Ekkor ¢ eloszlasat (n,Ny,...,N,) paraméteri
polihipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.
Peremeloszlasai hipergeometrikus eloszlasok:

(k) (2k)

P{&i =k} = ™
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4. Véletlen valtozok

Haa (&,n) véletlen vektornak létezik f, slrlségfiggvénye, akkor a
&, illetve n véletlen valtozénak is létezik strliségfliggvénye,
mégpedig

0= [ T hapdy. 6y = / o (xy)dx.

Ezek (¢,m) peremeloszlasai / marginalis eloszlasai.

Flggetlen véletlen valtozok

A ¢ és n véletlen valtozdkat akkor nevezziik fliggetleneknek, ha
tetszbleges x,y € R esetén

P{{<x,n<yt=P{{<x}P{n<y},
azaz F¢,(x,y) = Fe(x)F,(y)-
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4. Véletlen valtozok

Flggetlen véletlen valtozok

Ha ¢ diszkrét véletlen valtozé xq, xo, ... lehetséges értékekkel és 7
diszkrét véletlen valtozé y;, y»,... lehetséges értékekkel, akkor & és
n flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

vi,j  P{{=xi,n=y}=P{{=x}P{n=y}
Ha létezik (&, n)-nak f;, slrlségfliggvénye, akkor ¢ és n
flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

Vx,y € R fen(X,y) = fe(X)F(y).

Valészinlségeloszlasok konvolucidja

Haa ¢ és n véletlen valtozok fliggetlenek, akkor azt mondjuk, hogy
¢+ n eloszlasaa ¢ és n eloszlasanak konvolucidja.
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4. Véletlen valtozok

ValészinlUségeloszlasok konvolucioja

Ha ¢ és n flggetlen diszkrét véletlen valtozék, és a lehetséges
értékeik nemnegativ egész szamok, akkor a
k
{etn=k=JlHe=Nn{n=k-1})

j=0

diszjunkt felbontas alapjan

k
P{c+n=k}=> P{¢=j}P{n=k—j}, k=01,
j=0
Haa ¢ és n flggetlen véletlen valtozoknak léteznek az f. és f,
sUrlségfluggvényei, akkor
fein(X) = / fe(u)f,(x — u) du, x € R.
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4. Véletlen valtozok

Példak:

@ Ha ¢ és n fuggetlen binomidlis eloszlastak (nq,p) illetve
(no, p) paraméterekkel, akkor ezek konvolucidja ismét binomialis
eloszlas, mégpedig (n1 + no, p) paraméterekkel:

L/_%;:k <ni1)pi(1 —P)”1i('}2>pi(1 _p)ngfj _ <n1 vl: n2> pk(1 _p)nﬁnz,k.

@ Ha ¢ és 7 fuggetlen normalis eloszlastak (my,o?) illetve
(ma, 03) paraméterekkel, akkor ezek konvolicidja ismét normalis
eloszlas, mégpedig (my + mp, 02 + 03) paraméterekkel:

)2

00 1 7(u—m1 )2 1 7(x—u—m2 1 7(X—I771 —my

202 202 _ 2(0’2+o'2)

[— i1 ——e 2 du=——"——¢ 1772
—00 V27O V2ros Vor /012 + Ug
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5. Varhato érték

Intuicio:

Tekintstink egy £ : Q — R diszkrét véletlen valtozét xq,..., xy
lehetséges értékekkel.

n flggetlen kisérletet hajtunk végre
Ak :={£ = x} relativ gyakorisaga

n(Ak) = P(Ax) = P{¢ = Xk},

ezértaz xi értéket korulbelll n-P{¢ = xx} esetben kapjuk, igy
a megfigyelt értékek atlaga kérilbeliil

1Y &
EZXk-n-P{gzxk} :ZXK-P{ﬁzxk}-
k=1 k=1
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5. Varhato érték

Véletlen valtozé varhato értéke

Ha ¢:Q — R diszkrét véletlen valtozé xq, xo, ... lehetséges
értékekkel, akkor az

E(€) =) xk-P{{=x}
k
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez a sor
abszolut konvergens, azaz )", |xk| - P{{ = Xk} < oc.

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos véletlen valtozé, melynek
s?r?ségfliggvénye f: : R — [0,00), akkor az

E(¢) := /OO X fe(x) dx

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integrél abszolut konvergens, azaz [~ [x|fz(x) dx < oc.

v
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5. Varhato érték

Példak:
@ Ha ¢ binomidlis eloszlast (n, p) paraméterekkel, akkor

E©) =3 k- () P -p =
k=0

© Ha egy egységnyi oldali négyzetben valasztunk egyenletes

eloszlas szerint egy pontot, és ¢ jeldli a pontnak a legkdzelebbi

oldaltol val6 tavolsagat, akkor E(¢) = £, hiszen

0 ha x <0, 4—8x haxeo.l]
Fe(x)=41—-(1-2x? haxe[0,}], f(x)=1¢"" 2b
) (=20 ) [1 JT egyébként,

1 ha x > 1,

1/2 x=1/2
B(e) = [ x4-8x)ax - [sz_exs] 1
0 3 x=0 6
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5. Varhato érték

© Az A és B jatékosok a kévetkez jatékot jatszak. Felvaltva
dobnak egy szabalyos érmét; A kezd, és az nyer, akinek elészor
sikertil fejet dobnia. Az elsé dobasnal 2-2 forintot tesznek be, és
minden dobas elbtt duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik dobasra
siker(il fejet dobni és n paratlan, akkor A nyer 2" forintot B-t6l,
ha pedig n paros, akkor B nyer 2" forintot A-tdl. Mennyiaz A
illetve B jatékos varhaté nyereménye?
Jeldlje ¢ az A jatékos nyereményét (mely pozitiv, ha A nyer, és
negativ, ha A veszit). Ekkor ¢ lehetséges értékei 2, —4, 8, —16,
... és P{¢=2} = % P{g:—4}:%, ... Mivel
1 1 1
2-5+4- 248 gt =11 414 =00,
igy & varhat6 értéke nem létezik!

© Legyen ¢ olyan véletlen valtozé, melynek siirliségflggvénye

fe(X)= =iz Ekkor nem létezik E(¢), mert [, m‘fﬂ) dx = 0o
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5. Varhato érték

A varhaté érték tulajdonsagai
Ha ¢ és n véletlen valtozék és a, b € R, akkor
@ E(a¢) = aE(¢) (homogenitas)

@ E(¢+n)=E(&) +E(n) (additivitas)

@ E(a¢+bn)=aE{+ bEn (linearitas)

@ ha ¢ és n flggetlenek, akkor E(¢n) = E(E) - E(n)

@ ha ¢ <n, akkor E(§) < E(n) (monotonitas)

@ ha £ >0, akkor E(¢) > 0 (pozitivitas)

@ ha £>0 és E(¢) =0, akkor P(¢ =0) =1

o |E(6) < E(€))

@ E(|¢n]) < E(£2) E(n?) (Cauchy-Schwartz egyenlétlenség)
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5. Varhato érték

Véletlen valtozo fuggvényének varhato értéke
Legyen g: R — R.

Ha ¢ diszkrét véletlen valtoz6 xi, x», ... lehetséges értékekkel, akkor

E(9(€)) =Y g(x) - P{¢ = xc},
P

amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha ¢ abszolut folytonos véletlen valtozo f; strlsegfliggvénnyel,

akkor ()
E(9(©) = [ 90 f(x)ax.
amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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5. Varhato érték

Véletlen vektor fliggvényének varhaté értéke

Legyen g:R? — R.

Ha ¢ és n diszkrét véletlen valtozdk xi, xo, ..., illetve yq,yo,...
lehetséges értékekkel, akkor

E(9(&m) =Y 90k, ¥e) - P{& = xk,n = yi},

Kt
amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha (¢,7m) abszolut folytonos veéletlen vektor f;, sirliségfliggvénnyel,

akkor 0o oo
E(g(€.n) = / / 9(x,¥) - fen(x, y) dxdy,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév 75/122



5. Varhato érték

Véletlen valtozé varianciaja / szérasnégyzete
var(¢) := D?(¢) := E [(¢€ — E(€))?].

Variancia / szérasnégyzet kiszamolasa

var(¢) = E [€2 — 26 E(¢) + (E(€))?] = E(£%) — 2-E(€) - E(¢) + [E()P
= E(¢%) — [E(9)P%,

igy ha ¢ diszkrét véletlen valtozé xq, xo, ... lehetséges értékekkel,

akkor 2
var(¢) => xg-P{¢=k} - (Zxk P{g= k}> :
k k

ha pedig ¢ abszolut folytonos véletlen valtozo f;
strlségfiggvénnyel, akkor

var(§) = /OO X2 fe(x) dx — (/Oo xfe(X) dx>2.

— 00 —00
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5. Varhato érték

Variancia / szérasnégyzet tulajdonsagai
Ha ¢ és n véletlen valtozék és a € R, akkor

e var({) >0

@ ha var({) =0, akkor P(( =0) =1

@ var({ + a) = var(§) (eltolasinvariancia)
@ var(c- &) = ¢?-var(¢) (homogenitas)

@ ha ¢ és n flggetlenek, akkor var(¢ + n) = var(§) + var(n)
(additivitas)

Véletlen valtozék kovarianciaja
cov(é,n) == E[(§ —E&)(n— En)]

Addicios képlet
Ha ¢ és n véletlen valtozék, akkor
var(§ +n) = var(§) + 2 cov(€,n) + var(n)
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5. Varhato érték

p paraméterl Bernoulli-eloszlas
A esemény, p:=P(A)

1 ha A bekdvetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

£ = ki(A) = {
diszkrét véletlen valtozé; lehetséges értékei: 0 és 1, eloszlasa
P{¢=1}=p, P{¢=0}=1-p.

Ezt az eloszlast p paraméterii Bernoulli-eloszlasnak nevezzik.

Nyilvan
E€)=p-1+(1-p)-0=p,
E(®) =p-12+(1-p)-0* =p,
var¢ = E(6%) — [E(€)? = p— p* = p(1 - p).
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5. Varhato érték

(n, p) paraméter(i binomialis eloszlas

A esemeény, p:= P(A); n fuggetlen kisérlet; A gyakorisaga:
& = kn(A) diszkrét véletlen valtozo; lehetséges értékeinek halmaza:
{0,1,2,...,n}, eloszlasa

P{¢=k} = (:) p(1—p)

1 ha A bekodv. az i-edik alkalommal,
0 egyébként,

akkor £ =& +---+&p, és &4,...,& flggetlen, p paraméteri
Bernoulli-eloszlastuak. Ezért

E(¢) = E(&1) + - + E(&n) = np,
var(€) = var(&y) + - - + var(&n) = np(1 — p).

Ha &=
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5. Varhato érték

Legyen n standard normalis eloszlasu, azaz normalis eloszlasu
(0,1) paraméterekkel. Ekkor

x=L

_ [T ey, —x2/2]*=5 _
E(n) = 27T/_ooxe dx = FKimw[e }X:K_o,

E(n?) = \/12?/ x2e /2 dx

= 1 [_Xe—x2/2} e /2 4x — 1,

vl

var(n) = E(n%) — [E(n)]
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5. Varhato érték

Ha pedig ¢ normalis eloszlast (m,o?) paraméterekkel, akkor
g =07 + m,

ahol
&E—m
g

7] =
standard normalis eloszlasu, hiszen 7 eloszlasfliiggvénye
() = Pln < x) =P {

igy n silrlségfiiggvénye

E—m

< x} =P{¢{ <o-x+m} = Fe(o-x+m),

—

f(x) = FT/I(X) =0- Fé(ax +m)=o-f(ox+m)= E:7)(2/2’

var

ezért

E(€) =0 -E()+m=m, var(€)=o? var(n) = o>
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Varhato érték

Véletlen matrix

€ = (&)1<ick 1<j<e : Q — RKXE

ahol §;:Q—=R, ie{l,...,k}, je{1,...,£} véletlen valtozok.

|

Véletlen matrix varhaté érték matrixa

Legyen ¢ = (&) 1<ick, 1<j<e : 2 — REXE véletlen matrix.

Ha tetszbleges i€ {1,...,k} és je {1,...,¢} esetén E(|§;]) < oo,
akkor ¢ varhatoé érték matrixa

E(¢) = (E(fi,/))1gigk,1<j<z € R*

|

Varhato érték matrix tulajdonsagai

Legyen & = (&j)1<i<k,1<j<e 1 2 — RK*C véletlen matrix. melyre
tetszbleges /i€ {1,...,k} és je {1,...,¢} esetén E(|§;]) < oc.
Ha AcR™k és B e R/*S, akkor E(A¢B) = AE(¢)B.
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Varhato érték

Véletlen vektor kovarianciamatrixa (szérasmatrixa)

Legyen & = (&,...,&9) : Q — RY véletlen vektor. Ha E(||¢]|?) < oo,
azaz E(€2) < oo, ... E(£3) < oo, akkor ¢ kovarianciamatrixa

cov(¢) == E (€ — E(©)(¢ — E(©))T] e ™,
melynek elemei cov(&;, &) == E [(& — E(&))(& — E())], 1<i,j<d.

Legyen & = (&,...,&9) : Q — RY véletlen vektor, E(]|£]?) < oc.
@ cov(¢) szimmetrikus: cov(¢)" = cov(¢).
@ cov(¢) pozitiv szemidefinit, azaz VX € Rd esetén

x T cov(&)x = (cov(¢ Z Z cov(&, &)Xix; >

i=1 j=1
@ Ha AcR™9 és b e R’, akkor cov(Af + b) = Acov(§)AT.
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5. Varhato érték

Véletlen valtozdk korrelacios egyutthatdja
cov(&,n)

corr(€, n) := var(€) - var(n)

Ha corr(¢,n) =0 azaz cov({,n) =0, akkor azt mondjuk, hogy
¢ és 17 korrelalatlanok.

Ha
corr(¢,n7) >0 azaz cov(&,n) >0,

akkor ¢ és 7 pozitivan korrelaltak, ha pedig
corr(§,n) <0 azaz cov(,n) <0,

akkor ¢ és 7 negativan korrelaltak.

v

Ha ¢ és n flggetlenek, akkor ¢ és n korreldlatlanok, de ez forditva
altalaban nem igaz.

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév 84 /122



5. Varhato érték

Példa: Legyena (§,n) véletlen vektor egyenletes eloszlasu a
(-1,0), (0,-1), (0,1) és (1,0) pontokon, azaz
1
P{g:—1,n:O}:P{gzo,n:—ﬂ:P{g:O,17:1}:P{§:1,77:0}:Z.
Ekkor E(§) = E(n) =0 és E({n) =0 miatt
cov(&,n) = E(¢n) — E(S) - E(n) =0,
azaz ¢ és n korrelalatlanok, viszont a peremeloszlasok

P{e= 1} =P{¢=1} =1, P{c=0}=]

P{n=-1}=P{n=1}=-, P{n=0}=

ezért ¢ és n nem fliggetlenek, hiszen példaul

Ple=1,1=0}=7, Ple=1) Pl1=0} =y

I
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5. Varhato érték

Kovariancia és korrelacios egytitthat6 tulajdonsagai
@ var(¢) = cov(¢,§)

@ Ha & és n véletlen valtozok, akkor

cov(&,n) = cov(n,§), corr(&,n) = corr(n, &) (szimmetria)

@ Ha &,...,&, és ny,...,nm Vvéletlen valtozék és
ai,...,an,by,...,bm € R, akkor

n m n m
cov (Z aigi, » b,-n,) =) abjcov(¢,n)  (bilinearitas)
i—1 =

i=1 j=1

@ |corr(&,m)| <1, és |corr(¢,n)| =1 akkor és csak akkor, ha
valamely a# 0 és b valés szdmokkal P{n=a-¢{+ b} =1
teljesdl; itt a > 0 illetve a < 0 aszerint, hogy corr(¢,n) =1
illetve corr(¢,n) = —1.
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5. Varhato érték

Momentumok, ferdeség, csucsossag / lapultsag

Legyen ¢ véletlen valtozé, k pozitiv egész. Ekkor
@ k-adik momentum: E(¢)
o k-adik centralis momentum: E [(¢ — E¢)X]
o k-adik abszolit momentum: E (|¢[¥)
o k-adik abszolut centralis momentum: E [|¢ — E£[]

E [(€ - E€)°]

o ferdeség:

(Elc-E©?)**
E[-E¢Y]
(E[(c-E&)?))?

Tehat E(¢) az els6 momentum, var(¢) pedig a masodik (abszolit)
centralis momentum

@ csucsossag:
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5. Varhato érték

Ha a,be R és a+#0, akkor ¢ és a¢ + b ferdesége, illetve ¢ és
aé + b csucsossaga megegyezik. J

Példa: Legyen n standard normalis eloszlasu. Ekkor E(n) =0,
var(n) =1, 3 1 3 x2)2
E = / X°e” dx =0,
(n°) e

E(n*) = 1 xte /2 dx

27'(' —00
iy X=—00 T J—0c0

ezért n ferdesége és csucsossaga is 0.

Ha ¢ normalis eloszlast (m,o?) paraméterekkel, akkor ¢ = o i+ m,
ahol n standard normalis eloszlasu, ezért ¢ ferdesége és
csucsossaga is 0.
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5. Varhato érték

Véletlen valtozé kvantilisei, medianja, interkvartilise

Legyen g€ (0,1). A ¢q € R szam g-kvantilise a £ véletlen
valtozonak, ha

P{{ <cq} <q, és P{{>cq} <1-—q.
Az }-kvantilist mediannak nevezzik.

Az c3/4 — cy/4 kUlOnbséget interkvartilisnek nevezzik.

Legyen
a:=inf{xeR:P{{>x} <1-q}, b:=sup{xeR:P{{<x}<q}.

Ekkor a< b, ésegy c € R szam akkor és csak akkor g-kvantilise
é&-nek,ha a<c<b.

Szoktak csak az a;b szamot tekinteni a g-kvantilisnek.
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5. Varhato érték

Véletlen valtoz6 kvantilisei

@ Haaz F:(x)= q egyenletnek van megoldésa de csak egy, akkor
ezaz F.'(q) megoldas az egyetlen g-kvantilis.

@ Haaz F¢(x)= q egyenletnek nincs megoldasa, akkor egyetlen
g-kvantilis van, mégpedig az a szam, ahol az F, fliggvény
atugorjaa g szamot.

@ Haaz F:(x)= q egyenletnek tébb megoldasa van, akkor a
megoldashalmaz az (a, b] vagy [a, b] intervallum, és a
g-kvantilisek éppen az [a, b] intervallum pontjai.

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév 90 /122



5. Varhato érték

Véletlen valtoz6 médusza

Ha ¢ diszkrét véletlen valtozé xq, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor
az x; szam modusza ¢-nek, ha x;-t a legnagyobb valdszinliséggel

veszi fel, azaz
P{{=x} = sup P{¢ = x«}

Ha ¢ abszolut folytonos véletlen valtozo £ siriiségfiggvennyel,
akkor az x szam médusza ¢-nek, ha x globalis maximumhelye a
strlségfliggvénynek, azaz

fe(X) = sup fe(y).
yYeR
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6. Nagy szamok térvényei

Markov-egyenldtlenség
Ha a ¢ véletlen valtoz6 nemnegativ, akkor tetszéleges = > 0 esetén

P{{ > e} < @

Bizonyitas: Ha ¢ diszkrét véletlen valtoz6 nemnegativ xq, Xo, . ..
lehetséges értékekkel, akkor
E@) =) x-P{E=x}> > x P{e=xi}
k K: X >e
>e Y P{é=x}=c-P{¢=e)

k:Xk28
Ha ¢ abszolut folytonos nemnegativ valészinlsegi valtozo f;
sUrtiségfliggvénnyel, akkor f:(x) =0 ha x <0, ezért

o0 oo oo

E(¢) = Xfe(x)dx > xfe(x)dx > e fe(x)dx =e-P{{ > e}.

0
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6. Nagy szamok térvényei

Csebisev-egyenl6tlenség
TetszOleges ¢ véletlen valtoz6 és ¢ > 0 esetén

Pl — E©)] > ¢} < 218

Bizonyitas: A Markov-egyenlétlenséget alkalmazva

E [(€ - E(©)] _ var(¢)

g2 g2

P{l¢ —E(&)| > e} = P{(¢ —E(¢))* > €%} <
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6. Nagy szamok térvényei

Bernoulli-féle nagy szamok térvénye
n fuggetlen kisérlet

A esemény, p := P(A)

A gyakorisaga: kn(A)

Ekkor tetszbleges ¢ > 0 esetén

nIi_)mooP{ k'7£;4)—p‘>5}:0.

k”gA) P.p  ha n— oo

melyet sztochasztikus konvergencianak nevezlnk.

Szimbolikusan:
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6. Nagy szamok térvényei

Nagy szamok gyenge tdérvénye

Legyenek &1, &2, ... paronként korrelalatlan, azonos eloszlasu
véletlen valtozok, melyeknek véges a masodik momentumuk. Ekkor
tetszbleges £ > 0 esetén

6} =0.
Szimbolikusan:
1418

lim P{ (s
n—oo
" PyE@E)  ha n— oo

E(¢1)| >

Bizonyitas: Legyen S, =& + -+ &5, neN.
Ekkor E () = £ S04 E(&) = E(¢1)

és var (3"> = Lvar(S,) = & Sop_ var(é) = variei),
ezért a Csebisev-egyenldtlenséggel

P{ %—E(&)’ >g} < Y% 50 ha n— oo,
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6. Nagy szamok térvényei

Mivel kn(A) =&+ ---+&n, ahol &4,...,&, fUggetlen p paraméter
Bernoulli-eloszlasuak, ezért ebbdl kdvetkezik a Bernoulli-féle nagy
szamok toérvénye.

@—p))e}é%-

Csebisev-egyenlbtlenséggel P{

igy példaul ha azt akarjuk elérni, hogy egy szabalyos érmét dobalva a
fejek szdmanak relativ gyakorisaga legaldbb 0.95 valészinlséggel
0.1-nél kevesebbel térjen el a valészinliségtdl, akkor a fentiek alapjan

P{k"(A) 1 20,1} 1

A S < -
2 S 4.(01)2-n

igy a kdvetelmény biztosan teljesul, ha

1

4.(0.1)2-n
vagyis az érmével legalabb 500-szor kell dobni.

< 0.05, azaz n > 500,
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6. Nagy szamok térvényei

Nagy szamok eros térvénye

Legyenek &1, &, ... (teljesen) fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozdk, melyeknek létezik a varhato értékuk. Ekkor

P {m S e | <
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7. Centralis hatareloszlas-tételek

Jeldlie ¢, ,2 az (m, 0?) paraméter(i normalis eloszlas

srliségfuggvenyét, azaz ¢, 2(x) 1= 1Ue_ 222 x € R.

n fuggetlen kisérlet
A esemény, p:=P(A) € (0,1)
A gyakorisaga: kn(A)
(k—np)?

Ekkor P{Kn(A) = k} ~ npnpo(1—p)(K) = We—m,

mégpedig ha (¢n)$2, egy olyan valés szamsorozat, melyre
Y = o(r?/®) ha n— oo, azaz Jlim n~ 2/34pn = 0, akkor

wp [P =k

-1/ =0 ha n— oo.
Kk [k—np|<ion | Prp,np(1—p)(K)

Lokalis hatareloszlas-tétel
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7. Centralis hatareloszlas-tételek

Jeldlje ¢ a standard normalis eloszlas eloszlasfiggvényét, azaz

®(x) : 24y, xeR.

v

Moivre-Laplace-tétel
n fluggetlen kisérlet
A esemény, p:=P(A) € (0,1)
A gyakorisaga: kn(A)
kn(A) —np <

1 x 2
Ekkor lim P —— < x ) = d(x :—/ —U/24u, sét
n—oo {«/np(1 - p) } () ver 7ooe

kn(A) _ np
SO M I,

lim sup =0

N—=00 _ o<a<b<+oo

2010/2011 tanéy, II. félév 99/122
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7. Centralis hatareloszlas-tételek

Ezért ha egy szabalyos érmét dobdalunk, akkor a fejek szamanak
relativ gyakorisagara tetszéleges a > 0 esetén érvényes

lim P{k,,,(7A)_1€< a_ @ ]}:¢(a)—d>(—a)=2d>(a)—1.

n—oo 2 _Zﬁ’ 2\/5
Mivel a a
2¢0(a)—1=0.95 —— =0.1
(a) N
Osszefliggésekbdl a~ 1.96 és n= 96 adodik, igy

kn(A) _ 1

P { n 2
tehat elég korulbelll 96-szor dobni egy szabalyos érmével ahhoz,
hogy a fejek szamanak relativ gyakorisaga legalabb 0.95
valészinliséggel 0.1-nél kevesebbel térjen el a valdszinliségtol.

<0,1}%0.95 ha n~ 96,
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7. Centralis hatareloszlas-tételek

Centralis hatareloszlas-tétel

Legyenek &1, &, ... teljesen flggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok, melyeknek véges a masodik momentumuk. Legyen

Sni=& +---+ &, neN.
Ekkor

- Sn - E(Sn) / —U2/2
lim P{ ————* < d(x) du, X € R.
n—+00 { var(Sp) } ) \/

Szimbolikusan: $=E(G) 2, — N(0,1) ha n— oc.

v/ var(Sn)

Mivel kn(A) =¢&1+---+&n, ahol &,...,&, flUggetlen p paraméter
Bernoulli-eloszlasuak, ezért ebbdl kovetkezik a Moivre-Laplace-tétel.
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8. Fontos eloszlasok

(n,M;N — M) paraméterl hipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkil huzunk ki n goly6t (n < N), és ¢ jeldli a kihGzott
piros golyok szamat. Ekkor ¢ olyan k értékeket vehet fel, melyre
teliesil 0 <k <n, k<M, és n— k< N-— M, eloszlasa

)

(%)

akkor £ =&+ -+ &y, €sa

Ple=K} =

Ha & = 1 ha a,z i-,edik golyd piros,
0 egyébként,

&,...,&n véletlen véaltozok % paraméter( Bernoulli-eloszlasuak, DE

NEM FUGGETLENEK! Példaul i #j esetén

Ple=1.§=1) = y—  Pla=1=Plg=11=.
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8. Fontos eloszlasok

E(6) = E(e1) ++ Elén) =n- .

var(¢) = cov(&, £) = cov (Zg,,Zﬁ,)
i=1 =
= ZZcov(gi,gj Zvar &) +2 Z cov(&;, &),

i=1 j=1 1<i<j<n
ahol
M M M(M - N
var(;) = N (1 - N) ) cov(é;, &) = NZ((N&a
igy
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8. Fontos eloszlasok

p paraméteril elsérendl negativ binomialis eloszlas

A esemény, p:=P(A), melyre 0 < p < 1. Jeldlie {:= az A elsd
bekdvetkezéséhez sziikséges fliggetlen kisérletek szamat; lehetséges
értékei: 1,2,...,00, eloszlasa: P{{ =0} =0, és

Ple=kl=p-(1-p)f ",  k=12....

Zk p(1—p —pzquk1

ahol g:=1—p, és

igy 1
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8. Fontos eloszlasok

E(®)=> K-p(1—p) "= [k+k(k—1)]-p(1—p)<"
k=1 k=1

=pY_ka "+ pq) k(k—1)g" 2,
k=1 k=1

ahol
00 o0 S " 1 " 2
>t 0 =@y - (L) - (1) = i g
P k=1 k=0 1-q (1-q)?
igy
2-p
E(?) =~ +pq- = :
) p Pl AR T 2
Végil
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8. Fontos eloszlasok

A paraméterl Poisson-eloszlas

E _ S k )‘k A _ A - )‘k A = )\£+1 A AN LA
(5)_2 'Fe =€ Z(k__l)l—e T—e Ae —)\,

k=0 k=1 =0

2 > 2 )\k A > >\k A

E(®) =) k e :Z[k+k(k—1)]-me*

k=0 ’ k=0 ’

_)\ 0 )\k Y & )\54—2 5
k=2 /=0

var(€) = A+ X2 — A2 =\
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8. Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az {1,2,...,N} halmazon

N
E(€2)=Zk2-1ﬁz N(N+16),512N+1) _ (N+1)((32N+1)’

(N+1)2N+1) (N+1)2  N2—1

var(e) = 6 T4 T2
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8. Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az (a, b) intervallumon

0 ha x < a .
_ — <x<

Fe(x) = Z_Z ha a< x < b, fg(x){b_a haa<x<b
1 ha x > b. 0 egyébként

¢=a+(b—a)-n ahol n egyenletes eloszlasu a (0,1)
intervallumon, hiszen

0
QO

Plr<y) =P{E =2 <y} =Pl < aro-ay) -

A\VARVANNV/AN
- < o
N

_L\<o
>0 I
[ Y]
< O X
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8. Fontos eloszlasok

1 21y=1
y 1
E(n)z/ ydy = {} =z,
0 2|, 2

1 37 y=1 1
E(nz):/0 y2dy = [};] =3
y:

_ 1
T 12

var(n) =

w| =
I

ezért
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8. Fontos eloszlasok

A paramétert exponencidlis eloszlas

h
f(x) = {0 ax<0 hol A 0.

Xe™ ha x>0,

_ > —AX | ya—AX X=00 00fo _ _1 —AX X:OO_l
E(§)_/0 XAe dx_[ Xe L_OJr/O e dx_[ e L:o =5

[e'e] X=00 ')
E(£?) = / x?he Mdx = [—xze_“} + 2/ xe M dx
0 x=0 0
2 [ . 2
- )\/0 X)\e XdX = F7
2 1 1
Val’(f) = P F - F
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8. Fontos eloszlasok

(m, o?) paraméter(i normalis eloszlas

202 | x € R, ahol meR, o> 0.

= e
Vero

E(¢) = m, var(¢) = o2, ferdesége 0, csucsossaga 0.

Eloszlasfliggveénye:
2

1 X (u=m
Fg(X):\/EO-/ e 202 du, x € R.

Tovabba ¢ = o -1+ m, ahol n standard normalis eloszlasu, azaz
paraméterei m=0, o =1 igy eloszlasfuggvénye

d(x) := Fy(x) = e ¥/2du,  xeR,

7/

melynek értékei tdblazatokban megtalalhatdk.
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9. Feltételes varhato6 érték

Diszkrét véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes varhaté
eértéke, feltételes variancigja

Legyen A egy pozitiv valészinliségli esemény. Ha ¢ diszkrét véletlen
valtozé P{{ = xc} (k=1,2,...) eloszlassal, akkor ¢{-nek az A-ra
vonatkozo feltételes eloszlasa

P{¢ = x| A}, k=1,2,...
feltételes varhato értéke

E(¢|A) =) xc-P{¢ = x| A}
k

amennyiben ez a sor abszolut konvergens, azaz
S Ixk| - P{§ = xk | A} < oo, feltételes varianciaja pedig
k

var(¢ | A) := E (¢ — E(¢ | A))? | A] = E(¢? | A) - [E(¢ | A))

2
~Y R P{gzxkrA}—(Zxk-P{fzxk\A}).

K K
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9. Feltételes varhato6 érték

Mi a két szabalyos dobdkockaval dobott szamok eltérésének feltételes
eloszlasa azon feltétel mellett, hogy a dobott szamok 6sszege ¢ ?

Jelblje a dobott szdmokat ¢ és n. Nyilvan ¢ € {2,3,...,12} és

1 ha 2
P(f—i‘n:f): {13:‘36g
36

Tovébba a |¢ — n| lehetséges értékei 0,1,2,3,4,5, és

P —nl=0|{+n=2)=1, P(§—nl=1|§+n=3)=1,
2

P& —nl=0le+n=4) =5  Pl¢-n=2|¢+n=4) =3
1

P =nl=116+n=5)=5, P({-n=3[{+n=5)=3,
2
5

P —nl=0|&4+n=6)= ¢, P(l¢—nl=2[+n=06)=

gl = N = W=

2
P(|67n|=4\€+77=6)=5-
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9. Feltételes varhato6 érték

Abszolut folytonos véletlen valtozo feltételes eloszlasa, feltételes
varhat6 értéke

Egy tetszbleges ¢ véletlen valtozonak az A-ra vonatkozé feltételes
eloszlasfliggvénye

Feia(x) := P{£ < x| A}, x € R.
Ha létezik olyan f; 4 flggveny, melyre

F£|A(X) = /X f§|A(U)dU

teliesUl tetszbleges x € R esetén, akkor az f; 4 flggveényt ¢-nek az
A-ra vonatkozo feltételes siiriségfiiggvényének nevezzik. Ekkor
é-nek az A-ra vonatkozé feltételes varhato értéke

E(¢|A) = /Oo X - fea(x) dx

—0o0
amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens, azaz
(e.o]
S0 X1 - fepa(x) dx < oc.
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9. Feltételes varhato6 érték

Abszolut folytonos véletlen valtoz6 feltételes variancidja
é-nek az A-ra vonatkozé feltételes varianciaja:

var(¢ | A) == E [(€ — E(¢ | A))? | A] = E(€? | A) — [E(¢ | A)]

:/sz-fﬂA(x)dx— (/Zx‘f“(x)dx)z.

2
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9. Feltételes varhato6 érték

@ Ha ¢ diszkrét véletlen valtozo, akkor a P{¢ = xk | A},
k=1,2,... szamok eloszlast alkotnak, hiszen nemnegativak, és
Osszeguk 1:

1
DPIE= XA} = 5y 2 PUE= 5N A

1 1
1
@ Halétezik az f(- | A) feltételes sﬁrﬁségffjggvény, akkor f(- | A)
sUrliségfliggvény, hiszen f f(lu| Aydu=1.

@ Ha E(¢) létezik, akkor tetszOleges A pozitiv valoszinliségi
esemény esetén létezik E(¢ | A) is
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9. Feltételes varhato6 érték

Példa: Legyen ¢ standard normalis eloszlasu, és A:= {¢ > 0}.
Ekkor P(A) =1/2, és

Fua(x) = P(O< &< x) {o ha x <0,

P(¢ > 0) 2P(0<¢<x) ha x>0.

Ha x > 0, akkor tehat

Fea(x) \/>/ —U*/2 4y,

Megjegyzés: ha 7 := |¢|, akkor

Fn(X) = F§|A(X), X € R.
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9. Feltételes varhato6 érték

Abszolut folytonos véletlen valtozora vonatkozé feltételes
sUrlségfuggveény, feltételes varhato érték

Legyen (&,7) abszolut folytonos veéletlen valtoz6 f.
sliriségfiiggvénnyel. Ekkor ¢ feltételes siirliségfliggvénye az
n = y feltételre nézve:

f&,n(Xa y)

fepn(x1y) == { f(¥) hafy(y) #0.
0 ha f,(y) =0,

ahol f, az n slriségflggvenye.
¢ feltételes eloszlasfiiggvénye az n = y feltételre nézve:

X
Fen(xy) = [ fenluly) e,
—00
¢ feltételes varhato értéke az n = y feltételre nézve:
E(Eln=y)i= [ x-f(xly)ax

Pap Gyula (SZE) Valészinliségszamitas 2010/2011 tanéy, Il. félév

118/122



9. Feltételes varhato6 érték

Abszolut folytonos véletlen valtozéra vonatkozé feltételes

variancia, regresszios gorbe
¢ feltételes varianciaja az n = y feltételre nézve:
var(¢ | n=y) =E[(§—E(|n=¥))?In=y]
=E&|n=y)- [E€In=y)]"

— /Z X2 e (Xly) dx — (/Zx e (X1y) dx>2.

£ regresszios gorbéje az n feltételre nézve:

az y — E(¢ | n=y) fuggvény.
Ez minimalizélja az E [(¢ — f(n))?] mennyiséget, azazha f: R — R
olyan fliggvény, hogy E [f(n)?] < oo, akkor

E [(¢ —E(¢Im)?] <E[(¢—f(n)?].
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9. Feltételes varhato6 érték

Példa: Ha (¢,7n) normalis eloszlasu véletlen vektor és var(n) > 0,

akkor

B 1= ) = B + ey — E()

azaz a regresszios gorbe egy egyenes.
Tovabba ¢ feltételes eloszlasa az n = y feltételre vonatkozéan
normalis eloszlas, mégpedig

2
N (B¢ T =), vare) - G500,

(cov(&, m))?
var(n)

Tehat
var(§ [ n=y) = var(§) —

ami nem fligg y-tél!

)
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9. Feltételes varhato6 érték

Teljes eseményrendszerre vonatkozé teljes varhato érték tétel

Ha az A4, Ao, ... pozitiv valészinliségll események teljes
esemeényrendszert alkotnak, ¢ véletlen valtozé és E(|¢]) < oo, akkor

E(§) =D E(¢ | Ax) - P(Ax).
k

Bizonyitas. Legyen ¢ diszkrét véletlen valtozd x;, xo,... lehetséges
értékekkel. Ekkor

STE(E] Ar) - P(Ak) = ZZXIP{f—x,\Ak} P(Ak)
k

=ZZX/P{£=xj}mAk =3 x> P({e = x} N A
k j k

= %P{E=x} =E(©).

j
Abszolut folytonos £ véletlen valtozé esetén hasonldan.
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9. Feltételes varhato6 érték

Példa:

Szabalyos dobdkockaval addig dobunk, mig az elsé 6-os megjelenik.
¢ := az ehhez szilkséges dobasok szama

Ak := az els6 dobés k

E(&) =) E(¢| Ax) - P(Ax)

k=1
Mivel
1+E ha k <5,
S A = {1 T h: k=6
ezért 1
E(§) = g(1+501 + E(9),
amibdl
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