Az allapotvaltozasok dinamikaja

Ebben az alfejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy egy folytonos idejii homogén Markov-
lanc mennyi id6t t6lt el egy-egy allapotban, és amikor elhagy egy allapotot, akkor mekkora
valészintiséggel ugrik at a lehetséges célallapotokba. A {6 tétel kimondasa elétt be kell
vezetniink néhany jelolést.

Legyen X={X;:t>0} tetszbleges sztochasztikus folyamat az Z=NyU{+oc} allapot-
téren. Azt mondjuk, hogy az X folyamat cadlag, ha tetszéleges w € ) kimenetel esetén
az X(w) : [0,00) = T trajektoria cadlag fiiggvény, tehat mindenhol jobbrol folytonos, és
mindenhol rendelkezik baloldali hatarértékkel. Mivel a folyamat minden pontban jobbrol
folytonos, minden meglatogatott allapotban eltdlt egy pozitiv hossziusagu id6t. Legyenek
0="Ty<T,<T,<... azok az id6pontok, amikor a folyamat allapotot valt, tehéat legyen

Tn:min{tETn_lth#XTn_l}, n=12,...,

ahol min () = +o0o. A korabbiakhoz hasonléan most is tegyiik fel, hogy a +oo allapotot
nem lehet elhagyni. Ekkor egy rogzitett w € 2 kimenetel esetén a T),(w) sorozat harom-
féleképpen viselkedhet.

1. Ha a folyamat nem robban fel véges idGben, és nem is nyelddik el véges sok lépés
utan egy allapotban, akkor végtelen sok 7, id6pontunk van, és T, — oo, amint
n — oo.

2. Ha a folyamat felrobban egy 7 < oo véletlen vagy determinisztikus idépontban,
akkor T,, — 7, amint n — co. Mivel a oo allapot elnyeld, nem vizsgaljuk a folyamat
viselkedését a 7 idépont utan.

3. Ha a folyamat véges sok, (mondjuk N,) lépés utén elnyelédik egy allapotban, akkor
csak véges sok Ty, ..., Ty idépontunk van. Ekkor a definicié értelmében T, = +o0,
minden n > N esetén.

Legyen Y,, = X1, a meglatogatott allapotok sorozata, és jelolje S, =71, —T1,_1 az
egyes allapotokban eltoltott id6t, ahol n =1,2,... Ezen definiciok aldl jelentsen kivételt
a 3. eset, amikor az elnyel§ allapot elérése utan, tehat n > N +1 esetén legyen Y, = Y11
és S, = +oo.

1. Definicio. Az Y = {Y,, : n € N} sorozatot az X folyamathoz tartozo beagyazott
folyamatnak nevezziik.

Jegyezziik meg, hogy ha egy folytonos idejii homogén Markov-lanc cadlag, akkor
standard is, de nem feltétleniil konzervativ. A kiovetkezs tétel a folytonos ideji Markov-
lancokkal foglalkozo fejezet f6 eredménye.

2. Tétel (Az allapotvaltozasok dinamikaja). Legyen X = {X, :t > 0} cadlag folyamat
az T CNU{+oo} dllapottéren, és tekintsiink eqgy Q € RT*T mydtrizot, melyben tetszdleges
1,j €L, 1+ 7, dllapotok esetén

¢; <0, ¢;=>0, Zqz-,kz()-
keZ



Jeldlje tovdabbd Y a kapcsolatos bedgyazott folyamatot. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

(i) A X folyamat konzervativ folytonos idejii homogén Markov-ldine, és Q az infinitezi-
mdlis generdtora.

(ii) Az Y folyamat diszkrét idejii homogén Markov-lanc, melynek dtmenetmdtriza

qi.;
[Ti,j} i,je€T " Fijg==—""> rii=0.
Gii

R:

(Legyen 0/0=0.) Emellett, tetszdleges n € Ny esetén az {Y,, =i} eseményre feltéte-
lesen Y, 11 és S, figgetlen eqymdstol, az Yi,...,Y,_1 dllapotoktol és az Sy, ..., Sn_1
iddktdl. Tovdbbd, S, az {Y,=1i} eseményre feltételesen exponencidlis eloszldst kivet
\i = —@;,; paraméterrel.

Bizonyitds. Az id6 rovidsége miatt csak az (i)=-(ii) irAnyt bizonyitjuk. Ehhez elég annyit
megmutatni, hogy tetszéleges i # j allapotok, tetsz6leges s >0 érték, valamint tetszéleges
Beo(Yy,S1,...,Y,1,5,-1) esemény mellett

P(Sn >, Y,1=7|Y.=1, B) =1, el
Ebbdl az egyenléséghbdl s = 0 mellett kapjuk, hogy
P(Yn+1:j’Yn:Z’B) :Ti,j :P(Yn+1 :j‘Yn:Z),

tehat az Y,,, n=1,2,..., sorozat diszkrét ideji Markov-lanc a megadott dtmenetval6szi-
niiségekkel. A fenti egyenlGséget j-re Gsszegezve az is jon, hogy

P(Sn > 8 | Yn = i, B) = Z Ti’je(h,is — e%‘,is — P(EXP(—C]M) > 3),
i
azaz S, feltételesen fiiggetlen a B eseménytdl, és feltételesen exponencidlis eloszlast —g; ;
paraméterrel. Végiil kapjuk, hogy

P(Sy>5,Yo1=7|Yn=14,B) =r;;¢%° = P(S,>s|Y,=1)P(Y,11=j| Y, =1),

tehat S, és Y, 1 feltételesen fliggetlen egymastol és a B eseménytdl.

Jegyezziik meg, hogy T,,_1 megallési id6 az X folyamatra nézve, tovabba B € Fr,_,.
Tekintsiik az X' = {X] = Xr,_,4+:t > 0} sztochasztikus folyamatot, tovabba jellje Y, és
Sr,n=12 ..., abeagyazott Markov-lancot és az allapotokban eltoltott idé hosszat az
X’ folyamat esetében. Ekkor a folytonos ideji Markov-lancokra kimondott er6s Markov-
tulajdonsag értelmében

P(S,>s,Y1=j|Ya=1,B)=P(S]>sY,=j|Y/=i,B)=P(5 >5Ys=j|Y; =1).

Tehat a (ii) pont bizonyitasahoz elég annyit megmutatni, hogy ezen utolso formula jobb
oldala pontosan r; je°.



Legyen A ={S; > s,Y,=j}, és tekintsiik az

A, = {létezik 0> [2"s|+1 egész, hogy Xpjon =1,k =0,..., 0, és X(11)/2n :j}

- U {Xk/gn:i,k:].,...,£7 éS X(l+1)/2n :J}

£=[2"s]+1

eseményeket. Jegyezziik meg, hogy az A, eseménysorozat nem monoton, tehat a mérték
folytonossagabol az nem jon ki, hogy P(A,|Xo=1) — P(A|X,=1). Viszont, felhasznalva,
hogy az X folyamat cadlag, megmutathatd, hogy tetszéleges w kimenetel mellett 1étezik
no(w) kiiszobszam, hogy n>ng(w) esetén w € A,, pontosan akkor teljesiil, ha w € A. Ebbdl
azonnal kovetkezik, hogy

|P(An|Xo=1)— P(A|Xo=1)| < P(A,AA[Xo=i) 0, n— o0,

vagyis P(A,|Xo=1) — P(A| Xy =1).
Vegyiik észre, hogy az A, esemény definiciojaban szerepld unio elemei kizaroak, igy a
multiplikiciés formula alkalmazasaval

P(AyXo=i)= >  P(Xpp=ik=1,....0, ¢ X1 =j|Xo=1)
{=|2"s]+1
- 1/2™ 1/2m 1/2m 2"s +1 2m) - (1/2™)
=S )P = () e S (12
{=|2"s|+1 =0

(1/27)
( (1/2“)) 127s] (1/27)  Piy
1,0 (X 1 —p(l./2n_) .

2,0

Mivel a folyamat konzervativ, pg}i/ )

valhatoak a t =0 pontban, és igy

0

.. = 1, tovabba az atmenetvaloszintségek deri-

1/2m 2m 0
Y ey . R Ve 1

= - _>Qi,'—:ri,'7 n — oQ.
1— p(1/2) 1/2n pgg) p(lA/Q) J J

Y
0,0

Ismert, hogy ha a,, — a, akkor (1+a,/n)" — €%, amint n — co. Mivel most |2"s|/2" — s,
kapjuk, hogy

e (s 2n(pl/?) — 1) 12"
(pﬁ/g))pj:(“r—( 5 )) =

Q+@W“ M%KUTUWT%Wn

2n

— [e%] =€t n—o0.
Ezek alapjan
P(A|Xy=1)= lim P(A,|Xo=1) =e® 1.1,

n—oo

ami pontosan az, amit bizonyitani akartunk. O
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A kovetkez6 allitas a konzervitav Markov-lancoknak egy mésik reprezentaciojat adja.

3. K6vetkezmény. A @ Tétel feltételei mellett tekintsink minden n € N esetén S, (7),
Jj#1, vdltozdkat, melyek az {Y, =i} eseményre feltételesen exponencidlis eloszldst kovetnek
rendre q; ; paraméterrel, és feltételesen fiiggetlenek egymdstol, az Yy, ..., Y, dllapotoktol
és az So, ..., Sn_1 1doktél. Tegyik fel tovdbbd, hogy az {Y, =1} eseményre feltételesen
tetszdleges j # 1 dllapotra

Ekkor az X folyamat konzervativ folytonos idejii homogén Markov-ldnc, és Q a generdtora.
A kovetkezmény azonnal kovetkezik az alabbi allitasbol.

4. Tétel. Legyen Si1,5%,... véges wvagy végtelen sok fiiggetlen exponencidlis eloszldsi
(esetleg dltaldnos értelemben vett) véletlen vdltozd rendre A, N, ... >0 paraméterrel. Le-
gyen tovdbbd A = A+ Xo+- -+, és tekintsik az S =inf{Sy, Sa, ...} (dltaldnos értelemben
vett) véletlen vdltozot. Ekkor érvényesek az aldbbiak.

(i) Ha X € [0,00), akkor az S wvdltozd exponencidlis eloszldsi A paraméterrel, mig ha
A =00, akkor S =0 majdnem biztosan.

(ii)) Ha A € (0,00), akkor az infinimum felvétetik, tehdt létezik olyan N egész értéki
vdltozo, melyre P(S = Sy) =1. Az N wdltozo figgetlen az S értéktdl, és eloszldsa
An An

Bizonyitds. Ha A =0, akkor az S7, Ss, ... valtozok mind 0 paraméteres exponencialis
eloszlast kovetnek, amibsl P(S =-+o0) =1, vagyis S szintén exponencialis eloszlast kovet
A =0 paraméterrel.

Abban az esetben, mikor A >0, az S valtozo6 1 valoszintiséggel véges. Legyen a valtozo
eloszlasfiiggvénye F(s) = P(S <s), s € R. Kapjuk, hogy ha s <0, akkor F'(s) =0, mig ha
s > 0, akkor a valtozok fiiggetlenségét felhasznalva

1-F(s)=P(S>s)=P(51>5,5>s,...)=P(S1>8)P(Sy>s) - -=e M " ...= %,

Ha A\ < oo, akkor F' a \ paraméteres exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ha A = oo,
akkor P(S >s) =1—F(s) =0 minden s > 0 értékre, tehat S a nulla pontban degeneralt

valtozo.
Tetsz6leges rogzitett n esetén az S’ =inf{S,, : m #n} (altalanos értelemben vett)
valtozo fiiggetlen az 5,-t6l, tovabba a tétel |(i)| pontja szerint exponencialis eloszlast kovet

X:ZAmzo

m#n

paraméterrel. Ha X' =0, akkor az S,,, m#n valtozok mind degeneraltak a végtelenben, és
igy A >0 miatt A\, > 0. Ekkor S,, egy véges exponencidlis valtozo, tehat N =n majdnem
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biztosan, és az allitds azonnal kovetkezik. Ha ezzel szemben X > 0, de A\, = 0, akkor az
Sp = 0o valtozo sosem lesz minimadlis, azaz P(N =n) = 0.

Csak az az eset maradt hatra, mikor ', \,, >0. Ekkor S,, és S’ fiiggetlen véges exponen-
cidlis eloszlasi valtozo, tehat 1étezik az egyiittes stirtiségfiiggvényiik, mely a kiilon-kiilon
vett stirtiségfiiggvények szorzata:

AN em Gt g gy >0,
Fors(,y) = fis (@) fir () = { v

0, egyébként.

Legyen R={(z,y) € R*:0 <z <y}. Ekkor a kérdéses valosziniiség

P(N =n) = P(S = 5,) = P(S, < §') = P((S,. 5') € R) = /ngmsf(x, y) dudy

:/ )\ne—)\nx/ )\le—)\/y dydflf:/ /\ne—()\n-l-)\’)g; dy — )\n .
0 @ 0 Ant+ N

Vegyiik észre, hogy

An
2PW=m=3 55T

tehat 1 valoszintiséggel l1étezik minimalis az Sy, S, ... valtozok kozott. A fliggetlenséghez
legyen R, = {(z,y) e R*: 0 <z <y,z <z}, 2> 0. Ekkor

P(N=n,S<z)= fs,.5(z,y) dedy :/ )\ne’\”z/ Ne Y dy dx
0 T

R

? / An
:/ )\ne*(z\n+)\ )z dr = [1 —67)\2] — P(N = n)P(S < z) ,
0

tehat N és S fiiggetlen. O



