Leképezések, ekvivalenciarelaciok, részbenrendezések

Definicié: Legyen ¢p: A — B, ¢¥: B — A. Azt mondjuk, hogy v a ¢ jobbinverze, ha
Yy = idy (azaz (ap)y = a minden a € A-ra), és ¥ a ¢ balinverze, ha vy = idg (azaz
(b)) = b minden b € B-re).

1. Legyenek A, B nemiires halmazok, és legyen ¢: A — B. Igazolja, hogy
(a) ¢-nek akkor és csak akkor létezik jobbinverze, ha ¢ injektiv, és
(b) p-nek akkor és csak akkor létezik balinverze, ha ¢ sziirjektiv.

2. Az alabbi A halmaz és A-n értelmezett p relacié esetén dontse el, hogy p ekviva-
lenciarelacio-e, illetve részbenrendezés-e A-n. Ha p ekvivalenciarelacié, adja meg a
hozzd tartozd osztélyozast. Ha p részbenrendezés és A véges, rajzolja 6l az (A;p)
részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat.

(a) A=Np; p=;

(b) A=N; apb < 6]ab;

(c) A=7Z; apb & 6]a®—b%

(d) A=Z; p=l;

e) A a 12 Osszes pozitiv osztéinak halmaza; p =|;

f) A={(a,b) :a,be Z, b#0}; (a,b)p(c,d) < ad=bc;
(g) A={(a,b):a,b€Z}; (a,b)p(c,d) < ad = be.

Definicié: Legyen A tetszOleges halmaz, p, o pedig relaciok A-n.
e p inverze a kovetkezd feltétellel definidlt p~! reldcié A-n: ap=tb < bpa.
e p és o szorzata a kovetkezo feltétellel definidlt po relaciéo A-n:
apob < van olyan ¢ € A, hogy apcés cob.
o Az egyendség reldcio A-n a kovetkezd feltétellel definidlt w4 relacié:
awasb & a=be A

3. Legyen p tetszoleges relacio egy A halmazon. Igazolja, hogy
(a) p akkor és csak akkor reflexiv, ha wa C p;
(b) p akkor és csak akkor szimmetrikus, ha p~t C p;

(

c¢) p akkor és csak akkor tranzitiv, ha pp C p;
(d) p akkor és csak akkor ekvivalenciarelacié, ha wa C p = pp '

4. Legyen p tetszOleges relacié egy A halmazon. Bizonyitsa be, hogy ha p reflexiv és
tranzitiv, akkor
(a) e = pNp~! ekvivalenciarel4cié A-n, és
(b) e ekvivalenciaosztalyainak A/e = {a : a € A} halmazan részbenrendezés a
kovetkezo < relacio: X <Y < vanolyan a € X és b€ Y, amelyre a pb.

5. Legyen p tetszoleges relacio egy A halmazon. Mutassa meg, hogy akkor és csak akkor
van olyan ¢: A — A leképezés, amelyre p = {(a,ap) : a € A} (azaz ¢ grafja p), ha
wa Cpptés p~lp Cwa.



