A NUMERIKUS MATEMATIKA HAROM SZINTJE
Numerikus matemetika ~ elméleti formuldk tényleges (fizikai, gépi kiszamitésa)

1) Tiszta matematikai szint
o0

1
Példa. Riemann-sejtés ((z) = —
n
n=1
((2)=0, 2#-2,-4,...=3FteR z=1+it
Kompromisszum-mentes axionmatikus bizonyits kell.

Alan TURING: ellenpélda keresése (6s)szdmitégéppel.

2) Szamitasi eljarasok elméleti vizsgdlata.
Elméleti pontossdg, adott erdményjelolt megbizhatésdga. (”Szokdsos” tananyag)
”Végtelen hosszu aritmetika” melletti véges szamitasok vizsgdlata.
Példa. Newton-iteracié szokasos konvergencia-becslése.
Tovabb megyiink: kaotikussagi vizsgdlat

3) ”"Mérnoki” szint. Gépek és szamitdsi algoritmusok elméleti kritika nélkiil.
Nem lenézend6 1-2) szempontjabdl sem:
Tanulé- és genetikus algoritmusok — nem kontrolldlt, de anndl sikeresebb.
Téma 2)-nek. Kvantumszamitogép

Példa 1-2-3) egyiittmiikodésére.
Kvantumkémiai szdmitasok (Gaussian programcsomag, Nobel-dij 2000).
1) Schrodinger-egyenlet,
2) Kozelité megoldasi algoritmusok (— konjugalt-gradiens mddszer)
3) A 2)-beliek szamitégépes imitaciéja (még messze a kereskedelmi sikert6l)



NUMERIKUS MATEMATIKAI ALAPELVEK

Feladat: F'(z,d) = 0 ahol d := [adatok]
Direkt probléma: ha F,d ismert, x =?. Inverz probléma: ha F,z ismert, x € {?};
Identifikaciés probléma: ha x,d ismert, F' =7..

Jol-pozicionaltsag:

Stabilitas:
Relativ kondiciészam
Stabilitas

A proiori analizis

A posteriori analizis



NEWTON KAOSZ

Emlékeztetd. f: IR — IR C?-sima, f(z.) =0, f'(x.) #0.
xo kiindulas, x,41: f 2-1-rendii x,-kétiili Taylor-polinomjanak 0-helye
Heurisztika:  f =~ [z — f'(zn)(z — z,)] x5, koril

TOBB DIM-ban is:  @pi1 := 25 — [ (25) "L f(20),
ha f: IRY — RY C?-sima, a jeliések atvihetsk (FRECHET).

0= f(z.)

fla) === fa, + h) =
0= f(zn) + f'(zn)(@n+1—1z,) }

= f(zn)+f'(zn h+/ f” (x,, + sh)h? dsdt

Tpy1 — "(2n)™ / f” (25, + sh)(z,, — 24)* dsdt.
t=0

Egy konvex U kornyezetében x.-nak,
ha z,, € U és f'(z) invertdlhaté minden = € U esetén,

1
s = ol < My llzn — .|, ahol My = 3 max|f(z) " max £ (y).
Jo kiinduds: ¢ € My, ahol My||zo — z.|| < 1. Ekkor (indukciéval)
2" 1
lon — .l < [Molleo — 2]]* " lzo 2] O (n=1,2,...).
Tetszoleges kiindulas esete. Mar polinom gyokénél is kdosz.

Eszrevétel: Holomorf f : € — @ figguényt valds R* — IR? leképezésként szemlélve a
Newton iterdcio lépése

_f(®)

f'(z)
Emlékeztet6: Egy osszefiggd kompakt W topologikus téren egy folytonos, nem 3-periodikus
leképezés iterdltjai kaotikusak, ha van harmadrendi fixrpont.

Znt1 := N(z,), ahol N(z):=

kompl. diff.

Tekintsiik a fenti N(-) Newton-iteralé leképezést az egyszeres gyokii

,’:jz

(z —wk), wpF#we (K#YL)
k=1

polinom mellett az N(c0), N(n1),..., N(nn—1) := oo folytonos kiterjeszéssel a Riemann-
szamgombre az N'(-) derivalt n, gyokhelyeinél. N(-) harmadrendii fixpontjénak egyenlete

1

2= N (2) = N(N(N(z))), N(u) = u— SR



Mivel N (-) racionalis fiiggvény, a z — z — N°3(2) fiiggvény is racindlis. Vagyis a 3-fixpont
egyenlete

P(z)
Q(2)
polinomidlis alakra hozhatdo. Az algebra alaptétele szerint ennek van komplex megoldasa,
tehdt N(-)-nek mindig van 3-adrendi fixpontja. Azaz kaptuk:

0=2—N(z2) = < P(2)=0

Tétel. Egy egyszeres qyoki polinom gyokkeresé komplex Newton-iterdcioja vagy kaotikus
vagy 3-periodikus.

Megjegyzés. A 3-periodikussag konkrét esetekben komputeralgebraval ellenorizheto.
[Alig van ilyen eset]. Az elméleti vizsgédlat, melyek a 3-periodikus esetek, nehezebb.

Példa. Newton médszerrel keressiik az  f(z) := 23 — x — \/Lg polinom gyokét. Tehét

/() —x—M (n=0,1,...).

Cfi(x) 3z2 —1

Eszrevétel: a (—00, 0] x x0 x-tengelybeli félegyenes minden pontjabdl pontosan ketts érinté
egyenes hiuzhato f grafikonjdhoz. Fzért

2<0= Nz} ={z:N(x) =2} = {N_'(2),N;"(2)},
ahol N-'(2)=[z<z:N(z)=z2], N;'(2) =[xz >2z:N(z)=2] .

Tnp1 = N(z,), ahol N(z):=

Mivel f konkav a (—oo, 0] intervallumon és rajta lokalis maximuma az —1/+/3 helyen van,
tovabbd f grafikonjanak az 1/+/3 inflexiés pont fo6tti érintSje épp az origén megy At,

N-': R & R,0— —1/V12 n6v6, Ni':(—o00,—1/V3] ¢+ (—00,0] névé
fliggvények ezért az
= [-1/v/3,0], I, := N"'1(Iy) N (=00,0], Ip:=N"'(I;)N (=00, —1/2]

jol-definialt Iy < I < Iy sorrendben kévetkezo intervallumok, amelyekre N : I <> I < I
nové médon. A jobb-oldali N;l inverz tulajdonséagai lehetévé teszik a

Jo =N (I2), Ji:=NZ'(Jo), Jo:=N2?(Jo)=N-'(Jy)
intevallumok létrehozédsat, ahol J, C I, (k=1,2,3) ésigy N : Jy <> J1 <> Jo. Azaz
JyCIly, N>=NoNoN:Jy,« L.

Mivel N, N2, N3 nové az Iy = [—1/+/3,0] intervallumon, J, C I, miatt az x — N3(x)
fiiggvény < 0 Jo bal végpontjdban és > 0 a jobb végpontban, Bolzano klasszikus tétele
szerint van O-helye, azaz van olyan z, € Js pont, amely 3-adrendii fixpontja az N Newton
iterdcios leképezésnek (z, = N3(z,) = N(N(N(z))). Ez pedig a Newton-terdcié egyfajta
(Sharkovskir-tipusi) kaotikussagat jelenti.



KONDICIOSZAMOK
Emlékeztets. Az 7 € IR szam az x € IR szdmot |z — z|| hibdval, ill. |z — x|/|z| relativ
hibdval kozeliti. Hasonléan: egy (X, ||.||) normalt térnél = € X kézelitési hibdja ill. relativ

kézelitési hibdja x(€ X)-hez

17 — ]

err, () :== ||z — z||, rel, () := Tz

Definicié. Legyen U nyitott C X, és f : U — X. Az f figgvény (leképezés) kondicio-

szama az x € U pontndl ill. az U tartomanyon

relyo) (£(2)) condy (f) := sup cond,(f).

d, =1 — ,
cond, (f) im sup el (7) sup

T—x

Lemma. Ha f C'-sima, akkor cond, = |z| - | f (x)||/|f(z)].

If (z +v) = F@I/NF @I _

Bi thas. _ 1
izonyitas cond, (f) lqufl_s;(l)lp @+ o) — ||/l ]
 msup = 1@+ oD/ IF @)
v—0 [oll /1l
SN LLCo U TR

voo @I (@)

Matrix kondiciészama. Az A € RY*YN valés (N x N)-es matrixot szokds szerint
azonositjuk az r — Ax (IR — RN )-tipusu linedris leképezéssel. Ennek alapjan = # 0 ill.

0 # U esetén
: [Av][ [l ]
cond, (A) = limsup ——— = Alls 55
oo (ol [ Az] | Az

Vagyis tetszoleges U 0-kornyezet esetén, és ha A invertalahato,

x —Ax _ly _
condy oy (4) = sup cond (4) = 1Al sup 2L —v=ar_ g sup A _ g ay

0 [[Az] y20 Iyl

Definici6 szerint az A mdtriz kondicidszama
cond(A) := [|A] - A7 .

Propozicié. Direkt modon adodik:

(1) cond,(f + g) < cond.(f) + cond.(g9), (2) cond.(f og) < condye)(f) - cond.(g),
(3) 1 > cond(A) = cond(A~t) < cond(B) - cond(C) ha A= BC,

(3) L%-norma szerint, ha Q ortogondlis mdtriz, akkor

cond(Q) =1 és cond(QX) = cond(XQ) = cond(X).
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LINEARIS HIBAANALIZIS

Alaphelyzet: A,6A € Mat(N,N,IR), b,db,z,0x € Mat(N,1,IR) adott métrixok ill.
oszlopvektorok (itt § nem operator, csak ”hibatagra” utalé jelolés), ahol

Az = b (az idedlis egyenlet), (A+ 0A)(x+ 0x) =0b+ b (a szdmitott megoldas).

Feltevés (technikai): det(A) #0, [[A15A| < 1.
Megjegyzés. Ekkor A+ JA is invertalhaté. Nevezetesen

(A+64)"" = [A(l + A‘lcSA)] -

—Z A71sA]"ATY

= (1+A7'6A) 1A =

n AL
A+6A)71 < ATLSAM AT = —H .
[(A+6A4)7H < nEZOH SA|" (AT = [A10A]
Emlékezets: cond(A) = ||A||||[A7Y|| az A matrix kondiciészama.

Alaptétel (az adatérzékenységrél). A feltevések mellett a relativ hibdkra

[9=]] _ _ cond(4) (HMII n H5bH)'
[zl = 1= [[AZESA X [[Al - [lo]

Bizonyitas. (A+0A)(x + dx) =b+ b, Ax =b, = (§A)x + (A+ 0A)dx = db,

6z = (A+6A)"'[6b— (§A4)z],
6z < [1(A +8A)HI[Iob]] + loA] fl]l]

6| _yy [ 1ol
e <104 047y + o4l
B ! 1 37 < 1
,t . et — -~ N — -
szrevéte |zl [|[A=10] — ||b||inf{]|A=e] : |le|| = 1}
1 1

- w inf{[A=Ty[[/l[yll - y #0}

||b|| sup{|lyll /1A~ yll/ -y # 0} =

sup{[|Az|[/[[2]l/ : 2 # 0} = = [l All.

||b|| ||b||'

Vagyis
_ b
< a2 (Tl + oy <

A1 (naAn 18 ||>
_ ALy + 1O%Y - Quied.
Ty VL AT

6



Kovetkezmény. ||[A7Y| |04l <1 =

o=l _ cond(4) (||5A|| n ||5b||>_
lzl| = 1 —cond(A)[[A|l/[IAIl \ [|Al o]
Megjegyzés. A || - || norma tetsz6leges RY = Mat(N, 1,1R)-beli norma alapjén lehet.

Mi altalaban a ||z||2 := [ch\[zl 22}1/2, |B||2 := sup {||Bz||2 : ||z]|]2 = 1} euklideszi normét
hasznaljuk. Erdekes geometriai tény:

S, { 0A]l> +5A nem—inverteilhaté} .
condll2(A) [ All2
Alsé becslés 122l _pre: 54 — 0 — 1 lob] < Héaz”
= cond(A4) [lof] — [zl
Bizonyitds. A = 0 = Adx = 6b = ||0z| > ||6b]/[|All. Mivel |z|| = [[A~1] <

1A= 1B, kapjuk, hogy [[6z(|/ =] = [ll6b]l/IIAN/UIAT* [ IlI] = [|6b]l/[cond(A)]b]]].

Becslés komponenensenként (db = 0 ill. A = 0 esetén).
Jelolés: |Z| := [|z|}K M tetsz. K x M-es métrixndl; el = [i. egységvekt

: = {lzil] =y 1 : - ; := [i. egységvektor].
Tétel. Tegyiik fel, hogy |[0A] < ~|Al|, |6b] < ~[b] az (A + 0A)(xz + dx) = b+ 0b
adatérzékenységi egyenletnél. Ekkor A= "-nek az sl := [el]TA=T  sorvektoraival
(1) 0b =0 és ismert T := x + dx esetén |63 < |t |A| |Z];

o] __[s[b
i = s

(2) 0A =0 esetén 65| < y|s][b],

Bizonyitas. (A+ §A)(x +dz) =b+ 6b =

Adx = —(6A)(x + 0x) + 0b,
Sz = AT (6A) (2 + 6x) + 6b],
ox; = [Tz = [e)TAT [~ (6A4) (x + 0z) + 6b] =
= sl[—(64)(z + 6x) + 6b].

(1) HA 6b =0, || < [sl]|6A| |z + 0z | < ~|sl| 4] |Z];
—
(2) HA A =0, |6z < sl |0b] < 7|5l 0],
e [ e
zs] = TlelAa—1p] = 7 |sp|

Q.e.d.
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A priori analizis visszafelé
Alaphelyzet: x=x+0x=Cb. Pl. C= [A_l kerekitési hibékkal} nincs explicite kiszamitva;
A priori feltevés: C = (A+ 5A)7!, ahol §A szdmunkra ismeretlen.

Lemma. Ha R :=1— AC normdja< 1, akkor C' is invertdlhatd, és

1]l 2] ICIIEI
1—[R[" C] 1—[|R]

A= < <|lIC-A7Y <

Bizonyitds. R=1—- AC = C =A"1(I - R) 1nvertalhatok szorzata, ha || R|| < L.
R=I-AC = A=(I-R)C'= A"'=C(I-R)"'=C ZR" = A7 <O Z |R||™.
R=I-AC = R=A(A"1-C) = ||R|| <||Al AT C’||

Itt A ~C=C(I-R)™'~C'=C % R" = A" ~C|| <|[C]//(1 ~ | R]).

Lemma. C = A1 = (A +§A)~! e;’) |R|| <1 esetén

_ R [|A]
SA|l < |IR|l|lC7Y < IR AL .

Bizonyitas. Eszrevétel: A =C~' — A= (I — AC)C~' = RC~1.
Itt O~ =[A"YI - R)]"! = (1 — R)"'A, ahonnan a norma-becslések azonnal adédnak.

A posteriori analizis

Alaphelyzet: Adott egy y(= = + dx) kozelité megoldasa Az = b -nek (det(A) # 0).
Adjunk becsléseket az

ri= Ay —b( = (64)(z + dz) — 6b), e:=A"'r
rezidudlis- ill. hibavektorra. A mar ismert eredményeink alapjan:

IrHICH el
L—R|" =l

< ond(A)M.

Lemma. ||e|| < ||r|| A7} < 1]

A gépi reprezentaciok pontatlansagainak figyelembe vétele
Legyen 7 = r + 0r := [r(z b— Ay) gépi értéke}. Feltevés: A € RY*N  és az u gépi 0-val

(N +1)u

< A hol = —
07| < yn41(JAl |yl + b)), ahol yn41 —(N+1)u

Tétel. Ekkor a ||.|| := ||.||lcc normdval

lellee AP+ e (AT Tyl + D))o
19l]o0 19llo0




A kerekités hatasa LU-faktorizaciénal

Gépi kerekités: A $(=+,—, -, /) miivelet gépi eredménye

[20y] = (14 66.2.4)@0Y),  [00.y| < u = [gépi 0.

Feltevés: (A+ 0A) = (L + 6L)(U + 6U), ahol
A= LU, L alsé-trianguldris 1-f6atloju, U felsé-trianguldris NV x N-es mdtrixok,
A=A+ 0A, L:=L+ oL, U:=U+6U a gépi szamitas eredményei, u : [gepl 0].

Nu
L||U]|.
1

Tétel. A= LU, A= LU, [L f6atléja] = 1 = |0A| <



INTERVALLUM-ARITMETKA
Altaldban XY :={zdycR:ze X,y Y} (X,Y CR).
Tétel. (Befoglalasi tétel). X1 C Xa, Y7 C Yo = X107 C Xo0Ys.
Tétel. (Elemi intervallum-miiveletek tétele).
IntvIntv = Intv (O =+,—,-,/ (0 & nevezd)).
Mindig |[a,b]dle, d] = [p(a, b, c,d),¥(a,b,c,d)] alaki.

Bizonyitas. Folytonos fliggvény kompakt 0sszefliggd halmazt kompakt 0sszefliggébe visz,
és IR kompakt Osszefliggd részhalmazai pontosan a korlatos zart intervallumok. A < =
+,—,-,/ (0 & nevezd) miiveletek az IR, x IR, (g,0 = %) siknegyedeken monotonok — innen
a végpontok eldallitasa.

Példa. [a,b]{le, d] = [min{adc, add}, max{bc, bOd}] (O = £).
Gyakorlat. 1) [a,b] - [c,d] végpontjai; 2) [a,b]/[c,d] végpontjai.

Megjegyzés. R egypontos IR oo} kompaktifikdcidjaval, ahol a zart kdrivek éppen a kom-
pakt Osszefiiggé halmazok, megadhaté egy kissé bonyolultabb algebraja koriv-aritmetika.

Definicié. Jeldlés: Intv([) := {{[c,d] : ¢ < d, [e,d] C I} az I-beli részintervallumok.
Az F : Intv(I) — Intv(IR) intervallum-fliiggvény befoglalds izoton, ha

F(J1) C F(J2) valahanyszor J; C Jo € Intv(I).

Legyen f : I — IR egy I C IR intervallumon értelmezett fiiggvény. Az F : Intv(I) —
Intv(IR) intervallum-fiiggény befoglalja f-et , ha

f(J)(=range(f|J) = {f(z) :x € J}) C F(J) valahdnyszor J € Intv(I).

Algebrai formulak intervallum aritmetikaval

Ettol kezdve
S = {x, sin, cos, log, . .. }

Intervallumokon értelmezett fliiggvények egy adott csalddja — specidlis fuiggvényeknek hivjuk
a tagjait. Mindegyikiikhoz adott lesz egy rogzitett izoton befoglald intervallum-fliggvény

S = {X, Sin, Cos, Log, . .. }

Megjegyzés. Az identitast jelenté x : IR > £ — £ fiiggvénynek &altaldban nem az
Intv(IR) > I — I trividlis leképezést feleltetjiik meg. Ok: a gépi kerekités imitaldsa.
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Definicié. Legyen ® = ®(x) az = véltozészimbdélum elemi fiiggvénykifejezése. Azaz P
véges sok specidlis fliggvényjelet és € {j:, -, /,max, . .. } miiveleti jelet tartalmazoé szin-

taktikusan helyesen zarojelezett kifejezés. Ekkor az alabbi 7@ ill. '@ szdm- ill. intervallum
értéki fliggvények ® természetes aritmetikai ill. intervallum-aritmetikai realizdcios

f@(m) = [Formélis lépésenkénti behelyettesitése z-nek <I>—be],
6(I>(J )= [Formélis lépésenkénti G-szerinti behelyettesitése J-nek @—be]
Példa. ®q(x):=1—z -2z, Po(x):=(1—2z) - (1+x) esetén 1o =70y 91— 22

Soy[-1,1] = 1 [-1,1)- [-1,1] = [1,1] - [-1,] = [0, 2],
CPol-1,1] = (1.1~ [~1,1) - (1.1 + [-1,1]) = [0,2] - [0,2] = [0, 4].

A kovetkezé fontos allitdsok egyenesen (angol straightforward) beldthatok.

Lemma. Tegyik fel, hogy I1,I> € Intv(IR) és k = 1,2-re az Fy : Intv(I;) — Intv(IR)
intervallumfiigguény izoton befoglaloja az fi. : Iy — IR fligguénynek. Ekkor

(1) F1 O Fy izoton befoglaldja f1$> fa-nek, ha Iy =15 és =+, —, -, ill. ha $=/ és fo(12)>0.
(2) Fy o Fy izoton befoglaldja f1 o fa-nek, ha fo(l2) C Iy.

Innen a formula hossza szerinti indukciéval azonnal adddik:

Tétel. (Az intervallum-analizis alaptétele). Tegyiik fel hogy, I € Intv(IR) és ® olyan elemi
formula, amelynél az o behelyettesitési fiigguény jol-definidlt I minden pontjaban. Ekkor
az o intervallum-figguény izoton befoglaloja S o nek.

Tiszta matematikai vizsgalattal folytatjuk, miel6tt egy dltaldnos (a ”pontatlan” szdmoldst
imitdlé) G intervallum-reprezentdciét tekintiink.

Definicié. Az idedlis intervallum-reprezentacié az elméletileg pontosan szamitott specidlis
fliiggvények értékkészletével adédik: & = {X «,9in,, Exp,, ... }, ahol

S.[a,b] := [min s([a, b]), max s([a,b])], ahol s €S, [a,b] C dom(s).

Példa. Sin,[0,57/4] = [-271/2 1] az irraciondlis 271/2 kerekités nélkiili (gyakorlatilag
csak szimbolikus) Jim > oreq (%2) értékével.

Tétel. (Ertékkészlet-bennfoglalési* tétel). Ha ® egy S szerint formula, az S-beli
fuigguények és a < operdciok lokdlisan Lipschitz-folytonosak az értelmezési tartomdnyuk

* Angolul range enclosure.
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belsejében™. Legyen Iy egy nyitott intervallum, és Iy O I € Intv(IR). pedig olyan zdrt
intervallum, amelynek minden pontjdban ® részformuldiban eléforduls S-beli fiigguények
ill. & operdcick mind jol-definidltak. Ekkor létezik olyan K € (0,00) konstans, hogy
az F := S idedlis intervallum-realizdcidval barmely I = \Ji_, I, I1,...,I, € Intv(I)
lefedés esetén

f@(I) C CJ F(Iy) Cc F(I), diam (O F(Ik)> < diam(f(I)) +Kr£1n§,i<diamlk :
k=1 k=1 B

Bizonyitds. Az f := '® jeloléssel fI) = Uiz, f(Ie) € Ui, FIk) € F(Up— In) =
F(I) mivel F izoton befed&je (az elméleti) f-nek.

A range-becslés a kovetkezo 1épésekkel torténhet:

(1) Minden z € I ponthoz taldlhaté olyan ¢, > 0 és K, konstans, hogy [z — 0,2+ 9,] C I
és |f(ml) — f(l‘g)’ < K. |zy —xo| (2—0, <x1,290 < 2+40,).

(2) Kompaktagi érv = 3 véges sok z1,..., 2y amelyre I C ngl(zk — 0z 2k + 02, )-

(3) K :=max)_, K., mellett |f(z1) — f(z2)| < K|z1 — 22| (21,22 € I).

(4) K Lipschitz-konstansu leképezés egy halmaz képenek atmréjét legfeljebb K-szoroséra
néveli = diam (F(J)) < K diam(J) valahdnyszor J € Intv([).

(5) Tegyiik fel, hogy Iy,...Ip; € Intv(I) lefedik I-t. Ekkor p := minf®(I) = zy, ill.
p = max/®(I) = =z, és igy az U],:I:1 6@([;6) intervallum legfeljebb diam(G@(Ikl)) <

K diam(1j, ) hosszal nyulik tul balrdl ill. diam(6<I>(I ky)) < Kdiam([I,) hosszal nyilik tul
jobbrél az /@ (I) intervallumon (= Tétel).

Programozas-fiiggetlen megkozelités

Alafogalmak. Intervallumok (N-dim)

Intv(IRY) := {la1,b1] x -+ x [an,bn] : —oc0 <ap < by <oo (k=1,...,N)},

Intv(G) :={I € Intv(RY): T C G}.

Megengedett (izoton) intervallum-fiiggvény (R — IR tipusi)

F:Intv(RY) 5 G — Intv(IRM), hamindig IcJeG=1€cGés F(I)C F(J).
Fliggvény lefedése (enclosure) megengedett intervallum fliggvénnyel

f<F (F=f) ha f:RY">G—RY, F:Intv(RY) > G - RM, &

Intv(G) € G( =dom(F)), f(I)(={f(z):xzel}) CcF() (Ientv(G)).

Lipschitz konstansok (max-norma szerint): Lip(f) := sup,_ycdaom(s) If (@)= F @)/ llz—yll,
Lip(F) := sup;cqom(r) diam (F(I)) /diam(T).

Megjegyzés. f < F = diam(F(I)) < Lip(f)-diam(l) (I € Intv(dom(f))).

Egy h: IRY 5 X — R fiiggvény Lipschitz-folytonos, ha Lip(h) sup, yex |h(u) — h(v)| <
|lu—v|| < co. Példa: max : R? 3 (z,%) — max(z,y) esetén Lip(max) = 1. Ez gyakorlatilag
mindig teljesiil. Praktikus kivétel pl. a nem-folytonos sgn.
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Piccard—Lindelof-tétel

#(t) = £(t.2(0), 2(0) = g

£:00,T)  [p,a] = R folytonos, || < M,

}f(,ra 51) - f(7-7§2)| < L|£1 - €2| (0 <7<T, €17€2 S [pv Q])

ABRA: f vektormezeje, egy (0,2¢)-bdl indulé, ehhez simul6 fgv grafikonja nem 1ép ki a
(0,0), (Tw, zo £ MT,) hdromszégbdl, ahol

7o := min{(q — z0)/M, (zo — p)/M}

z(t) = 20 + fst:() f(t,x(t)) ds ekviv int-egyenlet

t
zo(t) =20, T (t) =z0+ [ f(t,za(t)) ds (0<t<T)
s=0
Zn [0, 7] = [p,q] jOl-def V n,

Ha zg, 1, ... egyenl konv, akkor ennek x, limese az egyediili megold.

ugm

z1(t) — wo(t f(t,z0)] ds,

LA

t
Tpy1(t) — (¢ f [f(tzn(s)) = f(t,zn-1(s))] ds (n=1,2,...)
Az M, L korlatok miatt

¢ t
21(t) —xo| < [ |f(t,wo)| ds < [ M ds = Mt,
s=0

s=0

}a:m_l(t) — xn(t)‘ < :fto |f(t,xn(s)) — f(t,xn_l(s))} ds <

IND n-re = ,

|Zns1(t) — 2n(t)| < ML /(0 + 1) <= [ L-[ML"s"/nl] ds)
s=0

| - [Joo-norma (max-norma) szerint xg,x1,xs,... véges ut C[0,7*|-ban:

S |zng1(t) =z (t)] < 3 ML /(0 + 1)1 = M[eF™ — 1] < o0

n=0 n=0

Ezért az x, := lim z, € C[0,7.] megoldasfgv-re

n—oo
|2(t) =2 (t)| < 30 ML/ (n 1) (r=0,1,...; 0<t <7,

n—
de mindenképpen z, : [0, 7] — [p, ¢] is!

13



Piccard-Lindelof konstrukceié intv-aritmetikaval
Fy : Intv([0,T] x [p,q] — Intv(IR) tgy, hogy [ < F.
Ekkor f(t,&) € F(I x J) valahdnyszor t €I, & € J.

Kiindulds: z¢ € Xy € Intv([p, ¢); Xo(t) = Xo.

Vegyiink egy 0 =719 <71 < - <7y = T« beosztdsat [0, 7.]-nak.
I = [Ti—1, 71k, L(t):=[k:t€ It <Tg

Tpg1(t) = 20 + ft f(s,z(s)) ds =

s=0
T(£(1))
=zo+ 2 [fop f(sx(s) ds+ [ f(s,2(s)) ds € Xn(t),
kik<f(t) S=Tp(t)—1
ahol
Xny1(t) :=Xo+ > (T _Tk—l)F(Ik X UtEIk Xn@)) + (t_Tf(t))F(Ié(t) X Utelk Xn(t)>
k:k<£(t)

Eszrevétel. Az X, (t) intv-ok fels§ és als6 hatérai ¢ szerint, vagyis a

t— apy1(t) :=t— min X,,11(t), ¢+ bpy1(t) := max X,,11(t)

fgv-ek szakaszonként linedrisak.

Ezért konnyti a (bonyolultnak 1atsz6) (J,c;, Xn(t) intv-ok kiszdmitdsa:
ABRA

Utelk X,(t) = [min{an(fk_l,an(Tk)},maX{an(Tk_l,an(m)}}.

[anﬂ meredeksége I}, félétt] = F(Ik X Utelk Xn(t)>.

Piccard-Lindelof cs6vek a megoldas koriil. Mivel x,(t) € X,,(¢) és
|z (t) — 2n(t)| S en(t) = > MLF1"/nl,

k:k>n
az T, megoldasra

an(t) — en(t) < xu(t) < bu(t) + en(t)xi(t).
Tehat a grafikonja a kovekezd Piccard-Lindeldf csovekben van

(t,2(t)) € PL-CSOn = U,epo.ry {5} X [an(t) = n(t), bn(t) +en(t)] -
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Euler-csovek a megoldas koriil

Technikai feltevés (alig er6sebb a PL-esetnél): f < F, L := Lip(F) < oc.
Vehetd —M <minf < F(I) <maxf <M (VI). Jelolések mint PL-nél:

xo€(p,q), M:=max]|f|, T*::min{(q—mo)/M, (xo—p)/M}, O=7o<m <+ <TN=Tx.

L. (t) = f(t,2.(1)), wﬂﬂ:$w+f¢ﬂ&$4$)%.

s=0

tel, = [0,7’1] — $*(t) € Xo+ [—Mt,xo—f—Mt] CJi:=Xo+ [—MTl,MTl}
Lo (t)=f(t,z.(t) € F(I1 x J1), z.(t) € Xo +tF (I x J1),

ABRA

z.(t) € [a(t),b(t)] (t€ ), ahol a(-),b(-) lin fgv-ek, a(0) = max Xo, b(0) := min Xy,
[a meredeksége] = min F(I; x J;), [b meredeksége] = max F(I; x Ji).
Geometriailag: X7 := Xo + 7 F(I1 x J1) mellett

x, grafikonja egy olyan 77 trapézban halad, amelynek

két parhuzamos oldala X ill. X7, magassiaga 71 = diam(1y).

Ha mar az I4,..., I—1 intv-on a(-), b(+) szakaszonként lin (folyt) gy, hogy

a(t) <z (t) <b(t) (0<t<7,1),

akkor I, folott  Lx,(t) = f(t,z.(t)) € [-M, M] =

x*(t) € [a(m_l) — M(t — Tk—l), b(Tk_l) + M(t — Tk—l)] =: Ji.

gy még  Lu.(t) = f(t,x.(t)) € F(I x Ji), a.(t) € [a(t),b(t)], ahol a(t)
a(Tk_l) + tminF(Ik X Jk), b(t) = b(Tk_l) + tmaXF(Ik X Jk)

ABRA

Geometriailag: Xy := Xp—1 + (7 — 7—1)F ({1 x J1) mellett
x, grafikonja egy olyan T trapézban halad, amelynek
két parhuzamos oldala Xj_1 ill. X}, magassdga 7, — 7,1 = diam([}).

Euler-csé (z,-hoz a 0 = 19, ..., 7, idé-1épésekkel) E-CSO = Ur—1 T&-

Becslés a cs6 szélességére. Feltevés: 7, — 7,1 = 7. /n =: 0 egyenletes beosztas.
Elegend6 ¢j := diam(Xy) fels§ becslése k = 1,..., n-re.

ABRA

779 C Ik X [CL(Tk_l) — M(S,b(Tk_l -+ M(ﬂ = Ik X Jk — dlam(ﬁ) < o +£k—1 + 2M(5;
gk = dlam(Xk) = b(Tk) — CL(Tk) =

= [b(Tk_l) —+ 5maxF(Ik X Jk)] — [CL(Tk_l) + 5minF(Ik X Jk)} =

= [b(Th—1) — a(Te—1)] + 0[max F(I}, x Ji,) — min F(I x J;)| =

=Vlp_1+ (5diamF(Ik X Jk) < Ulr_1+ 5Ldiam([k X Jk) =
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< lp1 +O0L[6+ b1 +2M6| = (1 + 6L)lx—q + (2M + 1)L52.
INDUKCIO k-ra: £ < €o(1+0L)F + (2M + 1)L&?[1+ (1 +6L) + -+ (1 + 5L)*1].

Megjegyzés. Az {, = Al,_1 + B lin rekurziénal £, = A0y + (1 + A+ - + AF)B =
A*ly + B(A¥ —1)/(A —1). Tehét

O, < (14 Lé)kbg + (2M +1)L*[(1 + Lo)k — 1]/[(A1 + LS) — 1] =
= (14 L&)k ey + (2M +1)6[(1 + Lo)* —1] .
Mivel § = 7./n,

b, < (1+ L1 /n)kly + (2M + 1) (7 /n)[(1 + L7, /n)F — 1]
<elmly+ 1 fel™ —1]/n

IN

Specialisan kaptuk a kovetkezot:

Tétel. A beosztds stritésével pontos by = 0 kiindulds esetén az Fuler-csovel egyenletesen
konvergalnak a megoldashoz.

Elemi lépések Tegyiik fel, hogy

0=T9 <7 < <Tp=résab:[0,7] = [min f, max f] olyan fiiggvények, hogy
a, b folyt és lin (= afﬁn‘?) a [Tg—1, k] szakaszokon, és

alt) < 2.(t) < b(t), La(t) < Lo.(t) = f(toa(D) < b1 (€ [0,7.).
Beiktatunk egy 7 € (7y—1,7¢) 4j pontot, és konstrudlunk egy olyan ”jobb”

ab: [0, 7] — IR fiiggvénypart, amely folyt és lin (=affin?) a

TOy s TO—1,T,Tt,-..,Tn beosztas I, Il, ..., In4+1 szakaszain, és mindeniitt

(%) agagx*gb<@$a§ i< 4 _%bg%h

Legyen a(t) = a(t), b(t) = b(t) a t < 7y_; szakaszon (az I,...,I,_; intervallumokon).
Az Iy = [10-1,7), Loy = [T, 7), Levji1 = [Tegj, To+j+1] (J =1,...,n —{) intervallumokon

egyméas utan k =/, ..., n + 1 mellett I folott legyen
[a|I; meredeksége| := max { [a|I;; meredeksége|, min F' (I}, x [min a|l;, max b|I) },
[g| I), meredeksége] := min { b1, meredeksége|, max F (I x [min a|l), maxb|Iy) }

Ezen meredekségek alapjan egymaéas utén £k = £, + 1,...,n + 1 mellett egyértelmtien
meghatarozhatdk az ally,a|l) lineadris fliggvények, hiszen értékiik I, bal végpontjdban
mar ismert. Az f < F reldcié miatt pedig a (x) feltétel is teljesiil automatikusan.

ABRA

Gyakorlat. frjunk optimalizalt algorimust n = 1,2,4,8,...,2" tagli egyenletes beosztasok
Euler-csoveihez.

2D kihaszndalasa. Legyen f : [0, T|x[p, ¢] — IR mint eddig, tovdbba p < £_1 < &y < & < gq.
Ekkor a (0,&p)-bol induld ¢ : [O 7.] = [p,q] megolddsa a Lxz(t) = f(t,2(t)) diff egy-nek
folotte halad a (0,&_1)-b8l kiindulé ¢_; : [0,7.] — [p,q] megoldasnak, és igy a ¢_i-hez

szerkeszthetd akarmelyik alaki) Euler-cs6 als6 hatarfiiggvényének.
Ha tehat egy ilyen Euler-cso
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{(.e): teo,n) €€ ar®),b1()] ] alaki,
tovabba ha az (0, &y)-bdl indulé ¢ megoldas egy Euler-csove
{(t,g) ctefo,n), e [al(t),bl(t)]} alakii, akkor
A <s® bt (telon))
ABRA
El6fordulhat by (t) —a—_1(t) < & —&-1, annak ellenére, hogy az Euler-csovek szélesednek.
Példa. La(t)=—-=z(t), &=k (k=-1,0,1).

Euler-cs6 magasabb rendii 1épésekkel.
Indukcié k szerint a Lxz(t) = f(t,z(t)) diff egy-re =

4oty = fe(t,2(t))  (k=1,...,N)
valamely f1,..., fy fgv-ekkel, ha f € CN([O,T] X [p,q])-

Taylor-formula = z(t+h) = Y. LHaz®(@)r* + 320 (s)RN =

k:k<N
= > Hfe(t,z(®)h* + 35 fn(s,z(s))hY, ahol Is € [t,t + ).
k:k<n
Legyen fr < Fj, (k=1,...,N), és vegylink egy 0 = 79 < - -+ < T, = Ty beosztast.
Megkonstrualunk egy olyan a,b : [0,7.] — IR fgv péart, amely az &sszes I, := [Tm—1, Tm]

szakaszokon N-edfokd polinom, és amelyre a(t) < z.(t) < b(t) (0 <t < 7).
Adott ag < g < by, amivel a(0) = ag, z+(0) = xo, b(0) = bo.
Tegyiik fel, hogy a|[0, Tsn—1], b|[0, Tr—1] mér kész. Ekkor

Tu(Tm—1+h) = k; T fk (b xu(Tme1) ) hF + 7 N (s, 24(s)) RN €

€ [altm_1),b(tm-1)] + X %Fk<{7'm_1}><[a(Tm_l),b(Tm_1)>hk+
k:k<n

+L Fy (Im % [a(Tm—1) — Mdiam(I,), b(rm_1) + Mdiam([m)]>hN.
Vagyis, amennyiben nem megunk tul f értemezési tartomdnydn, az

am(t) == a(tm—1) + Y, ZminFy ({Tm_l} X [a(Tm_l),b(Tm_1)>(t — Tm_1)F+
k:k<n

s min By (I % [a(r-1) = Mdiam(Lyn), b(rin 1) + Mdiam(L)]) (¢ = 7 1),
b (t) = b(rm_1) + X & maXFk({Tm_l} X [a(Tm_l),b(Tm_l))(t R L
k:k<n
+ 7 max Fly (Im x [a(Tm—1) — Mdiam(I,,), b(Tm—1) + Mdiam([m)]> (t —Tm_1)N
valasztas megfelel a t € I,,, helyeken.
Amennyiben tilmegytink, 4j 7 € I,,, osztépontot iktatunk be.

ABRA

Példa. 7777777
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MATRIXOK SVD-FELBONTASA

A e RV ( =Mat(N, K, R)),
A= [z — Az] kanonikus azonosités RE*Y 5 RN X! lin operétorral.

Euklideszi norma || - ||( = || - ||l2) a (-|-) természetes skaldrszorzat szerint az oszlopvektorok
R = R ill. RV*! = RY terein.

Propozicié. Legyen e € R¥ ! olyan egységuektor, amelyre ||Ae| = max| z =1 ||Az|.
Ekkor f L e esetén mindig Af 1 Ae.

Megjegyzés. A max, =1 |[|[Az| érték jol-definidlt az {x € REX: ||z|| = 1} egységgomb
kompaktsdga és x — || Ax|| folytonossdga miatt.

Bizonyitas. Veheté ||f|| = 1. Ekkor az e; := [cost]e + [sint]f vektorok egységvektorok
(lle¢]|> = cos? t|le||? + sin? t]| f||* = cos®t +sin®t =1 e L f miatt).

Az ||Ae|| = max ;=1 ||Az| feltevés szerint a

@t || Aes]|? fgv a t = 0 helyen felveszi maximumét. Azaz

it li_o®() =0,

%‘tzoqcos t]Ae + [sint]Af|[cost]Ae + [sint]Af) =0,
0=-F|,_,[cos?t]|Ae||® + 2 cos tsint(Ae|Af) + sin’ || Af|?],
0=0-Ae|* +2-(Ae|Af) + 0 [[Af]?,

0= (Ae|Af) Qed.

Algoritmus. Legyen S := {z € RE*L: |z]| = 1}, tovabba legyen

e1 egy meoldédsa az ||Ae|| - MAX, e € S; feltételes széls6érték problémanak.
Rekurzio k = 2,..., K mellett:

Amennyiben eq, ..., er_1 mar definidlva vannak 1gy, hogy ¢ < k esetén mindig

e; egy megolddsa az ||Ae|| - MAX, e € Sy:= {e € R el =1,e Le (< 0)}
feltételes széls6érték problémanak, akkor legyen

er is egy megolddsa az ||Ae|| = MAX, e € Sy :={e € R el =1,e Le; (5 < k)}
feltételes széls6érték problémanak.

Tétel. (1) A fentiey, ..., ex vektorok teljes ortonormdlt rendszer alkotnak IR™**-ben.
(2) Az Aeq, ... Aeg vektorok pdronként eqgymdsra merdlegesek.

(3) |All = A1 = A2 > -+ Ak, ahol Ay, := || Aex, = || A|Span(Sy)|| (k=1,..., K).

Bizonyitis. A Propozicié miatt az Algoritmus minden 1épésében teljesiilnek az (1—3)-beli
tulajdonsagok.

Kovetkezmény (SVD=Singular Value Decomposition). A # 0 esetén léteznek

olyan egyértemd \y > -+ > A\ > 0 = A\pyq = -+ = Ag értékek, tovdbbd olyan (nem

egyértemii en meghatdrozatt) Q@ € ORT(N) ill. R € ORT(K) mdtrizok, amelyekre
A=QAR", ahol AeR™¥ [A], =X (k=1,...,r), [AL]. = 0 egyébként.
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Bizonyitas. Megfelel6 vélasztas a Tétel alapjan:
R = [61, NN ,GK], Q = [Ael/)\l,.. . ,ABT/AT,QT_H, NN ,qN],

ahol a ¢y41,...,9N € RY*! oszlopvektorok teljes ortonormalt rendszerré egészitik ki az
ortonormalt {Aey/Aq,..., Ae, /A, }-et.

Geometriai interpretacié. Van olyan kocka, amelyet az A linearis leképezés téglatestbe
(nemcsak altaldnos parallellepipedonba) visz &t.

ABRA
SVD-felbontas algebrai médszerrel

Definicié. Az A € Mat(M, N,IR) matrixnak az

A=QiAQ7

szorzat-alak egy SVD-felbontdsa, ha

_ [diag(A,... A 0

Q1 € ORT(M,IR), Q; € ORT(N,IR), A ; 0

€ Mat(M, N, IR),

ahol r =rank(A) és Ay,..., A\ > 0.

Megjegyzés. Q- oszlopai az N x N-es B := ATA = 0 métrix paronként egymaésra
merodleges 1 hosszu sajatvektorai,

charpoly g (A) = AV"" T (A =A%), B[Q2 koszl] = A} [Q2 kooszl] (k=1,....7).
k=1

Q1 oszlopai, amelyek szintén paronként egymasra merdleges egységvektorok koziil az elso
r kifejezhetd A-val:

[Ql k:.oszl.] = %A[Ql k.oszl.} (k=1,...,7).

T

Konstrukcié. 1) Meghatarozzuk B := AT A sajatértékeit multiplicitassal:

S

charpoly g(\) = AV ™" H(A — )™, gy my >0, ij =T

j=1 =1

2) Mindegyik p; sajatértékhez meghatarozunk B-nek egy m; paronként egyméra meréleges
(4) (7)
1

pj-sajatértékl sajatvektoraiabol allé vy”’, ..., v rendszerét. Ezek adjak Q2 oszlopait.
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3) Q1 elsé r oszlopat az u,(gj) = (1/1/[Lj)A'U’(€j) (j < s) vektorok adjak. A tobbi (M —r)
oszlop ennek tetszéleges ortonormalt kiegészitése.

Példa. a =2, b:=+3, A:= egy SVD-felbontasa.

o T O o O
Q@ O Q O
O T O o O
Q@ O Q O

B:=ATA= ,  charpolyg(\) = A2(\ — 12)2.

O OO
S O O O
O oy OO
o O o O

Két egymasra merdleges sajat-egységvektor B-hez p := 12 sajatértékkel:
vi=[e,y,2,u]", Bu—120=0 <= —62+6z = 0, —6y+6u = 0,65—6z = 0, 6y—6u = 0.
}T

Megfelel v := [271/2,0,271/2,0 Vo 1= [0,2—1/2,0’2—1/2]T'

Két egymasra merdleges sajat-egységvektor B-hez 0 sajatértékkel:
Bv=0 < 6x+6z=0,6y+ 6u=0,6x+6z=0, 6y+ 6u=0.

Megfelel w3 := [2_1/270, —2_1/2,0}T, vy = [O, 2-1/2 0, —2_1/2]T. Veheto

271/2 0 271/2 0
0 2—1/2 0 2—1/2
Qo= ul o) = |0 Ty e T
o 27Y2 0 2712
Kiszamitjuk @, = [ul‘ e |u5} oszlopvektorait:
0o 22 o 22 12 0
L3770 b 0 2 0 2-1/2
up=pPA = —=| 0 22 0 22| =] 0 |=2""2(extes).
12 31/2 0 31/2 0 2 / 2—1/2
0o 22 o 212 0 0

T
Hasonléan wus = p~ /2 Avy = [3_1/2,0,3_1/2,0,3_1/2} =371/2 (61 + e3 + 65).
Ezutdn {us,u4,us} tetszbleges, {ui,us}-re merbleges ortonormaélt rendszer.
Eszrevétel: Uus := 2-1/2 (62—64), uy = 2"1/2 (61—65) mellett {ul, Ug, U3, U4} ortonormalt.

Valaszthatjuk us-6t a szimmetrikus wus := xeq + yes + xes alakban. Ekkor automatikusan
us L uy,usg,ug, és us L us & x4+ y+ x = 0, ahonnan y = —2x. Vagyis és az 1 =
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|us||? = 22% + y* normalds miatt megfelel us := 671/2(e; — 2e3 + e5). Vagyis A egy
SVD-felvbontdsa az «a :=2"1/2 =1/y/2ill. 3:= 312 =1/1/3 konstansokkal

0 8 0 o af 1212 0 0 0

a 0 a 0 0 0121/2008‘03‘0
A=10 8 0 0 —af|| O 0 00|, 0 a o

a 0 —a 0 0 0 0 00/l0 o o0 -

08 0 —-a af 0 0 0 0

Gyakorlat. https://www.youtube.com/watch?v=cOUTpqlX-Xs .

Poz def matrix fotengely trf hatvany-maédszerrel
A S Mat++(N, N,]R)
Tudjuk: A = QAQ", ahol Q € ORT(N,IR), A = diag(A1,...,An), A1 > -+ > Ay > 0.
Eszrevétel: A" = Qdiag()\?, ey AR,)QT
Ha p,A\T — 1, akkor p,A"™ — Qdiag( 1,...,1 ,0,... ,O)QT
—_— =

Ar1=-=Agp=1 >\R+Z<1

Emlékeztetd: X € Mat(NV, N C) Hilbert-Schmidt normdja

[ X s = Z | Xij* = Z [XTX],; = Trace(XTX).
2,7=1 =1
Trace hasonlésdg-invaridns = [|A"|lus = Trace(A") = A3 + -+ A%/.
Algoritmus (max sajéért- és vektor hatvény-iterdciéval):
40 = Al Als,  A0D = (AT LT (= 1,2...0,
Ekkor A™ =g,A%", ahol |A™|ys=1.

Vagyis Unzl/\/()\%n)2+~--+)\?\?)2 és R:=#{j:\j = A} mellett

A = g,Qdiag(\}",...,2%)QT — %Qdiag(l, ., 1,0,...,0)QT.

Legyen L(A):= lim A™ és

n—oo

e(A) egy olyan egységvektor, amely tobbszorose L(A) els§ # 0 oszlopdnak.
Eszrevétel: Ae(A) = Me(A), = M\ = (Ae(A)|e(A)) = e(A)T Ae(A).
Algoritmus (A f6teng trf = SVD felb-hoz).

e1:=e(A), \ = elTAel, A =A— AlelelT,

Ezutan k = 2,..., N mellett

€L = e(Ak_l, )\k: = 6;51461.3, Ak = Ak—l — )\kekeg.

Eredmény: A = QAQT, ahol A =diag(\1,...,\n), Q= [el, ce eN}.
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MOORE-PENROSE-INVERZ
Linearis egyenletrendszer normal kozelit6é megoldasa

Az m x n-es valés matrixok halmazat Mat (]R, m, n) fogja jelolni. Specidlisan Mat (]R, n, 1)
elemei: n-es oszlopvektorok. Rajtuk a skaldr-szorzat

n 51 m
(zly) = &Gm, ha =] |, y=|":
k=1 £ T
Az x vektor hossza ||z|| := (z|z)!/2. Altaldban is, az A € Mat(IR, m,n) métrix normdja

|A| == max {||Az|| : = € Mat(R,n, 1), ||z =1} .

Definicié. Ettol kezdve m,n rogzitett, H := Mat (IR, n, 1) és K := Mat (]R, m, 1).
Legyen A € Ma,t(]R,m,n), z€ H és be K. Ekkor

z eqy legjobb célkézelité megolddsa az Ax=>b egyenletnek, ha Hb—AzH :rréig HAac—bH .

Megjegyzés. Tudjuk: az A métrix ran(A) := {Az Dz € H} képtere egy altér K-ban.
Az pontjai koziil a b vektornak a red valé Pan(a)b merédleges vetiilete van legkozelebb b-hez.
Tehat Pranca)b az a vektor, amelyet a legjobb célkozelitéssel el lehet érni: mindig

b= A < min {4z b = min |}y = bl = [}b = Pt

A legjobb célkozelitést add vektorok halmaza tehat a
HA,b = {:13 €eH: Az = Pran(A)b}

alakzat. Ez egy parhuzamos eltoltja az A matrix ker(A) := {u € H : Au = 0} magterének.
Valoban, ha x; egy tetszOlegesen rogzitett eleme H 4 p-nek, akkor z; +uc€Hap <=
A(z1 +u) = Pan)d <= Au = Ar; — Pana)b = Pran(a)b — Pran(a)b = 0. Vagyis
Hap =21 + ker(A) barmelyik x; € H 4 mellett.

Definicié. H 4, elemei koz6tt is van egy (metrikus szempontbdl) kitiintetett: az origéhoz
legkozelebbi, amelyet az Ax = b egyenlet normdl kézelité megolddsdnak neveziink. Ez nem
méas, mint 0-nak a Hap = x1 + ker(A) affin altérre valé meréleges vetiilete, vagyis az

AT (b) = }i}f‘; (0) = [ml — Brer(ayr1: w1 € Hap tetsz6leges] =
= [az origbhoz lekozelebbi legjobb célkozelité megoldasa Ax = b—nek]
vektor H-ban.
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Matrix altaldnositott (Moore—Penrose-féle) inverze

Emlékeztetd. Azonositjuk R4t az oszlopmétrixok Mat d,1,IR) terével, az Ac Mat(nm,IR)
métrixot pedig az = — Az linedris R™ — IR™ leképezéssel. A skaldrszorzat IR%ben:
(zly) =yTz (z,y€e R? = Mat(d, 1,IR)).

Tudjuk: A : ker(A)* < ran(A), ahol ker(A) := {u € R™ : Au = 0} A-nak a magtere,
ran(A) := AR™ = {Az: x € R™ A-nak a képtere (a range angol sz6 alapjan).
Whi={u: v LW} ={u: (uw) (we W)} aW CR™ tér ortogondlis komplementere.

A transzponaltrél tudjuk: AT : R — IR™, (Az|y| = (z|ATy) (z € R™, y € R"),
tovabba  ker(AT) = ran(A)+, ran(AT) = ker(A)~.

Tétel. Legyen A € Mat(n,m,IR). Ekkor a az Az = b egyenletrendszer normdl kézelitd
megolddsa linedrisan figg a b célvektortol. Nevezetesen

At (b) = [Alker(A)Y] T Panayd (b€ R).

Itt Alker(A) az A:TR™—IR" leképezés megszoritottja a ker(A)L altérre, ami egy linedris
ker(A)=<sran(A) leképezés, Pran(a)y pedig a ran(A) altérre vald meréleges vetités.

Bizonyitas. Mivel AT (b) egy legjobb célkozelititésli megolddsa Az = b-nek,
A(A+(b)) € Hyyp = {x ceR": Ax = Pran(A)b} - A(A+(b)) = Pran(a)b.
Madsrészt, mivel A1 (b) a legkisebb norméji legjobban kozelité megoldés,
Hup=AT(b) + ker(A) = |[AT ()] < || < AT (b) +u (u € ker(A)) = AT (b) L ker(A).

Vagyis At (b) € ker(A)L. Mivel pedig A : ker(A)+ > ran(A), sziikségképpen

—1
Pran(A) b.

AT (b) = [x € ker(A)*: Az = Pran(A)b} = [Alker(A)*]
Kovetkezmény. (Geometriai jellemzés). =AT(b) < x L ker(A) és Ax—b L ran(A).
Definicid. A linedris b — AT () leképezés métrixat (IR ill. IR™ kanonikus egységvektorai

szerint) szintén AT jeloli. Elnevezés: az AT métrix [linedris leképezés] az A métrixnak
[linearis leképezésnek| a Moore—Penrose-inverze vagy egyszeriien dltaldnositott inverze.

Tétel. Ha A € Mat(n,d,IR), B € Mat(d, m,IR), akkor
ker(A)t =ran(B) = [AB]+ =BTAT.
Bizonyitas. Tudjuk a kovetkezo leképezési viszonyokat:

IR™ D ran(A) = ker(A)* = ran(B) £ ker(B)* ¢ R™,
ahol A:IR" <> ran(A), B :ker(B):<R"
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Innen azonnal kévetkezik, hogy ran(AB) = Aran(B) = Aker(A)+ = ran(A), masrészt
ker(AB) = ker(B). Ezért

[ABlker(AB)*] ™" = [ABJker(B)*] " = [Blker(B)*] ' [A~ran(A4)],

ahonnan*

1
AB)J_:| Pran(AB) =

(
ABlker(B)"] " Pran(a) =

_ B|ker(B)ﬂ -1 [A_1|ran(A)} Pran(A) :A:ker(A)L<—>1"an(A):ke1r(B)l
= [Blker(B)*] ™" Prer(): [Alker(A)] " Pan(ay = BYA*
———
Pran(A)
Példa. A:=[10], B := H ?] esetén AB =[10], AT = [(ﬂ, Bt =B"1= [_1101]. Ekkor

[AB]* =[10* =[] #BtAt =[1].

Gyakorlat. Igaz-e, hogy AB, Bt AT #£ 0 = ker(A4)%?

Altalanositott inverz QR-felbontassal

Tétel. Ha 0 # A= QR az A matriznak egy [ortogonalis]-[felsé-trianguldris| felbontdsa,
akkor

1

AT(®) = |RY[RoRF] T 0 QT (e k),

n—r

ahol Ry az R madtriznak a nem-zéro soraibol dllo részmdtriza.

Bizonyitas. Legyen 0 # A = QR, ahol Q € Ort(IR,m), R = [%0] az Ry € Mat(IR,r,n),

r :=rank(A) < n rangu linedriasn fliggetlen sorokbdl 4116 fels6-trianguldris matrixszal.**

Mivel az ortogondlis mdtrizszal valé szorzds nem vdltoztatja a vektorhosszakat, az a Q-
tal beszorzott Rx = QTb egyenlet normal kozelité megolddsa ugyanaz, mint az eredeti
Az = b-é.

Jegyezziik meg, hogy az r xr-es Ry Rg matrix valéban invertalhaté, mivel nem-nulla vektort
nem-nulla vektorba visz. Ugyanis ha 0 # w € Mat(IR,r, 1), akkor a w™ Ry vektor egy Ry
soraibdl alkotott nem-trivialis linearis kombinacié, igy # 0 e sorok linearis fiiggetlensége
miatt. Ennek transzponéltja R w # 0, és ezért 0 # (R w|Riw) = (Ro R} w|w). Ez pedig
csak ligy lehet, ha RoRiw # 0. Ezért befejezésiil elég megmutatnunk, hogy az

v, = |RY [RoRF] "0 c

* A levezetésben X = A, B, AB-re [X|ker(X)1]™! : ran(X) — ker(X)= lin. leképezés.
** Voltaképpen elég a gondolatmenethez, hogy R sorai linearisan fiiggetlenek.
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vektor az Rx = ¢ egyenlet normal kozelité megoldésa (nemcsak c := Q1 b-re). Ehhez csak
azt kell verifikdlnunk, hogy

1) Rz, a c wvektor merdleges vetilete ran(R)(={Rz: x € H})-rq;
2) x,. merdleges a ker(A)(={u: Ru=0}) altérre.

1) Beldtandé: (c — Rz|Rz) = 0 minden x € H mellet. Ezzel ekvivalens: (RTc —
RYRx,|z) = 0 (v € H), azaz RT'Rx, = RTc. Ez utébbi igaz, mert a ¢ = [z?]
r @ (n — r)-dimenziés felbontassal

RTc = _ROT,O_ -CO] = [ROTCO} ;
L J :Cl
) et 2] -

C1

RT Rz, = |RT, 0]

— [RT 0] }30} [ROT [ROR(?]*CO} -
= [RT 0] RoRY [RSRBF]_lc()] _

= [78.0] [g] = [mieo]

2) Legyen wu € ker(A), azaz Ru = 0. Beldtandé: (x.|u) = 0. Ez is all, mert

z.|u) = (RT[RoRY] ¢ ‘u>:<RRT e (Ru>:0.1:|
<‘><0[00]0 [00]00

0
Definicié. Ett6l kezdve AT fogja jelolni az A € Mat(IR, m, n) matrixhoz asszocidlt fenti

b — A(b) normdl kozelitd megolddsi linedris leképezés (n x m)-es métrixat. Elnevezés: AT
A-nak az dltaldnositott inverze. Konvencié: 07 := 0.

Megjegyzés. Az altalanositott inverz masik gyakori neve: Moore—Penrose-inverz.

Propozicié. (AB)Jr = BTA", ha A€ Mat(IR,m,r), B € Mat(IR,7,n) és m,n>r =
rank(A) = rank(B).

Bizonyitas. Legyen K := Mat(IR,m, 1), H := Mat(IR,n, 1), F := Mat(IR,r,1). Ekkor a
B:x+— Bx, A:yw— Ay leképezésekre

(1) JZgREN ran(B) = F A, ran(A4) C K .

Ugyanis r = dim(F) = rank(B) = dim(ran(B)) = dim(BH) < dim(F) = r (mivel
BH C F). Vagyis F = BH = ran(B). Mésrészt az m > r = rank(A) feltevés miatt A
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oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ezért az A leképezés injektiv (azaz y1 # yo = Ay # Ays).
Azonnal kovetkezik (1)-bél, hogy

ran(AB) = {ABz: z € H} = A(BH) = AF =ran(A),
ker(AB) ={ue H: ABu=0} ={uec H: Bu=0} =ker(B).

Legyen b € K egy tetszOlegesen adott vektor, és legyen z, a legkdzelebbi pontja ran(A) =
ran(AB)-nek b-hez. Tekintsiik az y, := ATb ill. z, := Bty, pontokat. Definicié szerint
Ay, = z.. Mivel pedig ran(B) a teljes F' tér, a Bxr = y, egyenlet megoldhatd, és igy
Bz, = y.. Tehat ABx, = Ay, = z., azaz x, a normal kozelit6 megoldasa az ABx = b
egyenletnek. Mivel z, = BTy, fenndll z, L ker(B). Mivel pedig ker(AB) = ker(B),
egyben z, = (AB)"b. Tehat (AB)"b =z, = BTy, = BTATh. O

Gyakorlatok.
1) AT =A"! ha A invertdlhato.
2) a) (QA)+ = ATQ", ha Q ortogonilis métrix.

AQ)+ = QTAT, ha Q ortogonélis matrix.

= [4]

i)

"= [3]
=lo o]
4) a) X+ = XT[XX"]
Y+ =[YTY] “'YT, ha Y oszlopai linedrisan fiiggetlenek.

_1, ha X sorai linearisan fliggetlenek.

5) (AT)T = (ah)".

6) A+ :?, ha A := [517]]}

i=1j=1"
7) At =7, ha A:=[op+ kB, _,,_,

8) PT =P, ha P mer6leges vetités matrixa.

)
)
9) Igaz-e dltaldban is, hogy [projekcié]t = [projekcid]?
10) Adjunk példat az (AB)+ # BT AT esetre.

)

11) Ha u,v € Mat(IR, m, 1) egységvektorok (uTu = vTv = [1]),

akkor [uTv]t = [uT v] e Mat(IR,1,1).  [Hasznéljuk ezt 10)-hez!]

12) Igaz-e, hogy (AB)" = B*A*, ha
Plyan(a) feleserélhetd prig . py-vel €s pry,, gy felcserélhetd pryg,.(qy-val?
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Altalanositott inverz Raileigh-Ritz(= SVD)-felbontéssal

Emlékeztets. (Raileigh-Ritz-felbontds). Ha 0 # A € Mat(IR,m,n) és r = rank(A),
akkor A\ >--->\. >0 3V € Ort(IR,n), V € Ort(IR, m)

diag(A1,...,A.) O

— T _ T
ahol diag(A1,...,\) az az (rxr)-es métrix, amelynek f6atléjaban Aq,..., A, all, a tobbi
tagjai pedig 0-k. Tehat U oszlopvektorait uy, ..., uy-el, V oszlopait vy, ..., v,,-mel jelolve,
T
A: (5} (']—) €1 lﬁ) )\161 *K> )\11)1,
uT A v
Up > €p = Apep = A\pUp,
UT+17"'7un'_>07
ahol k=1,...,n-re ey := [0r1,00k,---,0kn] " a k-adik n-es oszlop-egységvektor (J¢ := [1

ha k = ¢, 0 egyébként] a Kronecker-delta). Mivel {uq,...,u,}, {v1,..., v} ortonormalt
rendszerek,

ker(A) = Ruyq1 4 - - - Ruy, ker (A) = Ruy + - - - Ru,,
ran(A) = Rvy + -+ - + Ro,, ranL(A) = Rv,41 + -+ Ro, .
Az 1,2,3) gyakorlatok allitasai szerint

diag(1/A1,...,1/A) O

+ +yT
AT=UANTV" =U 0 0

VT

azaz AT :vp — (1/A\)ug, ..., v = (1/ X\ )uy, és 0= ATy, =--- = AT, tovdbba
ran(A+) = ker™(A), ker(A1) =rant(A).

Kovetkezmény. AA® = Poyay, ATA= Py, AATA=A, ATAAT = AT,

Bizonyitas. Az el6zo jeloléseket hasznalva,

AAT 74—J>r (1/A1)uq A V1. .., Uy ?4—J>r (L/A)uy A Vpy {Vrs1ye e, Um} A—J; 03 0,
+ + +
ATA: wy l£>>\1?}1 it Vs v v oy Up ﬁ))\rvré—) Uy ,{ur+1,...,un}£>0A—> 0.
Vagyls AYA = Pyi(a) = Paan(at) 6 AAT = Pona). Innen AATA = (AAT)A =
Pan(ayA=A, és ATAAT = (ATA)AT = Pypan)AT = AT, O

Tétel. (Az altalanositott inverz algebrai jellemzése). Az (nxm)-es X mdtriz pontosan
akkor dltaldnositott inverze az (mxn)-es A # 0 mdtriznak, ha

(%) AX = [AX])T, XA=[XA]T, AXA=A XAX=X.
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Bizonyitas. Mivel a merSleges vetitések métrixai szimmetrikusak, az X := AT vélasz-
taskor teljesiil (x) a Kovetkezmény szerint.

Forditva: tegyiik fel, hogy az (n xm)-es X matrix teljesiti a (x)-beli négy egyenletet.
Irjuk fel X-et az X = UMVT alakban (az M = UTXV madtrixszal). Ekkor AX =
VAUTUMVT = VIAM|VT. Az AX = [AX]T redci6 jelentése tehdt V[AM|VT =
VIAM]TVT azaz AM = [AM]T. Hasonléan eliminalhatjuk a tobbi egyenletbél is az U, V
ortogondlis métrixokat. Vagyis (k) ekvivalens az egyszer(ibb

() AM = [AM])Y, MA=[MA]Y, AMA=A, MAM=M

alakkal. Legyen Ag := diag(\1,..., ), és haszndljuk az ([r + (n—r)]x[(r + (m—r)])-es

M= [%Aﬂg] il ([r + (m—)]x[(r + (n—7)])-es A= [gog}, felbontdst. Ezzel (x%)

nem mas mint

A()Mll A0M12 _ MlTiAO 0 MllAO 0 _ A()Mrlrl AOMgl

0 0 M{gAO 0|’ Ms1Ag O 0 0 ’
[Ao 0} _ [AOMAO 0] |:M11AOM11 M11A0M12} _ [Mn M121
0 0 0 0]’ Moy AogMi1 Moy Ao Mo Moy May| -

Az elso egyenlet alapjan AgMio = 0, ahonnan M;o = 0. Hasonléan a masodik egyenletbél
M3 = 0. A harmadik egyenlet szerint AgMi1Ag = Ap, ahonnan My = Ay L Ezeket az

utolsé egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy Moy = 0. Vagyis M = [/(\)5 ' 00] = AT és

X =UMVT =UATVT = A+, O
Altaldnositott inverz Frobenius-felbontéssal
Az A € Mat(n, m,IR) matrixnak egy Frobenius-felbontdsa a kovetkezd szorzatalak:

A= A1A;, ahol A; € Mat(n,r,IR), Az € Mat(r,m,IR), r = rank(A).
Tudjuk: minden matrinak vannak Frobenius-felbontasai (1d. kov. alfejezet).
Lemma. Ha A = Ay Ay egy Frobenius-felbontds, akkor AT = AJ AT.
Bizonyitas. Legyen r := rank(A). Ekkor X := Ay, Ay-re r = rank(X) = dim(ran(X)) =
dim(ker(X)*). Ezért ran(A;) = R" = ker(4;)*. Tudjuk: ez elegendd feltétele az

[A1 Ag)t = AT AT reldcionak.

Propozicié. (i) A, € Mat(n,r,IR), r=rank(4;) <n= Af = [ATA,] AT,
(ii) Ay € Mat(r,m,R), r = rank(4y) < n = A = AT[A,AT] ™",

Bizonyitas. (i) SVD-felbontdssal: 41 = Qy[A,0]QF = [ATA,] AT = Q5[A~1,0]7QT.
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Direkt: Fennall A; : ker(A;)+ <+ ran(A4;) = R". Ezért A; injektiv, és a 2 x 2-es AT A;
matrix invertalhat. Legyen b € IR"™ tetszélegesen adott, és legyen x := [A;FAJ _1A1Tb.
Beldtand6: (1) z L ker(A), (2) Ajxz —b L ran(Ay).

(1) trividlis, mert A; injektivitdsa miatt ker(A;) = {0}. Mivel ran(A;) elemei A;v alakiak,
(2) <= (Ajx—2|A1v)=0 (vEIR™). Ttt (A;x—b|Av) = (AT Ajx—ATb|v) = (ATb—ATblv) =0.
(ii) azonnal kovetkezik (i)-b6l, azt A4 -ra alkalmazva:

A3 = (A7) = ([T AT) ' (AF)T) " = AT [Az47]

Frobenius-felbontas Gauss—Jordan-eliminacioval

Legyen A egy r > 0 rangd n X n-es matrix. Alkalmazzunk a soraira Gauss-Jordan-
eliminaciot. Ez r 1épésben A-t olyan A = [Ziij} matrixba viszi, amelynek n —r sora 0. S6t,
ha pivotok indexei: (i1,71), (i2,72),-- -, (ir, jr). akkor k =1,... 7 mellett

'dik,jk =1 Zii,jk =0 (Z % ’Lk), 5i,j =0 (Z ¢ {il, .. .,7;7«}, j tetsz.).

A nem-0 sorai 7 permutéciéjaval kaphatunk olyan (r x n)-es matrixot, amelynek ji,.. ., j,-
edik oszlopai épp az egységmatrixot adjak. Legyenek

A .jl; ... ,jr -edik [A Z'ﬂ'(l)' sora]
A= oszlopai , Ag = Do
eredeti sorrendben [AV iﬂ'(’l”)‘ SOl"a]
Tudjuk: az r x m-es Ay matrix sorai linearisan fiiggetlenek, és A sorainak a linearis kom-
bindciéi. Mivel rank(A) = r, bazist alkotnak az A métrix sorai linedris kombindciéihoz.
Mivel pedig A, ji-adik oszlopaban a k-adik sorban 1-es a tobbi helyen 0 van,

[A 1. Sora} = a; j, [Ag 1. sora} + et ag g, [Ag r. Sora].

Ez pontosan azt jelenti, hogy A = A;A,. Mivel a Gauss—Jordan-eliminicié véges sok
+, —, -, / miiveletbél &ll, kaptuk a kdvetkezot.

Tétel. Minden A mdatriznak van olyan Frobenius-felbontdsa, amelynek tagjai mind az
A tagjai dltal generdlt szamtestben vannak. Pl. raciondlis mdtrixnak vannak raciondlis
Frobenius-felbontdsai. Specidlisan, AT tagjai az A tagjai dltal generdlt szdmtestben vannak.

Megjegyzés. A Gauss—Jordan-elimndcio ugy is megtehetd, hogy a pivotokra teljesiiljon
i1 < ig < --- <1,. Ekkor egyszeriien Ay = [A—bél kihagyva a O—sorok}.

0213 N
Példa. A:=|04 26 |. Pivotok: (1,3),(3,1) > A=
1324

2
0
-1

= o o
S o

3
0f —
-2
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01
Aliz 02 ,A2=|:

1-1 0—2]
12

0 21 3

At = AJAT = AJ[A A AT AL AT =

1
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Az [AB]t = BT A" reléci6rdl
Tegyiik fel, hogy [AB|" = BT A*. FEkkor

Pran(AB) = [AB[AB]*]" = [ABB*AT]" =
= A[[BB|[AT A]--- [BBT][ATA][BBT]]AT =

}n_lpran(B)AJr -

= A[Pean(B) Prer' (4)
- Apran(B)mkeri(A)AJr-
ran(AB) = Afran(B) N kerL(A)},
Afran(AB) = At Afran(B) N ker™ (A)],
Prerr(ayran(B) = P 1 (a) [ran(B) N kerl(A)] =

= ran(B) Nker™(A).

Ez utébbi pontosan akkor teljesiil, ha a Pray(B), Prert(a) ortogonalis projekcidk felcserél-
hetSk (1. Megjegyzés), azaz ha a meréleges @ felbontéssal

() ran(B) + ker™(A) = [ran(B) N ker™ (A)] @ [ran(B) Nker(A)] & [ran™ (B) Nker(4)].

Az Ao = A|kerJ‘ (A), A= Pran(A)AOPkeri (A)> A+ = PkerL(A)Ao_lpran(A) ill.
By := Blker"(B), B = Pran(B)BoPyert () f0rész-felbontéasokkal adddik a forditott is.

Tétel. Pontosan akkor dll az [AB]Y = BTAT reldcid, ha (x) teljesil, azaz ha a
Pran(B)s Prert(ay ortogondlis projekcick feleserélhetok.

Megjegyzés. Legyenek S, T zart alterek egy X bels6-szorzat-térben. Ekkor
SNT = PsT <= PsPr=PrPs < X =(SNT)® (S nT)a (SNTH @& (St nTh).

Bizonyitds: Mindig SNT = Ps(SNT) C PsT.

(a) Tegyiik fel, hogy PsPr = PrPs. Ekkor PsT C ran(Ps) = S tovabbd PsT = PsPrX =
PpPsX Cran(Pr) =T, ahonnan SPsT C SNT.

(b) Tegyiik fel, hogy S NT = PsT. Ekkor SNT = PgPrX és minden z € X-re
PsPrx € SNT = PrPsPrx, azaz PsPr = PrPsPr. Itt PrPsPr szimmetrikus,
mivel ortogobnalitdsuk miatt Pg, Pr szimmetrikusak (Ps = PJ, Pr = PJ). Vagyis
PsPr = PrPsPr = (PrPsPr)t = (PsPr)T = PrPs.

(¢) A P=1I— P komplementer-projekcidkkal jél-ismert (Bool-algebrébél), hogy Ps— Pr
pOIltOS&Il akkor, ha PSPT = PSﬂT, PSP_T = PSQTL, P_SPT = PsLmT, PSPT = PsLmTL
paronként 0-szorzatu (azaz meréleges képterii) ortogondlis projekcidk I = Idy Osszeggel.
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3- ES N-SPLINE FUGGVENYEK

Definicié. Adottak xg < z1 < --- <z, és y1,...,yr € R,.
Az f i |xg,z,] = R fliggvény 3-spline az {zr1 — y1,...,2, — y,} fliggvénycsirdhoz
[jelolésben: f € Splines{(zo, o), - -, (zr,yr)}], ha

f(x()) :yo,...,f(xr) =Y, f€C2[$0,l‘r];
fllzk—1,zk] € Pols (k=1,...,r).

Lemma. Ha a,b,c,y. € IR tovdbbd h > 0 tetszolegesen adottak, akkor

3! P € Pols P(0) =a, P'(0)=0b, P"(0)=c, P(h)=ys..
Bizonyitas. Trividlis: P = a+bz+(c/2)z?+da?, ahol d = [y, —[a+bh+(c/2)R?]]/h3.
Kovetkezmény. Tetszdleges p,q € IR szamokhoz

3! fp.q € Splines{(xo,y0)-- - (@, yr)  f'(x0) =p, f'(x0) =4¢.

Algoritmus. f, , konstrukcidja [lépések: 1), 2),...,7)].

1) A Lemma alapjan P; € Pols szerkesztése, amelynél
Pi(zo) =yo, P{(zo) =p, P{'(x0) =q. Eazzel f,q|lxo,21] := P1.
A folytatashoz p; := P{(x1), q1 := P{'(x1).

k+1) A Lemma alapjan Py, € Pols szerkesztése, amelynél
Peyi(ar) =yo, Plyoy(xr) =k, Ply(zr) = qe. Ezzel fog|[zr, 2rg1] = Prga.
A folytatashoz pry1:= P (Try1), qee1 = P (wrq1) (ha k <r).
Jelolések. Ettol kezdve rogzitett g < --- <z, ill. yo,...,y, mellett

F := Splines{(zx, yx) t o> S := Splines{(z,0)}r_os
fog =[f€F: fl(wo) =p, [ (m0) =q|, spqi=[s€S: s'(x0) =p, s"(x0) =q].

Megjegyzés. F 2-dimenziés affin alsokasdg C?[zg, z,]-ben, amelyek érintétere S. Azaz
TF=8= {f -9: f,g€ ]:} =IRs1,0 +Rso, 1, fp,g = fo,o +DPSs1,0+qS0,1-
Probléma. Milyen kétoldali peremfeltételekhez van 3-spline fiiggvény? Azaz milyen

u, v, B, A, 4 esetén
3feF  af(@o)+ B (w0) =u, Af'(z)+Bf"(2) =07
Az (o, B, A\, ) = (1,0,1,0),(0,1,0,1) ill. w = v = 0 esetek (fizikai) szempontbdl fontosak.
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Lemma. Az [a— 0,a+h — 0] fiigguénycsirdhoz az s'(a) = o, s"(a) = B kezdeti feltétellel
pontosan eqy Sq.5 € Splines{(a,0), (a+h,0)} figgvény taldlhats. Ennek elsé két derivdltja
az a+ h pontban negativ mdtrizd linedris mddon figg az (o, B) = (s’aﬁ(a), s’o’t’ﬁ(a)) pdrtol.

Nevezetesen /
{s%ﬁ(a%—h)] _ { -2 —h/2] {a} _
Bizonyitas. Egy harmadfokd s polinom a Taylor-formula szerint
/ 1 " 2 1 (3) 3
s(z) = s(a) + s'(a)(x —a) + 35 (a)(z —a)* + s (a)(z — a)
alaki. Vagyis, ha itt s(a) = s(a +h) = 0 s'(a) = a, s”(a) = B ill. ¥ (a) = ~, akkor
s(h) :ah+lﬁh2+1’yh3:0 == fy:—g(ah—l—lﬁfﬂ)
2 6 h3 2 '

Tehat egyértelmiien csak

Sap(x) =a(r —a)+ %ﬁ(w —a)? - %(ah + %th)(ac —a)?.

Ennek els6 két derivaltja az a + h végpontban

1, 6 1 1
Sap(a+h) =a+ﬁh+—[—ﬁ(ah+§5h2)}h2 :_Qa_iﬂh7

2
shgla+h)=8+[- E(ozh+ 15h2)]h = —Qa —28. Qu.ed.
*p h3 2 h
Kovetkezmény. Az {ag — 0,a; — 0,...,a, — 0} figgvénycsirihoz az s'(a) = 0,

s"(a) = 1 kezdeti feltétellel interpoldld so1 3-spline figgvény deriwvdltja az a, végpontban
nem tinhet el: s, 1(an) # 0.

Bizonyitas. Legyen hy := ar — ax—1 (kK = 1,...,n). Lépésenként megkonstrudlva az
So,1 spline-t az (ag, a1), (a1,a2), ..., (an—1,ay) intervallumok felett, a linearis fliggés miatt
rendre

86’1(CL1 . —2 —h1/2 0

Sg,l a1 o —6/h1 —2 1 ’

} N [—g/2h2 _}—QQ/Z] [—g/th _}—”2/2} {(1)] ’

soalan) | _ | =2 —hn/2] | -2 —h/2]] -2 —hi/2| |0
50,1(an) ~6/hn -2 —6/hy =2 | |-6/hn -2 ||1]"
Mivel pozitiv tagd matrixok szorzata pozitiv tagu, itt mindig
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k k k
] cap [ 2] 10] < e 7]
S (k) iy sy L1 pls

valamely pl(-f) >0 (i,7 €{1,2}, k=1,...,n) tagokkal.
Algoritmus. Adottak: A, B € R, ¢ := {xo > YOy e e ey Ty > yn}. Jelolje pi, € Pols a ¢

csira xg-nal A derivélti és B mésodik derivaltu 3-splinejanak [zy_1, x| f610tti szakaszét.
Rekurzio a

1
po :=yo + A(x — z¢) + §B(at — x0)? segédfiigguénnyel:

i1 = pr + Cr(z — )3, ahol Cy := (C: pr(zrgr) + C(@hgr — x)? = Ykt1] -

Az xg-nadl U, x,-nél V derivalti s 3-spline-ja ¢-nek a koévetketkezoképen szerkesztheto:
Vessziik az (A, B) := (U,0), (U, 1) pdrokhoz az sg ill. s1 3-spline-okat. Ezekkel

s := AgSg + A1S1, ahol
(Ao, A1) = [(X07X1) : Zxk =1, Zxké’%(ﬂcn) = V]-
k k

EUKLIDESZI TAVOLSAG 3-SPLINE-OKRA
S:={feCxo,....,an]: flzo) =yo,-..,flan) =yn}
Sz = {f €eS: S}[I’k_l,xk] S POlg}
S3,8Y hasonldan yo = -+ = yy = 0 mellett.
<f|g> ::/ f'(z)g" (z) dx (f,ngECQ[xo,...,xN])

Lemma. d(f,g) := (f — g|lf — ¢)*/? metrika S-en, ||h|| := (h|h)'/? euklideszi norma
S%-on

Bizonyitds. f,geS, hi=f—ge 8% (hlh) =0=h'"=0= h(z) =azx +b
h(zp) =h(zny) =0=a,b=0= h =0. Qu.e.d.

Jelolés. sy :=[s € S3: §'(z0) = f'(20), '(zn) = f'(zn)].

Tétel. sy = [s € S3: d(f,s) =mind(f,Ss].

Bizonyitas. d euklideszi tavolsag S-en

Kell: [f —sy] L [Ss érintétere] = {s —t: s,t € Sz} =8°
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[(lraw = [ == i

k

N I
:_;[fo flh +Z/ ho =0. Qu.ed.

Gyakorlat. [s € Sy: [7"s"(z)?dr minimdlis| = [s € S3: s (xo) =

Zo

Tk /Ik
Tk—1 Tr_1

[f =

Sf]/ h/// —

s"(zn) = 0].

Tétel. Legyen ¢ az [(s”)> = MIN, s € S feladat megolddsa. Ekkor ¢ € Pols mindegyik

(xk—_1,x) intervallumon.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetsz (a,b) = (xx_1,zx) szakaszt, és legyen € > 0.

Megmutatjuk, hogy ¢”|(a + &,b — ¢) linedris fgv.

Tudjuk: ¢ L s (s € SY). Specidlisan tetsz s € C§°(a + &,b — €) fgv-t véve (azaz ha

ss € C®(R) és s(x) =0z & (a+¢,b—¢) esetén)

b b b

/(b”(:c)s”(:c) dr =0, s6t /(b"(:z;)s"(w +1t) de = /qﬁ”(a: —t)s"(z) dv =0 ha [t| <e.

a a a
ABRA
Ezért tetsz paros pozitiv l-integrali w € C§°(—¢, ) stlyfgv-nyel

b—e

/ / ¢"(z — 1)s"(z) dedt = / [w¢") ()" () da.

a+¢
Tudjuk: w * g mindig C*>°-fgv. Tehat parcialis integralassal kaphato

b—e

0= / [w*qﬁ"}”(m)s(a@) dz (s €Cola+e,b—c¢)).

a+e

Kovetkezmény: [w * gb”] "= 0, azaz w * ¢” lineéris fgy (a + &,b —

wy(x) ;= nw(nz) n=1,2,...) siulyfgvekkel w,, x ¢ — ¢". Ezért
ant + B = [wn % ¢"](x) = ¢"(x) (a—e<z<b+
ahonnan ¢” linearitdsa azonnal adédik,.
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N-SPLINE-OK

Definicié. Legyen I C IR intervallum, N € IN. Az f : I — IR filiggvény N-spline,
ha (N — 1)-szer folytonosan derivalhatd, tovabba talalhaté olyan véges I U---U I, =T
felbontésa I-nek részintervallumokra, ahol f(N4+1)|I, =0 (k = 1,..., N), azaz, ha vannak
olyan inf I = 2o < z; < --- < x,, = sup [ szdmok, hogy az f|(zr — 1,zx) fiiggvények N-
edfok1 polinomok.

Eszrevétel. Ha f,g € Pol(R) és f*)(a) = ¢ (a) (k =0,...,N — 1), akkor f — g =
(x — a)N h(x) valamilyen h € Pol(IR) mellett.

Tétel. Legyenek tetszélegesen adottak az xg < x1 < --- < xy, helyek, tovdbbd az yo, ..., Yn
all. go(()o), go(()l), . ,go(()N_l), O1, -y Pn kostansok. Ekkor pontosan egy olyan f : [xg,x,] — IR

N-spline fiiggvény van, amelynek az [xp_1,x] intervallumokba esé részei N-edfoki fi
polinomok (megszoritottjai) és

FD@) =l (d=0,....N=1), flz)=¢r (k=1,...,n).

Ez a figgvény felirhato az alabbi alakban:

N-1 n
1 N
ESO m_’rO)d‘f’ZAk [(x—mk_1)+]
d=0 k=1
Bizonyitas. Legyen fy := iz\]:_ol %go(d)(az—xo)d. Ezzel féd)( 0) = ap(()d) (d=0,...,N—1).
Ezutan a k£ = 1,2, ..., n mellett rekurziéval definialt
¢r — Pr(wk) N
Ay = —————= = fr_ Ap(z — zp—
(ALG) e P —— fi(@) = fr—1(z) + Ap(@ — 2p-1) ",
fllek—1, k] = frllre—1, vx]

sorozat megfelel (és csak az).

Megjegyzés. Rogzitett g, ..., x, és po(:= ch( )) ©1,- .., pn mellett legyen

1 N-1
() <PE) ))

z (ALG) algoritmussal konstrudlt spline-fiiggvény. Ekkor a

(N 1)

1 N-1 (1) (1 (N—-1)y1 (N-1
D (b, oY) o ([0 (), [ T ) )
leképezés affin (azaz constans-+linedris).

Megjegyzés. Az f (26" -05" 1) spline-t célszerli két standard, elméletileg jol kontrollal-
haté lépésben megkonstrualni:

36



1) Az f©9 glap spline megkonstrudlasa az yo + %(m — 20)" polinommal indulva.
(1)

2) Az {z, — 0 : k = 0,...,n} trividlis fiiggvénycsirdhoz a ¢ := ¢(¥o ~ e ) spline
megkonstruélzisa Ha si := q|[zgp—1, ] kész, akkor az [zy,xk41] intervallumon spi1 =

g(z) = }: 14

feltetelbol szamoljuk ki. Nevezetesen

(r—xp)'+ A(x—x)" alaki, ahol az A konstanst az sy1(zxsr1) =0

N-1

1d
(& =)' [ J dxl

1—N ( )N‘

(Thy1 — Tk) T — g

=T

N—-1 ;
i) = Y
kil 7! d.’l?l T=x
i= =1

(N—-1) (1) (N—-1)

3) Végu]_ f(goél)7 -5%o ) = f( O) _|_ q(SD s Po )'

Propozicié. A D leképezés RN 1 «+» RN 1 (azaz minden derivdlt-kezddédllapotbol minden
lehetséges végdallapot elérhetd).

Bizonyitas. A konstrukciot x,,-bdl kiindulva visszafelé is végrehajtatjuk. Eszerint minden

(90(()1), e ,@%Nﬁl)) szam-(N — 1)-eshez van egy olyan egyértelmii

(cp(”7 N

N-edfokt polinomokbdl allé6 N-spline fiiggvény, amelyre
(1) (N=1)y7 (£
gt O gy = (0=1,... N -1).

A spline-ok egyértelmiisége miatt az affin
D: (oM, oMY ([ CI I ”)] (€0),- -, [9g O <”*1>)](N—1>(x0)>

leképezés D-vel osszetéve identitdst ad RY "t-en. Qu.e.d.

Tétel. A D leképezés linedris része mdtrizdban minden (go(()l), cee (p(gN_l)—szermti) eqytitt-

haté eldjele = (—1)", és a mdtriz determindnsa is = (—1)"V =1,
Bizonyitas. Eszrevétel: a D leképezés linearis részének matrixa nem mas, mint a linearis

dt 1 (N-1)
1 N-1
(@8)7750(() )) }<d£l}£ (8o %0 )

=1, N—1>

T=T N

leképezés méatrixa. Ez pedig lépésenkénti felbontassal
D=D,D,_;-- D1,
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alaki, ahol a Megjegyzés 2) pontja szerint

dgs(zl,‘..,zN_l)
Dy = [(zl,...,zN_l)H kel ; : €=1,...,K—1) métrixa} ,
d.fl? T=Tk+1
N-1 N-1y
(21,-02K-1) . _ L i L . i—N . N
Sptl = ; i!zz(a: Tr) [i_l i!zl(xkﬂ T) ](:c xE) .

Elegend6 csak egyetlen 1épésre beldtni, hogy Dy tagjai mind negativok és det(Dy) =
(—1)N=1. Legyen k tetszblegesen adott, Dy = [dgyi]évi_:ll, és legyen h = xpy1 — xk.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil vehet6 xy := 0 is. Ekkor a x(m) := [0 ham <0, 1
ha m > 0] valaszté fiiggvénnyel

dy; = [zl egylutthatoja H;xg T ban] =
d‘ L, 1NN
= Gt ] =
1 - 1.
= JX(Z—K)Z(Z—l)(Z—g—{—l)hl_g— ﬁhl_NN(N_ 1)(N_€_|_1)hN—£ —
B ht 0

- B - ()] <o

Tehat a A := diag(ﬁ!/he f6=1,...,N— 1) ésa C = [cmhizl , Cpii= X(z’—é)(;) — (]Z)

matrixokkal

Dy = ACA™!, det(Dy) = det(C) = det [X(z' - z)(z) - (]Z)]j:

Megjegyzés: a Newton-féle (§) := a(a —1)---(a — € + 1)/! binomidlis egyiitthatok

analitikusan folytatjak a-ban az egész IR-re a kombinatorikus definiciét. Specialisan mindig
(%) +(9) = (azrl). Ezért a x fliggvény elhagyhatd, és

det(C) = det :1.—2., ey (N=2).—(N-1). oszlop} =

=ae(3) - ()= () + ()] =il () - ()]s =
- i N-1 ~ i N-1

- det_— <£ — 1>L,i:1 =(=D% ldetKé— 1)]@,1':1'

Végezziik el az A := [( Kil)]évizl matrixon a kovetkezé miiveleteket, amelyek a deter-
minansat nem valtoztatjdk: 2.—1. sor, 2.—3. sor, 3.—4. sor, ..., (N—1).—(N—2). sor.

Megmutatjuk: ezekkel a miveletekkel olyan felso-triangularis B = [(bé,i}é\]izl matrixot
kapunk, amelynek féatléjaban csupa 1-esek vannak, ami bizonyitja is a tételt.
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Mivel i < £ — 1 esetén ap; = ( Zil) = 0, a B matrix szubdiagonalisa alatt tovabbra is 0-k
lesznek: bjyq; = 0, ha d > 2. Mésrészt ay,...,any_1-gyel illetve by, ..., by_1i-gyel jelolve
A ill. B sorait, ¢-szerinti indukciéval adédik, hogy

by=aj—a;1+--+(-1)tay=> (-1)"Fa,  (£=2,...,N).
k=1

A szubdiagonalis elemekre B-ben i = 1,..., N — 2 mellett

b= k() = e (e =0,
k=1 j=0
A diagonalis elemekre B-ben i = 2,..., N — 1 mellett
bii = i(_l)i_k<k 1 1) - _[i(_l)m_k(k i 1)] * (i) =0+l=1.
k=1 k=1

Végiil pedig szintén by 1 = a11 = ((1)) =1. Qu.e.d.

Tétel (DeBoor). Legyen N = 2K — 1 és xg < 11 < --- < . Tegyik fel, hogy f :
[x0,xn] — IR egy olyan N-szer folytonosan derivdlhato fiigguény, amelyre f(xr) = yx
(k = 0,...,n). Legyen tovibbd s : [rg,x,] — IR az (jol-definidlt) N-spline, amelyre
s(zp) =yr (k=0,...,n) és s\D(xg) — fD(z0) = sD(z,) — fD(z,) =0 (d=1,...,K).

Ekkor
/\f<K>>(a:)|2dxz/13<K>(a,~)|2da:.

Bizonyitas. Az (¢, V) := [ ) (2)2p*) () dx pozitiv szemidefinit skaldrszoztot véve elég
bizonyitani, hogy f—s L s (a Pythagoras-tétel szerint). Parcidlis integraldssal ((K—1)-szer)

(f —s,8) = / (U U] 40 —

= [ O gD ] 50

[\

Tn

/ (D (K1) (41

Zo

e

0 ha z=x;

= _/ [f(K_l) _ S(K—l)]S(K—i—l) — / [f(K—2) . S(K_Z)}S(K"‘Q) _

_ (_1)K—2/ [f// _ 8//]8(2K—2) —
— ey [[f’ s

Tk N o I J1 J2K-1) |
Ti_1 /mk_l[f S}Lf—’] o

k=1 T ayp const.
LKy —s 17 20, Qed
(1) kZ:lak{ f-s 1, Qe



Tétel. Az E: f— / ’f(K)(x)’2 dx  funkciondl felveszi a minimumdt az

F = {f e C? B pg, ] flaw)=wyn (K=1,... ,n)}
téren, mégpedig anndl az s € F (2K — 1)-spline figgvénynél, amelyre
s (z0) = sD(x,) =0 (d=K,...,2K —2).
Bizonyitas. Legyen S := {s € {(2K — 1)-spline fgv-ek} : s(zg) = yr (K =0,... ,n)}
Lattuk: minden f € F fliggvényhez van ndla < E-értéket adé S-beli spline. Mivel S
véges-dimeziés affin altér C2X~1[xg,x,]-ben, rajta a pozitiv-szemidefinit E kvadratikus

alak felveszi a minimumét. Legyen ez (egy ilyen minimalizdlé) az s spline. Ekkor a
(p, W) := f;o" HF) ()T ) (z) dx pozitiv-szemidefinit skaldrszozattal

<3,g> =0 Vg e TS = [S érint('ﬁtere} = {51 — 82 81,82 € S} =

— {g (2K — 1)-spline, g(xg) =0 (k=0,... ,n)} :

Kiszamitjuk (K — 1)-szeri parcidlis integraldssal a <s,g> skalar-szorzatot ugy, hogy g¢-t
integraljuk minden lépésben:

()= [0 -

Ty B /g(K_1)S(K+1) _
o

_ GK=1)g(K)

_ KD ) g [T / g2 g +2) _
xo xo
K-1 z
1)d=1 (K =) g(K-+d=1) " _’_(_1)1(1/918(2[(1)'
d=1 o

Itt az utolsé integralos tagot az [xx_1, x| részintervallumokon még egyszer integralhatjuk
parcidlisan. Ezt hasznalva

k
_ A1 o (K—d) g(Kotd K-1 (2K-1) 2K) | _
= 8 S S =
RS Dy [ [ ]
= L oeg(zi)=0 =0
K—1 .
g d) g(K+d=1) " (g € TS).
d=1 o

Tudjuk: barmely oM, ... o&E-D . g0 . BE=1 mellett van olyan ¢ € TS spline,
amelyre ¢ (zg) = a@® é ¢ (z,) = D (d = 1,...,K — 1). Ezért sziikségképpen
sEFd=1) () = sEFd=D (2 V=0 (d=1,...,K —1). Qed.

40



SPLINE-OK MINT EXTREMALIS FUGGVENYEK
(F.(].)) szemidefinit belsé-szorzat tér, ||z|| := (z|z)!/?
A affin altér c F, TA=A-A={f—-9g: f,ge F} A érintétere.
Lemma. (~Riesz). ¢ := dist(0, A) = inf{||a|| : a € A}, e >0 esetén
diam{z € A: |z]| <d+e} =2/(6+¢)2 -2 .
Bizonyitas. Legyen x,y € A két kiilonb6z6 pont, amelyre ||z||, ||y|| < 0 + . Tekintsiik a

z = [az {z,y}-on dtmend egyenes 0-hoz (egy) legkozelebbi pontja}

pontot. (Ilyen van, mert a t — ((1—t)z +ty|1 — t)z + ty) hossz-négyzet 2-odfok polinom
IR-en, amel > 0, és igy felveszi a minimumat). Mivel A affin altér F-ben, t € A. Masrészt
z 1L z —x, és a Pythagoras-tétel szerint

lz = 2l < Vllzl|2 = 2l < V(6 + )2 - 6%

Hasonléképpen ||y—z|| < /(0 4+ €)? — §2. A haromszog-egyenl6tlenség szerint igy ||z—y|| <

lz = 2]l + 11z = yll <2/(5 +¢)* = 62

Kovetkezmény. Ha f1, fa,... € A és anH — dist(0,.4), akkor [fl,fg, .. } Cauchy-féle

a ||.|| félnorma szerint, és

(fa|s) >0  (n—o00; s€TA).

Bizonyitas. Legyen 6, = sup {|full,||fns1l,...}. Ekkor 8§, — & := dist(0,A), és
fgy diam{fn, fu+1,...} < /62 — 0% — 0 (ami azt jelenti, hogy [f1, f2,...] |.]-Cauchy).
HTekintsiink egy s € T./A pontot. Ha ||s|| = 0, akkor trividlisan (f,|s) = 0 mindig. Legyen
|s|| > 0. Mivel s € TA, az f,+IRs egyenes A-ban fekszik, és ennek az origéhoz legkozelebbi
pontja s, = f, — (fn|s)(s]s)~ts. Tudjuk mér: ez a pont f,-t68l /62 — §2-nél nem lehet
tavolabb. Ezért ||f, — sn| = ‘(fﬂs)(s]s)‘lleH = ‘(fn\s)‘/HsH — 0.

Definicié. Ettol kezdve zg < x1 < --- < N, Yo,...yn € IR adott valds szamok, K > 0
adott egész,

F = {feCK[aro,xN]: f(xo0) = o, ... ,f(IN)ZyN},
—S(QS’N)Z )
Sy = {sGSﬂCoo[aco,ch]: s“)(xk):o (k=0,...,N; EzO,l,...)},

(flo) = | @S @) de (f.g € F).

0

S:=T.7:={SECK[3:0,:1:N]: s(xg)=---=
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Alapfeltevés. Ettol kezdve feltessziik, hogy
A affin altér ¢ {fe]—“: Flax) =y (k:O,...,N)}, So C TA:== A— A

Lemma. Tegyiik fel, hogy f1, fa,... € F Cauchy-sorozat a (.|.) szemidefinit skaldrszorzat
.|| félnormdja szerint. Ekkor

3 g € CK_l[JZ(),.TN] 3]91 P2,... € POIK_l
[fn— }()3g() (n—o00; £=0,...,K—1).

Bizonyl'tés Viélasszuk p,-et gy, hogy [fn —pn] ® (£g) =0 ({=0,...,K—1) legyen, azaz
Ze 0 L g0 (o) (x — x0)* /0", és tekintsiik a g, := f, — pn fiiggvényeket. Trividlisan

,(lK) = g (n=1,2,...). Ezért x € [xg,xnN] esetén

(z) — g1 ‘_‘/ ()’S/x
o

<[ [fn—fm}(K)” [/:1]” ~ 5~ fullvEs.

0 0

|:fn _ fm] (K)‘ SCauchy—Schwarz

Innen £k =1,2,..., (K — 1)-szeri integralassal kapjuk, hogy

g7(IK_1_k)(x) g(K 1— k)

/ / / Vzr —xo dzp - - - dze dzy
||fn_me z1=zg J 22=x0 ZE=0

vagyis az £ =0,1,..., (K — 1)-edik derivaltakra
| = fou|

L J4
90 @) =g @)| < 75 e T
2 2 2

xO]quuu/z) .

A jobb oldal pontos alakja kevéssé érdekes, csak annyi kell, hogy innen kovetkeznek az

max ‘9(8) 9%)(x)‘—>0 (n,m —o00; £=0,...,K—1)

xre xo,xN

egyenletes konvergencék. Ez CK~1[xq, xx] teljessége miatt adja a Lemma allitdsat.

Megjegyzés. A Lemma konstruktiv bizonyitdsa olyan f € CE =1z, 2] fiiggvényt ad,
amelyre f(zo) =0 (L =0,...,K —1).

Tétel. Tegyiik fel, hogy f1,f2,...€ A és an” N dist(0,.4) (n — o0). Ekkor
B g c CK_l[xQ,.fUN] = P1,P2,... € Polx_1

/ Q(K_l)(a:)s(K+1)($) dz =0 (S €TAN CKH[J;O’xN])'

0
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Bizonyitds. Riesz Lemmaja szerint az fi, fa, ... sorozat Cauchy-féle az (.|.) skaldrszorzat
félnormaja szerint. A g fliggvényt és a p, polinomokat vegyiik ezért a Lemma alapjan.
Legyen s € TANCE+[z, 2] tetszblegesen adott. Tudjuk: s(zg) = s(zx) = 0. S6t Riesz
Lemmaja szerint fennall

(fo—Du|s) = (fals) 20  (n— o)

is. Itt a g, := f, — p, fliggvényekre parcidlis integralassal
K (K K-1) (K)|™ (K1) (K41 (K1) (K41
(onlsh = [ ol = gfr 0| [ g o [ e e
xXo Zo xXo xXo

Mivel pedig g( = — ¢gE=1 innen f gEDsEHD) = im,, , ngCON gﬁlK_l)s(KH) —

lim,, oo <gn|s> = lim,, oo <fn|s> =0.

Kovetkezmény. 1) Ha az alappontok szima N > K — 1, akkor
3 feCE xg, zpn] flxg) =y (k=0,...,N)
f(e) f© (n—o00; £=0,...,K —1),
/ FED (2)sEFD () dz = 0 (S ce TAN C’K+1[x0,xN]).

Zo

2) Ha az alappontok szama N < K — 1, akkor

dfe CK_l[.CI?Q,.CEN] dq1,q2,... € Polg_1
fler) =9k, qulzr)=0  (k=0,...,N; n=1,2,...)
fn+qn}“)_>f“) (n—o0; £=0,...,K —1),

/ f(K 1) K+1)( )dr =0 (sGT.AﬁCK+1[$o,l’N]>-

Bizonyitds. 1) Az el6z6 jelolésekkel g, = fo — pn, gn — g (C*[zo,zn]-ben)*,
tovabba f,(zx) =yr (k=0,...,N). Vagyis

Pn=fn—0Gn, Pn(@k)=yr—gn(zr) =y —g(zx) (n—o00; k=0,...,N).

Mivel p,, € Polg_1 és deg(p,) < K —1 < N, a [p1,p2,...] polinomsorozat konvergencidja
az xo < --- < xny pontokban maga utdn vonja az egyiitthatéik konvegenciajat is, azaz

dpe Polg_1 Dn —> P (Coo[xo,xN]—ben).

Ekkor f, = gn +pn 2 g+tp=f (CK_l[warN]‘ben)» ahol f(l'k:) = lim;, f(xk) = Yk
(k=0 . N).

* Szokésosan g, — ¢ (C’K Hag, zn]- ben) jelentése: g( ¢ g9 (n—o00; £=0,...,K—1)
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2) Legyen 7, := [Lagrange—inp. pol. {zp+ gn (k) —yr : k=0,... ,N}—hez} , ezzel pedig
Gn :=DPn+7n. Ekkor r,(zp) —r:= [Lagrange—inp. pol. {z— g(zr)—yr : k=0, ... ,N}-hez]
C°[zg, zn]-ben, tovabba

fn +qn = (gn —pn) + (pn + Tn) =gntrn—9g—T (Coo[xo,xN]—ben).

Vagyis az f := g —r valasztas megfelel.

Lemma. (Polinomok disztribucios jellemzése).
Ha ¢ € Cla,b] és f 2)s®O(x) dz =0 (s € Cg°(a,b)), akkor ¢ € Poly_.
TN

Koévetkezmény. Ha g CE zg,zy] és / g EV(@)sEHD () de =0 (seSp),

Zo

] € Polox—1  (k=1,...,N). Specidlisan a Tétel g ill. a Kév. f limesz-
€ PO]K) .

akkor g}[xk_
fliggénye az [xy_1,x)] szakaszokon 2K — 1-edfoké polinom (mz’vel 9(K71)|[g;k,1 r]

Ezzel tetszbleges ¢ € CF[zg, xn] mellett

N

TN Tk ]
/ f(K)¢(K) — Z f(K)¢(K) __parc.int.
xo k=1YTk—1
N T Tk
-y [fm(/)(K—l) _ / f<K+1>¢<K—1>] _
Tk—1 Th_1

T Tk Tk
[f(K+1)¢(K_2) + / f(K+2)¢(K—2)} _
Th—1 Tp—1

Tk—1

>
I
MR

— f(K+2)¢(K—1)

I
] =

>
I
H

N K-1 . xy,

— Z |: (_1)£f(K+£)¢(K—£—1) + (_1)K f(ZK) ¢(O) :| —
k=1 " ¢=0 Th—1 T NN
K-1

_ Zf(K+é)¢(K £— 1) _

e:o Tt
K-1

TN

(_1> {f(K—i—é)d)(K £—1)

P 1)(%)1 )

£=0

Zf
-1 K

Fo6tétel. Tegyiik fel, hogy A érintétere tetszéleges [)\k g] w1 ¢—p Matriz mellett tartalmazza
az dsszes olyan s € C®[xg, xn]NS figguényt, amelyre 89 (20) = Ape, 9 (20) =" () =0
(0<k<N; 0<l<K; melN). Ekkor létezik pontosan egy olyan f : [xo,zn] — R
(2K—1)-spline, amelyre

/Iivf(K)|2: dist (0, .A)?, /xj‘vf,(f() — f(K)‘2—>O valahdnyszor f,€ A, anH —dist (0, .A).
xo Zo
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Bizonyitas. Az elébbiek alapjan csak annyit kell bizonyitani, hogy az el6z6 Tétel f
fiiggvénye (2K —1)-spline. Tudjuk mér, hogy f (K —1)-szer folytonosan differencidlhat6 az
[€k—1,k | intervalluokon < (2K —1)-edfoki polinom. Tehat elegendd beldtni, hogy

(%) fOUr—0)=fO@,+0) ((=KK+1,...,2K —1).

Ez kovetkezik a legutébbi integralformulabdl és abbdl a ténybol, hogy ffON fE) ) =

(s € TA). Feltevés szerint minden A = [Ap] € RE=Y>XEN=1 mgtrixhoz van (t6bb) olyan
¢ = ¢pp € TA fiiggvény, hogy K170 (1) = Ay, 69 (20) = ¢ (zy) = 0. Ezért

xi+0

TN N—-1
0 :/ f(K)¢(K) _ Z )\kﬁf(QK_l_Z)
o k=1

(E 1, K—1; D € R(K71>x(zv71)>'

:Ilk—o
Innen azonnal kdvetkeznek a (x) reldcidk.

Technikai feltevés. FEittol kezdve az alappontok szamdra N > K—1.
Ekkor a d(f, g) \/me fE — g(K)} félmetrika F-en mar metrika (d(f, 9)=0= f=g).
Ilyenkor ugyanis ¢ € TF, ¢5) =0 = ¢ € Polg_y, ¢p(zg) = dlzn) =0= ¢ = 0.

Normal spline

Propozicié. Az F > f > | f|| funkciondl minimalizdlé sorozatainak CK—1[xq,xx]-beli
limesze (A = F eset) egy olyan (egyedili) f : [xo,xn] = IR (2K — 1)-spline, amelyre

(%) FOze) = fO(an)=0 (=K, ... 2K —1).
Bizonyitas. Tetszéleges A = [/\klf]iyzofz_ll matrixhoz taldlhaté olyan ¢ = ¢+ € S =TA
fiiggvény, amelyre ¢ (z),) = Ape 0 <k < N; 0 < < K). Ezért

N-1

/ P00 = s ) + 32 N 01" L e fOan)
xo

zr—0
az Osszes Age € R vélasztdsnél, ami bizonyitja (xx)-ot.
Definicié. Az {(zk,yr): k=0,..., N} pontrendszer (2K —1)-ed rendl normdl spline-ja

a (xx) relacidkat teljesité (2K —1)-spline.

Peremfeltételi spline-ok

Probléma. Miyen ro,rvy <R, 0< /01 <--- </l <R, 0<m; <---<my, <R

sorozatok mellett létezik tetszdleges [y((fl), s yéero)] R™, [y (ml), e ,yg\] TN)] e R™
esetén olyan f € F R-spline, amelyre

(5 %) FO (o) =yl A <j<r);  fDan) =y (1<j<ry)
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Ezzel kapcsolatban az R := 2K —1 esetet tudjuk

V) fed(c C¥laaxl), [ 71002 o5 MIN

Zo

variaciés maédszerrel kezelni. Tekintsiik el6szor a (V') problémét az
A= {f € CK[:Eony] : f(f)(g;o) = y(()f), f(m)(a;N) - y](\]m) (€ €Iy, me IN)}

esetben, ahol Iy, Iy C {1, 2,... ,K}. Megjegyzés: In = Iy = ) — normal spline.
A Fététel azonnali kbvetkezménye az alabbi.

Propozicié. Tetszdlegesen adott \ := [)\1, cee )\K_l], W= [,ul, . ,,uK_l} sorozatokhoz
taldlhato (pontosan egy) olyan f € F (2K—1)-spline, amelyre f©O (xq) =g, fO(xn)=pe
(¢ =1,...,K—1). Ez nem mds, mint a (V) probléma megoldisa az ro =ry = K—1,
li=m;=1i (i=1,..., K—1) esetben.

Bizonyitas. Legyen A := {f c F: fOzg)=Xg, fOn)=pe (0 = 1,...7K—1)},

és tekintstink egy fi, fo,... € F sorozatot, amelyre f;:oN [f(K)]2 N, dist(0,.4). Mivel

TA = {f €S: fO>x))=fO(zn)=0 (£ =1,... ,K—l)}, alkalmazhaté a Fététel. Innen

a konklizi6: CE~1[xg,zn]-ben f, — f valamely f € F (2K —1)-spline-ra. Specidlisan
1

Ao = £37(@o) = FO(0), pe= £ () = fOan) (€=1,...,K-1).
Jelolés: [y ;) = [a Propozicioban leirt spline}.

Algoritmus. (Normdl spline és f|y ) szerkesztése). Kiilon-kiilon megszerkesztjik inter-
vallumonként azokat az fo € F, ¢1,...,02x2 €S (2K —1)-spline-okat, amelyekre

_ (x = 20)*
fol zg 2y = Y0+ (1 = ¥0) (1 = 20) 2T
P DR S G GOt
[z0,21] = 0 0 (21 — 20)257T (27 — 20)2K 1

Mind a normdl spline, mind barmelyik fix ) ezek alkalmas fo+), cedy alaki kombindcidi.
Nevezetesen: [normadl spline]= fo + Zf: arde,  fiau = fo+ Zf;ll ey + Zﬁf;f aupdy.

Ezutén attériink a (x * %) probléma altaldnos megoldasara 1 < Ry, R,, < k esetén.
Ett6] kezdve feltessziik, hogy 00 # I,J C {1,..., K—1}I, tovdbba hogy az [y(()e) NS I},

[y](\,m) m e J} sorozatok tetszolegesen adottak. Legyen most

A= {1 e F: fO@0) =y (ten), [ @n) =y (med)}.
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Propozicié. Az f, € A, f{i}N |J‘}(LK)|2 N mingeq [V [fE)12 sorozatok C?K 7 zg, xn]-ben

o
eqy (x * x)-ot teljesitd (2K —1)-spline-hoz tartanak. FEzt (x *x x)-gal eqyiitt egyértelmiien
jellemzik a kovetkezo peremfeltételek

(P) fCEAD(20)=0 (1<T<K; 0¢I), fEET(ay)=0 1<m<K; mgJ)
Bizonyitas. Jelolje f az [fn N ONES 1,2,...} sorozat limeszfiiggvényét. Tudjuk a

Fétételbdl: f € F egy olyan (2K —1)-spline, amelyre f L ¢ (¢ € TA) a (o) :=
f;; N p(K)p(K) - gkaldrszorzat szerint. Itt

TA= {¢ € CFwo,zn] : ¢lan) =0 (VE); ¢ (o) =" (zn)=0 (L€, meJ)}.

Vagyis a Fotétel elotti most levezetés a kovetkezoképpen specializalédik: ha ¢ € TA,

TN
0= (f|6) :/ U0 5(5)
To
K—1 en  N-1 2040
— (_1)€ [f(KM) ¢(K—£—1) - Z f(K+£) L ¢(K—£—1)(xk)] —
=1 0 ha K—t—1€l,z=xq ° k=1 \q;/
0 ha K—{—leJ,z=zyN 0 +(2K-1)—spline
- Z (_1>€f(K+£)¢(K—£—1) (550) + Z (_1)2f(K+Z)¢(K—Z—1)<xN) _
0<l<K, t&T 0<t<K, t¢J
_ Z (_1)K—€f(2K—1—£)¢(€) (1,0) _ Z (_1)K—mf(K+£)¢(ﬁ) (xN>
0<l<K, 0gI o<m<K, mgJ
az * = xo esetben az ¢ := K — ¢ — 1, az ¢ = zn esetben az m = K — ¢ — 1 in-
dextranszformdaciéval. Tetsz6leges [A1,...,Ak—1],[t1,..., ux—1] sorozatkhoz van olyan

¢ € TA fliggvény, amelynél ¢(Z) (ro) = Ay (0 < (< K lgI) é ¢ (zy) = pm
(0<m< K,m¢ J). Ez csak tgy lehetséges, ha (P) teljesiil.
Unicitds: mivel az el6bbi levezetés megfordithatd, (x % x) + (P) < f L TA.
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Mely (2K —2)-rendii peremfeltételek adnak (2K —1)-spline-okat?

Ett6l kezdve feltessziik, hogy 1 < 7o, 7y < 2K, tovabba hogy [y (El),...,y((fm)] e IR,

[y](\?“), Y 5\, N )] € IRV tetszblegesen adott. Legyen most

A= {f e F: f}[x07x1}7f’[mN_17mN] € Polog 15 (%% *)} .

Propozicié. Ha ro +ry < 2K, akkor az f, € A, me \f(K)|2 N mmfeAme ’f(K)’2
sorozatok C?K1[zg, zn]-ben egy (x x x)-ot teljesité (2K —1)-spline-hoz tartanak.

Bizonyitas. Jeldlje f az [fn :n=12,. ] sorozat limeszfiggvényét. Tudjuk: f L ¢
(peTA) a (p|Y) = me @) )(K) skalarszorzat szerint. Itt

_ {¢ € CFwg,an]: k) =0 (0< k<N |, 8l o

¢(€i)(x0) =™ (zy) =0 (1 <i1<ry; 1 <5< TN)}-

€ Polog_1,

Specialisan az Osszes olyan C*°-fliggvény T.A-ban van, amelynek tartdja valamely zéart
(kompakt) (xg—1,xk)-beli halmaz. Ezért a polinomok disztribuciés jellemzése szerint
f‘ € Pology (k= 1,...,N) is. A Fététel gondolatmenete azt is adja, hogy a

"bels¢” intervallumokon f mar (2K —1)-spline, azaz f(e)|ﬂck+O 0(2<k<N-2;0</(<
2K —1). Vagyis

$k 1Ik

:I;N 124 7’ ’”
0= <f|¢> — / f(K)¢(K) _F6tétel elott
T

K—1 2y N-1 "
_ Z(_l)ﬁ |:f(K+Z)¢(K—Z—1) - Z f(K—l—E) ¢(K—£—1)($k):| _
=1 O k=1 o0
— (_1)Ef(K+£)¢(K—E—1) + Z f(K+€)¢(K £— 1)( )_|_
071 £=4; L5 b=m;
K—1 K—1 eN_ 140
n (_1)ef(K+£)¢(K—e—1) Z ) pURHO g(K—e=1)[*
=1 r1—0 /=1 rN-1—0
Emlékeztetd (” N-spline-ok” fejezet): mivel ¢ € T A esetén (;5‘ (2K 1)-edfoki polinom,

amelynél ¢(xg) = ¢(x1) = 0, van egy olyan (2K —2) x (2K — 2) es D; matrix, hogy

¢ (x1) ¢ (o)
¢(2K_2)(m1) ¢(2K_2)($0)

48



Nevezetesen itt h; := x1 — 2o mellett

D, = A,CAT!, ahol C:= [(i)—(N)]ﬂH, Ay :diag(z!/hﬁ:z:1,...,2K—2).

? 0 /1ei=1
Hasonld (©) 2K =2 (€) 2K : - __
asonldan [qﬁ (xN)]e = DN[¢ (:EN_l)b . » ahol Dy = ANCA a hy =
zny —xny_1 melletti Ay = diag((!/hf\, A=1,...,2K— 2) matrixszal.
Eszrevétel: tetszoleges olyan [/\1, . ,)\QK_Q}, [Ml, ey IU;QK_Q] sorozatparhoz, amelynél
(s) Ne=0 (1i<ro)  pmy =0 (1<j<rw),

taldlhat6 olyan ¢ € TA fiiggvény, hogy ¢ (z) = g, ¢ (zn) = e (€ =1,...,N). Ezért
az ilyen sorozatokkal

K-1 K-1
Z D fE ) @) Ak o1+ Y (=D FE @y ) o1+
-1 =1
~ (o) [0 b (o) [N 0 g
- Z ‘s 0[ | Z ‘s 0 LNy P
=1 e =1 N

A M\ ill. p sorozatok egymastdl fiiggetlentil véalaszthatok, ezért kiilon is

K-1 K-1

(K40 B (K100 _
;:1( n°f (o)A —r—1 ;:1( D°f ml_O[Dl)‘]K—E—l =0,
- 0 p(K+0) - ¢ p(Kto) | TN 1

-1 + 1 — E -1 + D, =0
Z:l( ) f (TN )pE—0-1 £:1( ) f mel—O[ N /“L}K—E—l

az (5)-et teljesité sorozatokra.
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HERMITE-3 SPLINE-OK (ND)

3-adfoké Hermite-spline (1D)

Emlékeztets. f; = (z1, f1,m1),fa = (2, fa,m2) € IR, 1 < 5 esetén
P = Pfl,f‘z c POlg(IR) P(Cl}k) = fk, Pl(l‘k) = Mg (k? = 1,2)‘

JelOlés. CINT(fl, f2|x) = P, £, (x) gyakran az irodalomban. (CINT~-cubic interpolation).
Alapfvg-ek:  @gqp = CINT((a, 1,0), (b,0, 0)| . ), VYed = CINT((C, 0,1),(d,0, 0){ . )
Megengedett esetek a > b, ¢ > d is.

ABRA
Gyakorlat. ¢, (z) = (x—b)*(Az+B), Y a(x) = (r—d)*(Cz+D) forménal A, B,C, D =?
Definicié. zg < 21 < --- < xn esetén az F = {fk k= O,...,N}, £, = (zk, fr,mk)
fiiggvénycsira kobos Hermite-spline-ja

CINT(F,z) := [S(: [vo,on] = R) : Slex-1,24] = CINT(f 1,6 ) (k=1,....N)],

Propozicié. Az S := CINT(F|---) Hermite-spline C'-sima, de nem feltétleniil C*-sima
fov, amelyre S(xg) = fr, S'(xx) = mp (k=0,...,N). Az x € [xt_1,7k| pontokban
eqyértemi eqyutthatokkal

S(:L’) = fki*lgpil?k—lamk (:L‘) + mkflqﬂxkfl:mk (CL‘) + fksoxkyl’k—l (x) + kaymk—l(x)‘

Bizonyitds. Direkt verifikdlds. Adott k-ndlaz f:= @u, | 20y 9= Vo 1 ons [ = Papoan_1s
g =Yy, o, fvek és derivaltjaik mér az xp_1, x; végpontokban is lin fgtlenek:

f(@-1), f(ax), f(@r-1), F(2n)] = [1,0,0,0] l9(zx-1), 9(zr), ' (2x-1), ' (z1)] = [0,1,0,0]
[Flae), F@n), F (@e), F ()] = 10,0,1,0], [g(ar—1), G(@x), 7 (2x-1), 7 (z4)] = [0,0,0, 1]

Példa. Nem C?-sima kobos Hermite-spline: CINT((—I,0,0) (0,1,0),(2,0,0) ‘ )
Catmull-Rom spline. 2y < 71 < -+ < zy esetén az F = {fk : = 0,. N}
i = (xk, fr) figgvénycsira Catmull-Rom-spline-ja

CINTcg (F|-) := CINT(F|-), ahol F:={(zy, fy,ms):k=0,...,N}, meredekségei

f1—fo Jr1 — fr—1

mo := , myi=—-—7—"— (0<k< M), mN::fN_—fN_l.
I1 — Zo Th+1 — Tk-1 IN —TN-1
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Kobos Hermite-spline 2D-halo felett

Adott: azxg <z <---<zxN, Yo<y: <---<yy beosztasokkal a
H:={(z,y0): 0< k<N, 0< <M} 2D-hdlé, és rajta az

F = {fk’g : 0 S k S N, 0 S 14 S M}, fk,g = («'Bk,yﬁafk,é,m;(c g,m](cyé) ﬁiggvénycsira.

Megkonstrualandé olyan S : [xg, xn] X [yo,ym] — IR fgv, amely Ci-sima, (z,y)-polinom

az Osszes Iy ¢ := [Tr—1,2k] X [Ye—1,Ye] intervallumokon, és amelyre mindig

95 (2) 05 (v)
* S(x ) = » =My, S =m;,.
(*) @90 = Jet B o ~ "0 By gz

Természetesen a megoldds nem egyértelmii (ha létezik).

Alapfgv-ek:

Pab @ Peyd (IL’, y) = @a,b(x)@c,d(y)7
Pab @ Yed : (z,y) = Qpa,b(x)@bad(y):
wa,b & Pe,d - (ZZJ, y) = wa,b(m)WC,d(y)'

Megjegyzés. A 1, ,@¢cq fgv és x, y-szerinti parcidlis drivaltjai mind = 0 az [a, b] X [¢, d]
intervallum hataran. Ezért nem vesszk alapfgv-nek.

Legyen az I := [a,b] X [c,d] (a>b,c>d megengedett) 2D-intervallum tetsz. rogz..
Jeloljiikk a csicsait P := (a,c), Py := (a,d), P, := (b,c), Pyy = (b,d)-vel, és tekintsiik
rajta az

f=0ap @ Ped, 9:= Pap @Vea, hi=ap(T)pealy)

fgv-eket.
ABRA
Lemma. A Q € [I csﬁcsai] pontokndl a ¢ = f,qg,h fov-ekre
$(Q), $(Q), 8,(Q) = 0 kivéve f(P) =g, (P)=hy(P)=1.

Az I intv éleinél pedig

Tétel. Az S(z,y) := CINT(F!( ) fov alakja az Iy = [xk—1, k] X [Ye—1,ye] interval-
lumon a Py := { D,q,7,5) : (Tp,Yr), (Xq,Ys) Ike atellenes csflcsai} jeloléssel

fla,)) = gea, fr(a,)) =0,9(a,") =tpea, gu(a,) =0,h(a,-) =0, hy(a,) = e,
f,) =0, fi(b,-) =0,9(b,-) =0, g, (b,-) =0,h(b,) =0, hy(b,") = ¢ca,
fC0) = @ap, fu(e) =0,9(,¢) =0, gy(,¢) = Ve, h(-, ) = Yap, hy(,c) =0,
fed)=0, fi(-,d) =0,9(-,d) =0, g,(-,d) = 0,h(,d) = pap, hy(,d) =0.
y)
)

Z [qu‘:%p,xq )y, (Y )‘f’m(x)wxp zq (T )@yr,ys(y)‘i‘m(y)‘%qu( JVy,.y. (y)]

(pzq,r S)GPkg
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Hermite-3 spline N-dimenziéban

Adott:
w) <2 <o<a® e <P <o <@ 2 <2 << g
beosztasokkal a
H .= {(x,(ell),,x,(cjj\\?) 0<k; <my (i :O,...,N)}
ND-hél6, és rajta az
F={f,hn: 0k <1y (i=0,.., W)},
B ohn = (xl(i) Ec],\vr)afkl Lk N7ml(cll) Ko 7ml(c]1V)kN)
fliggvénycsira. Megkonstrualandé olyan
S [ (1), fﬂl)] X [x(2), g)] - X [a:(()N),:l:,(fJX)] — R
fgv, amely C;-sima, (x(l), e ,:U(N))—polinom az 0sszes
Ty 1= [ i) o [agl) )]
intervallumokon, és amelyre minden ki, ..., ky mellett
() S m)) = Frbns Spe (@) m)) =m) o (=1 ).

Tétel. Az S(ac(l)7 e ,ac(N)) = CINT(F‘(m(l), cee ac(N))) fov alakja az Iy, .. . inter-
vallumon a

Pry,o by = {(pLQIa---»pN»QN) :

(901(,11), . xz(,]]\vj)), (a:,(ﬁ), .. xg]p) Iy, ... ky 8tellenes csflcsai}
jeloléssel :

N
S(x(1)7 e, x(N)) — Z {fpl,..-7p1v H gom;i_)yxéz) (x( )
=1

(P1,91,---)€
EPLy,.... kN
+Zm(‘7) Vs o), <a> (z19) HSO o (i))]-

i:i#]
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2D-SPLINE HAROMSZOG-HALO FOLOTT

Alapfgv-ek po, p1,p2 € IR? egy nem-degeneralt hiromszog A := co{pg, p1,p2} csiicsai.
o, 0,0 :[0,1] — IR adott C2-sima fgv-ek:

®0)=1, @'(0)=o(1)=2'(1) =0;
V() =1, T(0)=T(1)=T(1)=0;
©0)=1, ©O(1)=0 (lehetdleg © = D).

Posztulatum. Adott (po,p1,p2) mellett (a sorrend fontos) a © = ©p, p1.pas ¥ = Upo.p1.ps
alapfgv-ekre teljesiiljon o, € C*(A), és

1) ¢,V :co{p1,p2} = 0,  Ve(po) = 0;

2) (1) = ¢((1 — t)po + tp1) = ©((1 = t)po + tp2);

3)u L pr—po, w L pa—po esetén (Vo ((1—t)po+itp1)|u) =0, (Vo ((1—t)po+tpsz)|w) = 0;

ABRA

1) 4, Vip i co{p1, p2} = 0, : co{po, p2} = 0;
2') W(t) = ¥((1—t)po + tp1)
3') w L py — po esetén (Vo ((1 — t)po + tp2)|w)/O(t) = Const.

ABRA

Tétel. Legyen Aq,...,Anr egy hdromszégelés a aq,...,an csucsokkal. Ekkor tetsz adott
M

[(al, fl,mgx),mgy)), .oy (an, fN,mg\a;),m%))} fgc-csirdhoz taldlhatd olyan F: | A — IR
k=1

Cl-sima fgv, amely A; = co{ag, a{, ag} haromszdégon (egyértelmii) linedris kombindcidja a
¢aé:a{,aj Y ¢aj J ag’ ¢a;:a%:a{ le waj J (ﬂ- e PERM{O’ 17 2}) fgv_eknek

J
1,03 7(0)° % (1) % (2)

ABRA

Sejtés. A posztulatumok teljesitheték polinomialis fgv-ekkel.

Legyenek A, B,C € IR? egy haromszog csticsai. Ekkor a velilk szemben levé a, b, ¢ eldale-
gyenesek megadhatdk (egyértemiien)

a = (61 = O) = {p : fl(p) = O}, b:= (62 = O), C = (EO :O)
alakban, ahol mindegyik ¢j, affin (lin+const) fgv, és

lo(A) =£y(B) =0, £o(C) =1,
(1(B) = £1(C) =0, £1(A) =1
05(C) =Lla(A) =0, £2(B) = 1.

ABRA

Eszrevétel: valamely go, g1, g2 € IR? vektorokkal Vi, = g.
Masrészt fo + 1 + {5 : A, B,C + 1, az affinitds miatt ¢y + ¢ + {5 = 1.
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A a,b, c oldalegyenesii co{ A, B, C'} haromszog metrikus adataival kifejezve

_ dist(p, c) _ dist(p,a) dist(p, b)

YO e 1w 4P G

A gr = V/; konstans gradiens-vektorok kifejezheték az M, My, M. magassagi talppon-

tokkal:
C — MC A - Ma B - Mb

0= Gst(C, 02 T dist(A,0)2 2T dist(B,b)2
Innen specidlisan  (go|go) = dist(C, )72, {g1]|g1) = dist(A,a)72, (g2|g2) = dist(B,b)"2. A
haromszog A, B, C-nél levé a, 3, szogeivel pedig

(g1]g0) = — cos (3 (galgo) = — Cos
JUION = " 4ist(C, o) dist(A, @) 297 T T qist(C, o) dist (B, b)

Olyan f : IR? — IR polinomi4lis fgv-t keresiink, amely = 0 ¢ mentén, 1-et vesz fel C-nél,
az ABC héaromszog oldalain normalis irdanyu derivalt = 0, radasul az alakja az AC, BC'
szakaszok felett egy adott (a végpontokban 0 derivélti, az egyik végpontban 0, a masikban
1 polinom) alaki ® fgv. Azaz

f=®l) + 3l Ly P (4, 05),
ahol ®(t) = t%(3 — 2t) + t3(1 — t)%p(t)

valamilyen ¢, P egy- ill. 2-valtozés polinomokkal.
Tekintsiink egy p € a pontot. Itt
l1(p) =0, t:="Lo(p) mellett lo(p) =1—t(=1—4o(p) —l1(p)), és ezért

V£(p) = @' (bo(p)) Vio(p) + Lo(p)*l2(p) P(0, L2(p)) V1 (p) =
= (t)go + t*(1 —t)P(0,1 — t)gy.

A normaélis irdnyu derivélt eltiinése p-nél: V f(p) L g1, azaz (V f (p)‘ g1) = 0. Vagyis a

(golg1) dist(A, a)
= — = — cos
M= e disy(C,e) P

konstanssal

P(Ovl_t):71

@' (1) - [EE220 o) + (1= 1)/ (9] t-polinom.

2(1— ¢ ¢
Ez csak akkor lehetséges, ha t = 0 esetén is 6 + 2¢(0) = 0, vagyis ha ¢(0) = —3. Ekkor

P(0,0) = %gr{ P(0,1—1t) = [6—2p(1)]mn.
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Megismételve a gondolatmenetet a p € b pontokra, az 1 <+ 2 indexcserével és a P(0,1—t) <>
P(1—t,0) cserével kapjuk a P(0,0) = [6—2¢(1)] 72 konkluziét, ahol vo= —(go|g2)/(g2]g2) =
[dist(B, b)/dist(c, C)] cosa. A P(0,0) két kifejezésének osszehasonlitdsaval ldtjuk, hogy
minden lehetséges hdromszogre pontosan akkor alkalmazhaté a ® polinom, ha P(0,0) = 0,
azaz ha (1) = 3. Mivel ¢(0) = —3 is,

o(t) = (=34 6t) +t(1 —t)po(t) valamely ¢o polinommal.

A P(0,0) = 0 reldci6 a P(s,t) =3} 4 cres®tt sorfejtésre nézve azt jelenti, hogy

P(s,t) = Z CkOSk + Z Coete + st Z Ckgskfltgfl = P(s,0) + P(0,t) + stPy(s,t)
k>0 £>0 k,0>0

valamilyen Py(s,t) 2-véltozds polinommal. Visszahelyettesités utan

f=®(l) + L301L2P(¢1,¢5), ahol

®(t) = t3[(10 — 15t + 6t%) + (1 — t)%po(t)],
P(0,1—1t) =7m06(t), P(1—1t,0) =~0(t), ahol
O(t) := (1 — ) [30 + (3 — 6t)po(t) + (1 — )y ()],
P(s,t) = 70(1 —s) + 1101 —t) + stPy(s, ).

Legegyszeriibb megfelel6 valasztas: ¢o(t) =0, Py(s,t) = 0 mellett

O(t) = 3(10 — 15t + 6t°), O(t) = 30(1 — 1), P(s,t) = 30(725 + mt),
f=@((lo) + Ll P by, 62) = €3[106g — 1565 + 605 — 300102(72l1 + Y162)].

Propozicié. a) p € c =co{A,B} = f(p) =0, Vf(p) =
b) pr 5= (1) BHC € a=cofB.C} = J(p) = B(0), T 1) — ®/()ist(B. C)*(C— B
c) gs == (1-t)A+sC € b= co{A,C} = f(q) = ®(s), Vf(q

)
) &' (s)dist(A, C)2(C—A).

-Q a apkﬁegy@ R? 5 R
+ G5 (p)VQ(p) =

l1(pt) =1 —t. Innen

Bizonyitds. a) p € ¢ esetén mindig ¢o(p) = 0. Mivel

f=
polinommal, f(p) = £ (p)*Q(p) = 0 és Vf(p) = 26(p)Q(p )
b) Eszrevétel: lo(py) =t, £1(ps) =0, la(ps) =1 — Lo(ps) —

f(pe) =@ (Lo(pr)) + Lo(pe)*l1(p)l2(pe) P (1 (pe), L2(pr)) = @ (Co(pr)) = (1)

Tudjuk: f konstrukciéja szerint Vf(p;) L VUi (p:) = ¢1, azaz V f(pi)||c, ami azt jelenti,
hogy a V f(p:) gradiensvektor a C'— B vektor skalarszorosa. Ha V f(p;) = \(C' — B), akkor
4| _ flpr) =(Vf(p)|C — B) = (A(C — B)|C — B). Ezért

@
dr lr=t

C—-B C-B

Vfpt) = =B~ ‘I)/(t)m-

f(pr)
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c) Analég b)-vel.

Kovetkezmény. Ha az A csics helyett eqy co{ A, B, C'}-n kiviili A ponttal (és wvdltozatlan
B, C-vel) megkonstrudljuk az f-nek megfeled f fqu-t, akkor f és f Cl-sima médon kap-
csolédnak a co{A, B,C}, co{A, B,C} hdaromszégek co{B,C'} kizds szakaszdn.

Bizonyitas. Az a)b)c)-beli formulék fiiggetlenek A-tdl, csak B, C' kifejezései.

Ezutén olyan h polinomot keresiink a co{A, B, C} haromszogon, amelynek gradiense a C'
cstcsnal egy adott g € IR? vektor, h(A) = h(B) = h(C) = 0, a ¢ oldalnal 2-odrendben
eltlinik (oszthatdé (2-tel), és az a,b oldalakon a p;,qs pontokndl h(p;),Vh(p:) képlete
ill. h(gs), Vh(gs) képlete felirhaté (kanoninikus formaban) a (¢, g, B,C) ill. (s,g,A,C)
valtozokkal.

Propozicié. Az {(p) := (p — C|g) affin funkciondllal a h:=£- f szorzatfgv megfelel a
kivanalmaknak.

Bizonyitds. Mivel (3 osztéja f-nek, osztéja h-nak is, azaz h masodrendben eltiinik c
koril. Mivel ¢(C) = 0, teljesiil A(C) =0 is.

Tekintsiik a p; := (1 — t)B + tC pontokat az a szakaszon. Eszrevétel:

Upe) =((1—t)B+tC —Clq) = (1—t)(B—Clg).

Ez csak (t,g, B,C) fiiggvénye, igy t — h(p:) = €(p:) f(pe) is az [el6z6 Prop. b) miatt].

Szintén el6z6 Prop. b) szerint

Vh(p:) = Lpe)V f(pe) + f(pe) VE(p:) =
= (t — 1){C — Blg)®'(t)||C — B||"*(C — B) + ®(t)g.

Ezis csak (t, g, B, C) fiiggvénye (rogzitett ®-nél). Hasonlan h(qs), Vh(gs) is csak (t, g, A, C)
fiiggvénye. Végiil

VA(C) = Vh(p1) = (1 = 1)(C = Blg)®'()||C ~ B|7*(C — B) + ®(1)g=0+1-g=g.

Kovetkezmeny Adott g € IR? mellett, ha az A csics helyett egy co{A B, C}-n kivili
A ponttal (és valtozatlan B, C-vel) megkonstrudljuk a h-nek megfeled h fgu-t, akkor h és

h CY-sima médon kapcsolédnak a co{A, B,C}, co{A, B,C} hdromszigek co{ B, C} kizis
szakaszdn.
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GYORS DISZKRET FOURIER-TRANSZFORMA CIO

a = (ao,a]_?...’an_]_) c (Dn
W, 1= e~ 2T/ Q, = [wgq};;io € Mat(n,n, C)
a:= (ao + alwﬁ + a2w¢21k + -+ Gn—lwr(znil)k k=1,... ,n) = afd,

a= a%sz; = a%Q_n, mivel Q, = /nORT madtriz.
Lemma. Legyen ¢ := (ag,bo,a1,b1,...,an_1,bp_1) € C**. Ekkor

[E}k:[ﬂk"’_wlgﬂ@}k ha 0<k<n-—1,
[E]nwz[a]g_wgn@]e ha 0<f<n-—1

Bizonyitas.
€], = a0+ bowh, + arwih + biwdh + -+ arwl I 4 b TP =
n—1 n—1
. 2 _ n o __
— akw;’zp + Z bkwgik-l-l)p __mivel w5, =wn, wy,=—1
k=0 k=0
— |7 p
- [a]modnp + (_1)[]9/”}&)2” @} mod,p
Kovetkezmény. A J, := diag(1,wa,, . ..,wh ') matrixszal

(a07b07a1,b1,...,an_l,bn_l)/\: (a\?aLn? ahol Ln — |:In In :| '

In  —Jn
Algoritmus (ao, ..., a2N_1)A kiszdmitasara
N 1épés
1) (CLO, CLQN—l) N (G,]_7 a2N—1+1> g ey (CLQNil, O,QN—1+2N—171)

) (a2N—£p+k cp=0,...,20 — 1)/\ (A =0,...,2¥7%) Kkiszdmitdsa
(agv—-vpip: p=0,...,277=1)  (k=0,...,2Y"¢=D 1) alapjan:

(G’QN_ep+]g L p= 0,...,2e — 1)/\:
— [(CLQN—(Z—I)M : p:0, e ,26_1 _1>A, (CLQN—(E—l)p+k+2N—(£—1) . pZO, o 25—1 _1)/1 L2e71
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Minden /) 1épésben 2V—¢ db. 2¢ hosszti vektor Fourier transzformaltjit szamitjuk ki 2V
szorzéassal. [Az wy,ws,wy,...,won konstansok mar elévannak készitve|.
Tehat N2V szorzas elegendd. Ezzel szemben aQ2ynv-hez (2V)? szorzés kell.

Megjegyzés. frjuk fel a 0,1,...,2Y — 1 indexeket 2-es szdmrendszerben, majd ezeket
a 2-es szamrendszerbeli alakokat forditsuk meg. Olyan sorrendet kapunk, hogy az ala
képezhet6 bindris fa szerint haladhatunk az algoritmusbeli duplézassal.

Példa. (N = 3)

000 001 010 011 100 101 110 111

000 100 010 110 001 101 O11 111

0 4 2 6 1 5 3 7
(0,4)  (2,6) (1,5) (3,7)
(0,2,4,6) (1,3,5,7)
(0,1,2,3,4,5,6,7)

Lemma. (A Megjegyzés alapja). A Tpla1as...anle = [apan_1...a1]ls (a1,..., 0, =
0,1) leképezésre* dllnak a kévetkezdk:
1) T, :{0,1,...,2" — 1} < {0,1,...,2" — 1},
(2) T {0 : 2km < £ < 28(m + 1)} mindig eqy 2"~ *-differencidji szdmtani sorozat.

Bizonyitas. (1) trivialis.
(2): 2-es szamrendszerben az {f : 2"m < ¢ < 2¥(m + 1)} halmaz tagjai

[B1B2- .. Bn—koi ... agle (o1,...,a =0,1), ahol [B1 ... Bp_k]2 = m.
Vagyis az m := [Bp—k . .. f1]2 = Tn—k(m) szdmmal

Tn{E:ka§€<2k(m—|—1)}:{[ak...alﬁn_k...ﬁl]g:al,...,ak:(),l}:
= {2”_k[a1...ak]g—I—[Bn_k...ﬁl]g:al,...,ak :0,1} =
={2"*r+m:r=0,...,2"-1}.

*larag . .apla =27 nag + 2" 2ag + - - + 2%, a 2-es szdmrendzerbeli érték.
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