LINEARIS HIBA-ANALIZIS

Alaphelyzet: A,0A € Mat(N,N,IR), b,0b,z,0x € Mat(N,1,IR) adott matrixok ill.
oszlopvektorok (itt 0 nem operdtor, csak "hibatagra” utalé jel6lés), ahol

Az =b (az idedlis egyenlet), (A+ 0A)(x+ dx) =b+ db (a szdmitott megoldas).

Feltevés (technikai): det(A) #0, ||A716A| < 1.
Megjegyzés. Ekkor A + JA is invertalhaté. Nevezetesen

(A+054)~1 = [A(l + A_lcSA)] -

_Z AtsA] AT

I(A+38A4)7HI < Z [AToA|" AT =

n=0

—(1+A7164)71 A7 =

1A~
1—[[A-16A]

Emlékezets: K(A) := || A| |A7Y|| az A métrix feltételi konstansa (conditional constant).

Alaptétel (az adatérzékenységrél). A feltevések mellett a relativ hibakra

1oz _ _ K(A) (HMH N H5bH)'
[zl = 1= [[AZESA X [[Al - []o]

Bizonyitas. (A+0A)(x + dx) =b+ b, Ax =b, = (§A)x + (A+ 0A)dx = db,

6z = (A+6A4)""'[6b— (6A4)z],
6z < [1(A +8A) 1[I0l + loA] 1]

ox b
< sayy 1L+ joan]
B |||
Eszrevétel:
Az = b=]b|| = || Az],
[oll < [[A]l |,
Al
[ 12
Vagyis

16|
]l

_ b
< a2 (Tl + oy <

A1 (wm nn>
<Ay + 1O%Y - Quied.
Ty VL AT
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Kovetkezmény. ||[A7Y| |04l <1 =

[6] K(A) 15A[, lobll
ol = 1= K(A)[5A/]A| < I )

Megjegyzés. A || -|| norma tetszéleges IRY = Mat(N, g, ,IR)-beli norma alapjan lehet.
Mi ltaldban a [|2]ls := [N, 22]"/%, IB|l2 := sup {|| B2|lz : ||2]l2 = 1} euklideszi normit
hasznaljuk. Erdekes geometriai tény:

1 [ I0A]l2 }
= min : A+ 0 A nem-invertalhaté
Ky (A) { |All2

Becslés komponenensenként (db = 0 ill. A = 0 esetén).

Jelolés: |Z| = [|z”|}fi1j\i1 tetsz. K x M-es métrixnal; el := [i. egységvektor].
Tétel. Tegyiik fel, hogy [JA| < ~|A], [§b] < | | az (A + 0A)(z + dx) = b+ 0b
adatérzékenységi egyenletnél. Ekkor az sl := [ TA-1  sorvektorokkal

(1) ismert 6b = 0 és ismert T := x + Jx esetén 65| < ~|sll]1A] |2);

6i] __|s|1p

= 4 , (4]
(2) A =0 esetén |0z;| < ~|st™]]b], izl <~ 5]

Bizonyitas. (A4 dA)(x +dz) =b+ b =

Adz = —(0A)(x + dx) + db,
bz = A7 (6A) (2 + 6x) + 6b],
oy = [Tz = [e)TAT = (6A) (x + 6z) + 6b] =
= sl[—(64)(z + 6x) + 6b].

(1) HA 6b =0, |6x;| < |sl||6A| |z + 6z | < ~|sl| |A]|Z];
X
(2) HA 6A =0, |6z < sl |00] < ~v|std] 0],
il _Istllel__|stljo
i~ JeAIy] = sty




ELIMINACIOS MODSZEREK

m n

Adottak: A:= [aij}¢:1j:1 € Mat(IR,m,n) (m x n)-es valés matrix,
b:=[B1,...,0m]T € Mat(IR,m,1) m-es oszlopvektor.

Cél: Oldjuk meg az Az =b egyenletrendszert, azaz
hatdrozzuk meg azon x := [£1,...,&,|T € Mat(IR,n, 1)
vektorok halmazat, amelyekre

041151 + - +a1n£n = 51 )

O‘mlgl + - +ann£n = ﬁm .

m

Tétel. Legyen T := [Tij}
szer jelentése

Z-:lz-nj:l € Mat(IR,m,m). Ekkor a TAx =Tb egyenletrend-

m1[(E) l.sora] + 12 [(E) 2.sora] + -+ 71, [(E) m.sora] ,

721 [(E) 1.sora] + m2[(E) 2.sora] + -+« + 72, [(E) m.sora] ,
(TE)

Tm1[(E) 1.sora] + T2 [(E) 2.sora] 4 -+ 4 Ty [(E) m.sora] .

A (TE) egyenletrendszer megolddsai pontosan ugyanazok, mint az eredeti (E) rendszeré, ha
T invertdlhato. Ha det(T) = 0, akkor van olyan A mdtriz, amelynél {(TE) megoldésai} #
(TE) megoldésai}. O

Példa. [Klasszikus Gauss-elimindcio.

Tegyiik fel, hogy m = n és az (E) egyenlet A métrixdnak minden [ov;] g (k=1,...,n)

ij=1
féminora invertalhato, azaz

5k = det [aij}kal 75 0.

Ekkor (E) megoldésait a kovetkezé (TE)-tipust lépésekben taldljuk meg.
A 2.3.---n. sorokbdl kivonva az 1. sor alkalmas tObsszoroseit, eltlintetjik (elimindljuk)

az 1. oszlpban a foatlé alatti elmeket. Matrix-alakban: az I := [egységmétrix}, I,y = [1
a (p,q) helyen, 0 masutt] (n x n)-es matrixokkal

(AM) AWz =M ahol AD .=T7MD 4, pD) .= 7Dy,
71 ::[_%[21_..._% L
11 ai

Ez megtehetd, mivel oy = 6; # 0. Eredmény: A tagjaira agjl-) =0 (i>j=1).

Ezutan rendre k= 2,...,n— 1 mellett a kovetkezot tessziik.
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k)

Tegyiik fel, hogy az 1) ... k—1) lépésekben mindig csak nagyobb indexti sorbdl vontunk ki
kisebb indexti (felettiik lev6) sorok tobbszoroseit, és ezzel mar megkonstrudltuk A®*—1)-et
ugy, hogy az els6 (k — 1) oszlopdban a f64tl6 alatt 0-k vannak.

Ekkor a (k+1). (k+2).- - - n. soraibdl kivonva az k. sor alkalmas t6bbszoroseit, elimindljuk
az els6 k oszlopban a foatld alatti elmeket:

(AR) AR g = b  ahol AR .= ) A1) (k) .— (k) p(k-1).
](gk 112: (k—1)
k) ._ +1, nk
Tk . T _ O 1)[k+1k ..._W[
Qg Xk

Eredmény: A®) tagjaira o) =0 (i>j <k) &l

Ez megtehetd (azaz oz,(clz_l) # 0) a kovetkez6 okbdl. Mint elemi linedris algebabdl ismert,
egy matrix determindnsat nem valtotatja, ha egyes soraibdl mas sorai tobbszoroseit kivon-
juk. Az 1)...k — 1) 1épések sormanipuldciéinak hatdsa a féminorokon nem hoz be rajtuk

kiviili sor tobbesének kivondsat. Ezért
det[ ”] —5 A0  (1<l<k)

1,7=1

(k— 1)}"?—

ij 2,7=1
alatt). Ezért £ = 1,...,k — 1 mellett §; = det|a (Z)].J L= Hle agf_l). Specialisan

(k D= 8k /0k_1 # 0, ami bizonyitja, hogy az (A®*) dtalakitds jél-definidlt.

A konstrukcié szerint az [a féminor felsé triangularis (0-k vannak a féatléja

Befejezés:

Az (n — 1). 1épés eredménye felsé-trianguldris A1 matrix, amelynek fé64tléjaban a
01,02/01,...,0n/0pn—1 # 0 szdmok &llnak. Az Am=1) g — pn=1) egyenlet egyszerli
visszahelyettesitéssel megoldhato:

£, = ('n 1) /al! (n— 1),

n—1 —1 'rL—l
fk—[l(c : Z€Z>kz ke )f] ( : (k=n—-1n-2,...,1).

Definicié. A € Mat(IR m,n) indikdtormdtriz (vagy helymdtriz), ha a tagjai csupa
0,1-ek. Az A= [aw] i—1j—1 Matrix indikdtora (helymdtriza)
m m

X(4) = | [1 ha ag; 0, 0ha ay; =0]]

i=1 j=1
Legyen A € Mat(IR, m,n) egy indikdtormétrix, és ezzel

Zn ={Z e Mat(R,m,n): x(Z) <A} .

Megjegyzés. Egy Z € Zx matrix minden olyan helyén 0 all, ahol A-ban 0 van. Az
AGB = [amﬁwL 1=1 pontonkénti szorzdssal Za = {Z: A G Z = Z}. Ez mutatja,

hogy Za altér Mat(IR, m, n)-ben.



Definicié. A T € Mat(IR, m, m) matrix A-tartd, ha TZ € Zn valahdnyszor Z¢€ Zn ;
Ta = {T € Mat(IR,m,m) : det(T) #0 és T A-tart6} .

Lemma. A T = [Tij]m matrix pontosan akkor A-tartd, ha

ij=1
(T) Vi, j Ti; #0 = [A isora] > [A j.sora] .

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (x) teljesil, és legyen Z € Za. Beldtandé: TZ € Za.
Tekintsiink egy ¢ indexet, és legyen J := {j : 7; # 0}. Ekkor [TZ i. sora] =
> ies Tij [Z j. sora]. Eszrevétel: () miatt barmely j € J indexre Z j. sordban 0 4ll
azokon a helyeken, ahol a A métrix ¢. sordban 0 van. Ezért [TZ i. sora] -ban is 0 van
ott, ahol A i. sora} -ban 0 van. Az i index tetszdlegessége miatt ez épp azt jelenti, hogy
TZ € Zp.

Forditva: tegyiik fel, hogy (%) nem teljesiil. Ekkor valamely i,j, k-ra 7,5 # 0, dit, = 0
és dj, = 1, ahol dpy = [A Pq. tagja}. Most a Z := I;;, vélasztasra [TZ 1. sora} =
Tij [Ijk 7. sora}. Mivel d;; =0, most nem lehet T'Z =TI, € Za. O

Kovetkezmény. T pontosan akkor A-tartd, ha X(x(T)A) < A.

Bizonyités. Vegyiink egy tetsz6leges i indexet, éslegyen J :={j: [x(T)]; # 0} ={j:
15 # 0}. Ekkor [x(T)A i. sora] = dies [A j. sora]. Itt pontosan akkor 4ll 0 azokon a
helyeken, ahol [A 4. sora]-ban 0 van, ha (x) teljesiil. O

Definicié. Egy A € Mat(IR,m,n) maétrixon végrehajtott szigord elimindcié (sorma-
nipuldlé elimindcié) alatt olyan nem-sziguldris (nem O-determindnsi) T, ... T ¢
Mat (IR, m, m) matrixokkal val6 bal-szorzas-sorozatot értiink, amelyre az

() AW =704 A® =7 A0 = () gD

matrixoknal

x(4) > x(AV) > > x(4)
Megjegyzés. Ez a fogalom til naiv. Példa: az egyszeri Gauss-eliminaciot az A := H é]
matrixon a T = [_} (1)] bal-szorzas adja az AV = TM A = [(1) _ﬂ eredménnyel. Vagyis
ez nem er0s eliminacié. Az jé eliminacié-fogalom ennél bonyolultabb: tervet kell magaba

foglalnia arrél, hol akarunk kinullézni.

Definicié. Legyen [1] = Ag > Ay > Ay > --- > A, egy szigordn csokkend (m x n-es)

helymétrix-sorozat, T, ... T(=1D pedig m x m-es matrixok. A (x%) sorozat szabdlyos
(reguldris) elimindcidja az A matrixnak a [Al, ce Ar} null-helyekkel, ha

AR ezp, 68 T €T, . (k=1,...,7).
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Megjegyzés. A klasszikus Gauss-eliminacio szabalyos, ahol

k n n n (k—1)
_ _ k) _ Yk
N LU ED D DR IRV B M LR B Dl =
j=1i=k+1 i=k+1 i=k+1 Yk
Definicié. Az A, AM ... A" elimindcié k. 1épése elemi Gauss-1épés, ha vele kinullg-

zunk (elimindlunk) egy (p, ¢)-indexii matrixtagot a p. sorbdl kivonva a egy mésik s. sor
alkalmas tObbszorosét:

(k—1)
(8% ’

Ap=0pq1— Iy, TV =G =1- %Im, p#s alaki.
asq

elemi Gauss-

Gyakorlat. A klasszikus Gauss-elimindcié k. lépése megteheté (n — k)
n—1
ri=),_,(n—k) =

1épéssel. Tehat a teljes klasszikus Gauss-eliminacié megteheto
(n—1)(n—2)/2 elemi Gauss-lépéssel.

Példa a Gauss-eliminacié numerikus instabilitaara

x + 10001y = 10001 . x + 10001y = 10001 N y = 0.9999
x4+ y=2 —10000y = —9999 z = 10002 — 10001y = 1.0001

Ha az y ~ 1 kerekitést hasznéljuk, akkor a visszahelyettesitésnél
x = 10001 — 10001y ~ 10001 — 10001 -1 =0 << 1.0001.

Klasszikus Gauss-elim. matrix-nyelven.

A= [aij]N det(A|k) = det[aij]ﬁjzl % 0 (]C = 1, NP ,N)

1,j=10

Ap = A vételével és rendere k =1,2,..., (N — 2) mellett
Al'my, € Mat(N—k, 1) oszl.vektor 3! uy € Mat(1, N—k+1) sorvektor 3! Ay € Mat(N—k, N—k)

[u1 . . ] [Ul . . ]
]szl 0 0 0 [UQ . ] 0 [UQ . ]
0 1 0 . = .
0 — MMy IN—k 0 - 0 [uk_l] 0 - 0 [uk]
0 - 0 Ay, 0 - 0 A
Innen jon az A = LU alsé-fels6-triang. felbontas az (N —2). 1épésben (ahol uy_1 := An_1):
[u1 . . i .
1 0 Il 0 0 INfg 0 0 0 [UQ . . ]
my In-—1

0 mo [N_Q 0 MN—2 I2 0 - 0 [UN_2 ]
o0 0 un_i
A féminorokra Al = L|kU|s, ahonnan det(A|;,) = det(L|)det(U ) = [1r_, Usi.
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LU-felbontas. Legyenek rendre k =1,2,..., N — 1 mellett
U, € Mat(N — k, 1) ill. u € Mat(1, N — k + 1) sor- ill. oszlopvektorok, és veliik

[ 1 0 o - 0 0] Cuy _ . _ ui] T
[ 1 0 - 0 010 uy . . . U]
A=LU = [£2] 1 0 0 S |
. . . ] 0 0 0 0 - [uv—1 uNn-1]
L) L) 6] - len—q) 1) LO 000 [un] |
Ekkor egyszeriien
1
= [A 1.sora}, /1 = o [A l.oszl. a 2.elemt61}.
11

Tegyiik fol, hogy w1, ¥¢1, ..., uk, { ismert. Ekkor az

! 0 0 T
l
[41] | 0 i - )
Ly=| - le eMat(N,k), Up:==| ¢ . . | eMat(k, N)
: g 0 0 [u - ug
L[] - [l]
matrixokkal
0 0 .
A—- LU, = [0 Ak] , Ap = [Lk utolsé N — k sora} [Uk ut. N —k oszl.],
1
Upt1 = [Ak 1. Sora], i1 = m[/lk l.oszl. a 2. elemt(ﬁl].
LDU-felbontas Gauss-eliminaciéval
Feltevés. A = LDU, ahol L = [E,-]-LSKKN also-triangularis 1-atléju-, D = [dm}i\il

nem-szinguléris diagondlis, U = [uij}l <i<i<N fels6-trianguléris 1-atl6ju matrix.

Parketta-algoritmus. A — (L, D,U) direkt kiszdmitésa.
Rendre (azaz egymés utan) k = 1,2,..., N mellett

drr = agr — E Cridii ik,

1:1<k

ukj:[akj—ZKkiuij}/dkk (j:k—l—l,...,N),
1:1<k

gik = [aik— Z&Jd“ujk}/dkk (i:k—i—l,...,N),
Jig<k



Triangularis eliminacio kis 1épésekkel
Tétel. Tetszbleges A € Mat(m, m) mdtrizhoz létezik olyan

[Th2,Ths, .., Tim]s [To3,Toa - Tom), oy [Tn—2m—1 Tm—2,m ) [Tm—1,m];
TijEI‘FIR]M'—FIRIZ'J'—FRI]'Z'—FIRIM (1§Z<j§m)

mdtrizsorozat, amely szabalyos elimindcio a

Aj=I— > Ino (k=0,...,m)
(k)< (i)
k<t
csokkend felso-trianguldris nullhely-sorozattal.* A T;; mdtrizok ehhez lehetnek ortogondlis
(*) Tij =1 — Iii — Ijj 4+ cos gOij(]n’ + Ijj) + sin gol-j([ij — Ij') alakiak.

Bizonyitas. Ha 1<i<j<m, akkor a T}; € [+IR[;;+IRI;;+IRI;;+IRI;; alaki matrixokkal
valé bal-szorzas csak az i. ill. j. sorokat valtoztatja meg, s6t az (i,k),(j, k) helyeken
is megmaradnak a 0 elemek, ha mindkettén voltak. Ezért T;; Age-tartd, valahdnyszor

(k. 0) < (i,7) és (k,0) # (i,4). Ha B = [bre], ,_, € Za,,, akkor a () alaknal a

bis bji
COS ;j 1= ,  Sing;j =

valasztas megfelel. Ugyanis ekkor [TijB] = tibii +155bj; = —sin ;b + cos ;b5 = 0.

71

Megjegyzés. Altaldban a megfelelé a T;; = (I—1;;—1;;)+al;i+B1;j+v1;+61;; valasztas,
ha ybi; + 0bj; = 0 és det[ 25 ] # 0.

* Itt < a szokasos lexikigrafikus rendezés: (i,7) < (k,¢) <= i < kvagyi=Fk és j </.
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1 0
Példa. Az A = | -1 1

0 1
lépésekkel a tételbeli algoritmust hasznalva, és cos p;;,sin ¢;; helyett ¢, s-et irva roviden.

1
0 | matrix ortogondlis x felsé-trianguldris felbontasa kis
1

c s 0| ¢= i = 1 1 2 -1 1
A12 = T12A, ahol Tio=|—-s ¢ O , ary ey V2 = A12 = E 0 1 1
az1 —_ 1
O O 1 S§= ailm%2 \/57 0 \/§ \/§

Mivel az [A12] métrix (3,1) eleme is 0, egyszerlien Ay3 = Ay (és Tig = I). Végil a
bij = [Alg} ij roviditéssel

1 s 0] e=—2be2 L 2v3 —V/3 V3
b2 +b2 \/§ 1
Aoz i=Tr3A13, Toz=|0 ¢ s/, 22ee = Ayg=—721 0 3 3
0 —5 c| s=—,22_=V2 V6 0 0 0

Ezzel magkaptuk az A = QR felbontas felsé-triangularis R = As3 komponensét. Az
ortogondlis komponens Agz = Th3T31T12A = A = THTETE Ags miatt

Q=TRTETE = | VB 1 —2
0 2 V2

S



Altalanos Gauss-eliminacio

Tétel. Legyenek N < M, A € Mat(N, M,IR), tovabbd = : {1,...,N} < {1,
o:{1,...,.M} < {1,..., M} permutdcick. Ha

k
det[ATF(i)@(j)L,j:l #0 (k = 1v~~7N)7

akkor (és csak akkor) van egy egyértelmi

N
Li=T+ Y lbiliiypy (G=1....N—=1)
i=k+1
alaki mdtriz-sorozat, amelynél AWM =LA, ..., A" D .= Ly AN-D 4

N
Ap = [1] - Z L)) (k=1,...,N—1)
i=k+1

helymdatrixokkal szabdlyos elimimindcidja A-nak.

Megjegyzés. Ekkor a sor-oszlopcserékkel kapott

~ N M
A= [Aw(i),g(j)hzljzl

matrixon végrehajtott klasszikus Gauss-eliminacié A’(1)’ . ,Z(N —1) tagjaival
(k) _ [4(k) N M _ _
AW =[A ) siy)imjer (B=1.. N =1).

10
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Gauss—Jordan-eliminacido

GJ-elim. ~ elemi bazistranszformdcié

-2 4 11 11

Példa. A .= 8 _52 Eé :}g inverze.
1 -3 6 —4
r—2 4 —-11 1171 0 0 O
0) 5 =22 34 -10/0 1 0 O
0 8 -3 =120 0 1 O
1 -3 6 —410 0 0 1

[1.sor|+2[4.sor], [2.sor]-5[4.sor

]
0 -2 1 311 0 0 2
1) 0o -7 4 100 1 0 -5
0o 8 -3 =120 0 1 O
1 -3 6 —410 0 0 1
[2.sor]-2[1.sor], [3.sor|+3[l.sor|, [4.sor]-6[1l.sor]
0 -2 1 3 1 0 0 2
2) 0 1 0 -2]-41 0 -13
0o 2 0 3 3 01 6
1 9 0 -221 -6 0 0 -11
[1.sor]+2[2.sor], [3.sor]-2[2.sor], [4.sor]-9[2.sor]
0 0 1 -1} -7 2 0 —-24
3|01 0 =2/ -4 1 0 13
000 1|11 -2 1 32
(1 0 0 —4130 -9 0 106
[1.sor]+[3.sor], [2.sor]+2[3.sor], [4.sor|+4[3.sor]
0 01 0] 4 0 1 8
010 0[18 -3 2 51| B
4 0 0 0 111 -2 1 32| [[PERM]‘T} N [TA‘TI]'
1 0 0 0174 —-17 4 234

Vagyls [PERM] =TA, [PERM] 'TA=1I, azaz A~'=[PERM] T,

0 0 0 1 T 4.sor 4 —17 4 234
A-1 0O 1 0 O T_ T 2.sor _ 18 -3 2 51

1 0 0 O T 1.sor 4 0 1 8

0 0 1 0 T 3.sor 1 -2 1 32
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Invertalas elemi baziscsere-algoritmussal.

= ay

a as as ay T4 a9 as a4 T4
—2 4 —-11 11 2 =2 1 3 | e3 2
5 =22 34 -10 -5 -7 4 10 —13
0 8 -3 —12 0 8 -3 —12 6
l -3 6 —4 €1 1 -3 6 —4 €1 —11
T4 ji) I a4q Ta i) 1 I3
24 2 =7 —1|e3| 8 0 4 1
—-13 1 -4 —=-2|ey| 51 3 18 2
32 =2 11 1 |e| 32 -2 11 1
106 -9 30 —4|e | 234 —-17 74 4
dez+ Oes+ | les+| 8eg+
A_l - X — [$1‘$2’$3)$4] _ 18es+ 3ea+ 2e9+ | bles+
lleg+ | —2e4+ | leg+ | 32e4+
7461 —1761 461 23461
Az elemi baziscsere-algoritmus szokasos felirasa.
ai az as a4 €4 G2 a3 Gy
er| —2 4 —11 11 e1| 2 -2 1 3 as
ea|l 5 =22 34 -10 ea| =5 —7 4 10 es
es| O 8 -3 —12 es| O 8 -3 —12 es
eq 1 =3 6 —4 ail 1 =3 6 —4 al
€4 €2 €1 Q4 €4 €2 €1 €3
ag| —24 2 -7 -1 ag| 8 0 4 1
as| —13 1 —4 =2 as| bl 3 18 2 Al =
e3| 32 -2 11 1 ag| 32 -2 11 1
arl 106 -9 30 —4 a1l 234 —17 74 4
€4 az €1 Gy
az| 2 -2 3 3 _21‘;36
Pl. €9 —13 l —4 —2 jelentése [64 as|€q1 a4i|: 2
+663
es 6 2 0 3 11
arl =11 9 —6 —22 !

12

© N | [|\D§

I Qa4
3 3 €3
—4 —2 €2
0 3
—6 —22 €1
74 —17 4 234
|18 -3 2 1
4 0o 1 8
1 -2 1 32
€4 az €1 Qa4
2 =2 3 3
~13 1 -4 -2
6 2 0 3
-1 9 -6 =22
€1 €2 €3 €4
a| 74 —17 4 234
18 -3 2 51
as| 4 0 1 8
ag | 11 =2 1 32 ]
—2ag 3as 3as 7]
+ea | —deat+| —2e
+2e3 | +0e3 +3es
+9a1 —6611 —22&1 _




Frobenius—felbontas Gauss-Jordan—eliminacidéval

Emlékezteté. Ha IK egy test, A € IKM*N és 1 := rank(A), akkor a Gauss-Jordan—
eliminacié matrixokkal a kovetkezoképpen formulazhato:

JJeRFE J1<ji<--j. <N

k ep  x ey Kk...%x e, x|} T

TA=1o 0 .. 0 o 0 0 Y M —r
T T )
J1 J2 Jr

ahol eq,...,e, a IK"-beli (kanonikus) egységvektorok. Tovabb egyszeriisithetiink ezt egy
olyan P N x N-es permuticié matrixxal, amelynek 1-s6 oszlopaban a ji-ik elem az
1-es, 2-ik oszlopaban a jo-ik elem az 1-es, ... r-ik o oszlopaban a j,.-ik elem az 1-es. Ezzel
jobbrdl szorozva ugyanis

L C|l} oo . .
JAP = [ 0 0} VM — 1. = [r X T-es egysegmatrlx]

alakot kapunk. Eszrevétel: B := JAP mellett

BQZBB:[IT C] [Ir C}:[Ir c]:B.

0 0|0 o0 0 0
Vagyis
JAP JAP = JAP |J ', -P71,
A=J Y (JAP)P ' =J Y (JAPJAP) P~ =
_ | [APJ11 [APli2| |* e % ez *...x e, x|
—APJA—[[AP]Ql APln |0 0 - 0 - 0 0|
C{[APJ11 O [x er % ey *k...%x e k|
"~ |[AP];y O)J|O O -~ O -~ 0 O]
= {{ﬁiﬁi] |:>I< €1 ¥ €2 X...*Xx €p *]
Eszrevétel:
Hﬁgn]:[/ljl—ikoszl. -~-’Aj,,—ikoszl.].
21

A Frobenius-felbontasa

A= Hﬁﬂi] [JA elsd r sora] =

= [A Jj1-ik oszl.

--~’Ajr-ikoszl.][* e1 k ey k...% e *]
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Matrix inverze matrixpolinommal (Leverrier tétele)

Legyen A € Mat(N, N,IR) egy tetszOlegeseb adott invertdlhato métrix.

Legyenek Aq1,..., Ay a sajatérékei (multiplicitas nélkiil), azaz
N
charpoly 4 (\) H (A=) = Z am AN
k=1

am = (—1)"om(A1, ..., AN) (m =1,...,N), ao=1, ay = (—1)Vdet(A)
a om(A, ..., AN) = Zi1<i2<~--<im Xiy iy -+ Aq, elemi szimmetrikus polinomokkal.

Emléketet6. A Cayley—Hamilton-tétel szerint charpoly 4,(A) =0, azaz

N—-1 N 1 N—-1
mAN—m—l]A I=0 A—l _ mAN m— 1
[mz—oa ton ’ det Za

1
Tétel. (Leverrier). A By:=1I, By:= Etrace(ABk,l)I—AB,H (k =1,...,N)
rekurzioval definidlt matrizokra

By =pr(A), ahol pi(N) = (-1)" [a())\k o T A+ .
Bizonyitas. Emlékeztetd: trace(q(A)) = Zj\] 1 ¢(Aj) minden ¢ polinomra. Ezért

1

N
By = pi(A), abol po(A) =1, Eg iPr-1(0) = A-1 (V)

rekurziv polinomsorozattal. Belatand6: k& = 1,..., N -re a px(\) polinomok teljesitik

a pr(\) =k1 Z;\Izl Aipr—1(Aj) — Apr—1(X) azonossidgokat. Mivel py(A) + Apr—1(A) =
(—D)*ay, = o1 (A1,..., AN), a tétel kovetkezik az aldbbi énmagébai érdekes lemmabdl.

N
Lemma. k=1,...,N mellett > X\jpr—1(N\;) =kor(A,...,An).
j=1

N N
Bizonyités. Indukcié k szerint. Ha k=1, valéban ) Ajpo(A;)=>_Aj=1-01(A1,...,An).

j=1 j=1
Eszrevétel: a o, = k(A1 ..., An) roviditéssel
k—1
/\pk 1(/\ k 1 Z Oém)\k I-m _ Z(_l)k—1+mo_m)\k—m _
m=0

= 0p_ 1\ — UHA + 03X F oo (=D Fa AT - (—1)RAR
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N
Tekintsiik a » Ao, (N > r) Osszegeket mint
j=1

A= AV AR

alaki szorzatok linedris kombinaciéjat. Ha m € [2, N — 1], akkor egyszer{ien

N
S Arer =3 A S {A: v-ben 7 db. 1-es van, a tibbi 0} =

= Z {)\” : v-ben r db. 1-es, 1 db. m-es van, a tobbi O}—l—
+ Z {)\” : v-ben (r — 1) db. 1-es, 1 db. (m + 1)-es van, a tobbi 0}.
Az m =1, r < N esetben azonban

N N
Z)\jO’TZZ)\j Z )‘il"'>‘ir:
j=1 j=1

1<iy < <ip <N

— Z Aip - A+ Z Aip A =

1<ip < <ip <N 1<i]<---<ip<N
JE{i1s-s ir} je{i1,..-, i}

—r+1)Y {X’ . v-ben (r + 1) db. l-es van, a tobbi o}+
+ Z {X’ : v-ben (r — 1) db. 1-es, 1 db. 2-es van, a t&bbi 0} =
=7r0,41 + Z {)\” : v-ben (r — 1) db. 1l-es, 1 db. 2-es van, a t6bbi 0}.

N k—1 N
Kiesnek a > A\jpr—1(N;) = > (—=1)™~1 [ Y. Ok—mAj"| Osszegnél a [)\” : v-ben (k — m)
j=1 m=1 j=1

db. 1-es, 1 db. m-es van, a tobbi 0] alakud tagok.

Koévetkezmény. py = (—1)Ncharpoly 4, és a Cayley-Hamilton-tétel miatt
(—)V 1

——————— Bny_1 =

charpoly 4 (0) trace(ABn_1)

A7t =det(A)'By_1 = By_1.
Algoritmus A~ !-re (egyben det(A)-ra is).
By :=1, majd k=1,...,(N — 1)-re képezziik a By := k™ 'trace(ABy_1)] — ABy_1( =
pr(A)) métrixokat
Ty := ABp_1, 7T§:= k_ltrace(Tk), By =11 — T}

alakban. Végiil By_; = cont.A~! Leverrier tétele szerint A konstans legegyszeriibben
mint a Ty = ABy_1 métrix barmelyik f6atlébeli eleme (pl. [T]11) szdmithato:

1 1

-1

= —B _ =
N=1 = [ABy_1]11

Bn_1.
[Tn]11 Nt

15



Vandermode-matrixok LU-felbontasa

Tekintsiik a transzponalt n x n-es x1,...,x, faktori Vandermonde matrixot:
' 1 1 1
Vi =V(x1,...,2p) = [x;'_l]ijzl , pl: V3= |x1 2o a3
' 2 .2 .2
Iy X3 I3
Tudjuk: i = n,n — 1,...,2 mellett rendre V,, i-edik sorabdl levonva a (i — 1)-edik x;-
szeresét, majd a j = 2,...,n oszlopokat (z; — z1)-gyel osztva olyan métrixot kapunk,
amelnek 1. oszlopa az 1. egységvektor, jobb-als6 sarka pedig az (n — 1)-es V(za,...,z,).
Az [n.sor] — z[(n — 1).sor],..., [2.sor] — z[l.sor] miivelet a
1
—r 1
Th(—z) := -z 1
—x 1

alsé-trianguldris bidiagonalis Toeplitz matrix-szal valé bal-szorzas, amelynek inverze

1
n—1 x 1
Tn(—x)fl = Z Tn(x)k = z2 x 1
k=0 :
xn—l xn—Q T 1
Tétel. V,, LU-felbontdsa
Vn = LnUn )

ahol L,, az az alsd-trianguldris n X n-es mdtriz, amelynek fédtldja 1-eskbdl dll, az (i, j)-edik
tagja (i > j) az x1,...,x; faktorokkal képezhetd dsszes (i — 1)-edfoku szorzatok dsszege, U,

pedig azaz a felso-trianguldris mdtrixz, ahol az elsé sor csupa 1-esekbdl dll, és 1 < i1 < j
esetén az (i,j)-edig tag az (v; —x1) - (x; — xi—1) szorzat.

Megjegyzés. Zart formulaban

L,:=1I,+ altr[ Z zh xf’ : U, = feltr[ H (xj; — xm)]

o . i<
ki+-+kj=i—j m<t

(az iires szorzatot 1-nek véve), Pl.

1 1 1 1
a b ¢ d
V4(CL, b, c, d) = a2 b2 2 g2 =
ad v 3 d
1 0 0 0 1 1 1 1
_|a 1 0 0 0 b—a c—a d—a
| a? a+b 1 O (0 0 (c—a)(c—D) (d—a)(d—b)
a® a’+ab+b* at+b+c 11 L0 0 0 (d—a)(d—b)(d—c)
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Bizonyitas. A D, := diag(1l,z2 — x1,23 — x1,..., T, — 1) diagonalis métrixszal

1 | (g —x1)™t - (2 — )7t
0|
To(—21) VoDt = |.
: ‘ V(zg,...,zp)
0|

Vagyis ha az (n — 1)-es V(za,...,z,)-re all a tétel, akkor

Vi = T’n(_wl)_1 [Il D Ln—l(xQ’ s 7:1'1”)}
. |:Il o2, Un_l(lL‘Q, c.. ,acn) + (170, .. .)T(O, (xg — (El)_l, RN (ZL’n — xl)_l)]Dn-

Direkt behelyettesitéssel adodik, hogy
Lo(z1,. .. 2n) = To(—21) "' [I1 @ Ly_1 (22, ..., 20)]
ill.

Un(l’l, <. ,{En) = [Il @Un_l(ﬂfg, PN ,.I’n) + (1, 0, .. .)T (O, (.’132 —{131)_1, “eey (l‘n —xl)_l)}Dn.
Megjegyzés. Az U, métrix tetszbleges (i, j)-indexii tagjara (a f64tlé alatti O-kra is)

Unlij = [ [ (5 — o).

124}

17



Ortogonalis eliminaciok

Lemma. Tetszbdleges a € Mat(m,1,IR) oszlopvektor dtvihetd ortogondlis mdtrizszal az
ep :=[10...0]T € Mat(m,1,IR) egységuektor pozitiv t5bbszirisébe.

Bizonyitas. Legyen q1 = |la]|7*a( = [aTa]~'/?a). Definfci6 szerint ¢; egységvektor
(la1l? = {a1lar) = ai @ = [1]), és vele egyszertien

(@1la) = [[a"a]"/%a] "a = [a"a]"/2[a" a] = [a"a]/* = ||a]
Tudjuk: ¢; kiegészithetd egy {q1,q2,...,qm} teljes ortonormélt rendszerré (pl. Gram-—

Schmidt-ortogonalizéval), amelynél tehat qs,. .., ¢n L q1,a. Ennek az m oszlopvektornak
a transzponaltjait egymas alé téve egy

qt
Q= :
I
ortogonalis m x m-es matrixot kapunk. Ezzel
qia 2@1}6@ lal]
qaz a qz1a 0
o e I e I e
O (Gm|a) 0

Kanonikus konstrukciék. 1) m =2, a = [g} esetén @ :=

—2+62 [ g] forgatds.

2) Hausholder-médszer: tiikkrozés az w := g3 — ey vektorra meréleges sikra

Qr:=x—2 [x merdleges vetiilete u egy enesére] - 2<$| ﬁ> 0
U

(]u)
{ufu)

lull

=2 —2|ul| " (z|ju)u = 2 — 2

u,

2
=1— ——uu" .
Q T, WU
Kis 1épések mdédszere (Givens-matrixok):
Az (i,j) indexti tag az A métrixbél eliminindlhaté tigy, hogy alkalmas a, b, |a|?+|b]>=1
egyltthatokat véve,
azi. sotha  a[A i. sor|]+b[A j. sor]],
a j.sorba —b[Ai. sor]]+alA j. sor|]
keril. Ez egy ortogondlis Tj; (az I3 [_‘Z Z;] matrixhoz sor-oszlopcserékkel hasonlé)
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matrixszal vald bal-szorzas.

Ha A € Mat(NmN,IR) és det(A) # 0, akkor rendre

T1,27 T1,37 s 7T1,N7 T2,37 T2,47 s 7T2,N7 s 7TN—2,N—17 TN—Q,N; TN—l,N

-~ -~ -~

tipusu bal-szorzasokkal a felsd-triangudris matrixot kapunk. Azaz egy ortogonalis @ :=
TN,LN(TN,Q,NTN,Q,N,H cee (Tl,N> T17N71 N -TLQ) alakll matrix mellett R := QA felso-
trianguléris.

QR-felbontas és Gram—Schmidt-ortogonalizacié

Emlékeztets. Ha aq,as,...,a, linedrisan fliggetlen vektorok egy (.|.) bels§ szorzattal
ellatottt térben, akkor van pontosan egy olyan

t1,1,02,1,t22,t31,t32,833, .-, lr1,tr 2, sty
egylutthaté-sorozat, amelynél tq 1,%22,...,%.,» > 0, és az
e1:=1t11a1, ex:=ti2a1+1la202 ..., € :=1t1,a1+1lra2+ -+t ra,
vektorok (.|.)-ortonormélt rendszert alkotnak. Itt t11 = ||a1]| 71 ( = (a1]a1)~Y/2), és k =
2,3, ...,r mellett rekurzive

tig=—0ir/ogr (U=1,...,k—1), thr = 1/ag g

az ap vektornak az ej,esz,...,ex_1-re vald o, = (ag|e;) merdleges vetiileti hosszaival,
illetve az IRe; + IReg + - - - + IReg—1 altértdl vald oy = \/ aglag) — 0‘1 gt ak_l k)
tavolsagaval. Az ey, eq,...,e. vektor-sorozat az aj,as,...,a, sorozat Gram—Schmidt-
ortogonalizdltja.

Kovetkezmény. Ha A = [aq,...,an] egy N x M-es invertdlhaté mdtriz, akkor az osz-
lopainak q1 = t11a1,q2 := t1 201 +1220a2,...,qn = t1 ya1 + - +tn nan Gram-Schmidt-

ortogonalizdltjdat véve

tia -0 N -
A=QR, ahol Q:= [ql,...,qN}, R :=

tn N
Specidlisan az R = QT A madtrix felsé-trianguldris pozitiv fédtiéval.

Jel6lés. Ha det(A) # 0, akkor
Qa = [A oszlopainak Gram—Schmidt ortogonalizéltja}, Ra = Q4 A.
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Propozicié. (A QR-felbontés egyértelmiisége). Tegyiik fel, hogy det(A) # 0 és A = QR,
ahol Q) ortogondlis, R pedig pozitiv dtloju fels-trianguldris mdtrix. Ekkor sziikségképpen

Q:QA;R:RA~

Bizonyitds. A = QR = QaRa < Q%Q = RaR™'. Ttt QLQ ortogondlis, Ry R™*
pozitiv atléju felso-triangularis matrix. Mivel ortogonalis matrix inverze a transzponaltja,
és ez ortogonadlis, pozitiv atléju felso-triangularis matrix transzponaltjanak iverze pedig
pozitfv &t16ji alsé-trianguldris matrix, QLQ = ([QEQ]T)_l = [pozitl'v diagondlis orto-
gonélis] = I egységmaétrix.

Gram—Schmidt-ortogonalizacié stabilabban.
Adott lin.fgtl. ay,...,ay € (H, {.|.));

P, = |lul 2u @ u* : x = (ulu)(z|u)u ort. proj.
Elmélet: wy = a1, ug = ap — 3, g Pua; (K =2,...,N) — qx = |ug ||~ tug ortn.
Stabil médszer: uy := a1, q := ||la||7Y; k=2,..., N-re (ug,qx) kiszdmitdsa:

0 ¢ -1 -1 k—1 B
u; ) =ay, u,(c) = u]g )—P(Mu,(c ) =1,....k—1) — ug := u,(C ), Q= ||| tug.
Altaldnos matrix QR-felbontasa
Konstrukcié. Legyen A = [al, e ,aN} tetszoleges M x N-es matrix. Az uy,...,up M-es
oszlop-egységvektorokkal kiegészitve legyen A := [al, ce ey AN, UL,y ,uM}:[EZl, e ,&'N+M}.

Definidljuk a kovetkez6 j; < jo < --- < jpr indexeket:
i = min{j . dim(IR@, + - - + IR@;) = k:} (k=1,...,M),
és ezekkel legyen
Qa = [Ejl, NN Gramechmidt—ortogonalizéltja], Ry :=QLA.

Tétel. Az R4 mdtrix felsé-trianguldris, sét r:=rank(A) mellett [RA} = 0 valahdnyszor

,J
Jj < ji vagy i > r, tovdbbd [RAL”.k >0 (k=1,...,r). Azaz formdlisan jo := 0, jni1 :=
M + N + 1-et irva

T

[RAL',J' =0 ha (ij) € U(k’M]X[jkajk+1)-

k=0
Bizonyitas. A Q4 = [ql, N N} oszlop-felbontassal adddik a kovetkezd észrevételekbdl.
1) Az a;,,aj,, ..., a5, M-es oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek;

2) j € [Jk, Jk+1) esetén mindig a; € Span{a,,,...,a;, } = 2521 Raj, .

3) Mindig g € Span{a;,,...,a;, }, ahonnan Span{q¢i,...,q} = Span{a,,,...,a;, }.

4) Q4 ortogonalis matrix, ezért mindig a; = >, (g;|a;)q;, ahol (g;|a;) = [Rali ;-
Specidlisan 3) miatt [Ra];; = 0, ha j < j;.

20



5) A Gram-Schmidt konstrukcié miatt mindig Ry ;, = "5k — EkH > 0.

r ~
p Span,_ag

Megjegyzés. Az M = N, det(A) #0esetben r =N és jp =k (k=1,...,N).

QR-felbontas Cholesky-felbontassal
Emlékeztets: Egy (N x N)-es szimmetrikus pozitiv-definit B(>> 0) métrix Cholesky-
felbontdsa: B = RT R, ahol R pozitiiv f64tléju felsé-trianguldris matrix (egyértelmii).

Jelolés: R := Chol(B). [Nagyon stabil elimindciés algoritmus ld. kés6bb].

Tétel. Legyen A € Mat(N, N,IR) invertalhatd mdtriz. Ekkor A QR-felbotasdnak trian-
gularis tagja az A* A =0 mdtrixz Cholesky-felbontddval kaphaté meg:

A=QR, ahol R:=Chol(A*A), Q:= AR "

Bizonyitas. Tudjuk: A*A valéban pozitiv-definit és szimmetrikus. fgy R := Chol(A*A)
jol-definialt. Elegend6 ltni: Q := AR™! € Ort(N,R), azaz QTQ = I. Ez rogton adédik:

QTQ = [ART'] [AR™] = [R"Y"ATAR" = [R"'] 'R"RR™' = I.

[A QQT = I azonossig bizonyitasa is megy: QQT = [AR_l} [AR_l}T =ARYR1TAT
— A[RTR] AT = A[ATA]TMAT = AATI[AT] AT = ],
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Fels6-Hessenberg alak

Definicié. A H € Mat(N, N,IR) matrix Felsd-Hessenberg alaki, ha a f6atl6ja alatti ferde
sor alatti tagjai 0-k:

Hij:() ha Z>]—|—1
Legyen A € Mat(N, N, IR) tetsz6leges matrix. Ez felsé-Hessenberg alakra hozhaté kanon-

ikusan a kovetkez6 két (kiilonboz6 szabdlyos eliminaciéval.

1) Az el6z6 1épésbeli matrix (j,7 — 1). helyét kinullazod, csak az i.j. sorokra haté T;; kis
ortogondlis lépésekkel:

H:=Tyn_1n(Tn-2nTn-2n-1) - (Tsn - Ts5T34) (To,n - - ToaTh3).

2) Az el6zé 1épésbeli matrix j. oszlopdban a (j + 1). tag alatti elemeket kinulldzé és csak
aj+1,7+2,...,N. sorokra haté S; ortogondlis tikrézésekkel:

ﬁ = SN,QSN,1 ce SQSlA.

Fels6-Hessenberg alaki N x N-es matrix (fels6)-triangularis alakra hozhaté a (i + 1,14).
tagot kinulldzé és csak az 4,7 + 1. sorokra haté T; ;41 kis ortogonalis 1épésekkel:

R := TN—2,N—1TN—3,N—2 - To3To H.
Vagyis ekkor H-nak a QR-felbontasa
Ry =T T TosTioH =TLTL - Ty Tx
H—4I{N-2N-1L1N-3,N-2" " "4L23L1211, QH — Lt12d23 " IN_3 N-2fN—2 N—-1-

Ezért a Francis-féle algoritmusban szereplé Ry Q) p matrix szintén felso-Hessenberg alakii,
mivel a T j?j 41-vel vald jobboldali szorzas csak a j. oszlop f64tl6 alatti 0-jat valtoztathatja
meg, a tobbit nem minden 1épésnél.

Ha H szimmetrikus tridiagonalis, akkor RgQg = (T A)TT szimmetrikus gy tovdbbra is
tridiagonalis marad.

Algoritmus. (pozitiv-definit A métrix sajatérékeire).

A — H, := T A fels6-Hessenberg alak;
Hjy — D := H,T" ~ A tridiagonélis szimmetrikus alak;
Francis-algoritmus D-re: Dy := D, D,,+1 := Rp,Qp, — diag(Sp(D)) = diag(Sp(D)).

Itt Dy kiszdmitdsakor R, = Tn_1,n---T12Dy-hez csak a f64tlé és a folotte levo két
ferde sor elemeit kell szdmolni (a tobbi 0); majd D,y = R,T75 - -TE_LN—hez minden
OT]T]. 41 szorzdsnal csak a f64tlo, ill a felette levd két fers sorbdl 1 ill 2 elemet elég kiszamolni
(a 0-k ill. a f64tl6 alatti rész automatikusan adottak a szimmetriabdl).
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Példa. Az 5 x 5-0s tridiagonalis D := [1 ha [i — j| < 2, 0 egyébként]

5 L. "
~ . matrix els6
3,j=1

Francis-transzforméltja: D := RpQp kiszamitasa. Minden 1épés részletesen — vastagon
a kiszamitanddk a tobbi az el6zokbdl trividlisan adodik.

Emlékezteto: RD = T45T34T23T12D, D1 = RDTITQ‘T%TngZE

1 1000 2712 2712 0 0 0
1 1100 —2-1/2 2-1/2 ¢ 0 0
D=]0 111 0| —T:= 0 0 1 0 0f;
001 11 0 0 010
00011 0 0 0 0 1
21/2 2-1/2 2-1/2 o o 1 0 000
0 0 2772 0 0 0 0 1 0 0
TioD = 0 1 1 1 0 —>T23 =10 -1 0 0 O )
0 0 1 11 0 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1
21/2 91/2 9=1/2 o 0 10 0 0 0
0 1 1 10 0 1 1 0 0
TysTioD=| 0 0 —27Y2 0 0| —T5:=|0 0 372 —(2/3)V/2 0f;
0 0 1 11 0 0 (2/3)12 3712 0
0 0 0 11 00 0 0 1
21/2 91/2 9-1/2 0 0 100 0 0
0 1 1 1 0 010 0 0
T3 To3TyoD=| 0 0 —(3/2)/2-(2/3)1/2-(2/3)/2 5Ty;5:={001 0 0 |;
0 0 0 3~z  3-1/2 001 1/2 3Y2/2
0 0 0 1 1 00 0-32/2 1/2
21/2 21/2 2—1/2 0 0
0 1 1 1 0
R = Rp = TusT34To3T12D = | 0 0 —(3/2)Y2 —(2/3)/2 —(2/3)1/2
0 0 0 2/3'/2  2/3'/2
0 0 0 0 0
T2 0 271/ 0 0
2-1/22-1/2 1 1 0
RTL =1 0 0 —(3/2)Y/2—(2/3)Y/2 —(2/3)}/? | —
0 0 0 2/31/2  2/31/2
L 0 0 0 0 0
T2 2-1/2 0 0 0
2-1/2 1 —2712 0
RTLTE =1 0 —(3/2)Y2 0  —(2/3)Y/2—(2/3)'/? | —
0 0 0 2/31/2  2/31/2
L 0 0 0 0 0
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2 2-1/2 0 0 0

9-1/2 1 _(3/2)1/2 0 0
RTLRTERTS = | 0 —(3/2)Y2  2/3  —21/2/3—(2/3)1/2| —
0 0o  -8Y2/3 2/3  2/31/2
0 0 0 0 0
2 2-1/2 0 0 0
2—1/2 1 _(3/2)1/2 0 0
Dy = RTLRTERTLTE = | 0 —(3/2)1/2 2/3 _8l/2/3 ¢
0 0 —81/2/3 4/3 0
0 0 0 0 0
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Sajatértékek iteralt alternalo QR-felbontassal

Feltevések. A = XAY, ahol X = QxRx QR-felbontassal, Y = X! = LyUy nem-
degeneralt LU-felbontédssal, A = diag(Aq,...,An) és Ay > -+ > Ay > 0.

Megjegyzés. [\;j/\p|" =[1 —¢€;x]" = 0 (j > k) és Rx, Ly triangularidsa miatt

A_nRxAn — I, AnLyA_n — 1 (n — OO)

Altaldban X ! LU-felbonthatésdga X LU-felbonthatésdga. PL X ~'=[7" ], X=[%1].

Rekurzié*. By := A, Bp+1:=Rp,Qp, (n=1,2,...).

Lemma. B,=Q, QiR R, ..

Bizonyitas. n = 1-re By = IQaR4I = A. Ha pedig B, = Q;‘}L,lQAnRAnR;‘}L,l, azaz
OB, = Q;‘TILAQAn és Rp, = RAnR;VlL,l, akkor
Bny1=Rp,Qp, = RY[R,: Q1 1]Qan =
—1 gn n—171— n p— —1 gn . = ntl oo
= [Qu A"AT AR ] = Quu A Ry = QaQann RY Ry

Tétel (Francis). B,, — RXAR;(1 felsé trianguldris limesz, specidlisan diag(B,) — A.
Bizonyitas. Eloszor tekintjiikk az A™ hatvanyok QR-felbontasat.

A" = XA"Y = QxRxA"LyUy =
= QxRxAnLyA_nAnUy = QXRX [I + 0(1)]AnUy =
= Qx[I + o(1)]RxA"Uy = QxQ™ R™ RxA"Uy .
—— —_—— ——_—
QR felb. ort. fels6 tr
Vagyis A™ QR-felbontéasa
A" = QanRan, Qan =QxQ™ — Qx, Ran=R"™WRxA"Uy, Q™ R"™ —1

alaku. Ezért

Qp, = Qun1Qan = [Q" VTR QxQM™ — 1,
Rp, = RAnRZ}L—l — R(n)RXAnUYUglAl—nR)}l[R(n)]fl =

= R™WRxARY'[R™]™! = RxARY', ahol diag(RxARy') = A. Qu.e.d.

* Ilyen alternald rekurziot el6szor Gauss csindlt szamtani-mértani kozép parokkal.
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SAJATVEKTOROK HATVANY-ITERACIOVAL

Emlékeztets. Az A € Mat(N, N,IR) matrix félig-egyszerii, ha van sajatvektoraibdl allé
bazis RY = Mat(N,1,IR)-ben:  Juy,...,uny € RY Span,ug = RY, Auy € Ruy.
Azaz A szimmetrikus valamely (.|.)™ skaldrszorzatnal: (Az|y)~=(z|Ay)~ (z,yeRY).

Jel6lés. A € Mat(N, N, 1IR) rogzitett valds félig-egyszerti métrix,
A=Y, AP\, ahol Py=P:R" - {z:Ar =)z} lin. projekcio.
Barmely 0 # z € RY vektorndl zy := Pz, v(z) := max {IA\] : zx # 0}
Tudjuk: Sp(A)= {charpolyA gy(’)’kei} végesCIR, P\=0, ha A¢Sp(A), azaz A= > AP.

AESpP(A)
Tovabba I= ) Py, P\P,=0 (A#p), ahonnan A= ) A"Py,
AESp(A) AESP(A)
Alx= Z Aty = Z Azy +v(z)" Ty + (—1)"v(@) v @ (n=1,2,...).
AESP(A) Assp()

Propozicié. Legyen 0 # z € RY tetszbleges. A v := v(x) roviditéssel
A"z x, + (=1)"z_,
= +o(1) (n— o0).
[Am || [z, + (=1)"z

Bizonyitas. Ha |\| < v, akkor A\ = v"[A\/v]" = v"0(1). Ezért Y respca) A"zy = v"0(1),

IA|<v
ahonnan
Ang v [ajy +(=D)"z_, + 0(1)} x, + (—1)"x_,
— = = — + o(1).
[Amz| v [[ley + (=Dra—| +0(1)] oy + (1) 2|
Algoritmus. Legyen ||.|| tetsz6leges norma IRN-en (célszerti: |.|s0), z € RY pedig
teszéleges egységvektor. Rekurziéval képezzilk a kovetkezd [z y(™] (n = 1,2,...)
sorozatot
0 2 1 y(n)
2O =gy = A2 07D ()= oIk
Iy

Eszrevétel. Mindegyik z(™ egységvektor és A2"x t6bbszorose. A Propozicié szerint

Ay Ty + Ty ) = g2gn-) L VI E VI,

(n) _
[P S| R | s ] [y + vl oo

X

Innen v? = lim,,_,o ||y(™|. Méasrészt
Ty, +T_y VT, — VT
|2y + 20| |z, + 20|

Ezek alapjan linearis kombinaciéval kaphatunk x,- ill. x_,-tobbszoroseket:

Az 5 A

2vr4, T, +x_, vx, —VIT_,

=v = lim [||y(”)||1/2x(”) :I:Am(”)].
|z, + 20| |z, + 20| |z, + 2 n—0oo

Tétel. Tetszbeleges 0 # x € RY wektorbdl kiindulva, e = +1 mellett
2Em) = |y ™)1 22() e Az — [A egy ey—sajétvektora}, lim 20+ lim 275" £0.

n—oo n—oo
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Az altalanos eset
Propozicié. Ha A € Mat(N,N,C) és z € €Y = Mat(N, 1, C), akkor
IpeRy, r€{0,....,NY, (1191),..., Ym,Pm) € €V xR

m
Az =n"p" Z ey +o(n"p") (n — o00).
k=1

Bizonyitas. Jordan-féle normélakban

A=>" MNP+ Wy, ahol Py: E— Ej projekeié, €=y Ey,, Wy =P, WPy nilpotens.
k=1

Tudjuk: W]Sim(Ek) =0, de ngm(E’“)_l # 0 minden Jordan-blokknél. Az x vektor a
komponensei szerint x = x1 + - - - + x4, ahol zy := Pyx. Ekkor n — oo esetén

A"y — ZP]C [An } Z(}\k_’_wk T = ZZ ( > )\anWka :rk(m)::max{E:W,f:vkaéO}

k=1 k=1 £=0
s rr(T) s rr(z) T‘k(m) er(x)
_ n—_Lyyrt E_ Tk _
— Z(Z))\ W:ck—zz a:'[ e +o(1)| =
k=1 £=0 k=1 £=0
W@ g
_ n, r(x) k ( n,, ()
Z Apn N ()] +o(p(z)"n >,
keK(x)
ahol p(z):=max |\, r(z):= max rig(x) és K(z):={k: |\ x), re(x)=r(x)t.
pla) i=max Al (o) 1= max ri(a) {k < el =p(a), rilo)=r(x)}
Ko6vetkezmény. Zemﬂ’“yk—i— 1), ahol y1,...,Ym sajdtvektorai A-nak

IIA":EII

valamilyen kézos r( =r(z)) rendben.
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Megjegyzés. a) Ha egy N x N-es komplex matrix tagjait véletlenszertien (a 2N?-dimen-
zi6s Lebesgue-mértékhez képest folytonos eloszldssal) vélasztjuk, akkor 1 valésziniiséggel
N kiilonboz6 abszolutértékii és # 0 sajatértéke lesz. Pontosabban: Volsn2 (A) = 0, ahol

A = {(au,alg,...,aNN) < (DN2 = )\1,...,)\]\7 eC
N
charpoly, H A=)y Al > Ay >o}.

b) N x N-es walds véletlen matrixok esetén a konjugalt-komplex gyokparok lehetésége
miatt Vol (R) = 0, ahol

R = {(all,...,aNN) e R 13 A1, A € RHR,

M) = TTO=2 TTO =20 =X, Ml > Al >0},

k:2€RR O €R

Charpoly[ap N

qlp,g=1

c) Mind a generikus A € A ill. A € R esetekben van olyan (komplex vektorokbdl &ll6)
{uy : X € Sp(A4) = ({charpoly 4 gydkei})} bdzisa ¢V = Mat(N, 1, €)-nek, amelynél

Auy = A\uy, (A € Sp(4)).

Az A € R esetben veheté a uy = ux (A € Sp(A4)) konjugdltsdgi relacié is. Mindkét
esetben, egy generikus véletlen komplex vektornak egyetlen uy-komponense sem = 0 és
mind kiilonbo6zo abszolutértékii, azaz Vols (X A) = 0 ,ahol

Xa = {(m can) €O 36 AESP(A)] 0F[GA| A€l (A Fp), == wax}-
A

Propozicié. Ha A € R és x € X4 (azaz generikus véletlen valds mdtriz, x pedig generikus
véletlen komplex vektor), akkor

A2y

m — Re(f/\lu,\l) (n — OO)

Bizonyitas. Eszrevétel: Az = DA oun (n=1,2,...).

Két esetet tekintiink: 1) a legnagyobb abszolutértékii sajatérték A; valés, 2) A1 € IR.

1) A\ = sgn(A1)|A\1]. Ekkor A\ # X\ € Sp(A) esetén |A| < [A1] miatt A" = A (A/A)" =
1o(1). Ezért A"z =, ATun, + 305 < ppy S3AT0(1) = AT[EN, + o(1)]. Innen

Al _ sgn(A1)™ A1 ["Ex, un, +o(1) A2ng _ £x,
[A || A" ][Ex, [ +o(1)] T 1A% [6a, ]+ o(1)

2) Most A1 = |A|e®™, A1 = |Mi]e”™ € Sp(A4). Vehetd |&y,] > 6571 Az el6zekhez
hasonléan

uy, + 0(1).

Az = | [" <€A1 e ux, + e "y, + 0(1)).
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MOORE-PENROSE-INVERZ
Linearis egyenletrendszer normal kozelit6é megoldasa

Az m x n-es valés matrixok halmazat Mat (]R, m, n) fogja jelolni. Specidlisan Mat (]R, n, 1)
elemei: n-es oszlopvektorok. Rajtuk a skaldr-szorzat

n 51 m
(zly) = &Gm, ha =] |, y=|":
k=1 £ T
Az x vektor hossza ||z|| := (z|z)!/2. Altaldban is, az A € Mat(IR, m,n) métrix normdja

|A| == max {||Az|| : = € Mat(R,n, 1), ||z =1} .

Definicié. Ettol kezdve m,n rogzitett, H := Mat (IR, n, 1) és K := Mat (]R, m, 1).
Legyen A € Ma,t(]R,m,n), z€ H és be K. Ekkor

z eqy legjobb célkézelité megolddsa az Ax=>b egyenletnek, ha Hb—AzH :rréig HAac—bH .

Megjegyzés. Tudjuk: az A métrix ran(A) := {Az Dz € H} képtere egy altér K-ban.
Az pontjai koziil a b vektornak a red valé Pan(a)b merédleges vetiilete van legkozelebb b-hez.
Tehat Pranca)b az a vektor, amelyet a legjobb célkozelitéssel el lehet érni: mindig

b= A < min {4z b = min |}y = bl = [}b = Pt

A legjobb célkozelitést add vektorok halmaza tehat a
HA,b = {:13 €eH: Az = Pran(A)b}

alakzat. Ez egy parhuzamos eltoltja az A matrix ker(A) := {u € H : Au = 0} magterének.
Valoban, ha x; egy tetszOlegesen rogzitett eleme H 4 p-nek, akkor z; +uc€Hap <=
A(z1 +u) = Pan)d <= Au = Ar; — Pana)b = Pran(a)b — Pran(a)b = 0. Vagyis
Hap =21 + ker(A) barmelyik x; € H 4 mellett.

Definicié. H 4, elemei koz6tt is van egy (metrikus szempontbdl) kitiintetett: az origéhoz
legkozelebbi, amelyet az Ax = b egyenlet normdl kézelité megolddsdnak neveziink. Ez nem
méas, mint 0-nak a Hap = x1 + ker(A) affin altérre valé meréleges vetiilete, vagyis az

AT (b) = }i}f‘; (0) = [ml — Brer(ayr1: w1 € Hap tetsz6leges] =
= [az origbhoz lekozelebbi legjobb célkozelité megoldasa Ax = b—nek]
vektor H-ban.
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Matrix altaldnositott (Moore—Penrose-féle) inverze

Emlékeztetd. Azonositjuk R4t az oszlopmétrixok Mat d,1,IR) terével, az Ac Mat(nm,IR)
métrixot pedig az = — Az linedris R™ — IR™ leképezéssel. A skaldrszorzat IR%ben:
(zly) =yTz (z,y€e R? = Mat(d, 1,IR)).

Tudjuk: A : ker(A)* < ran(A), ahol ker(A) := {u € R™ : Au = 0} A-nak a magtere,
ran(A) := AR™ = {Az: x € R™ A-nak a képtere (a range angol sz6 alapjan).
Whi={u: v LW} ={u: (uw) (we W)} aW CR™ tér ortogondlis komplementere.

A transzponaltrél tudjuk: AT : R — IR™, (Az|y| = (z|ATy) (z € R™, y € R"),
tovabba  ker(AT) = ran(A)+, ran(AT) = ker(A)~.

Tétel. Legyen A € Mat(n,m,IR). Ekkor a az Az = b egyenletrendszer normdl kézelitd
megolddsa linedrisan figg a b célvektortol. Nevezetesen

At (b) = [Alker(A)Y] T Panayd (b€ R).

Itt Alker(A) az A:TR™—IR" leképezés megszoritottja a ker(A)L altérre, ami egy linedris
ker(A)=<sran(A) leképezés, Pran(a)y pedig a ran(A) altérre vald meréleges vetités.

Bizonyitas. Mivel AT (b) egy legjobb célkozelititésli megolddsa Az = b-nek,
A(A+(b)) € Hyyp = {x ceR": Ax = Pran(A)b} - A(A+(b)) = Pran(a)b.
Madsrészt, mivel A1 (b) a legkisebb norméji legjobban kozelité megoldés,
Hup=AT(b) + ker(A) = |[AT ()] < || < AT (b) +u (u € ker(A)) = AT (b) L ker(A).

Vagyis At (b) € ker(A)L. Mivel pedig A : ker(A)+ > ran(A), sziikségképpen

—1
Pran(A) b.

AT (b) = [x € ker(A)*: Az = Pran(A)b} = [Alker(A)*]
Kovetkezmény. (Geometriai jellemzés). =AT(b) < x L ker(A) és Ax—b L ran(A).
Definicid. A linedris b — AT () leképezés métrixat (IR ill. IR™ kanonikus egységvektorai

szerint) szintén AT jeloli. Elnevezés: az AT métrix [linedris leképezés] az A métrixnak
[linearis leképezésnek| a Moore—Penrose-inverze vagy egyszeriien dltaldnositott inverze.

Tétel. Ha A € Mat(n,d,IR), B € Mat(d, m,IR), akkor
ker(A)t =ran(B) = [AB]+ =BTAT.
Bizonyitas. Tudjuk a kovetkezo leképezési viszonyokat:

IR™ D ran(A) = ker(A)* = ran(B) £ ker(B)* ¢ R™,
ahol A:IR" <> ran(A), B :ker(B):<R"
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Innen azonnal kévetkezik, hogy ran(AB) = Aran(B) = Aker(A)+ = ran(A), masrészt
ker(AB) = ker(B). Ezért

[ABlker(AB)*] ™" = [ABJker(B)*] " = [Blker(B)*] ' [A~ran(A4)],

ahonnan*

1
AB)J_:| Pran(AB) =

(
ABlker(B)"] " Pran(a) =

_ B|ker(B)ﬂ -1 [A_1|ran(A)} Pran(A) :A:ker(A)L<—>1"an(A):ke1r(B)l
= [Blker(B)*] ™" Prer(): [Alker(A)] " Pan(ay = BYA*
———
Pran(A)
Példa. A:=[10], B := H ?] esetén AB =[10], AT = [(ﬂ, Bt =B"1= [_1101]. Ekkor

[AB]* =[10* =[] #BtAt =[1].

Gyakorlat. Igaz-e, hogy AB, Bt AT #£ 0 = ker(A4)%?

Altalanositott inverz QR-felbontassal

Tétel. Ha 0 # A= QR az A matriznak egy [ortogonalis]-[felsé-trianguldris| felbontdsa,
akkor

1

AT(®) = |RY[RoRF] T 0 QT (e k),

n—r

ahol Ry az R madtriznak a nem-zéro soraibol dllo részmdtriza.

Bizonyitas. Legyen 0 # A = QR, ahol Q € Ort(IR,m), R = [%0] az Ry € Mat(IR,r,n),

r :=rank(A) < n rangu linedriasn fliggetlen sorokbdl 4116 fels6-trianguldris matrixszal.**

Mivel az ortogondlis mdtrizszal valé szorzds nem vdltoztatja a vektorhosszakat, az a Q-
tal beszorzott Rx = QTb egyenlet normal kozelité megolddsa ugyanaz, mint az eredeti
Az = b-é.

Jegyezziik meg, hogy az r xr-es Ry Rg matrix valéban invertalhaté, mivel nem-nulla vektort
nem-nulla vektorba visz. Ugyanis ha 0 # w € Mat(IR,r, 1), akkor a w™ Ry vektor egy Ry
soraibdl alkotott nem-trivialis linearis kombinacié, igy # 0 e sorok linearis fiiggetlensége
miatt. Ennek transzponéltja R w # 0, és ezért 0 # (R w|Riw) = (Ro R} w|w). Ez pedig
csak ligy lehet, ha RoRiw # 0. Ezért befejezésiil elég megmutatnunk, hogy az

v, = |RY [RoRF] "0 c

* A levezetésben X = A, B, AB-re [X|ker(X)1]™! : ran(X) — ker(X)= lin. leképezés.
** Voltaképpen elég a gondolatmenethez, hogy R sorai linearisan fiiggetlenek.
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vektor az Rx = ¢ egyenlet normal kozelité megoldésa (nemcsak c := Q1 b-re). Ehhez csak
azt kell verifikdlnunk, hogy

1) Rz, a c wvektor merdleges vetilete ran(R)(={Rz: x € H})-rq;
2) x,. merdleges a ker(A)(={u: Ru=0}) altérre.

1) Beldtandé: (c — Rz|Rz) = 0 minden x € H mellet. Ezzel ekvivalens: (RTc —
RYRx,|z) = 0 (v € H), azaz RT'Rx, = RTc. Ez utébbi igaz, mert a ¢ = [z?]
r @ (n — r)-dimenziés felbontassal

RTc = _ROT,O_ -CO] = [ROTCO} ;
L J :Cl
) et 2] -

C1

RT Rz, = |RT, 0]

— [RT 0] }30} [ROT [ROR(?]*CO} -
= [RT 0] RoRY [RSRBF]_lc()] _

= [78.0] [g] = [mieo]

2) Legyen wu € ker(A), azaz Ru = 0. Beldtandé: (x.|u) = 0. Ez is all, mert

z.|u) = (RT[RoRY] ¢ ‘u>:<RRT e (Ru>:0.1:|
<‘><0[00]0 [00]00

0
Definicié. Ett6l kezdve AT fogja jelolni az A € Mat(IR, m, n) matrixhoz asszocidlt fenti

b — A(b) normdl kozelitd megolddsi linedris leképezés (n x m)-es métrixat. Elnevezés: AT
A-nak az dltaldnositott inverze. Konvencié: 07 := 0.

Megjegyzés. Az altalanositott inverz masik gyakori neve: Moore—Penrose-inverz.

Propozicié. (AB)Jr = BTA", ha A€ Mat(IR,m,r), B € Mat(IR,7,n) és m,n>r =
rank(A) = rank(B).

Bizonyitas. Legyen K := Mat(IR,m, 1), H := Mat(IR,n, 1), F := Mat(IR,r,1). Ekkor a
B:x+— Bx, A:yw— Ay leképezésekre

(1) JZgREN ran(B) = F A, ran(A4) C K .

Ugyanis r = dim(F) = rank(B) = dim(ran(B)) = dim(BH) < dim(F) = r (mivel
BH C F). Vagyis F = BH = ran(B). Mésrészt az m > r = rank(A) feltevés miatt A
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oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ezért az A leképezés injektiv (azaz y1 # yo = Ay # Ays).
Azonnal kovetkezik (1)-bél, hogy

ran(AB) = {ABz: z € H} = A(BH) = AF =ran(A),
ker(AB) ={ue H: ABu=0} ={uec H: Bu=0} =ker(B).

Legyen b € K egy tetszOlegesen adott vektor, és legyen z, a legkdzelebbi pontja ran(A) =
ran(AB)-nek b-hez. Tekintsiik az y, := ATb ill. z, := Bty, pontokat. Definicié szerint
Ay, = z.. Mivel pedig ran(B) a teljes F' tér, a Bxr = y, egyenlet megoldhatd, és igy
Bz, = y.. Tehat ABx, = Ay, = z., azaz x, a normal kozelit6 megoldasa az ABx = b
egyenletnek. Mivel z, = BTy, fenndll z, L ker(B). Mivel pedig ker(AB) = ker(B),
egyben z, = (AB)"b. Tehat (AB)"b =z, = BTy, = BTATh. O

Gyakorlatok.
1) AT =A"! ha A invertdlhato.
2) a) (QA)+ = ATQ", ha Q ortogonilis métrix.

AQ)+ = QTAT, ha Q ortogonélis matrix.

= [4]

i)

"= [3]
=lo o]
4) a) X+ = XT[XX"]
Y+ =[YTY] “'YT, ha Y oszlopai linedrisan fiiggetlenek.

_1, ha X sorai linearisan fliggetlenek.

5) (AT)T = (ah)".

6) A+ :?, ha A := [517]]}

i=1j=1"
7) At =7, ha A:=[op+ kB, _,,_,

8) PT =P, ha P mer6leges vetités matrixa.

)
)
9) Igaz-e dltaldban is, hogy [projekcié]t = [projekcid]?
10) Adjunk példat az (AB)+ # BT AT esetre.

)

11) Ha u,v € Mat(IR, m, 1) egységvektorok (uTu = vTv = [1]),

akkor [uTv]t = [uT v] e Mat(IR,1,1).  [Hasznéljuk ezt 10)-hez!]

12) Igaz-e, hogy (AB)" = B*A*, ha
Plyan(a) feleserélhetd prig . py-vel €s pry,, gy felcserélhetd pryg,.(qy-val?
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Altalanositott inverz Raileigh-Ritz(= SVD)-felbontéssal

Emlékeztets. (Raileigh-Ritz-felbontds). Ha 0 # A € Mat(IR,m,n) és r = rank(A),
akkor IA\; >---> A, >0 IV € Ort(IR,n), V € Ort(IR, m)

diag(A1,...,Ar) O

— T __ T
ahol diag(A1,...,\.) az az (r xr)-es métrix, amelynek féatlgjaban A1,..., A, all, a tobbi
tagjai pedig 0-k. Tehat U oszlopvektorait u, ..., u,-el, V oszlopait vy, ..., v,,,-mel jelolve,
T
A: U1 (|]_> €1 lﬁ) )\161 'K> )\11)1,
uT A 4
Up > € = Ap€p = A\pUp,
Ur+17"'7un'_>07
ahol k=1,...,n-re ey := [0k1,00k,---,0kn] " a k-adik n-es oszlop-egységvektor (J¢ := [1

ha k =/, 0 egyébként]| a Kronecker-delta).* Mivel {u1,...,u,},{v1,..., vy} ortonormalt
rendszerek,

ker(A) = Ruppq1 + - - Ruy,, ker (A) = Ruy + - - - Ruy,
ran(A) = Rvy + -+ - + Ro,, ranL(A) = Rv,4+1 + -+ Ro, .
Az 1,2,3) gyakorlatok allitasai szerint

diag(1/A1,...,1/A.) 0O
0 0

azaz AT :vp — (1/A\)ug, ..., v = (1/ N )uy, és 0= ATy, =--- = AT, tovdbba
ran(A+) = ker™(A), ker(A1) =rant(A).

At =UA VT =U vt

Kovetkezmény. AA" = P4y, ATA= Py, AATA=A, ATAAT = AT

Bizonyitas. Az el6zo jeloléseket hasznélva,

AAT vy a (1/A1)uy T A (L/ A )uy Ao, {Vrs1,-- -, 0m} 04 0,
+ + +
ATA: wy ré))\lvl & Uiy o o vy Uy >é>)\rvr‘>4—> Uy ,{u,«+1,...,un}£>0A—> 0.
Vagyis ATA = Pkerl(A) = Pra,n(A+) és AAT = Pran(A)- Innen AATA = (AA+)A =
PanmyA=A, é ATAAYT = (ATA)AT = Papar)AT = AT, O

Tétel. (Az altaldnositott inverz algebrai jellemzése). Az (nxm)-es X mdtriz pontosan
akkor dltaldnositott inverze az (mxn)-es A # 0 mdtriznak, ha

(%) AX = [AX])T, XA=[XA]T, AXA=A XAX=X.

* Gyakran célszerfi redukalt forma: A=VyAoUy, ahol Vo=[v1,...,v,], Ag=diag(A, ..., \p),
U():[ul, ce ,ur}.
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Bizonyitas. Mivel a merSleges vetitések métrixai szimmetrikusak, az X := AT vélasz-
taskor teljesiil (x) a Kovetkezmény szerint.

Forditva: tegyiik fel, hogy az (n xm)-es X matrix teljesiti a (x)-beli négy egyenletet.
Irjuk fel X-et az X = UMVT alakban (az M = UTXV madtrixszal). Ekkor AX =
VAUTUMVT = VIAM|VT. Az AX = [AX]T redci6 jelentése tehdt V[AM|VT =
VIAM]TVT azaz AM = [AM]T. Hasonléan eliminalhatjuk a tobbi egyenletbél is az U, V
ortogondlis métrixokat. Vagyis (k) ekvivalens az egyszer(ibb

() AM = [AM])Y, MA=[MA]Y, AMA=A, MAM=M

alakkal. Legyen Ag := diag(\1,..., ), és haszndljuk az ([r + (n—r)]x[(r + (m—r)])-es

M= [%Aﬂg] il ([r + (m—)]x[(r + (n—7)])-es A= [gog}, felbontdst. Ezzel (x%)

nem mas mint

A()Mll A0M12 _ MlTiAO 0 MllAO 0 _ A()Mrlrl AOMgl

0 0 M{gAO 0|’ Ms1Ag O 0 0 ’
[Ao 0} _ [AOMAO 0] |:M11AOM11 M11A0M12} _ [Mn M121
0 0 0 0]’ Moy AogMi1 Moy Ao Mo Moy May| -

Az elso egyenlet alapjan AgMio = 0, ahonnan M;o = 0. Hasonléan a masodik egyenletbél
M3 = 0. A harmadik egyenlet szerint AgMi1Ag = Ap, ahonnan My = Ay L Ezeket az

utolsé egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy Moy = 0. Vagyis M = [/(\)5 ' 00] = AT és

X =UMVT =UATVT = A+, O
Altaldnositott inverz Frobenius-felbontéssal
Az A € Mat(n, m,IR) matrixnak egy Frobenius-felbontdsa a kovetkezd szorzatalak:

A= A1A;, ahol A; € Mat(n,r,IR), Az € Mat(r,m,IR), r = rank(A).
Tudjuk: minden matrinak vannak Frobenius-felbontasai (1d. kov. alfejezet).
Lemma. Ha A = Ay Ay egy Frobenius-felbontds, akkor AT = AJ AT.
Bizonyitas. Legyen r := rank(A). Ekkor X := Ay, Ay-re r = rank(X) = dim(ran(X)) =
dim(ker(X)*). Ezért ran(A;) = R" = ker(4;)*. Tudjuk: ez elegendd feltétele az

[A1 Ag)t = AT AT reldcionak.

Propozicié. (i) A, € Mat(n,r,IR), r=rank(4;) <n= Af = [ATA,] AT,
(ii) Ay € Mat(r,m,R), r = rank(4y) < n = A = AT[A,AT] ™",

Bizonyitas. (i) SVD-felbontdssal: 41 = Qy[A,0]QF = [ATA,] AT = Q5[A~1,0]7QT.
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Direkt: Fennall A; : ker(A;)+ <+ ran(A4;) = R". Ezért A; injektiv, és a 2 x 2-es AT A;
matrix invertalhat. Legyen b € IR"™ tetszélegesen adott, és legyen x := [A;FAJ _1A1Tb.
Beldtandé: (1) z L ker(A), (2) Ajxz —b L ran(Ay).

(1) trividlis, mert A; injektivitdsa miatt ker(A;) = {0}. Mivel ran(A;) elemei A;v alakuiak,
(2) <= (Ajx—2|A1v)=0 (vEIR™). Ttt (A;x—b|Av) = (AT Ajx—ATb|v) = (ATb—ATblv) =0.
(ii) azonnal kovetkezik (i)-bdl, azt AT-ra alkalmazva:

Af = ((AT17)* = ([145)7AF) '[AF)T) " = aF[Apa7] "

Frobenius-felbontas Gauss—Jordan-eliminaciéval

Legyen A egy r > 0 rangd n X n-es matrix. Alkalmazzunk a soraira Gauss—Jordan-
eliminaciot. Ez r lépésben A-t olyan A = [Ziij} matrixba viszi, amelynek n — r sora 0. S6t,
ha pivotok indexei: (i1, 71), (i2,72),-- ., (ir, jr). akkor &k =1,... 7 mellett

aik’jk =1 ﬁm-k =0 (Z % Zk), ai,j =0 (Z Q/ {il, .. .,Z'T}, j tetsz.).

Legyenek
A A [A iy. sora]
Al — Ji- Jr- , A2 =
08z~ 08z~ PO
lopa lopa [A Tp. SOI‘a]

Tudjuk: az r x m-es As matrix sorai linearisan fliggetlenek, és A sorainak a linedris kom-
bindciéi. Mivel rank(A) = r, bazist alkotnak az A métrix sorai linedris kombindci6ihoz.
Mivel pedig A2 ji-adik oszlopaban az ix-adik sorban 1-es a tobbi helyen 0 van,

[Ai. sora] = a;;, [12[ 1. sora] +--- +a;, [K 7. sora).

Ez pontosan azt jelenti, hogy A = A;A,. Mivel a Gauss—Jordan-elimindcié véges sok
+, —, -, / miiveletbdl &ll, kaptuk a kdvetkezot.

Tétel. Minden A mdtriznak van olyan Frobenius-felbontdsa, amelynek tagjai mind az
A tagjai dltal generdlt szamtestben vannak. Pl. raciondlis mdtrixnak vannak raciondlis
Frobenius-felbontdsai. Specidlisan, AT tagjai az A tagjai dltal generdlt szdmtestben vannak.

Megjegyzés. A Gauss—Jordan-elimnacié ugy is megtehetd, hogy a pivotokra teljesiiljon
i1 <1y < --- <i,.. Ekkor egyszeriien Ay = [A—b(’ﬂ kihagyva a 0—sorok}.

0123 {01 2 3
Példa. A:=|0246 |. Pivotok: (1,2),(3,1) = A=[{00 0 0| —
1234 10-1-2
10 01 2 3 Egymas utdan ¢ = 1,2, ..., r mellett,
A =20, A :[1 0-1 _2} ) ha [z egységvektor] = [Ag Ji- oszlopa],
21 akkor [A1 1. oszlopa} = [A Ji. oszlopa }
-2 -4 7
A* = A AL = AFlaAT) AT A AT = |\ 0 T
10 0 0 1
1 2 =2
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SVD-felbontas algebrai mdédszerrel

Definicié. Az A € Mat(M, N,IR) matrixnak az

A=Q1AQT

szorzat-alak egy SVD-felbontasa, ha

_ [diag(\,... A 0

Q1 € ORT(M,R), Q; € ORT(N,IR), A ; 0

€ Mat(M, N, TR),

ahol r =rank(A) és Aq,..., A\ > 0.

Megjegyzés. Q- oszlopai az N x N-es B := ATA = 0 métrix paronként egymésra
merodleges 1 hosszu sajatvektorai,

charpoly g(A) = AV " T (A =A%), B[Q2 koszl] = A} [Q2 kooszl] (k=1,....7).
k=1

(1 oszlopai, amelyek szintén paronként egymasra merdleges egységvektorok koziil az elsé
r kifejezhetd A-val:

(@1 k.oszl.] = %A[Ql koszl] (k=1,...,7).

s

Konstrukcié. 1) Meghatéarozzuk B := AT A sajatértékeit multiplicitassal:

S

charpoly g(\) = AV " H()\ — )™, g, my >0, ij =nr

Jj=1 Jj=1

2) Mindegyik p; sajatértékhez meghatarozunk B-nek egy m; paronként egyméra meréleges

pj-sajatértékl sajatvektoraiabdl allé v%j ), e ,v% rendszerét. Ezek adjak ()2 oszlopait.

3) Q1 els6 r oszlopat az ug) = (1/, /,uj)Av,(cj) (7 < s) vektorok adjak. A tébbi (M —r)
oszlop ennek tetszoéleges ortonormalt kiegészitése.

Példa. a :=+2,b:=+3, A:= egy SVD-felbontasa.

o T O o O
Q@ O Q O
O T O o O
Q@ O Q O

B:=ATA= , charpolyg(A\) = A2(\ — 12)2.

O OO
S O O O
OO OO
S O O O
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Két egymasra merdleges sajat-egységvektor B-hez p := 12 sajatértékkel:
V= [x,y, 2, U}T, Bv—12v =0 <= —62+62z = 0, —6y+6u = 0,6x—6z = 0, 6y—6u = 0.
Megfelel v := [2_1/2,0,2_1/2,O]T, vy 1= [0,2—1/2,0,2—1/2}T_

Két egymasra merdleges sajat-egységvektor B-hez 0 sajatértékkel:
Bv=0 < 6x+62z=0,6y+ 6u=0,6x+62=0, 6y~ 6u=0.

Megfelel vg := [271/2,0,—271/2,0] ", v, :=[0,271/2,0,—271/2]" . Vehet$
2—1/2 0 2—1/2 0
0o 27Y2 0 271/
@2 = [“1""‘”4 T2z o —27v2
0 2—1/2 0 _2—1/2
Kiszamitjuk @1 = [u1‘|u5} oszlopvektorait:
0o 22 o 22 12 0
S A 20 271/2
_ ,,—1/2 _ 1/2 1/2 _ _9—1/2
uy = p Ay ;D 310/2 20 310/2 20 9—1/2 2_01/2 2 (e2+e4).
0 212 o 22 0 0

T
Hasonléan wuy = p~ /2 Avy = [3*1/2,0,3*1/2,0,3*1/2} =371/2 (61 +es + 65).

Ezutan {us,uq4,us} tetszéleges, {ui,us}-re merdleges ortonormélt rendszer.
Eszrevétel: us = 2—1/2 (62—64), uy = 271/2 (61—65) mellett {ul, Ug, U3, U4} ortonormalt.

Valaszthatjuk us-0t a szimmetrikus wus := xe; + yes + res alakban. Ekkor automatikusan
us L ui,usg,ug, és us L us & x4+ y+ x = 0, ahonnan y = —2x. Vagyis és az 1 =
|us||? = 22% + y* normalds miatt megfelel us := 671/2(e; — 2e3 + e5). Vagyis A egy
SVD-felvbontdsa az «a :=2"1/2 =1/y/2ill. 3:= 312 =1/1/3 konstansokkal

0 8 0 o af 1212 0 0 0

a 0 a 0 0 0 122 0 0 8‘08‘ 0
A=1]0 8 0 0 —af 0 0 0 0 8‘ 8‘

a 0 —a 0 0 I N

08 0 —-a af 0 0 0 0
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SZIMMETRIKUS MATRIX CHOLESKY-FELBONTASA

N P oL
A= [aij]z’,jzl valés matrix.

AT = [@E\]jzl az A matrix transzpondltja.
Alapazonossdgok: ATT = A, [AB]Y = BTA" sorrendforditassal.
Elnevezés: A szimmetrikus métrix, ha A = AT.

Eszrevételek:
1) X X7 mindig szimmetrikus, mert [X XT]T = XTTXT = x X7,
2) Tegyiik fel, hogy A= CCT, ahol C = [cij]N

i =1 alsé-triangularis matrix
=

(azaz c¢;j = 0 az i < j indexpérokra).
Ekkor C i. sora konnyen adodik, ha tudjuk A-t és C-nek az elsé i — 1 sordt:
definicié szerint

Cii+1 = Ciig2 = - =¢C;, N =0.

Ha pedig j = 1,2, ...,1, akkor

a;j = [C 4. sora][C" j. oszlopa] =

= [C i. sora][C j. sora]T —skalarszorzat
= <[CZ'1,CZ'2, ...... Cz'i,O,...,OH
‘[le,ng,...ij,O, ...... ,0]>:
= Ci1Cj1 + Ci2Cj2 + -0+ CiiCjj
Itt Qij,Ci1,C41,Ci2,Cj2 ..., Cj j—1,Cj j—1 mar ismert, és
1 . .
Cij = a [aij — [cilcjl + CZ'QCJ'Q + -+ Ci,j—lcj,j—lﬂ (j = 1, 2, eyl — 1) 5

¢ =ai— [+ -+ ] (=i = \/jobb oldal).
Algoritmus. Kezdolépés

C11 ‘= y/Q11 -
CljZZO (]=2,3,,N)

Uj 4. sor (i>1) kiszamitasa
Ciit15Ciit2y+--,CiN =0

1 . .
Cij = —— [Ci1Cj1 + CioCjo + -+ - + Cz’,j—lcj,j—l} (G=12,...,i—1);

€jj
— 2 2 2
Cii += \/aii ettt Ci,i—l]‘
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Cholesky-felbontas és klasszikus Gauss-eliminacié

N ; oL
A= [aij]z’,jzl valés matrix.

A= LU als6xfels6-triangularis felbontas,

L = [eij]fj:17 Uiy =1, L;; =0 (i> ),
U= [uij]i\szla wip 70, ui; =0 (1< j).

Tudjuk: 1) [A i. sora] = [Gauss—eliminécié i. 1épése eredménye].
2) U11U22 * Umm, :det[aij];njzl (m: 1,2,...,N).
3) Az LU-felbontés egyértelmii, ha a 2)-beli determinénsok # 0.

Tovabbi felbontas:
D := diag(uq11, u22, ..., unN), U=DV.

Tt
N
V= vy

ij=1 Vi = wij /dii = wij[wii ;
?

vi; = 1, V fels6-triangularis.
Eszrevétel. A SZIMMETRIKUS = L = V*, azaz A= V*DV.
Bizonyitas.
A=A"=[LDV]* =V*D*L* = V*[DL"]
Itt V* also-trianguléris, az atléjaban 1-esekkel,

DL* = [atl6s x fels6-triangularis| = [fels6-trianguldris].
Vagyis A = V*[DL*] is egy LU-felbontasa A-nak. Ez egyértelmi, =

V=L, DL*=U, U=DV, A=LU=V*DV .
Osszehasonlitas a Cholesky-felbontassal. Feltesszilk: A = R*R, [R 4tléja] > 0.

A=R*R=V*DV = [V*VD|[VDV] =
= [VDV]* [VDV]

N——
felso-tr., > 0 atlo

Egyértelmiiség =

R=VDV =VDL*=[VD| U.
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2 4 2
; 5 6 7 L . ,
Példa. Az A := 6 matrix Choleski-felbontédsa

12 14

2 7 14 20
(1) mddositott Gauss-elimindcioval, (2) direkt médszerrel.

(1) [1. sor]/\/zaj elim. [1. sor|-ral [2. sor]/\/e22

=N

2 1 1 21 2 1 21 2 1
2 5 6 7 0 4 4 6 0O 2 2 3
4 6 12 14 0 4 8 12 0 4 8 12
2 7 14 20 0 6 12 19 0 6 12 19
3. sor]/\/e33 elim. [3. sor]-ral  [4. sor|/ /e44
2 1 2 1 21 2 1 21 2 1
0 2 2 3 0 2 2 3 0 2 2 3| T
0 0 2 3 0 0 2 3 0 0 2 3| 4
0O 0 6 10 0 0 3 1 0O 0 3 1
(2) A alsé fele Cy lsora: /a1 Cae = Ca 2.s012
4 2 ag21 = <C1o|02.>
2 5 — co1 = ag1/cn
4 6 12 a2z = (C24|Ca4)
2 7 14 20 o3 = Jam — B
(U3¢ = C'4 3.s0ra Cye = C4 4.s0ra
azj = (Cje|Csa) 2 asj = (Cje|C1s)
_>03j (.]:172) 1 2 _>C4j (.]:17273)
agz3z = <C3.|C3.> 2 2 2 Qg4 = <C40’04o>
— ng — C33 — 01214 — C44
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Sajatértékek iteralt Cholesky-felbontassal

Jelolés. A € Mat(IR, m, m) pozitiv-definit szimmetrikus matrixnél a Cholesky-felbontés
A=CsC} .

Azaz C4 az egyetlen olyan pozitiv dtléji also-trianguldris C métrix, amelre CCT = A.
Rekurziéval képezziik a Bi, By ... matrix-sorozatot a kovetkezoképpen:

A1 = A, An+1 = CanAn (n = 1,2, .. )
Tétel. IN1,..., A\, >0 A, — diag(A1,...,A\m) és (A= A1) -+ (A= A\,,) = charpoly(A, \).

Bizonyitas. Tudjuk: négyzetes Y, Z métrixokra YZ ~ ZY (EIS Z7Y = S(YZ)S_l), és
igy charpoly(XY,-) = charpoly(Y X, ). Ennek alapjan indukciéval

charpoly(A,, -) = charpoly(A4,-) (n=1,2,...).

Mivel ennek gyokei mind > 0, a szimmetridja miatt A,+; = 0, ha A, > 0. Vagyis az
Aq, As, ... sorozat jol-definidlt. Elegendo bedatni, hogy egy diagondlis matrixhoz tart, mert

A, — diag(\1,...,An) = charpoly(A, \) = charpoly(A,,\) —

— charpoly (diag(A1, ..., Am)) = H()\ — k).

Vegyiik a Py := diag(1,...,1,0,...,0) (k=1,...,m) projekcidkat.
—— N———
k m—~k

Altaldban is, ha X € Mat(IR, m,m), akkor

P.X = [%} . XP,=[X 1.—k. oszlopai| 0].

Lemma: C als6-trianguldris = Trace[(P,C)(P,C)T] = doi<i<k 1Cyi]?

Trace|(PyCH)(PeC)] = 30 coningiony 1l ™
Bizonyitds: mivel tetszleges X matrixra Trace(XXT) = Trace(XTX) =" ‘Xij‘Q.
1,J

Kovetkezmény: Itt

Trace[(P,C™T)(PCT)"] —Trace[(P.C)(P:C)" Z |Cijl? > 0.

1<k<1t

Alkalmazva ezt rogzitett k& mellett a C = Ca,,Ca,, ... matrixokra, mivel 4,, = Cy, C’:gn
miatt Trace(PpA,) = Trace[(PkC};n)(PkCEH)T], kapjuk, hogy

Trace(Px A1) < Trace(PrAz) < Trace(PrAsz) <
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Maésrészt mindig

Trace(PyAy) < Trace[(PnA,)] = Trace(A,) =
= Trace(A) .

Mivel feliilrol korlatos novo sorozatnak van limesze, vannak olyan
0< g <po < < i1 < iy, = Trace(AAT)

szamok, hogy
Trace[(PyAn)| (k=1,...,m).

Megjegyzés: itt pu < pi1, mert mindig Trace[(PrAn)(Pedn)T] < [(Pedn)(Pedn)t].
A Lemma Koévetkezményét C := Cy, -re alkalmazva kapjuk, hogy tetszéleges k mellett

Z HCAn]ij‘z < Trace [AHHAEH} — Trace[AnAﬂ — g — g = 0.
j<k<i

Mivel minden 1 < j < ¢ < m indexpérra van olyan k, hogy j < k < i (pl. k:=1 is),

[Ca,],; =0 (n—o0, 1<j<i<m), = Ca, =diag(Ca,)+o(1).

S6t innen A, = Cjx C’En = diag(4,) + o(1). Mivel pedig [An]11 + -+ + [An]kre =

n

Trace(PrAy) / pk (kK =1,...m), adédik végiil, hogy

A,, — diag (Vi1 V2 — B oo/ Hm — Hm—1)-
Vagyis a A == /e — pk—1 (K =1,...,m; po = 0) valasztds megfelel.  Qu.e.d.
Tétel. Legyen A € Mat(IR, m, m) pozitiv-definit mdtriz, ahol

A=QTAQ, Q€ Ort(R,m), Q= LU LU-felbonthaté (diag(L) = I),
A:diag()\l,...,)\m), A > >An>0.

Rekurzioval képezziik a By, Bs ... mdtriz-sorozatot a kovetkezoképpen:
By:=A, Byi1:=Cf Cp, (n=12,..).

Ekkor B, — A (n — 00).

Bizonyitas. El6szor az A™ hatvanyok Cholesky-felbontasaval foglalkozunk.

A" — QTAnQ — [An/2Q]T[An/2Q] ’
An/QQ — An/QLU _ [An/QLA—n/Q]ATL/QU — JnAn/QU , J,=F+ 0(1) ,
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ahol F egy olyan alsé-triangularis matrix, amelynek nem-zéré helyei az atlé koriili olyan
négyzetekben helyezkednek el, amelyek azonos A\, sajatértékekhet tartoznak. Specidlisan
E felcserélhets A-val. Ezért

A" = UT[An/ZJnTJn]An/QU _ [UTAn/chgjn} [UTAn/ZCJEJn}T,

és igy
Can = UTA"2Cyr; = UTA"?ETE + o(1)).

Eszrevétel: mivel AE = EA és A diagonalis, és igy

Crl Can = [EYE 4 o(1)] P A= D2[UT LT A2 ETE 4 0o(1)] = AY2 + 0(1).

An—1
Legyen
Bu = [C31 Can][C7) Can]”
Ekkor

By=A+o(l), C5 =Cyl.Can.
Masrészt By = [C71C4][CTICA]T = A = By, és

B, =Cyl  CanChuCan T = CL A O )7,
C%ncgn = Can[Con 1] Cpn i Can = CHa[AV 7 Cpn =
= CLlCan CL (A0 OFL [Ch ] = Ot An A LA [0F ) =
= Ct AMTC) ™ = By

Vagyis a [B, : n = 1,2,...] sorozat ugyanazokat a rekurzios feltételeket teljesiti, mint
[B,: n=1,2,...], igy B, = B,, minden n indexre. Qu.e.d.
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KACZMARZ-STEINHAUS ITERACIO

A= [aij]j\,szl valés matrix, b:= [bi]ﬁil oszlopvektor.

Geometriai interpretacié. Ax = b jelentése:
reSinN---NSy,

ahol )
S; = {x 2 {a]z) = bi} SIK az N-es vektorok terében.

a; == [A . sora}* N-es oszlopvektor, (:|-) skaldrszorzat N-es oszlopvektorokkal.
Definicié.

la;|| := [a; hossza] = \/a2 + a2, + - + a2y = (a;]a;)/?,

e; 1= [ai irdnyu egységvektor] = a; /| ail|,

Pi(z) := [@ merSleges vetiilete Sj-re| =
; <$|CEZ> — bl
=x — {(r|e; ei—i——le-:m——a- .
WDt Rl T g
Megjegyzés. 1) Az i-edik sikra valé vetiilet tehat P;(z) = x + ta; alakd. Vagyis
(x + ta;la;) = b;. Innen is egyszertien t = [b; — (z|a;)]/(a1|a;).

2) Matrix-szorzassal kifejezve (majd gyokvonds nélkiil a 2. sorban)

b,
Pi(x) = [I —ejel|z+ ——e; =
@)= =eclet 1o

1 b,
= |I - —aiaﬂx + —"—a; = Lz + P;(0),
[ (aila;) (aila;)

ahol L; az S? :=ai- = {x: = L a;} altérre valé merdleges vetités matrixa.
3) Mindig P;(z) € z+IRa;. Ezt iterdlva: P; (P, ,(--- P, (z)--+) € z+Ra;, +---+Ra;, .

Tétel. Ha az Ax = b egyenletrendszernek van megolddsa, akkor tetszéleges xqo vektort
és tetszoleges olyan P;,, P;,, ... projekcio-sorozatot véve, ahol az 1,12, ... indexek kozott
1,2,..., N mindegyike végtelenszer fordul eld, az

xr1 = Pi1 (.’130), Tro = f)l'2 (5131) = PiQPil (5130), T3 = PZ'3 (332) = PZ'3PZ'2PZ'1 (.T()),

vektorsorozat az Ax = b egyenlet eqyik x, megolddsihoz tart.

Megjegyzés. Geometriailag ez az x, vektor nem mas, mint xp-nak a meréleges vetiilete
(azaz a legkozelebbi pontja) az S; N Se N ... N Sy megoldashalmazhoz.

Bizonyitas. Tekintsiik az el6bbi x, ponttdl vald
Zp = Ty — Ty (n=0,1,...)
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eltéréseket. Mivel z, = P; (x.) minden n mellett, egyszertien mindig

Zn—l—l - Pin+1 (:l:’n,) - x* - P’in+1 (':En) - Pin+1 (x*) =
= [Lin+1xn - Pin+1 (O)} - [Lin-ux* - Pin+1 (0)] =

= Lin+1 (x’ﬂ - :U*) = L’in+1zn .
A 3) megjegyzés szerint mindig 2, € 2o + IRay + - - - Ra,, vagyis z, € (S N---NSY)L.
Elegendé megmutatni: 2, = L; L; ,---L;jz0 =0 (n— 00).

Ez utébbihoz pedig elegendd k-szerinti indukcioval belatni a kovetkezot:

Tétel. Ha m < N, akkor van olyan q = g, < 1 (csak m-tél fiiggd) konstans, hogy

HL% -+ Li, |Ra;, + -+ +Ray, || < g valahdnyszor {i1,...,i,} = {1,...,m}.

Bizonyitas. Az m =1 esetben ¢ = ¢1 := }|L¢|RaiH =0(<1) (:=1,...,N) trividlisan.
Tegyiik fel, hogy m-ig igaz az allitas, és tekintsiik m helyett m + 1 esetét.
Az altalanossag megszoritdsa nélkiil vehetd, hogy

{i1,...,in}t ={1,....m}, |lai|| =+ = |lam+1] =1,
dm+1 = HLm-l—lLinLinfl e Lil ’IRal + -+ Ram+1||.

Tudjuk: HLinL - Liy|Ray + -+ ]RamH < ¢m < 1. Legyen

in—1 "

o= [am és Ra; + -+ Ray, szége}, e, f egységvektorok, amelyekre
cosa f = [am+1 merSleges vetiilete (IRay + - - - + Ray, )-re],

sinae = [amH (Ray + - - - + Ra,y, )-re meréleges komponense} .
Tekintsiink egy tetszéleges (IRaj + - - - + Ray,+1)-beli egységvektort az
r=ux9+Ce, x9€Ray+---+Rapy,
felbontasaban. Ekkor L; ...L; x ill. L,,41L; ...L; x felbontasa

L; ...L;e=ce,
L; - Lixo=y+~vf €Ray + -+ Ray, aholy L f(és L ami1),
Ling1Li, -+ L, (zo + Ce) = L1 (y +7.f + Ce) =

= (I = ProjRcos aftsinae)) (Y +7.f +(2) =

=y + (I — ProjRicos a f+sinae]) (V. +C2) =

= Y + PIOjRjsin a f—cos ae] (Y + (2) =

:y+<[ sina H[Z]>(sinaf—cosae) .

— COS ¥

in
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Tudjuk: [|yl|* ++% = ||Ls, -+ Li,ol|* < gmllzol|?, ahol [|zo|* + ¢* = [Jz]|* = 1.
Vagyis a q:=¢3,, 7 = |y1] roviditésekkel

V497 < q(l — ) (= gk llmol?),

ILmsa Lo, -+ Ly o + o)l <22 + ([ 00 ] ] ).

Innen ”m”ax | L1 L, - Liz|)* <
1

< max {7% + (ysina — Ccosa)? 1 42 ++2 =q(1 —CQ)} =

=max¢, C:=97+7"—q(1 (%), ¢:=1{+ (ysina—(cosa)”.

A tételhez elegendd Iéli%(¢ < 1 (mivel ez fiiggetlen az i1, ..., 1, indexsorozattdl).

Legyen (71x,v«,Cx) & ¢ fiiggvény maximum-helye a C' = 0 feltétel mellett.
a) (. = 0 esete. Ekkor Igaxgb = max, 242, Y2+ 42%sin’a < ¢ < 1.

b) (. # 0 esete. Ekkor 0 < (2 < 1,73, +v2 = q(1 — ()2, azaz 2, = q(1 — (2) — 2. Tehat
az (ulv)? < |lul|?||v]|?)/2 egyenlStlenség miatt

mago =k + ([ Car 1) <

<1 -&) -+ (i +E) =
=q+(1—-q)?<1. Q.e.d.

Megjegyzés. Lagrange—multiplikétorral kiszamithaté pontosan max ¢. Valamely A-val

W) F5 =285 @F =25 B FE= Z @R+ =d0-0)

a (71,7, ¢) = (71« ¥+, ¢+ ) min-helyen. A p =~ysina — (cosa Kkifejezéssel
1) 291 =2 1, (2) 2psina =2\y, (3) 2Apcosa = —2¢¢, (4) 7 +7* = q(1 - ¢?).
) 71 # 0 esete: (1) = A= 1.
1) p =0 aleset: (2),(3) = ( =+ =0, ahonnan (4) = mcinofb =q(<1).
p: =
2

2) p # 0 aleset: (2): (3) = (A21) ( = =0 vagy (A22) cosa/sina = —q(/v, v # 0.

(

(A
(A
(A
(A21

)-nél (4) = 72 = q¢ = mazc ¢ =q(< 1). (A22)-nél ¢ = pcosa, 7 = —pgsina

valamely p # 0 szdmmal. Visszahelyettesitve (2)-be 2p(—gsin? a—cos? a) sin a = —2pgsin o,
ahonnan (1—gq)cos?a=0= a=m/2. Ekkor is (4) = max ¢ =13=gq.

C=0=cos
(B) 71 = 0 esete. (B1) A =0 aleset. (2) = p=0= ¢ =7 + p* = 0 nem max-hely.
(B2) XA # 0. Ez adhat csak djat ¢ helyett max ¢-re. (B21) ¢ = 0. Ekkor (4) = v =0,

ahonnan ¢ = (2 cos? a < cos? o, azaz max ¢> <cos?a < 1.

Vlzq,c 0
B22 0 Ekkor mint (A22)-nél ¢ = pcosa, v = —pgsina. Most (4) = p?¢®sin?a =
( P Y= —pq p°q
q(1— p cos? o). Innen p? —1/(qs1n a+cos? a) és p= (vsinoz—(cosoz)Q:qs.in2 a+cos? .

2
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Osszefoglalva: max ¢ € {¢2,,cos? a, g2, sin” a + cos® a} < 1 (mivel ¢ := ¢2)).

Megjegyzés. A merdleges vetitések hosszcsokkentOk, és csak a képtartoményon hossz-
tartok. Ezért

1Lzl < ll=ll,  1Lj2ll = |lz]| <= 2z €87 .
Eszrevétel: az elébbi miatt |[L;, ... Ly 2| = ||z <= z€ 8% n---nSY .
Specidlisan, ha az i1,...,iy indexek az 1,..., N sorozat egy permutaciojat adjak, akkor

|Liy - Liyz|| > ||z]| <= z€85Yn...nS% = {0},
azaz ||L;y -+ L, z|| < ||z| (x #0). Ezért

|Liy -+ Lixz|| <1 wvalahdnyszor {iy,...,in}={1,...,N}.

Algoritmus.

0. el6készités) x( kezOvektor vilastasa,

{1,...,N}-beli iy,ip,... indexsorozat valasztdsa (#{k: ir = j} = o0 Vj).

k(>0). 1épés) zp := P, (z—1).

P; kiszdmitasa P;(x) = x + ta; alakban, ahol t az <x + tai’ai> =b; egyenlet megoldésa.

Algoritmus N lépés Osszevonasaval.

0. el6készités) e; :=a;/||ail, Bi:=0bi/||aill (=1,...,N) kiszamitésa,
P:xvw PyPy_1---Pi(z) meghatdrozisa matrix-szorzéassal
ro kezdvektor valasztasa.

k(> 0) lépéS) T 1= P(-Tk—l)-

Matrix-kifejezés P := Py o Py_j0---0 Py(x)-re.

Pi(z) = — (ex|x)er + Brex = x — ex efx +Brer, = (I — erey )z + Brey =
~~ S——— S~~~
(ex|z) Qx qk

= Qrr +qr, ahol Qp:=1—ere;, qx:= Brex.

Py(Pi(x)) = Q2P1(x) + 2 = Q2[Q12 + 1] + ¢
= Q21+ Qi1q1 +q2 = Rox + 12, ahol Ry := Q2Q1 és ry:= Q2q1 + ¢2.

Py -+ Pi(z) = Py(Pn-1(2)) = QnPrn-1(z) + qn—1 =
=Qn-1[Ry-1z+ry_1] +an =
Ryx+ry, ahol Ry :=QnRy_1ésry:=QnNRn_1+qn.
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Kifejtve: az S; sik 0-ba valé eltoltjara

P(z) =QNQN_1--- Q1+
+ B81QNQN-1-- Q261+
+ B2QNQN-1---Q3ea+
+ fn-1@NeN-1 + Bnen -
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NULL-HELYEK KOZELITESE NEWTON-ITERACIOVAL

Okori v/2: 1.5 1.41666 1.414215

1 2 1 2 1 a 2
2, 3[2+3), i[s+ ) H[ra16+ 2]

Kérdés
1) Miért konvergéal
2) Hogy kell mést csindlni pl. /a =7

KEPLER " :a} v=2x+1
T

Sejtés Y/a-hz xg:=a > 1

Tpgl = <1 - %)xn + %T‘Ll

1) NEWTON vélasza f(z) =0 [PL 22 — 2 = 0] megolddsdra
ERINTO-MODSZER
Meredekség = f/(x,,) ABRA

(Tn41 — ) - [ (2n) = flzn)

Példa. ¥a 2N —-a=0 f(z):=2"—a f'(z)=NzN"!

B xfy—a_ 1 1 a
o == ey = (1= Jan s

Miért konvergal?  Mindig nem megy:
f(x) =23 —x—1/v/3 70 eltaldldsa” KAOTIKUS lehet [’Newton kdosz”, jegyzet 2]
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TAYLOR FORMULA + LAGRANGE MARADEKTAG
Fla+h) = F@)+ F@h+ 51 @ 4 D @ht
+ % FD(ten)h®  Ftep € [v,2+4],
ha f:IR—IR d-szer folytonosan differencidlhato.
d=2  flae+h)=[f@)+f@h+3F (ten)h?
NEWTON HEURISZTIKAJA
Tn A Te flxe)=0
f(@n+h) = f(zn) + f'(n)h

0= f(z:) = flan) + f(@n) - (T — 2n)

BECSLES )
(1) 0= f(zx) = fl@n) + f(2n) (@ —2n) + %f (tap,zn—o.) (Ts — Tn)?

(2) 0= [f kozelitése |(zpn41) = flzn) + ['(2n)(@ns1 — n)

17

2) -1 = 0=f(2n)(@nr1 —2:) = 5f (ton0—a,) (@0 — 22)?

1
1 ’f (txnymn_x*)
T — Tx| = 5
| n+1 *| 2 ) |f/($n)’

|z7 —:U*|2

<M, ha z,¢€ (z.—¢c,x,+¢).
hy, == |@y, — 4| = [ 2, tdvolsdga a megoldéstol |

hni1 < Mh2 , de M lehet nagyon nagy

hy < MhZ
hy < Mh3 < M(Mh3) = M>hg
hs < Mh2y < M(M?hg) = M"h

n n 1 n
Bnp1 < M? 71 = M[Mho]z

Ha Mho < 1 (xo "nagyon kozel” van z,-hoz), akkor x,, — x, s6t |z, —z,| < const.(1—4)2"
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TOBBVALTOZOS NEWTON-ITERACIO

&1 bil
F:RY 5 RY, x;: | - | =& koordinaték, F=1":
&N In
1 F(A H
FP; (A) := llg%) - [F(A+7H) — F(A)] = %;H) L irany szerinti derivalt
Emlékezteto

F folytonosan diff. = H + F, (A) linedris RY —RY leképezés
F' d-szer folytonosan diff. = (Hi,...,Hg) — FIn/hP;d (A)
szimmetrikus d-linearis []RN }d—ﬂRN leképezés

o

Jelolés: FW(A)H,---Hy:=Fy 7 (

A), FYAH:=FYA)H - --H
S——

d—szer

OtF
Tenzor-forma: F@ ~ [—] .
CE'k-l . 8xk/d k kd_].

.....

Taylor-formulak maradéktaggal

F@ Jalk .
AA-|—H] _d/t1 0/,52 ; /d ()A+th)dtddtd 1---dty;

Lo k (d) d
F(A+H) = HF()(A)H +d|F[AA+H]H =
k=0
d—1 1 1 1 1
— —F(k)(A)Hk+—/ wq(t) FY(A+rH)H? dr, /wd: 1;
k=0 k! d! =0 N=—— 0
- d(1—7)d—1
= |F(A+ 91 H),...,F(A+ 9y H) konvex lin. kombindcidja| =
d—1 1 1
= yF(’“)(A)H’“ + 5<¢\F(d) (A +19A,HH)Hd>Ua 1= (¢|U) = [|o]l = [[U]]
k=0 ’

Iteracios lépés
—1

Xpi1 = X — [F'(X)] F(X,)

Azaz X, 11 az [F els6fokd Taylor polinomja X, kériﬂ] = 0 egyenlet megoldasa:
(%) F(X,)+ F'(X,)(Xps1— X,)=0.
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Ez egyértelmfi és jol-definidlt, ha az F'(X,,) : RY — IR” linedris leképezés invertdlhato.

Konvergencia-becslés: Hasonléan mint 1-valtozoban, de integralos Taylor-formulaval:

0= F(Xn) + F/(Xn)<Xn+1 - Xn)a
0= F(X*) =

=F(X,)+ F (X)) (X.—X,) + %/1_ wg(T)FH(Xn + 7'(X>.ﬁ—Xn))()(lk—Xn)2 dr.

Ezeket egymésbol kivonva kapjuk, hogy

0= F'(Xpn)(Xn41—-Xs) = %/:O wa (1) F" (X + 7(Xo = X)) (X = X,,)? dr,

Xoy1 — Xu = % / B wo () [F'(X)] T F" (X + (X — X)) (Xu— X,)? dr,

1 _
Ko = Xl < 5 mae [[F/(060] P (X, 4 70, = X)) (X, =X, <

1
<

< — max
2| x,Ye[xn,Xu]
|H =1

(Feo) ™ o 1x. -

Tétel. Tegyik fel, hogy F : RY — RN 2-szer folytonosan differencidlhatd leképezés,
amelyre az X, € R™ pontban F(X.) = 0. Tegyiik fel tovabbd, hogy K egy olyan korldtos
zdrt gombi kornyezete X.-nak, ahol det(F'(X)) #0 (X €K). Ekkor az

M= max || [F'(X)] 7 P2

konstans eqy jol-definidlt véges szam. Ha Xog € K olyan kozel van X.-hoz, hogy
Ai=M||Xo— Xi|| <1,

akkor a Newton iterdcid (x) szerinti lépéseire X1,Xo,... € K, és | X, — X.|| = O(A\?").

Nevezetesen
X, - X <A VX0 - X (n=0,1,2,...).

Bizonyitas. Az M konstans jol-definidltsaga: mivel F' 2-szer folytonosan differencialhato,
az (X,Y, H) — || [F’(X)]le”(Y)HQH fiiggvény folytonos, tehat felveszi a maximumat a
korlatos zart K x K x {H : |H|| =1} C []RN}3 alakzaton.

Legyen K = {X : [|[X|| < ¢}, Xo € K és A\ = M| Xy — X.|| < 1. Ekkor mar miikodik
az 1-valtozéndl alkalmazott gondolatmenet. Fenndll || Xo — X, || = A2 71| Xy — X.| < e
Indukciés 1épés a konvergencia-becslés szerint:

X,eK + || X,—X,| < XY Xo - X, =
||Xn—|—1 _ X*H S MHXn _ X*”2 S M[)\Q"—lnxo _ X*|H2 :MHXo—X*H:)\
= N2 XX = AT X = XL < (= Xp€K).

53



Matrix-technikai kivitelezés

GRADIENS (sorvektor)

Ofi Of; O fi }

8$1 8582 81‘]\[

Vfi(x) = [

Pfi 1N
89%890@} k=1

filar + 1) = file) + [VfiCe)]b) + o 1° [V fita)]

HESSE MATRIX

V2fi(x) := [

Tegyiik fel: X, € RY adott [ n-edik kozelitése X,-nak, ahol F(X,) =0 }

Fi(X) = (X)) = [ f; 1-rendii kozelitése X, koriil | =
[vfz(Xn)} (X - Xn) =

= fi(Xy,) +
= fie) + ([Vhilaa))'| X - X0)

Példa. N =2, X = [ﬂ P {f} X — Bn}
F(Xn) + aféfn) (Xn—H - Xn) + féjn) (yn, —yn) =
Q(Xn) agé).%’(n) (xn—kl B n) + agé)y(n)( n+1l — yn) =0
P+ [ yh] =X =0
———

2 X 2 matrix
F Jacobi matrixa

Altalaban is: (tetszéleges N > 1 dimenziéban)

Vf1(X)
F'(X) = [ F Jacobi métrixa az X helyen] := :

Vn(X)
—————
N x N-es matrix

Megoldand6 X, 1-re
F(X,)+ F'(X,)(Xps1—Xn) =0
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Innen

Vfl(Xn)
Xpy1 = Xn — F'(Xn) 'F(X,) = X,, — : F(X,)
Jacobi VfN(Xn)

Becslés. Mivel
1
[i( X + H) = fi(X,) + [Vfi(X)]H + §H*[V2fi(Ti)]H 3T € [X,, X, + H|,
fennill H := X, — X,, mellett

0= fi(Xs) = fi(Xn) + [VA(X)|(Xs — X0) + %(X* — XN [V f(T)I(Xs — Xn),

. (Xo = Xn)* [V2A(T)(Xe — Xn)
0= F(X.) = F(X,) + F'(X,) (X, = Xp) + 5 :
(Xs = Xn)* [V2A(T))(Xs — Xn)

valamilyen T4, ..., TN € [X,, X.] mellett. Masrészt X, definiciéja szerint
0=F(X,)+ F(X,)(Xni1 — X,).
Ebbodl az elozo egyenleteket vektorosan kivonva

. (X — X)*V2 f1(T1)(Xn — X4)
Xnt1 — X = §F/(Xn)_1
(Xn - X*)*V2fN(TN)(Xn - X*)

Tétel. Ha F 2-szer folytosan derivdlhato, F(X,) = 0, és az F'(X.) Jacobi-mdtriz in-
verdlhato, akkor az X, null-hely valamely (kis) konvex U kdrnyezetében valamilyen (nagy)
M konstanssal

[ Xnir = Xl < M| - X

Ha a kitnduldsra Xo € U és p:= M||Xo — X.|| < 1, akkor || X, — X.|| < u?*" /M — 0.
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Példa: 2D GPS-feladat. S, S, S5 € IR? adott hdrom pont. Keressiik egy olyan P € IR
pont koordindtdit, amelyre csak a

5k = d(P, Sk) - d(P, Sk—l—l)) = HP - SkH - HP - SkH (kﬁ = 1,2)
tavolsagkilonbségek ismertek.
Newton-iterdci6 az F(P) =0 egyenlet megoldaséra, ahol

d(Xa Sl) - d(Xa SQ) - 51

d(X,8) —d(X,S3) — 0y (X € R?).

F(X):= {

A kanonikus koordinatakkal X = (x,y), Sk = (pk,qr) mellett

F(X) = {\/(17—2?1)2 +(y—q1)? =/ (z —p2)? + (y — q2)? —51] .
V(@ =p2)? +(y—¢)? — /(2 —p3)? + (y — 43)? = 02
Itt F els6rendii Taylor-kozelitése az iteracié X, = (zn,y,) pontja koril
d
F(X,+V)=Y F(X,)+F(X,)V =FX)+ | Fn+7V) =
T 17=0
d
=F(@n,yn) + | F(Tn + TUn, Yn + TW5).
dr lr=0
Altaldban is
J (z—pDv+y—g)w _ (z—p2)v+(y—g2)w
_ | V@)t y—a)? (a—p2)?+(y—q2)?
dr TzoF(x vyt rw) = (z—p2)ot(y—goa)w _ (z—ps)vt(y—gs)w

V(@—p2)2+(y—q2)2  \/(z—ps)>+(y—gs)?

Ha X,, ismert, akkor
Xn+1 =X, +V, ahol Vaz F(X,)+ F'(X,)V =0 linearis egyenlet megoldasa.

Adatokkal: S; = (0,10),5; = (8,6), 55 = (10,0); P az Xg = (4.8,6.4) pont kozelében
van (amelynek tavolsidgai S, S2, S3-tél rendre 6, 3.225, 8.246), de 61 = d(P, S1)—d(P, S2) =
3, (52 = d(P, SQ) - d(P, Sg) = —5. Ekkor

F48+71u,6 —4+T1w) =0,

d
X1 =(4.84v,6.4+w), ahol F(4.8,6.4) + I
7=0

T

Itt F(4.8,6.4) = l\/4-82 +(64—-10)° — /(4.8 -8)° + (6.4 —6) — 3] _ {—0.225] |

V(4.8 —8)2+(6.4—6)2—/(4.8—10)2+6.42+5 —0.021
4.8v4(6.4—10)w (4.8—8)v+(6.4—6)w‘|

d _ .
dar TZOF(4-8 +7u,6.4 4+ Tw) = { (4.8—8)?}—‘,—(6.4—6)10 B (4.83—%%)5@—#6.411;
3.225 8.246

Innen v =0.092, w= —0.083, X; =(4.892,6.317).
Ekkor d(Xl, Sl) = 6123, d(Xl, 52) = 3124, d(Xl, 53) = 8124,
Jobbak lettek a tavolsagkiilonbségek: 61 = 2.999, 69 = —5.124.
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NUMERIKUS DIFFERENCIALAS

Emlékeztets. Ha f: (o, ) — IR egy differencidlhaté fiiggvény, akkor x, — z¢ € (a, f)
f(an) — f(x0)

— f'(x0). Heurisztikusan:
Tn — o

esetén

f(zo + h) = f(0)
7 :

f'(x0) ~

ha |h| elegendden kicsi.

Lagrange kozépérték-tétele szerint, ha h, k > 0, akkor

f(xo+h)— f(zo—k)

h + k = f/(tmo,k,h) El t:ro,k,h E (.'L'O - k, ZCO + h) .

Heurisztika: ¢, k0 az (zo — k, zo + h) intervallum kozepe felé esik.

f(zo+h/2) = f(zo — h/2)

Célszerti kozelités h pontossdgnal: f'(xq) ~ )

h
Of _ i, f@ther) — f(z)

8.Tk h—0 h

T6bb véltozéban: ha f:IRY — IR, akkor

vagyis az egyvéltozés h s f(x + hey) fliggvény derivaltja (adott = € IR -nél).

Definicié. Az f : RY — IR fiiggvénynek a V € IRV vektor szerinti szimmetrikus
differencigja az X € IRY helyen

Ay f(X) = f<X+ %v) . f(X . %V)

Jelolés. F; = [ 1-edik egységvektor ] = [O, ..,0, 1 ,0,... ,O] " oszlopvektor.

Megjegyzés. 1) 1-valtozés eset: +[f(z+ h/2) — f(z — h/2)] = 3 Dpe, f(2).

2) Tobb véltozénadl Of Oz, célszerti kozelitése x+— +App, X(X) (kis h mellet).

Tétel. Ha f:IRY — R, n-szer folytonosan differencidlhatd, akkor

L o

Apg;, Ang,, - Ang,, [(X) (Tx.n)

hn - 6:131-18%2 s 6:1:,n
valamely
h h h h
TxpeX+|— §E7;1> §Ei1} +-+ [— §E¢n, §Ezni|
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helyen. Az iy1,...,in indexek sorrendjétél figgetleniil

h h
Anp, Anp, - Anp, f(X)= > o1---on f<X+01§Ei1+"'+0'n§Ein)-
T1yeney on==%1
- h . h
Megjegyzés. 1)Tx = X + Z [ — §Eik, EEZ } egy tobbdimenzios téglatest, amelynek
k=
kozéppontja az X pont, és az oldalai parhuzamosak az x1, ...,z N tengelyekkel (vagyis az
E,, ..., En vektorokkal). Az E;-iranyt oldalai Tx p-nak annyiszor h hossziak, ahanyszor
az E; vektor eléfordul E;, , ..., E;, kozott, azaz

U= h#{k: ix = j}

h
hossziak. Az X kozéppont tavolsiaga a csucsoktdl 5\/ B, +---+ L5, .

2) Emlékeztets: p(A) — ¢(B) = [Vp(Z)[(A—B) 3T € [A,B], ha ¢ : RY - R
folytonosan differencidlhats. Ezért |¢(A) — ¢(B)| < M||A — B|, ha ||[Ve]*|| < M egy
olyan tartomédnyon, amely tartalmazza az [A, B] szakaszt.

orf fiiggvényre
—— fliggvényre.
ox;, -+ 0x; seveny

in

Ezt alkalmazzuk a ¢ :=

Tétel. Ha az f: RN — R figguény (n + 1)-szer folytonosan differencidlhatd, akkor

rIX) 1

m hn AhEil AhEiQ - Apg,, f(X)
N—

<

J/

igazi num;;ikus

" f(T) h
< max [0 2D | L <
_Tren'%i(,h ‘[ 6%183:% 2\/ + + RS
< Mh X kozelében.
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STURM-SOROZATOK GYOKSZETVALSZTASRA

Definicié. Legyenek fo,..., fr : R — R folytonos fiiggvények. Ekkor F := [fo,..., f]
Sturm-sorozat, ha

1) mindegyik fr-nak véges sok gyoke (0-helye) van,
2) fo el6jelvélté a 0-helyei koriil,
3) fr-nek nincs gyoke,
4) fr(e) = 0 esetén mindig fr+1(c) # 0 killonbozd el8jeltick [ fr—1 () frt1(a) < 0].
Megjegyzés. Tudjuk: ha P egy valds polinom egyszeres gyokokkel, akkor az
fo =P fl = Pl, fk+1 = _[fk—l : fk—2 maradéka}

elojelezett euklideszi osztas tagjai Sturm sorozatozot alkotnak.

Eszrevétel. Ha F := [fo, ..., f»] Sturm sorozat, és 0 < 8 < p(F)/2, ahol
p(F) := [min. tavolsag F' gyokei kézt} = min{‘a — Bl :a#B, 3k, L fk(a):fk(ﬂ):()},

akkor F := [fr(z +6/2) F-ben f; helyett] is Sturm-sorozat, amelynél fy(z+8/2) gyokei
kiilonboznek az F-bel fliggvények gyokeitdl, és p(ﬁ) > 0/2.

Kovetkezmény. Ha F := (fo,..., fr] Sturm sorozat, és 0 <6 < p(F)/2, akkor

FO .= [fe(z+(6/2)%) :k=0,...,7]
olyan Sturm-sorozat, amely fligguvényeinek gyokei mind kiilonbéz6k (és p(F(é)) < (5/2)T).
Megjegyzés. Ha F Sturm-sorozat, és a fliggvényeinek gyokei mind kiilénb6zok, akkor

trividlis, hogy egy fo-beli gyok koriil 1-et csokken (balrdl jobbra) a jelvéltdsok szdma, mig
barmely mésik fr (k > 0) fiiggvény gyokein athaladva nem valtozik a jelvéltdsok szama.
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GRADIENS- ES KONJUGALT GRADIENS MINIMALIZALAS

Emlékeztets. Ha az f: R — IR fiiggvény folytonosan differencidlhaté az a € IRY pont
egy kornyezetében, akkor van olyan ¢ > 0, hogy f grafikonjanak az Osszes

S, = {(a + e, fla+ Te)) i< T< (5} (e € RY egységvektor)

metszetei sima gorbék. Nevezetesen S, meredeksége az a pont folott

fela) == % _ fla+re)=Vf(a)e=
= (V@] e) =

= [|[Vf(a)*]| cos((e,Vf(a)*) szoge) .

Paradigma. Ha f : IR? — IR, akkor a grafikonja felfoghaté egy t4j képének, ahol f(z) = [
a térképen = pontnak megfeleld hely tengerszint feletti magassaga. A a térképen a pontnal
a —V f(a) vektor irdnyaban van a legnagyobb lejtés, ||Vf(a)* H meredekséggel. A Vf(a)*
gradiensvektorral o szoget bezaré irdnyban a tdj meredeksége (a folott) HV fla)* H CoS Q.
Masrészt, ha a térképen az = pontbdl az e egységvektor iranyaban megyiink egyenes
vonalban és egységnyi sebességgel, akkor a felette a tdj ¢ : t — f(x + te) grafikonjan
©"(0) = e*V2f(x)e a taj "gorbiilése” az z pont felett.

Definicié. Az f fliggvény koerciv, ha valamelyik f~!(—oo0, \]( = {z : f(z) < A}) als6
szinthalmaza kompakt (korlatos zért).

[Tudjuk: folytonos koerciv fliggvény alulrdl korlatos és felveszi minimumét.}

Az x, pont staciondrius pontja az f fuggvénynek, ha V f(z,) = 0.

Jelolés:  Stac(f) := {f staciondrius pontjai }.

Algoritmus. (Legmeredekebb lejté mddszer minimalizdldsra).
Adottak: RN 5> R C'-sima koerciv fiigguény,
zo € RN kindulopont egy kompakt alsé szinthalmazbol.

Tentativ minimalizalo sorozat:

Tptl = [f elsé 1-dim. staciondrius helye az x, + Ry [—V f(x,)] félegyenesen}
=z, —t,Vf(z,), aholt, :=min{t>0: %f(xn — tVf(a:n)) = 0.

Propozicié. Az x,11 pont jol-definidlt.

Bizonyitds. Legyen ¢(t) := f(z, — tVf(z,). Ha Vf(z,) = 0, trividlisan z, 1 = zy,.
Legyen V f(x,) # 0. Ekkor ¢’(0) < 0. Mivel f koerciv, van T;, > 0, amelyre ¢(t) > ¢(0)
(t > T,). A [0,to] intervallumon a folytonos ¢ felveszi a minimét, vagyis S := {t > 0 :
¢ (t) =0} # (0. Mivel ¢’ folytonos t,, := min S j6l-definidlt, és ¢'(t) < 0 minden 0 < ¢ < t,,
esetén. Ezzel x,,11 =z, — t,V f(x,).
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Lemma. Ha ¢ :[0,T] = IR 2-szer folytonosan differencidlhatd, és m < ¢ < M, akkor

(0) +¢'(0)t + %F < p(t) < ¢(0) + ¢ (0)t + %ﬁ 0<i<T)
©'(0) + mt < ¢'(t) < ' (0) + Mt

Bizonyitas. A Lagrange maradéktagos 2-rendi Taylor-formula szerint mindig

o(t) = ¢(0) + ¢’ (0)t + %@"(fct)tz, @' (t) = ¢ (0) + ¢" (2)

valamely x¢, z¢ € [0, ] mellett. Itt m < " (1), 9" (2¢) < M.

Kovetkezmény. Ha f € C2(RY) és mI < V2f < MI egy [a,b] € RY szakaszon, akkor
aze:= (b—a)/||b— all egységvektorral az x € [a,b] pontokra

f(z) € llz = all{Vf(a)] e) + %[myM} lz — all?,

fo(@) = (Vf(@)| e) € (Vf(a)l e) + [m, M]||z —a.

Konvex eset. Legyen € C?(IRY) konvez, ahol f(x,) = min f = 0, és legyen xg, 21, ...
eqy legmeredekebb lejté szerinti sorozat f-hez. Ha 0 < mI < V2f < MI az (f < f(xg))
konvex halmazon, akkor a 0, = ||z, — x.|| ill. €, = f(x,) jeldlésekkel

On <V 2ep/m, e, < (1 — %) do \, 0.
Bizonyitias. A Lemma szerint (a := x,,,b := x,,41 1. a := z,,b := x,, mellett)

1

1) ensr < &0 — 5 IVI @) 2)

M

0 DIV = £, (wn) =

m
< < -n
9 == =6,

tovabbd 3)-hoz f grafikonjan az {(z.,0), (z,,0), (zn,en)} hdromszoget tekintjiik az e, =
(xn, — x4) /0y egységvektorral. 2)-bol azonnal kévetkezik §,, < \/2¢,/m (azaz z_,x.-hoz
elegendd €, \(0). 1) szerint

IV f(xn)]? 3) (en/0n)? 2) g2 /(2e,/m) m
Entl = En 2M = = 2M “n 2M en (1 >

Innen indukciéval adodik &, < <1 — %) do (n=0,1,2,...).

Propozicié. Legyen Sy :={x: f(x) < \} és My := max,cs, ||V2f||. Fkkor

Fonr) € @) = - IVF@IP ke € 5y
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Bizonyitas. Vegyiik az u,, := Vf(x,)/||Vf(zn)| egységvektort és a ¢(t) := f(z, — tuy,)
fliggvényt. A Lemma szerint

f(xn +tun) = o(t) < (0) + ¢'(0)t + %Mﬂ,@ —

1
= () = [V (n)llt + 5 Mxt2.
A jobb-oldali fiiggvény a minimumat a t, := (2My) ||V f(z,)|| helyen veszi fel. Sét
0<t<t,= ¢ (t) <¢'(0)+ Mt <0

Ezért

1

Fnin) < pta) < min [F(n) = VSt + M) = Flan) = 53194 o) P

Kovetkezmény. Vf(z,) — 0 (n — o0).

Bizonyitas. Mivel f alulrél korlétos, és az [f(x,,)] sorozat csokkend, f(x,4+1)— f(z,) — 0.
Ezért ||V f(x,)]]? < 2My[f(xn) — f(wna1)] — 0. Qu.e.d.

Tétel. Ha az : RY — R figguény C?-sima és koerciv, akkor az [x,,] sorozat minden
torlédasi pontja staciondrious pontja f-nek. Ha f injektiv Stac(f)-en, akkor x, — x,
valamely x, € Stac(f) helyhez.

Bizonyitas. Legyen z,,— x,. Ekkor V f(z,,)—=V f(z.), mivel f Cl-sima. Mivel V f(x,)—
0, fennall Vf(z,.) = 0, azaz z, € Stac(f). Mivel f(z,,) = f(x.) és f(x,) \ infy f(zk),
fenndll f(z.) = infy f(zr). Ha f Stac(f) kiillénb6z6 pontjaiban kiilénb6z6 értékeket vesz

fel, akkor ezért a korlatos [z,] sorozatnak csak egy torlédési pontja lehet, azaz konvergens.
Qu.e.d.

Kovetkezmény. Ha f szigorian konvex, C?-sima és koerciv, akkor x,, — [f min.-helye],

mivel Stac(f) = {[f min.-helye|}.
Megjegyzés. Konvex f fliggvényre f koerclv <= f(z) — oo (||z| — o0).

Példa. Lehetséges f : IR® — IR C'-sima, koerciv, Stac(f) = {(£1,+1,0) U {VEGES}
olyan zq, x1, ... minimalizal6é sorozattal, amelynél

Tak — (17 170)7 Tak+1 — (17 _170)7 Tak42 — (_1, _170)7 Tak4+3 — (_17 170)
Konstrukcié: Az U(r) := K ([r — 10]+)10 végtelenben korrigal6 fggvény mellett

fi=0@@,y) +2¥(z,y) + U2 +y? +22), w0:=(2,5,0).
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Ha ®, ¥ = O((2? + y?)?), akkor |(z,y,2)| < 10 esetén az f(x) — oo ([|x]| — o0),
és a koercivitast biztosité U fiiggvény = 0, és igy az ilyen helyeken 0f/0z = U(x,y)
ill. Vof = (g—i, g—]yc) = V& + 2VU. Specidlisan Vf = (V®,0) az (z,y,0) helyeken, ahol
2?2 +1y% < 100 és ¥(x,y) = 0. Elegendd tehat olyan ®, ¥ megadésa, amelynél 2 +32? < 100
mellett (1) a (2,5) pontbdl indftott, ®-t minimalizalé (IR*-beli) sorozat (4k)-indexii tagjai
(1,1)-hez, a (4k+1)-esek (1, —1)-hez, a (4k +2)-esek (—1, —1)-hez, a (4k+ 3)-asok (—1, 1)-
hez konvergalnak, (2) ¥ e pontokban eltlinik, de # 0 gradiesti, és (3) f-nek csak véges
sok stacionarius helye legyen. Az (1),(2) feltétételek biztositjdk, hogy a (2,5,0)-bdl induld
minimalizalé sorozat pontjai nem mésok, mint a ®-t (2, 5)-bél monimalizalé sorozat pontjai
0-val kiegészitva a 3. koordinataban.

Csak az (1),(2) feltételek teljesitésével foglalkozunk vézlatosan. [Ezek utédn (3) az U
fiiggvény K konstansa alkalmas valasztdsaval egyszerti, de hosszabb munkéval teljesithetd].

Vilasszuk ®-t tigy, hogy A > 0 esetén a ®~!(—o0, \] szinthalmaz a (%1, £1) pontok koriili

(z,y): plr—1y—1)=A}, Er:={(z,y): ply+1,z-1)= A},
(z,y): ple+1,y+1)=A}, Ez:={(z,y): ply—1L,x+1) =X},
p(a,b) :=2a* + b* — ab

EQZ
Egi

{
{

négy egybevagé ellipszis unidja konvex burkdnak a hatédra, tovdbbd ®~1{0} = Q :=
{(z,y) : max(|z|,|y|) = 1}, a Q négyzeten beliil pedig & < 0, és Stac(P) = QU{0}. Ekkor
az Lo :== {(z,y) : ,y > 1, Op(x—1,y—1)/0x =0} = {(x,42—3) : = > 1} félegyenes pont-
jaiban (specidlisan az xy pontban is) ® gradiense z-irdnyt. Hasonléan ® gradiense y-iranyd
az L1 := {(4dy + 5,y) : y < —1} félegyenesen, z-iranyu az Ly := {(z,4x +3) : =z < —1}
félegyenesen, és y-irdnyu az L3 := {(4y — 5,y) : y > 1} félegyenesen.

Ekkor U vélasztdsa: legyen W := Z7 két 0j IR%*-beli C'-sima korldtos, nem-0-gradiensd
koordinatafiiggvény szorzata, amelyekre z(Lo) = z(L2) = 0, y(L1) = y(Ls) = 0, és
amelyek origéja nem a (0,0) pont.

Kis lépések algoritmusa.

Adott: f C?-stma, xo € RY gy, hogy
K :={x: f(z) < f(xo)} kompakt és |V f(z)|]| < M (z € K).

FEzzel )
.53/0 = Xy, §n+1 = j'fn - mvf(zgn>
. , ~ - 1 —
Megjegyzés.  f(Tni1) < f(Tn) — mHVf(wn)HQ'

Tétel. Ha f-nek véges sok staciondrius helye van akkor a [Z,] sorozat ezek eqyikéhez tart.

Bizonyitas. Mivel f alulrdl korlatos, a Megjegyzés alapjan &ll z,,-nel is, hogy V f(z,) — 0
(hasonléan, mint az el6z6 Tétel bizonyitasakor). Feltevés szerint Stac(f) = {s1,...,8,}
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frhaté. Vehetd tehat olyan § > 0, hogy az Uy := {z : ||z —sg| < §} gdbmbok egyméastol leg-
alabb § tavolsdgra vannak. Elegendd beldtni: valamely k, v indexekre {Z, : n > v} C Uy.
Ugyanis ekkor [Z,;] 6sszes torlédasi pontjai Ug-ban vannak, azaz T, — s.

Legyen ¢ := min{||[Vf(z)|| : =z € K\ U, Us}. Eszrevétel: e jél-definialt mint kom-
pakt halmazon folytonos fliggvény minimuma, s6t ¢ > 0, mivel ||V f(z)| = 0 esetén
szitkséképpen = = sy(€ Uy) alaku stacionarius pont. Mivel Vf(z,) — 0, van olyan v
index, amelyt8l kezdve ||V f(Zn)|, |Znt1 — Znll( = 55 [IVF(Z0)]]) < min{d,e} (n > v).
Vagyis T,,%,11,... € Uy U---UU,. Legyen x, € Uy. Eszrevétel: ezzel (és csak ezzel) a
k indexszel T,,Ty41,... € Uk, mivel az [7,4,]$2, sorozat ||T,4+1 — ZTp|| < 0 (n > v) miatt
nem léphet at egy masik U, gombbe. Qu.e.d.

Tétel. Legyen f: K — IR konver fligguény konvex halmazon, amelyre mI < V2f < M1,
aholm > 0 és z, := [x : f(x) = min f] € K°. Vegyink a tetszblegesen adott o € K
kezdopontbol egy olyan minimalizalo algoritmust, amelynél

Tpt1 = [ f minimum-helye z,, + IR+un}—en,

ahol u, egységuektor, [(un,Vf(x,)) szoge] < a < 90°. Ekkor =z, — z. (n — o)
geometriat nagysagrendben.

Bizonyitds. mI < V2f < MI és Vf(z,) =0 miatt
1 2 1 2
Emlle 2 < (@) < SMlla— .|
Ha f(z)— f(z.) =¢, akkor |z —z.| <+/2¢/m, azaz

lon = zall® < 2[f (z0) = f(@:)]/m.
Elég latni:  f(z,) N\ f(x«). Mennyit csokken f(x,4+1) f(x,)-hez képest?

[un, szoge V f(zn)-t6l] < a

Ap = [ f érintojének meredeksége x,,-nél u,, iré,nyban] <
< ||V ()| cosa (< 0)

on(t) := f(zy + tu,) mellett
' (0) = (Vf(zn)lun) < =[IVf(wn)cosal,  @"(t) = (V2f (@ + tun)unlu,) < M.
A Lemma szerint  f(x, + tu,) = p(t) < f(zn) — [|Vf(zn)| cosa + %Mt2

f(@ny1) = min [z, +tuy,) <

1
< i n) — n . =
_?61%{1]”(:1; )— |V f(z )Hcosozt+2Mt

1

= f(n) = 557 IV F @) cos?
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Csakhogy V f(z,) alegmeredelkebb lejtése f-nek az x,, pontban. Itt f az z. felé mutatd
irdnyban meredekebb az (., f(z4))-ot (zn, f(x,))-nel 6sszekdtd egyenesnél. Vagyis

fan) = flxs)

(B

IV f(zn)]l =

Innen

f(@n) = f(®ng1) > CoS

1 [f(xn) — f(=))? 2
= 2M 2[f(xy) — f(zs)]/m

1m
= ZM[f(l’n) — f(z.)] cos®

Tehat f(zni1) < f(zn) — 1 2 [f(zn) — f(z4)] cos? a. Azaz

Flane) = fe) < (1= 32 cos? @) [F(an) — f(r.)]
Indukcidval

flen) = fla [F(zn) = fza)]cosa) " [f(wo) = f(2.)]

FNH
=3

%[f( n) — f(x*)]0052a>n/2[f(xo)—f(x*)}l/Q. Qu.ed.

|

2
Jon =l < = (1-
m

Megjegyzés. Még x,,+1 helyét az z,, + IRy u,, félegyenesen sem kell pontosan kijel6lni.
Legyen «7_, := [ f minimumhelye 2, + Rjup-en | (- ez volt eddig z,,41). Elég, ha egy
adott A € (0,1) szam mellett mindig

Tnt1 € [Tn, T 1]y [ Tng1 = Znll 2 All2 0 — 2,

azaz ha xn41 € [(1 — Az, + Az, ,]. Ekkor is

<1—2m )\Zcos2a> €0 (n=1,2,...),

2n 2 n/2
|zn — 24| = p <y = c \/ =0 1——/\2003 oz) :

Tétel. Ha f: RY — R 2-szer folytonosan differencidlhatd és egyenletesen konvex (V2f >
m Im > 0), akkor barmely xo € RY pontbdl kiindulva bdrmely olyan pontatlan eljdrdst
alkalmazva s, ahol

Tp+1 = Ty + Tpln, HunH =1, [_ Vf(xn)aun SZége} <a,

Tn > A [[T — f(xn + Tu,)] elsé min.-helye }
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valamilyen o < 90°, X € (0,1) konstansokkal, a kapott x1,xo, ... sorozatra

Tn — @, = [ f min-helye |, ||z, — 2.]| < Const(1 — p)n 3pe(0,1).

Megjegyzés. A bizonyitas egy részét altalanosabb fiiggvényekre is lehet alkalmazni.
Tegyiik fel, hogy az f : RY — IR fiiggvény 2-szer folytonosan differencislhaté, zo € RN
ésa Kog:={x: f(z) < f(x9)} halmazon ||V f| < M. Ekkor is

[ f csokkenése a,, és @7, | kozott | >

— f(x,) — 2\,
> [ [t ( n) Ap -+ MtQ] csokkenése ¢ = 0 és a minimuma kozt } = Tk
N~~~

21V f(@n)l cos a

A jobboldali mennyiség egyébként egy A, sebességrol M lassitdssal leallé mozgas fékitja.
Itt is elég, ha mindig csak az [z,,x),_ ] szakasz legalabb A € (0,1) szereséig megyiink
Tpt1-hez (azaz xp41 € [(1 — Ny + Az, ,]). Ekkor

[ f csokkenése x,, és x,,+1 kozott ] >

> [ [t = f(an) — At + Mt2 csokkenése ¢ = 0-t6l a minimumig tarté ut A-ad reszen]

:(1—(1—A)2>\/% \/K

Innen ||V f(2n)||cosa < Ap < [f(zn) = f(@n41)]2M?/(2)).
Ha f alulrdl korlatos, akkor f(x,) — f(xnt1) — 0, igy ||V f(zy)| — 0.

Tétel. Tegyiik fel, hogy RY — IR 2-szer folytonosan differencidlhatd, és xo olyan hely,
hogy az {z : f(z) < f(xo)} alsé szinthalmaz korldtos. Ekkor egy olyan pontatlan eljdrdst
alkalmazva is, ahol

T+l = Ty + Tpln, Hun” =1, [_ Vf(xn)aun SZége} <a,

Tn > A [[T — f(xn + Tuy,)] elsé min.-helye }
valamilyen o < 90°, A € (0, 1) konstansokkal, olyan xg,x1,x2,... sorozatot kapunk, amely

Stac(f)-beli pontokhoz konvergdld részsorozatokbdl dll.

Infinitezidlis 1épések mdédszere (minimalizalasra).

Adottak: f € C*(RY,IR) koerciv, xo € IRV,
xy: dxy/dt = =V f(x;) megolddsa x kiinduldssal ¢t = 0-nal.

Tétel. Az [xy : t € Ry figgvény jol-definidlt és korldtos. A torléddsi pontjai t — oo
esetén mind staciondrius pontjai f-nek.
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Bizonyitas. Eszrevétel: ¢ — f(x;) csokken, mivel

& (ee) = (V)| denfdt) = ~|V ()P <0
Igy a dz,/dt = —V f(x;) diffrencidl-egyenlet 2y megolddsai jél-definidltak minden ¢ > O-ra,
ésaz S :={x: f(x) < f(xo)} tartomanyban maradnak. Mivel f alulrél korldtos (lévén
koerciv), ahonnan f(z;) — f(zs) = 0 (s,t — 00).

Tegyiik fel, hogy t, — o0 és z;, — x., de Vf(z.) # 0. Ekkor van olyan § > 0, hogy
IVf(z)]| € [d,1/6] valahdnyszor ||z — .| < §, azaz ha = € Ball(z,,0). Legyen M :=
sup {||[Vf(z)|| :+ = € S}. Tudjuk: M < oo (mivel S kompakt és f C'-sfma). Mivel
ry €S = ||Vf(zs)]| < M, fennall

h dx h
esn — 22| = H/ TdTH _ H/ [—Vf(a:T)}drH <Mh  (t,h>0).
=0 dr =0

Valamilyen ng indext6l kezdve z;, € Ball(x.,0/2). Vagyis 0 < h < §/(2M) és n > ng
esetén mar x;, 15, € Ball(z,,d), és igy

d

%f(a}'tn_}_h) = —”Vf($tn+h’|2 S —(52 (n Z no, 0 S h < 5/(2M))
Innen £:=§/(2M) mellett a —e§% > f(xy, 1) — f(xs,) =0 (n—00) ellentmondésra jutunk.
Gyakorlat. ”Bob-pélya-spirdl” fiiggvény: f: IR*—1R, f:= fo+F, ahol poldrkoordidtdkkal

for=[2=(7/2)%]°  (a’hegy” az [r < 7/2] kor foltt)
F = fo(r, ) Foltgr?, ), Fo(r,e) :=sin*(r + ) (Fp spirdl, F spirdlis arok a hegyen)

Konjugélt-gradiens (Fletcher—Lanczos) mddszer

Médszer. Legyen f: RY — IR C2-sima konvex fiiggvény, 0 < mI < V2f.
Keressiik f min-helyét

G(z) :=Vf(x) =0 Newton-iteraciés megoldasival.
Az iteracios lépés
Xpi1 =X, —G'(X,) 'G(X,)
X1 =X, +V,, ahol G(X,)+ G (X,)V, =0.

Koordinatakkal:

of j0x|,_. vy

O*f .

. —|— . — O.

. 81‘18% =X ’
8f/6xN‘x:Xn « - " Lun

~ ~ G (Xn) V"

G(Xn) n
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Ezzel visszavezettiik a feladatot pozitiv-definit A matrix melletti AX + b = 0 alakd lineéris
egyenletrendszerek megoldasara. Ezt pedig algebrai modszer helyett a

1
B(X) = ©ap(X) 1= S (X[AX) + (b]X) — MIN
kvadratikus fiiggvény-minimalizdldssal oldjuk meg. Valéban:
Ve(X) = AX 40,

mivel a gradiens-vektor definiciéja szerint V®(X) = [W : (W|V) = ®/(X)V (VV)], és itt

P(X)V =D (X) =dd(X + TV)/dT‘T:O = %(V\AX) + %(AXW) + (b|Y) = (AX +b|V).

Megjegyzés. A "fizikusok” (kissé felszines) megkozelitése: f X, min-helye koriil
fra®4y, ahol A=V2f(Z), b=Vf(Z), ha Z "kézel” van X,-hoz.

Moédszer 2. Gyakran csak a @4, = 3 (X|AX)+(b|X) (A = 0) fiiggvény aldbb ismerteteds
minimalizdldsit (amely egyben az AX = —b linedris egyenlet egy numerikusan nagyon
stabil megolddsa) nevezik konjugalt gradiens médszernek. Az elnevezés eredete: az alabb
definidlt eq,...,e, vektorok gradiensek, a v1,...vy vektorok pedig a konjugaltjaik.

Jelolés: ® := Dy, x0 € RN tetszoleges kiinduléds, Sy := {:1:0}.

Ha az xg,z1,...,z, pontok és a rendre 0,1, ..., k-dimenziés Sy C S1 C --- C Sk (affin)
altereket mar megadtuk gy, hogy z; = [® min-helye Syi1-en] (j =0, ..., k), akkor

ep+1 = —VP®(x), Skt1:=Sk+Rekr, Tri1:= [<I> min-helye Sj—n], Vg4l := Tkl — Tk
Eszrevétel. (1) Sk =20+ Rey + -+ Rep =x9+ Rvy + -+ + Ruy;

(2) ha ex4q = 0, akkor rogtén xy = [q) min—helye]; vehet6 eq,...,en # 0;
(3) V®(xx) = egy1 L [ Sy érintdsikja | = Span{ey, ..., ex} = Span{vy,...,vp};

— {e1,...,en} TON sz Cc RY  (haey,...,exy #0

epro = —VO(xpr1) Ler, ... ext1
= —Azpp1 = b
epr1 = —VP(xg) Leq,... e
= —Ax, —b
ep+1 — €kt2 = A(Tpyo — Tra1) Ler, ... ek
= Avp41
Span{ey,...,ex} = Span{vy,..., v} = Avg41 L vg,..., vg.

Uj skalarszorzat: <£C| y>A = <Ax} y>. Ezzel tehdt vy LA vy, ..., vy, azaz kaptuk:
Propozicié. A konjugdlt gradiensek rendszere wvy,...,vn (:]-)4-TON rsz C RMN.
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Jelolés. Az (-|-) 4-szerinti meréleges vetités az S altérre PéA).
Mivel {v1,...,vn} (:|-) a-ortogondlis rendszer,

k k
(A) (A) _ (A) (z]vj)a
PSk —zoT PSpan{m, ,vk}x - Z PIRUJ Z

j=1 j=1 U]’vj

Kovetkezmény. A Propozicio szerint vii1 € IR [ek“ —p¥

Span{vs 7_“’%}6;%1} , azaz mindig

k+1 ,
Vptl = Qga1€pi1 + E oz( v v;  alaki.

j=1

Algoritmus viy; (és igy xr11 = xx + vir1) kiszdmitasara. Vegyiik a
k

e v;

<k+1| ])A _—A.Tk;—b

~ A
Uk41 = €k41 — P Uiy, Ck41 =
(vjlvj)a

Span{vla‘--ﬂ)k}ek—’_l - ek+1 - Z
=1

vektort. Az xp ponttdl ennek az irdanyaban van xp1, amely egyben a min-helye ®-nek az
x + IRvi41 egyenesen (hiszen még a nagyobb Sk, 1-en is min-hely). Azaz

Vkt1 = tpa1Uktr1, ahol tpyq := [t — () + tUg41) min—helye].

Mivel @(zj + t0p41) = 2 (g + tOp41|A(z + t0k11)) + (blzy + tOk11), egyszertien

d - - ~ ~
tny1 = [t : E q)(l'k + Tvk_|_1) = O] = [t : t<’l)k_|_1|AUk+1> + <A33k + b|Uk+1> = 0},
(Axy + b|Ug+1) ~

- — fet1-
W1 |ATpy1) T

T=t

Vk+1 = —

Masik megkozelités. (UJ koordinatarendszerbdl szemlélve).
A+ 0 (szigordan pozitiv-definit) méatrix, ®(z):= s2TAz+bTz+c (z € RY), & — MIN.
Az A-szerinti  (z|y)a := (Az|y) skalar-szorzattal

1 ~ ~ 1 ~~ ~ .
d(z) = 5(:1; —blz —b) , + 5<b\b>A +¢, ahol b:=—A"lb;
® - MIN <= (x —blx —b)4 — MIN.
Csakhogy itt b ismeretlen.

Emlékeztets. Ha f: RN — IR Cl-sfma, és az S := a + >_,_, IRuy, affin altéren az a
pont f min-helye, akkor V f(a) L uy,...u,.

Lemma. Legyen g(x) := (x —olz —o0) (z € RY), ahol (.|.) egy skaldr-szorzat RY -en
éso e RYN. Ha wi,...,un egy (.|.)-ortogondlis rendszer, akkor tetszéleges xog € RY
kitndulopontbol az

Thyl 1= [g min.-helye az x; + Rup41 egyenesen]
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algoritmus mallett x) = [g min.-helye zo + 2?21 IRu; felett] € o+ Z?Zl Ru,.

Bizonyitas. zg = o+ &up + -+ 4+ Enun. Eszrevétel (egyszerli koordindtageometria):
Tp =0+ Epp1Uky1 + - FENUN (k’:l,...,N). Qu.e.d.

Kovetkezmény. Legyen ®(x) := %(x|x)—|—(b|x), azIRYN téren, vy € RY, tovdbbd legyenek
e1,...,eny € RYN tetszbleges linedrisan figgetlen vektorok. Ekkor k=1,..., N mellett -
val jeldlve ® min-helyét az Sy := xg +Z§:1 Re; affin altéren, az x —xr—1 (k=1,...,N)

vektorok (.|.)-ortogondlis rendszert alkotnak.

Bizonyitas. Eszrevétel: A @ polinom z (ac — o‘x — 0) + const. alakd. Legyenek
Ui,...,UN AZ €1,...,exN sorozatbdl (.|.) szerinti Gram-Schmidt ortogonalizalassal kapott
vektorok. A Lemma alapjén zy € o+, oy Ru; (k=1,...,N).

Megjegyzés. Fletcher médszerénél  (.|.) = (.|.) ,

Unt1 =V [f(2n) = [Vf(zn) (].) a-mer6leges vetiilete Ru; + - - - + Ruy,-re] =
= Vf(zn) — [Vf(zn) (.|.)a-merdleges vetillete RV f(zo) + - - - + RV f(z,—1)-re].

Megjegyzés. Gyakorlati alkalmazéas: f egy kvantumkémiai rendszer Born-Oppenheimer
energia-fliggvénye, amelyet egy hosszu fekete dobozként kezelend6 algoritmus szamol ki.
Egy lokalis minimum-hely olyan kornyezetében hasznaljuk a konjugalt gradiens modszeert,
ahol f elsO két dervaltja mar konstansnak tekinthet6. Tl koltséges a 2-odik derivalt matrix
kiszamitasa. Ehelyett (z|y)a szamithato irdany szerinti derivalassal:

fyla) = (Vf(x)|y) = (VAz +bly),
, d

(wly)a = (VAzly) = fy(x +0) = [,(0) = —| _,[f(@+o+7y) = flo+7y)]

tetszoleges o mellett.

Megjegyzés. A konjugélt gradiens mészer egy nagyon stabil megoldas A =~ 0 esetén az
Ax = b egyenletre, mivel 3V [(Az|z) + (b|z)| = Az +b. Azaz a Flecher-médszer altaldnos
f: RY — IR fiiggvény minimalizldi 1épéseként nem mds, mint egy Newton-iterdcids
lépés a Vf(z) = 0 egyenlet megoldasdra. [Ugyanis ennél x,,1 = z, — A"V f(x,) az
A := V2 f(z,) matrixszal].

Megjegyzés. A szamitdsok soran a gradiens ill. konjugdlt gradiens vektorok tobbszoroseit
is lehet haszndalni. Ez a numerikus stabilitat javithatja, vagy pedig a kézi ill. szimbolikus
szamitast egyszerlisitheti. Az aldbbi példaban vektorokkal hasznéljuk a kovetkezd jelolést:
U~V <= dJAX#0 V=)U.

Példa. Az X, :=10,0,0] origébdl indulva mimimalizaljuk az
f(CL',y,Z) = 41.2 + 21:’!/ + 2y2 + 2yz + 2’2 + 2z
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mésodfoki IR* — IR polinomot konjugélt-gradiens médszerrel. Métrix-alak:

, b:=Vf(0)=[0,0,-2],

S N 0o
N =~ N
NN O

f= %<XA}X>—<b|X>, ahol A:=V?f=

tovabbd Vf(X)=XA-b az X :=[z,y,z] sorvektorral,
Vf(X) = [8z+ 2y, 2z + 4y + 22,2y + 2z + 2].
1. 1épés: E1 ~Vf(Xp)=—-b= [0,0, 2}, Fy := F; :=10,0,1] célszertiien.

X1:=Xo+t1F1, ahol t;:= [fl MIN—helye}, ahol
A) = f(Xo+tF) = f(0,0,t) =2 +2t,  t; =1,
X1 =Xo—F1 = [0,0, —1} = —e7.

2. 1épés: Fy ~ Vf(X1) = [0, —2,0}, célszertien Fy := [0, 1,0} = es.
Fy ~ Ey — {EQ A-meroleges vetiilete IRFl—re}.

Es|F1)a Ey AFT
2 2 = Prirp, (E2) 2 (FiF) A 1 2 FLAFT |
Ael A
= e — ZAZT €3 = ey — A—;zes = €2~ ;€3 célszerlien Fy := [0,1,—1];

X9 := X1 +1tFy, ahol ty:= [fz MIN—helye}, ahol
fot) == f(X1 +tF) = f(0,t,—1—t)=t> -2t — 1, to =1,
Xo=X1+Fy,= —63+(€2 —63) = [0,1,—2}.

3. lépés: E3 ~ V[f(Xz2) = [2,0,0], célszerfien E5 := [1,0,0] = e;.
F5 ~ By — {Eg A-mero6leges vetiilete (IRFy + ]RFQ)—re}.

EsAFT EsAFT
Fy ~ Es5 — prig n (E3) — pria g, (F3) = E3 — L — 2 Fy =
3 3 PTRFl( 3) prlRFQ( 3) 3 FlAFlT 1 FQAFZT 2
e1Ael e1A(es —e3)t ( )
=e — e3 — ey —e3) =
! €3A€;’r 3 (62 — 63)14(62 — 63)T 2 3
Aqs A — Ags
—e; — - — =11,-1,1 5] Gen F3:= [1,—1,1};
e1 s es3 Nos — 2A5s + A (e — e3) [ ,—1, ], célszertien F3 [ ,—1, },
Xg = X2 + tgf‘ﬁg7 ahol tg = [fg MIN—helye}, ahol
1
f3(t) == f(Xo+tF3) = f(t,1 —¢t,—241) =3t +2t -2, 3= -3
1 1 14 7
Xy=Xo— -F3=1[0,1,-2] —[1,-1,1] = [——7—7——]
P [ ] 3[ ) 33 3

ELLENORZES: X3A = b valéban.
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1-DIM UNIMODULARIS MIN-KERESES

Definicié. Az I C IR zart intervallum, f : I — IR. Az f fliggvény unimoduldris, ha
folytonos és pontosan egy minimimum-helye van, amely el6tt csokken, utdna pedig no.

f: I — 1R kvdzikonvex ha f(x) < max{f(a), f(b)} (a<x<b, a,bel).
Lemma. f unimoduldris = kvazikonvez.

Bizonyitas. Legyen f unimoduléris, f(x.) = min f, és a < x < b. Ha x, € [a, z], akkor f
né x utan, és igy f(x) < f(b). Ha z,. € [z,b], akkor f csdkken x el6tt, és igy f(x) < f(a).
Vagyis mindig f(z) < [f(a), f(b) valamelyike] < max{f(a), f(b)}.

Lemma. Legyen f € B(I,RR) kvdzikonvex. Ekkor a minimumhelyei egy intervallumot
alkotnak. Ha ez az intervallum egyetlen pont, akkor f unimoduldris.

Bizonyitas. Legyen f(x) = f(y) = min f és x < a < y. Ekkor f(a) < max{f(x), f(y)} =
min f, ahonnan f(a) =min f. Ha {a} = {x € [ : f(x) = min f}, akkor 21 < x5 < a esetén
f(z2) < max{f(x1)f(a)} = f(x1), vagyis f csokken az I N (—oo,a] intervallumon. Mivel
x +— f(—x) is kvazikonvex, f né az I N [a,c0) intervallumon.

Propozicié. Legyen € C(I,R) kvdzikonver J := {x : f(z) = min f}. Tegyiik fel, hogy
[a,b] C T és JN[a,b] # 0. Haa <ay <by <bés flar) < f(b1) akkor JN[a,bi] # 0. Ha
pedig f(a1) > f(b1) akkor J Mfa1,b] # 0.

Bizonyitas. Tekintsiik az x > by pontokat. Ezekkel f(b;) < max{f(a1), f(z)}. Mivel
pedig f(a1) < f(b1), innen f(z) > f(b1). Tehat f min-helyei balra lehetnek by-t6l: J < by.
Mivel J N [a,b] # 0, sziikkségképpen J N [a, by # 0 is.

f(a1) > f(b1) esetén az &llitds [ — I > z > f(—z)]-re alkalmazva jon.
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LAGRANGE- ES HERMITE INTERPOLACIOK
Lagrange interpolacio

Példa. Gép: 1 +— 1,2+ 2,...,100 — 100, azonban 101 — 33. Van-e egyszeri képlet,
amely ezt megvalodsitja?

Motivacio. Fiiggvényt egyszeri kozelito képlet kevés adott érték alapjan.

Tétel (Lagrange). Legyenek xg < x1 < --- < T, ésYo, Y1 ---,Yr € IR tetszblegesen adottak.
Ekkor
3! P € Pol,.(IR) Pzg)=yr (k=0,...,7).

Bizonyitas. P := Z Yk H S megfelel.

=1, ha xz=ux
=0 a tobbi z;-re

Tegyiik fel, hogy P, Pe Pol,_; és P, Pz Yiy- -, Tr — Yp.  Ekkor
Q:=P—P:{z1,...,2,}—0. Mivel QecPol,_;, = Q=0.
Kovetkezmény. Az ag,...,q, ismeretlenii

aot+ozp+ ... +axp =y (k=0,...,7)

egyenletrendszer det # 0.

Megjegyzés. Van der Monde: det [a:ﬂ;é:o = H0§j<k§r(xj — xg).

Definicié. Itt P = P® a ® := {zg ~ yo,...,2, > y,} fiiggvénycsira Lagrange-féle
interpoldcios polinomja,

n(z):= [ -2 (k=0,....r)

T — s
jefor]: jk T

a ® csira iterpoldcios alappolinomjai.

Megjegyzés. 1) Az zy < --- < z, feltétel helyett elegendd csak x; # z; (i # j).

2) A konstrukcié alkalmazhaté IR helyett tetszéleges IK test esetén is.

3) A ¢y alappolinomokkal jelenik meg a Dirac-d alapgondolata.

4) Definicié szerint Pol(IR) := {[IR Sx—agtax+ a2 ag,...,a, € ]R} Amikor
r-edfokiu polinomrol beszéliink, roviden (< r)-edfokd polinomot értiink.

5) Altaldnos IK testnél a Pol(IK) til kevés fiiggvénybél allhat (pl. #Pol({0,1} = 4). Itt
a formalis = valtozéju Klz] = (U~ {>r_oarr® : ag,...,a, € K} polinomgyiriit
hasznaljuk.
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Newton-differenciak

Definicié. Legyenek z, ..., z, kiillonb6z6 szamok, {zg,...,z.} C X CRés f: X — IR.
Ekkor az x valtozészimbdlummal

fzo, 21 ... 2 |z) = [{xo — f(xo),..., 2z — f(x,)} interpol. polinomja].
Polinomfejlesztés. f(zo|x), f(zo,z1|x),..., f(xo,...,2,|z) rendre 0,1, ..., r-edfokd po-
linomok,

f(@o, .- axlzo) = fxo), [(wo,-. . aklw1) = f(@1),..., ful@o, ... wklen) = flak).

Specidlisan f(zo|x) = f(xo). Ha pedig f(zo,...,xx—1|z) ismert, akkor

f(zo, ... zklz) = f(@o, ..., Tp-1]2) + Ak(® — 0) - - (T — Tpp—1),
k—1
ahol Ay az f(xo,...,Tp_1|Tkr1) + Ag H(axk —x;) = f(x) egyenlet megoldésa.
j=0

Definicié. A fenti Ay egyiitthatdk jelolése: f(x.,...,xx). Azaz

T k—1
f(zo,...,xp|x) = f(x0) + Z f(zo,..., k) H(a: — ;).
k=1 j=0
Elnevezés: f(zo,...,xr) f-nek az [zg,x1 ...] sorozat szerinti k-adik Newton-differencidja.
Megjegyzés. 1) Tetszbleges m permutdciora f(xo, ..., on|2) = f(Tr(0), .- - Tam)|2). Ezért
f(wo,...,zn|r) = f(Tr0)s s Ta)|T) is.
1 mn
2) f(zo,...,xpn) = [f(a:o, .oy Ty|x)-ben ™ egyiitthatéja] = —'d—f(xo, ce ey Xp|T).
n!ax™

Tétel. (Newton-tipusu rekurziv osztott differencia formula).

F (o o) = Flag .o z)
xk, o e ,IT _= .
I ) el
Bizonyitas. Ennek hatterében:
() f(Tr o Trp|z) = (z — zp) f(Th41, - - - Trpa|2) — (2 —xrﬂ)f(xk,...,gcr{x)'
| ’ Tr+1 — LTk

Bizonyitas: Az x = z; (k < j < r+ 1) helyeken a [jobb oldali tért szdmlél6ja|=
(xj—xk) f(z;)—(xj—2rs1) f(x;) = (Xrp1—2k) f(2), még j = k,r+1 esetén is. Vagyis [jobb
oldal|(z;) = f(z;) (j =k,...,r+1). Masrészt a [jobb oldal] egy (r — k)-adfokd polinom,
ezért = éppen az f figgvény xy, ...,z feletti Lagrange-féle interpolaciés polinomjaval.
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A tétel allitasa (x) alapjan azonnal adddik a kovetkez6 észrevételb6l: Mindig

flzp,...,zq) = [f(a:p, ce xq‘x) féegytitthatdja|.

Algoritmus. [Newton-féle osztott—differencia-hdromszog).
n
f((mo, ..., zp|z) = Zakk(x —xz0) - (T — Tp—1)
k=

az A= [aij} 0<i<i<n felso-triangularis matrix segitségével, ahol

aoo == f(20), ao1 := f(zo), ..., aon = f(@n);
rendre az ¢ =1,2,...,n indexil sorok kialakitasa:

_ Fi-lits — Gi-lits—1 (s=0 n—1i)
. Lits — Ts o |
2, —2,0,%,%|x) =7
—n/2 —m/3 0 7/3 w2
/6 /3 /3 /6

a'i,i+s

Példa. cos ( —

A nevezok métrixa: /2 2m/3 w/2
57/6 5m/6
™
o 12 1 12 0 0 1/2 1 1/2 0
1/2 1/2 1/2 1/2
or il —ir i3 3/m 3/(2m) ~3/(2m) 3/
A= /2 2x/3 w2 | T /2 @ /2 =
5%/6  57/6 57/6  5n/6
0 1/2 1 1/2 " 0 0 1/2 1 1/2 0
3/m 3/(2m) =3/(2m) =3/m 3/ 3/(2r) —3/(2r) —3/x
—3/(2m —3/7 —3/(2m
= 7r//(2) 2743 7r//(2) ~3/m? _9/9772) —3*/7T2 =
57/6 57/6 5m/6 571/6
0 1/2 1 1/2 0 1/2 1 1/2 0
3/m 3/(2m) =3/(2m) =3/ 3/r 3/(2m) —=3/(27) =3/«
- —8/m* —9/(2r%) —3/7* |= —3/72  —9/(2r?)  —3/m?
0 ~9/(57%)  9/(57%)

18/(574)

T

o550 gh) =0 2o ) - B )
) 5o e ) o el -
36 449 2
-
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Példa. Az el6bbi a cos fiiggvény cosx = g(z?), g(x) := cos/x szimmetridja alapjan:

cos ( - 5,—75,0,%, g‘m) = g(O, %2, %2|ac2). Ennek szamitasa
0 72/9 w2/4
A nevezdk métrixa: 72/9 572/36 |. Az osztott differencidk matrixai:
72 /4
1 1/2 0 1 1/2 0 1 1/2 0
an oan | = Y@ YT = —9jer?) —yr
w2/4 T2/4 10/
2 2 2
Innen cos( —%5,-%,0,%,5 x) :g(O,%, ™—l|x > =

Altalanos Rolle-tétel

Definicié. Az m-szer folytonosan differencialhaté f : IR — IR fiiggvénynek az a € IR hely
m + 1-szeres gyoke, ha a itt dervéltjaira f(a) =0 (£ =0,...,m).
[0-szor folytonosan differencidlhaté = folytonos; a 0. derivalt (0 = f]

Tétel. Ha mg,...,m, € Zyg, és f : IR — IR egy (mo + ... + m, — 1)-szer folytonosan
differencidlhato fuggvény, amelynek az o < --- < x, pontok rendre my,...,m,.-szeres
gyokhelyei, akkor

3z, € [z0, z/] flmotdmr=l)(p )y =0 .

Kovetkezmény. Ha a g : IR — IR fugguény n-szer folytonosan differencidalhato, és
g(zg) = - = g(x,) =0 (ahol xg < --- < ), akkor 3z, € [xo,x,] g™ (x.) =0.

Newton-differenciak derivaltként, a Lagrange-interpolacié képlethibaja
Alkalmazzuk az el6bbieket az f(xg,...,z,|x) interpoldcids polinomok

Ef(zo,...,znlz) = f(z) — f(20,...,Tn|2) (x € R)
hibafiiggvényeire, amelyek az eredetitol vald eltérést mutatjak.

Eszrevétel: Ef(zq,...,znlzx) = 0 (k = 1,...,n). Ha tehdt f n-szer folytonosan diffe-

rencidlhaté, akkor valamely z,. € [zg,z,] helynél %:L v Ef (20, mp|z) = 0. Azaz
itt

F(z,) = A F(xos .. xn|z) =nlf(zo,. .. Tn),

d.fl?n T=XT
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mivel f(zo,...,z,|x)-ben az f(zo,...,
= n!f(zo,...,

azonnal kovetkezik az aldbbi két fontos allitds.

x,) egylitthatéju z"-es fétag n-edik derivéltja
Zn), az alacsonyabb fokszamu t6bbi tagok n-edik derivaltja pedig = 0. Innen

Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : IR — IR fiiggvény n-szer folytonosan differencidlhato. Ekkor
az n-edik Newton-differencidk  f(zo,...,xn) = —f(”)( vo....zy) alakiak,
W
E[ZCQ :cn]
a képlethiba barmely x € IR helyen feirhato mint
1 n
Ef(xo,--w%n—lfz):af( )(79 ..... Ty 12)(2—560) (Z—l'n 1)
€[min{zo,z},max{z,,z}]
barmely véges zdrt I intervallumon, xg,...,xn—1 € I esetén, a ||@||; := maxger|o(z)
(¢ € C(R)) fiiggvény-normduval
1 n
Ef oo szams )]y < 7 mas H o=
Bizonyitas. 1) Lattuk. 3) azonnal jon 2)-bél. 2) A z := z,, helyen
Ef(zo,...,2n-1]2) = f(2) = fzo,. .., 2n-1lz) =
= f(zo,. ..y Tn-1,2n|2) — f(x0,...,Tn-1]2) = f(z0o,. .., xn)(z —20) (2 —Tp_1) =
n—1 n—1
1
= f(zo,...,Tn-1,%2) H(z —xp) =V Hf(:l?o, cey Tp—1, 2) H(z — Tk).
k=0 k=0
Példa. Mennyire kozeliti a cos fliggvényt a [— 5 %} intervallumon a — 2, -%,0,%, %

pontokkal vett Lagrange-interpolacios polinomja? Jobban, mint 0.01: ugyanis 3) szerint

max

‘Ecos ( — E, —
|x| <7 /2 2

s mw T
§’0’§’§\~*>)

— max

(5) ‘ _
5l z|<n/2 | N~— ’ &8

120

—sinx

ugyanis max|y <2 |(z + 7/2)(x + 7/3)x(x — 7/3)(z — 7/2)| =0.98... < 1.

Hermite interpolacié IR-en Lagrange-interpolacié limeszeként

Definicié. Legyen f : IR — IR egy valds fiiggvény, z ...,
m,, € IN pedig pozitiv egész szamok. Ezekkel

pontok, mq, ...,

f(:):gnO],x[lml],... z) =

=1i ( , t,...
t{%f To, Tot

]

, To+ (mO_ 1)t7

T, € IR paronként kiilonbozo

).

S Ty Tty .o T+ (M= 1)t

~\~
mo

7

~
man,



Tétel. Ha rendre k = 1,...,n esetén az [ figguény (my — 1)-szer folytonosan diffe-

rencidlhato valamely xy, korili Iy, intervallumon, akkor f(:v[ o] :C[lml], e ,:L'Lm’"] x) minden

x € IR helyen jol-definidlt, és pontosan az az egyedili (m — 1)-edfoki polinom, amelynek
d-edik derividltja az xy, helyen megegyezik f-ével (k: =0,...,nésd=0,...,mp—1 mellett).

Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: m :=mg+ -+ 4+ my,,

(yé, . ,yﬁn) = (.ro,:co—i—t, ooy xot(me—1)t, .. 2, Tt ,a:n—l—(mn—l)t).

N v~
mo Mnp

Vehet6 olyan € > 0, hogy t € (0,¢) esetén az yi,...,y’ pontok paronként kiilonbozék, és
Ty T+, 2+ (mp — D)t € I, (k=0,...,n). Tudjuk: ekkor

m—1 i—1
f(y677ym‘ +Zafll_‘[($_wk)’
k=0

i=1
ahol az a!, egyiitthaték a felsé-triangularis

t t
a . — Qs . —+
-1, —1,5—-1
At = [af} , aé’j = f(yz)’ at L= v J v J

J iy i,] t_ .t
0<i<j<m ’ yi—yl_,

Newton-differencia mértix atlobeli elemei. Raadasul mindig

f()(ﬁt ,y§)

al ;= fys sy = JZ'

Mivel f (my, — 1)-szer folytonosan differencidlhaté az xj pont koriil, ¢ \, 0 esetén

y?—i:y?—i+1:"':y§':$k = y?—i?iU?—H—l?‘“ y — Tk = CL ﬁf()(xk)

t t
. . .. ., . . a;_ 4 :—a; 1 . 1+ ., .
Innen i-szerinti indukcidval azonnal kovetkezik az af ;= ! 1’; - ;t Lizl’ rekurzid miatt
' 3 Yi—i

az 0sszes ai ; 0 <4 < j <m egyltthatok konvergencidja alkalmas a; ; értékekhez:

FD () ha yf ; =y = xy,
aij —a;; (1\/0), ahol a;;:=1¢ a;—1,; —ai—1,;-1
?J? - y?—i

, ha o) | #4.

Definicié. Osszhangban a Lagrange-esettel, a fenti a; ; egylitthato jelolése

d
f(:)sgc],xgi’i“},. xEZm‘i y :L‘LS]) i=aij, ha yi ;=xp+ (mp—d)t, yi =0+ st
Elnevezés: f (a:EmO], e ,a:EmO]]:U) az f fuggvény Hermite-interpoldcids polinomja mg-szoros
xg, - .., My-Szeres T, csomopontokkal.
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Algoritmus. Newton-differencia métrixszal. Kiindulds: kitoltjiik f® (xy)/i! értékekkel
az y§ = vy (i < j) indexpari helyeket.

Példa. cos (0[3], (%)[2J|x) =1+ [N+ [?2? + [?]2?(z — §) + [?]2?(z — %)2
00 0 7/2 7/2 cos — [1 1 1 0 0
0 0 n/2 O cos’ — 0 0 =z 1
Nevezok: 0 7n/2 w/2|. Kiindulds: cos” /2! — -1/2 5 o5
/2 w/2 [008(3) /3] 7r72 7:;2
/2 [cos(®) /41] 7772
1 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 ;—/12 -1 0 0 —2/m -1
A= -1/2 25 5| = ~1/2 ;2/2” ‘1:/22/’7 _
7r>;2 7772 TFL/Q ﬂL/Q
w7 =7
1 1 1 0 0 1 1 1 0 0
0 0 —2/m -1 0 0 —2/m -1
[ ~1/2 —4/n? (4-—27)/x> [ -1/2  —4/m*  (d-2m)/7*| =
_* * —4/7%41/2 4—2744
/2 7r>{2 /2 7r3*/2
/2 /2
1 1 1 0 0 1 1 1 0 0
0 0 —2/n -1 0 0 2/ ~1
_ -1/2 —%/7# (4 —2m) /7% |= -1/2 —4 /72 (4 —2m) /w2
N (*=8)/r>  p
73 (73 — 32)/m?

(2] - 3 - 2
cos (0[3],<E> ’x) :1—1902%—7r 8m2<x—z>+ﬂ 32x2<x—f> =

2 2 73 2 4 2
s s s

Megjegyzés. 1) f(al™|z) =37, f(k,;(a) (x — a)* f m-edfoki Taylor-polinomja a koriil.
2) TetszOleges v,E:O), e ,v,gm’“_l (k =0,...,n) szdamokhoz van olyan p € Pol,, 1...+m, (IR)
Hermite-polinom, amelyre p(® (z) = v,gd) (Vk,d). Megfelel p(z) := f(:L‘([)mO], . ,:L’,[nm"]|x),
ahol f(x):= 212’“0_1(:5 —x3,)4/d! az I intervallumokon.
3) A hibabecslés azonnal adédik az f(.rgmol e e |z) = tlg% flys, ..., yt |x) relaciébol:
Ha I véges zart intervallum, f € ™ot +mm ([) és g, ..., x, € I, akkor

[mo] Mn L mo+---+mn - Mk
’f(z)—f(mo o ..l ]{z) S(mo—l—---mn)!Hf( 0 )HI]}:[O‘Z_xk’ (zel).

Gyakorlat. [O, g} folott cos (0[3], (%)[2] ‘sc) a cosz fliggvényt 0.005-nél jobban kozeliti.
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Hermite-interpolaciés sorozatok altalanos test folott

Definicié. Az egész alfejezet soran IK tetszoleges x karakterisztikaju kommutativ test, és

K[z] := U { formalis p(a:):kzo cxr® (co, 1y cn €K nEXZ ) kifejezések} :
n=0 =

n

Egy p € IK[z] polinom Taylor-sora az a € IK pontoknél p = p(x) = > p|5 (x — a)¥, ahol

p|’; = [ z¥ egyiitthatéja p(z + a) == > co(x + a)e-ben] = Z (f;) cpat=",
=0 =k

Ha x # 0, itt <£> = modx#{{l, .oy 0} k-elemii részhalmazai} IK-ban.

Példa. K := Z o = {0,1}-nél y = 2, és 1 + 2® 1-koriili Taylor-sora Zi:o(x — 1)k

n n
Megjegyzés. 1) > cpa* nem azonos a IK > & = > ¢ fiigguénnyel.
k=0 k=0
Motivaci6: Szemben a valés esettel, pl. a IK := Z o = {0,1} 2-elemii testnél minddssze 4

figgvény van: {0+— 0,1+— 0},{0—0,1—1},{0—1,1—0},{0— 1,1+ 1}.

Bar a formalis p(™) (z)=>1_ k(k—1)---(k —m + 1)cpz®~™ derivaltak jol-definidltak,

a x := char(IK) # 0 karakterisztikdju testeknél (pl. ha IK véges), [w"“] (™) _ 0 ha m > x.

Ugyanis ilyenkor IK-ban k(k—1)--- (k—m+1)=mod, (k(k—1)--- (k—m+1)).

Pontosan megfelel p[ﬁ az IR-beli p(*) (a) /k! Taylor-egyiitthaténak. Ezért ekvivalens médon,
a Hermite-interpolaciés polinomokat egyértemtien definidlé p € Polyi.m,—1, p'P (2) =
v (0< k<n, 0<d<m,) feltételeket atfogalmazhatjuk a p|]; egyiitthatokra.

Definicié. Ett6l kezdve X := (zg,x1,22,...), Y := (yo0,Y1, Y2, . ..) tetszOlegesen rogzitett
IK-beli sorozatok. Az altaluk meghatarozott n-edrent Hermite-interpoldcids feltételeket
teljesito polinomok halmaza

HEY = g = {p cKlz]: p

LTy L

fi{j<i: Tj=wi} Vi (z =0,... ’n)} .

Példa. X = (1,1,0,1,1,1,0,...). Ekkor

He' o= {p+ p(1)=yo, ply =91,p(0) = y2, pli = 3. PIT = ya, PI1 = ¥5, Plo = ¥s }-

Narrativa. A 0 ill. 1 helyeken mérik egy polinom Taylor-egyiitthatoit, és kiildik nekiink
egymas utan a 0, 1,2, 3, .. .-ik egyiitthaté mért értékét. Az i-edikként kapott kiildemény az
y; szam, amely x;-b6l jott. Ekkor y; az ; helyen mért #{j <i: x; = x;}-edik egyiitthato.
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Definicié. Az X sorozat alappolinomjai, ill. azok gyok-multiplicitdsai

wX = H (x —xj), v (n,i) = #{j: j<n, z; =}

J: j<n
Eszrevétel." Barmely n,7 =0,1,... esetén
wyX = (z — ;) ”(”’) H x—xj =

JJ<n
zjFe; (z— 1'1)‘1’(551_3%')

= (z - xi)'/x(n’i) [ H (x; — azj)] [1 + (x — z;) pol(x)].

j:ij<n,
:cjyﬁcci

Specidlisan az x; pont v™(n,i)-szeres gyoke az n-edfokd w:X polinomnak, és igy wX az
egyetlen olyan < n fokd polinom, amelyre

X X
X0 i<, wX” "= T (@ - ay)

n g, n g,

Jig<n,

Polinomfejlesztés. Rekwrzival definidljuk a kévetkezé hyY = b2 (n = 0,1,...)

polinom-sorozatot:

XYI/X(n,n)
XY 0 XY XY X yn_h :
) Pyp— b Pyp— a:TL
hy'" i==wyox~, h;, .—hn 1+’Yn wy , ahol X H o o =)
z;ézn

XY
h’n

Propozicié. Minden n-re, az egyetlen < n foki polinom H:XY -ban.

Bizonyitas. Trividlisan {hé(’y} ={pe Hg(’y . deg(p) = 0}. Tegyiik fel, hogy H.>Y # 0.
Mivel i < n < n esetén az z; pont barmely két H:\'¥ -beli polinom kiilonbségének v (n, )-
szeres gyokhelye,

HEY = Y 40, Kal,
A bizonyitas befejezéseként indukciéval belatjuk, hogy HXY £ (n€XZ,). Trividlisan
yox° + (z — z0)Klz] = ,ch Y Tegyuk fel, hogy ’H 7& (. Ekkor egy p pohnom pontosan

akkor tartomk HXY -ba, ha p = hn Y+ wX ¢ valamely ¢ € K[z ] mellett, és pl, Fnm) = Yn.

Itt a ¢ := 7Y = 45Y 20 vdlasztdssal azt kapjuk, hogy p = h o +’7X Y X és p|V(n n) _
v(n,n) v(n, v [7(nn)

hfiﬁ: —}—f)/n XY wX‘ (n,n) — h‘n’ —I—'yn ,YH j;j<;én, (aj'n —,fljj) = UYn.
Tn n T;FTn

Elnevezés. h\Y (n=0,1,...) az (X,Y) adatsorozatok Hermite-interpoldcids sorozata.

A tovébbiakban pol(z) olyan IK[z]-beli polinomot jelol, amelynek nem kell tovabbi tulaj-
donsagait figyelembe venniink. Konvencié: w§ : =[lj=1= 0
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A klasszikus eset algebrai valtozata

Megjegyzés. A IK = IR esetben f(a[lml], . ,aﬂn"”x) = hﬁfﬁr tm, —1(7), ahol X=
) a (m1-1) (4 an (mn—1)
<g1,...,alj...,gn,...,a@,..) és Yz(%,...,f(mo_l()!l),...,f(m ),...,{mn_l)!,...)
m o,

Itt a %TX Y egylitthatokat egy Newton-differencia matrix atlo-elemeiként is megkaphatjuk.
Ezt a tényt hatarérték hasznalataval bizonyitottuk. Tiszta algebrai bizonyitds a célunk.

Lemma. Tegyiik fel, hogya #a € K, f = > b¥)(z —a)* + (z —a)" ' pol(z) € K[z] ill.
k=0

f= mz_l bF) (z—a)* + (x —a)™pol(x) € Kz]. Ekkor (z— a)z (z=a)f = fj bF) (z—a)k.
k=0 a—a k=0
Bizonyitds. Mivel f i b ¥ (x — a)k + c(z — a)™ + (¢ — a)™pol(z) alakd, fennall
(x—a)f—(z-a)f =
=@-af-(@-af+@-af=@-af-f+@-af=
= (z —a)[(c — ™) (z—a)™ + (z — a)m+1pol(sc)] +

+ (@ —a) [b(o) + b(l)(:v —a) 4+ b (z — a)™] 4+ (z — a)" 'pol(z) =
=(a—a) [b(o) + bW (z —a) + -+ b (z — a)™] + (z — a)™ 'pol(z) .
( [m1] [mn]) —

Tétel. Legyenek aq,...,a, kilonbozd elemek IK-ban. Ekkor az A := yeeeydn

<a1,...,al,...,an,...,an> il. B = (béo),...,bémo 1),...,b20),...,b,(1m" )> sorozatok

¢
h?’B = > fy]:"Bw,?, {=0,....,m = mg+ -+ my, — 1 Hermite-polinomjainak 7,?’3

egyutthatoi a kovetkezo I' = [Fi,j};ﬂj:o Newton-differencia mdatrix fodtlobeli elemei:

Iij=0, ha i > j,
Fivj = b’gj_Z) 5 ha 'l S j7 A]—Z = A] frd ak7
i1 —Tic1j-1 o
Fig = Aj‘ - Ajﬂ-] » ha i<y Aji £ A
Bizonyitds. A j > i indexparok mellett tekintsiik az A|[j — 7,j] = (4j—s, ..., 4j),

B|lj —,j] :== (Bj—i, ..., Ap) adatokhoz tartozd

Bl (= Al Bl
hig =l (=0 )

Hermite-polinomokat. Ezel alappolinomjai ill. féegytitthatéi legyenek

Qz‘,j = wAHZ k] H (.CI? — Ak), Fi,j = [hi,j féegyﬁtthatéja} = hi’j’gii .

J—1
1<k<j
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S6t tetszOleges a € IK helynél is h; ;)" =T . Tudjuk:

j
hij = Zfzkﬂm (0<i<j<m).
k=1

Masrészt a Lemma szerint, valahanyszor A;_; # A;,

(x —Aj—i)hi—1,j — (@ — Aj)hi—1,1

hiy =
! Aj = Aji

Innen azonnal kovetkezik, hogy I'; ; = (Fi—l,j — Fi_lyj_l)/(Aj — Aj_;) ilyenkor. A bi-
zonyitas befejezéséhez még csak azt kell észrevenni, hogy

Aj—i = AJ = ar = h@j = Zbl(f)(flf — CLk)e .
£=0

Példa. A K :=Z 3 = {0,1,2} testben Newton-differencia métrixszal megszerkesztjiik a
h’é’B hermite-polinomot az A :=(2,2,1,1,0,0,0,...), B:=(2,1,2,2,2,1,1,...) parhoz.
[Miveletek: Zs-ban: 24+2=0—-2=2-2=1,1/2=0-1=1-2=2].

7 2 02 2 2 2 2 27
020200 1.2 .11
2 0 2 0 0 1
Nevezok: 2 1 2 0 Kiindulés:
11 2
11
! 1] L .
2 2 2 2 2 2 27
1 02 0 1 1| hlP=24@=2)+ @22+ (x—2)%(z—1)2+
11 2 2 1 +(z —2)*(x — 1%z + 2(x — 2)%*(z — 1)%2% =
Newton-diff: 0 1 01 = mod3[8 — 11z + 102 — 1723+
1 2 2 +21z% — 112° + 22°] =
1 0 =2+ x+x%+x3+x°%+ 2x6.
2

Megjegyzés. Valdjaban matematikai logikai eszkozokkel adédik, hogy a Tétel IR-beli
érvényessége automatikusan maga utan vonja az dltaldnos IK testbeli érvényességét.

Vézlat: Szamitsuk ki h%-t polinomfejlesztéssel ill. Newton-differencia matrix alapjan. A
két eljarast miiveletenként pontosan rogzitve kapjuk: barmely z* terminus egyiitthatéja
Ri(ay, .., an, 0, 00" AL Sy (ag, .. an, 087, 68" ) alakd, ahol Ry, S
véges sok +, -, / miivelettel felépitett kifejezések, ahol az osztdasok nevezoje mindig a; —aj;,
i#j alakd. Vagyis Ry ill. Sy atirhat6 Ry (aq,...,an, b\, ... 68" ")/ [T (ai—aj)™ ill.

i<j
Sk / 1] (a;—a;)™ alakba, ahol Ry, S mar tbbvaltozés polinomok (csak =+, - miiveletekkel).
1<J
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Tudjuk: a IK = IR esetben minden aq,... ,an,bgo), e ,bS{""‘” € IR, a; # a; (i < j) be-
helyettesitésnél Ry, = Si. Kovetkezésképpen Ry, ill. Sy megfelels egyiitthatéi mind mege-
gyeznek. Ez véges sok, egész szamokra érvényes, +,- miiveletekkel felépitett azonossagot
jelent. Ezek mod, is allnak barmely x € {2,3,...} mellett is, specidlisan x = char(IK)-nal
is, ha ez # 0. Vagyis az illet§ azonossagok teljesiinek minden IK (kommutativ) testben,
ahonnan kovetkezik az Ry ill. Si-ba vald IK-beli behelyettesitések azonosséaga.

Probléma. Hogyan kezelhetd a rendezetlen X sorozatok esete?

Rendezetlen adatsorozatok Hermite-polinomjai
Newton-differencia matrixokkal

m—Sszer
Jelolés. X = (zq,z1,...),Y = (Yo, Y1, . ..) rogzitett sorozatok; al™ := m ;
AHZ,]] = (ai,aiﬂ, ce ,aj), ha i < j és A = (a(),(ll,a,g, .. )
Definicié. Az (ug,...,un),(vo,...,v,) Par egy dtrendezése (ag,...,an), (bo,...,by), ha
valamely 7 : {0,...,n} <+ {0,...,n} permutdciéval ar = Ur ), b = V) (K =0,...,n).
Ez az atrendezés monoton, ha van olyan aj,...,«, felsoroldsa {ug,...,u,} elemeinek,
hogy (ag, ..., a,)= (a[lml], e ,oquT}) alakid (r=#{xo,...,Tn}, >, mr=n+1), és emellett

i < j és a; =a; = aj esetén mindig 7 (i) < 7(j).

Példa. (c,b,a,a,a,c,b), (Yo, y1,Y2,Y3,Y4,Ys5,Ys) két monoton atrendezése
(Ca ¢, b> b7 a,a, a)7 (y07 Ys,Y1,Ye6, Y2, Y3, y4) ill. (b7 ba a,a,a,C, C)a (917 Y6,Y2,Y3, Y4, Yo, y5)

Megjegyzés. Ha A, B 4trendezése (xo,...,Tn), (Yo, .., yn)-nek, akkor hX:¥Y = p:5B,
Ha az A, B atrendezés monoton, akkor az eléz6 alfejezet szerint h/“P kiszamolhaté a

GA,B: felSé—tr[gA?B} A,B_ A|[’Lv.7]7B|[27.7}
ij

O<i<j<n (gij =; ) Newton-differencia matrix hasznélataval:

hB = 3 gl Pept, ahol A = (@™, ™), B = (87, B, B mellett

k<n
0. sor: gé}B: ,io), ha a; = oy (j=0,...,n),
1. SOT: gfj’-B: ,(:), ha aj_; =a; = o (j =14,i+1,...,n),
ghB _ AB
A i—1,j i—1,j—1 L
m’.B: I ha gy = £ =aj—;  (j=14,i+1,...,n).
Qp — Qy
Ennek ellenére a hlYV = >, %gf,v [Ticr(@ — uy) il Y = S 'y,‘f’y [Iicn(x — x5)
eloallitasok tagjai jelentésen masok lehetnek. Cél: a (fy,f’y : k=0,1,.. ) sorozat tag-

jainak egymas utani kiszamitasa egymastol minél kevésbé kiilonb6z6 Newton-differencidkat
tartalmazé matrixokkal.

Lemma. Legyen A:=(ag,...,an),B:=(bo,...,b,) ill. C:=(co,...,¢n),D:=(do,...,dy)

két kiilonbioz6 dtrendezése valamely sorozatpdrnak. Ekkor ~bB =~CD,
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Bizonyitas. Tudjuk: h2B = h¢P . Innen
yAB = [hﬁ’B f(')'egyiitthatéja} = [hg’D féegyﬁtthatéja} =GP,

Ko6vetkezmény. Han =0,1,2,... mellett A™ = (aén), . ,a%n)), B = (bén), . ,b,(ln))
A B

rendre monoton dtrendezése az (g, ..., Tn), (Yo,--.,Yn) pdrnak, akkor a G Newton-
differencia mdtrizok jobb-also elemeivel
= (#) gk)
h,)f’Y:Z[GA B Lﬂk Wiy (n=0,1,...).
k=0
Definicié. Az (zo,...,%n), (Yo,...,Yn) DPAr beérkezési monoton dtrendezése az a (sziik-
ségképpen egyediili) monoton
(%) A= (@™ almhy, =, e O )y
atrendezése, amelynél a; # a; (i # j), és k = 0,1,...,n mellett rendre {xo,..., 2} =

{a1,...,ar@m)}, ahol R(k) := ##{wo, ..., Tx}.

Példa. (a,b,c,c,c,a,b), (Yo, y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Ys) beérk. mon. atrendezése (a,a,b,b,c,c,c),
(yo; Ys,Y1,Y6,Y2,Y3, y4)

Algoritmus. A h:XY (n=0,1,...) polinom-sorozatot a Kévetkezménynek megfeleléen a

A pn

beérkezési monoton atrendezésekkel konstrualjuk meg. Itt G : alapjan a rakovetkezo

(n+1) g(n+1) : . s T . .
GA B Newton-differencia matrixot kevés médositassal kaphatjuk meg. Ugyanis a
Newton-differencia matrixok soronkénti rekurziv képzési szabalyabol azonnal adodik az

alabbi:

Lemma. Legyen (x) a (To,...,Zn), (Yo,---,Yn) pdr beérkezési monoton dtrendezése, és
jeldlje az (zo, ..., Tnt1), (Yo,---,Ynt1) par beérkezési monoton dtrendezését A, B .

Ha LTn+1 g{ala s 7a'7”}) akl{?OT’_Z: (A7 yn_—l-l) (: (a’[lml]a s 7a'7[“mr}a xn-l-l)); B= (37 yﬂ-l-l)‘

Ha i1 = ag, akkor A = (al™, .. d™), B =@, .. v@0 b0 b)) ahol

;= mg (i # k) és Ty = my + 1, tovdbba b =y, 4.

Az 1) esetben GAB = [GA’B [y”*+1]] alaki, specidlisan GAB = felsé-tr.[gf’.B]O<i<j<n.

A 2) esetben m = my + -+ m — 1 mellett az I = {(i,7) : 1 < i < j < m},

J:={(i,5) :m <i<}j, j—i>my} indezhalmazokkal és a by, := [b,go), e ,bémk),yn+1}T

oszlopvektorral o N
GAB _ {GA’BU b, ‘ [GA’B\J] }

*

*

alaki, ahol a |7 miduvelet a mdtrix eqy pozicioval jobbra valo eltoldsa.

Példa. A mar tekintett Zs-beli X = (2,1,0,0,0,2,1,...), ¥ = (2,2,2,1,1,1,2,...)
adatokhoz hg(’y, h{(’y, . ,hé(’y konstrukcidja.
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ﬂ:O) wo—wo 21( 0),@0:2,140:14(0):[} y0—2 BO B(O)_[Q],
Go=GA"BY =[2], ho=hg"" = [Go] w0 = 2.

n=1)w =z—-2="0U=g4+1, z=1¢ A, A =[A,1]=]21],
Blz[Bo,yl}:[z,Q}, Glz[zé], hi =ho+0 -w =2.

n:2) (035) :wl(ac— 1) —mods .T2+2, re =0 €A1, AQ = [Al,O] = [2,1,0},

2 2 2
By = [A1,y2] = [2,2,2], Ga= 0 0f, hy=h1+0 -wy=2.

I

n=3) w3 =wer ="0d= 234 2z

23=0=[A; utolsé tagja], A3=[A42,0]=[2,1,0,0], Bs=[As,y3] = [2,2,2,1],

2 2 2 2
G3: O g ; 5 h3—h2—|—2 ws m0d3_2—|—$ —|—$ 3

2
mod3: ZA _|_ 21;2, 1'4:0: [AQ utOlSé tagja:]7 Yq = ]-7

n=4) wy =wsx

Ay=[A3,0] =[2,1,0,0,0], By=[Bs,ys|=1[2,2,2,1,1],
2 2 2 2 2
0 0 1 1
Gy = 0 2 1|, hy=hg+2 wsg="0%B=24 224223+ 22%.
2 1
2

n=>5) wy=wgr="B=054 223 x5=2€Ay, ys5=1,
As=[2 2 1 0 0 0], B;=[2,2,2,2,1,1],

2 2 2 2 2 27
1 0 0 1 1
1 0 2 1
Gs = 9 9 11 hs=hs+2 w5 = —mods _
=2+ x+ 22+ 22 + 225,
0 2
! 2

n=06) wsg=uws(r—2)="00=23 4224 425 +25 25=2¢c A5, ys=2,
A¢=[2 2 1 1 0 0 0], Bs=[2,1,2,2,2,1,1],

2 2 2 2 2 2 27
1 0 2 0 1 1
1 1 2 2 1
G6: 0 1 0 1 y h@— h3+2 Wweg — —mods —
1 2 2 =24+ x4+ 22+ a3 +ab +2x
1 0
2

* Vastagon szedve az el6z6bol orokoltek.
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3- ES N-SPLINE FUGGVENYEK

Definicié. Adottak xg < z1 < --- <z, és y1,...,yr € R,.
Az f i |xg,z,] = R fliggvény 3-spline az {zr1 — y1,...,2, — y,} fliggvénycsirdhoz
[jelolésben: f € Splines{(zo, o), - -, (zr,yr)}], ha

f(x()) :yo,...,f(xr) =Y, f€C2[$0,l‘r];
fllzk—1,zk] € Pols (k=1,...,r).

Lemma. Ha a,b,c,y. € IR tovdbbd h > 0 tetszolegesen adottak, akkor

3! P € Pols P(0) =a, P'(0)=0b, P"(0)=c, P(h)=ys..
Bizonyitas. Trividlis: P = a+bz+(c/2)z?+da?, ahol d = [y, —[a+bh+(c/2)R?]]/h3.
Kovetkezmény. Tetszdleges p,q € IR szamokhoz

3! fp.q € Splines{(xo,y0)-- - (@, yr)  f'(x0) =p, f'(x0) =4¢.

Algoritmus. f, , konstrukcidja [lépések: 1), 2),...,7)].

1) A Lemma alapjan P; € Pols szerkesztése, amelynél
Pi(zo) =yo, P{(zo) =p, P{'(x0) =q. Eazzel f,q|lxo,21] := P1.
A folytatashoz p; := P{(x1), q1 := P{'(x1).

k+1) A Lemma alapjan Py, € Pols szerkesztése, amelynél
Peyi(ar) =yo, Plyoy(xr) =k, Ply(zr) = qe. Ezzel fog|[zr, 2rg1] = Prga.
A folytatashoz pry1:= P (Try1), qee1 = P (wrq1) (ha k <r).
Jelolések. Ettol kezdve rogzitett g < --- <z, ill. yo,...,y, mellett

F := Splines{(zx, yx) t o> S := Splines{(z,0)}r_os
fog =[f€F: fl(wo) =p, [ (m0) =q|, spqi=[s€S: s'(x0) =p, s"(x0) =q].

Megjegyzés. F 2-dimenziés affin alsokasdg C?[zg, z,]-ben, amelyek érintétere S. Azaz
TF=8= {f -9: f,g€ ]:} =IRs1,0 +Rso, 1, fp,g = fo,o +DPSs1,0+qS0,1-
Probléma. Milyen kétoldali peremfeltételekhez van 3-spline fiiggvény? Azaz milyen

u, v, B, A, 4 esetén
3feF  af(@o)+ B (w0) =u, Af'(z)+Bf"(2) =07
Az (o, B, A\, ) = (1,0,1,0),(0,1,0,1) ill. w = v = 0 esetek (fizikai) szempontbdl fontosak.
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Lemma. Az [a— 0,a+h — 0] fiigguénycsirdhoz az s'(a) = o, s"(a) = B kezdeti feltétellel
pontosan eqy Sq.5 € Splines{(a,0), (a+h,0)} figgvény taldlhats. Ennek elsé két derivdltja
az a+ h pontban negativ mdtrizd linedris mddon figg az (o, B) = (s’aﬁ(a), s’o’t’ﬁ(a)) pdrtol.

Nevezetesen /
{s%ﬁ(a%—h)] _ { -2 —h/2] {a} _
Bizonyitas. Egy harmadfokd s polinom a Taylor-formula szerint
/ 1 " 2 1 (3) 3
s(z) = s(a) + s'(a)(x —a) + 35 (a)(z —a)* + s (a)(z — a)
alaki. Vagyis, ha itt s(a) = s(a +h) = 0 s'(a) = a, s”(a) = B ill. ¥ (a) = ~, akkor
s(h) :ah+lﬁh2+1’yh3:0 == fy:—g(ah—l—lﬁfﬂ)
2 6 h3 2 '

Tehat egyértelmiien csak

Sap(x) =a(r —a)+ %ﬁ(w —a)? - %(ah + %th)(ac —a)?.

Ennek els6 két derivaltja az a + h végpontban

1, 6 1 1
Sap(a+h) =a+ﬁh+—[—ﬁ(ah+§5h2)}h2 :_Qa_iﬂh7

2
shgla+h)=8+[- E(ozh+ 15h2)]h = —Qa —28. Qu.ed.
*p h3 2 h
Kovetkezmény. Az {ag — 0,a; — 0,...,a, — 0} figgvénycsirihoz az s'(a) = 0,

s"(a) = 1 kezdeti feltétellel interpoldld so1 3-spline figgvény deriwvdltja az a, végpontban
nem tinhet el: s, 1(an) # 0.

Bizonyitas. Legyen hy := ar — ax—1 (kK = 1,...,n). Lépésenként megkonstrudlva az
So,1 spline-t az (ag, a1), (a1,a2), ..., (an—1,ay) intervallumok felett, a linearis fliggés miatt
rendre

86’1(CL1 . —2 —h1/2 0

Sg,l a1 o —6/h1 —2 1 ’

} N [—g/2h2 _}—QQ/Z] [—g/th _}—”2/2} {(1)] ’

soalan) | _ | =2 —hn/2] | -2 —h/2]] -2 —hi/2| |0
50,1(an) ~6/hn -2 —6/hy =2 | |-6/hn -2 ||1]"
Mivel pozitiv tagd matrixok szorzata pozitiv tagu, itt mindig
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k k k
] cap [ 2] 10] < e 7]
S (k) iy sy L1 pls

valamely pl(-f) >0 (i,7 €{1,2}, k=1,...,n) tagokkal.
Algoritmus. Adottak: A, B € R, ¢ := {xo > YOy e e ey Ty > yn}. Jelolje pi, € Pols a ¢

csira xg-nal A derivélti és B mésodik derivaltu 3-splinejanak [zy_1, x| f610tti szakaszét.
Rekurzio a

1
po :=yo + A(x — z¢) + §B(at — x0)? segédfiigguénnyel:

i1 = pr + Cr(z — )3, ahol Cy := (C: pr(zrgr) + C(@hgr — x)? = Ykt1] -

Az xg-nadl U, x,-nél V derivalti s 3-spline-ja ¢-nek a koévetketkezoképen szerkesztheto:
Vessziik az (A, B) := (U,0), (U, 1) pdrokhoz az sg ill. s1 3-spline-okat. Ezekkel

s := AgSg + A1S1, ahol
(Ao, A1) = [(X07X1) : Zxk =1, Zxké’%(ﬂcn) = V]-
k k

EUKLIDESZI TAVOLSAG 3-SPLINE-OKRA
S:={feCxo,....,an]: flzo) =yo,-..,flan) =yn}
Sz = {f €eS: S}[I’k_l,xk] S POlg}
S3,8Y hasonldan yo = -+ = yy = 0 mellett.
<f|g> ::/ f'(z)g" (z) dx (f,ngECQ[xo,...,xN])

Lemma. d(f,g) := (f — g|lf — ¢)*/? metrika S-en, ||h|| := (h|h)'/? euklideszi norma
S%-on

Bizonyitds. f,geS, hi=f—ge 8% (hlh) =0=h'"=0= h(z) =azx +b
h(zp) =h(zny) =0=a,b=0= h =0. Qu.e.d.

Jelolés. sy :=[s € S3: §'(z0) = f'(20), '(zn) = f'(zn)].

Tétel. sy = [s € S3: d(f,s) =mind(f,Ss].

Bizonyitas. d euklideszi tavolsag S-en

Kell: [f —sy] L [Ss érintétere] = {s —t: s,t € Sz} =8°
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S S I

T Tk
- [ sy
Th—1 Tr—1

0 k
:[f—Sf h// Z/ h///:
:_;[f 0 flh . +Z/ ho =0. Qu.ed.

Gyakorlat. [s € S3: [ s"(x)?dz minimélis| = [s € S3: 5" (z9) = 5" (2,,) = 0].

Zo

N-SPLINE-OK

Definicié. Legyen I C IR intervallum, N € IN. Az f : I — IR fliggvény N-spline,
ha (N — 1)-szer folytonosan derivalhaté, tovabba taldlhaté olyan véges [ U---U I, = 1
felbontdsa I-nek részintervallumokra, ahol f(N+1)|I, =0 (k = 1,..., N), azaz, ha vannak
olyan inf I = 2y < 1 < -+ < x,, = sup [ szdmok, hogy az f|(zr — 1, xx) fiiggvények N-
edfok polinomok.

Eszrevétel. Ha f,g € Pol(R) és f®)(a) = g™ (a) (k =0,...,N — 1), akkor f —g =
(x — a)Nh(x) valamilyen h € Pol(IR) mellett.

Tétel. Legyenek tetszdlegesen adottak az xg < x1 < --- < xy, helyek, tovdibbd az yo, ..., Yn
all. go(()o), go(()l), e ,go(()N 1), ©1, -, Pn kostansok. Ekkor pontosan egy olyan f : [xg,x,] — IR

N-spline figgvény van, amelynek az [xp_1, x| intervallumokba esé részei N -edfoki fy
polinomok (megszoritottjai) és

f(d)(x()):goéd) (d:()a»N_l)? f(ajk):(:pk (kzl,an)
Ez a fiigguény felirhato az alabbi alakban:

N—

)_\

1 n
E% $—$0)d+ZAk: [(z —z-1)+
d=0 k=1

]N

Bizonyitas. Legyen fo = Zd 0 d,go( )(z—1x0)?. Ezzel féd)(a:' ) = (d) (d=0,...,N—-1).
Ezutan a k =1, 2,...,n mellett rekurziéval definidlt

- P
(ALG) Ay = %, fr(@) = foo1(z) + Ap(z — zp—1)",
fller—1, k] == frl|lxr—1,zx]

sorozat megfelel (és csak az).
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Megjegyzés. Rogzitett xg,...,x, és po(:= goO(()O)), 01, ..., py mellett legyen

e,V

790()

f(
z (ALG) algoritmussal konstrudlt spline-fiiggvény. Ekkor a
D (o, o) e ([ (), [0 N ()
leképezés affin (azaz constans+linedris).

Megjegyzés. Az f (96" -25" ~1) spline-t célszerii két standard, elméletileg jol kontrollal-
haté 1épésben megkonstrudlni:
1) Az f09 glap spline megkonstrudlasa az yo + (yl;yo(:c — x0)" polinommal indulva.

z1—z0)
2) Az {z, - 0 : k = 0,...,n} trividlis fiiggvénycsirdhoz a q := q(‘P(l)’ 20 ) spline
megkonstruélésa Ha si := q|[zgp—_1,x] kész, akkor az [zy,xk11] intervallumon sxiq =

(r—xp) + A(x—x1)" alaki, ahol az A konstanst az spy1(zxs1) =0

q(z) = Z T

feltetelbol szamoljuk ki. Nevezetesen

N-1

it 1 diSk 1d
= - — - o Ni—Nl/.. . \N
el g T dat loma ") [zzl e N
3) Végul f((p(()l) ’(p(()N 1) = f(O O) _|_ q((p(l) 7890 1))

Propozicié. A D leképezés RN 71« RY ! (azaz minden derivdlt-kezdddllapotbdl minden
lehetséges végallapot elérhetd).

Bizonyitas. A konstrukciot x,,-bdl kiindulva visszafelé is végrehajtatjuk. Eszerint minden

(4,0(()1), e ,@%Nﬁl)) szam-(N — 1)-eshez van egy olyan egyértelmii

(90(1) (N—l))
N-edfokt polinomokbdl allé6 N-spline fiiggvény, amelyre

[ (‘F’(l)7 750n 1))](6)( ) :(pgf) (f: ]_7,N—]_)
A spline-ok egyértelmiisége miatt az affin

D ((‘0;1),‘_.’90%1\7—1))'_)<[g(<p(1>’ LolN 1))] (:L’o),. [g(@u)’ <N71))](N71)<x0))

leképezés D-vel sszetéve identitdst ad IRY ~1-en. Qu.e.d.
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Tétel. A D leképezés linedris része mdtrizdban minden (gp(()l), ey go(()N_l)-szerinti) eqyutt-

hatd eldjele = (—1)", és a mdtriz detemindnsa is = (—1)"V=1),

Bizonyitas. Eszrevétel: a D leképezés linearis részének matrixa nem mas, mint a linearis

(‘po %P0

7
1 N—1 d
(906),--~790((> ))H(W

leképezés matrixa. Ez pedig lépésenkénti felbontassal

D=D,D, "'Dla

(1) (Nfl))

6:17...N—1>

T=T N

alaku, ahol a Megjegyzés 2) pontja szerint

d,gs(zl,...,ZN_l)
D, = [(zl,...,zN_l) > (Hl—e l=1,..., K — 1) maltrixa} )
dx T=Tf+1
N-1 N-1y
Sl({z—i,l...,zx—l) — Z ﬁzz(x . xk)z . [ Z ﬂzi($k+1 . xk)z—N] (I‘ o .Tk)N.
i=1 i=1
Elegend6 csak egyetlen 1épésre beldtni, hogy Dy tagjai mind negativok és det(Dy) =
(—=1)N=1. Legyen k tetszdlegesen adott, Dy = [dw]é\;—:ll, és legyen h := xpy1 — T
Az 8ltaldnossdg megszoritésa nélkiil vehetd x, := 0 is. Ekkor a x(m) := [0 ham <0, 1

ha m > O] valaszté fliggvénnyel

14 (Zl,...,ZN_l)

S
dei = [zi egyiitthatéja k+c}x‘~’ - ban] _
d* 1, 1 .. 5N
= Gt g Y] =
L - 1,
= HX(i—f)i(i—1)-..(i—£+1)hl—ﬁ_ﬁhz—NN(N_1)'”(N_£+1)hN_é:
Cni

= Sra-o(y) - ()] <o

Tehat a A := diag(¢1/hf: £=1,...,N—1) ésa C = [crs])_ , cosi=x(i—0(1)—(¥)
matrixokkal ’
B . B B iy Ny
Dy = ACA™!, det(D}) = det(C) = det [X(z 0 (g) ( , )]M:l.
Megjegyzés: a Newton-féle (‘g) = a(a—1)---(a — £+ 1)/0! binomialis egyiitthatok

analitikusan folytatjak a-ban az egész IR-re a kombinatorikus definiciét. Specialisan mindig
(%) + () =(*T"). Ezért a y fiiggvény elhagyhato, és

det(C) = det :1.—2., o (N=2).—(N=1). oszlop} -
=aarf(3) - () - (0 )+ (Dl =ae[() - ()], =
- i N-1 i i N-1
- det_— <€ — 1>:|€,i_1 = (D% det[(ﬁ— 1)]13,1'_1'
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Végezzik el az A := [( eil)}i\;:1 matrixon a kovetkez6é miveleteket, amelyek a deter-
minansat nem véltoztatjdk: 2.—1. sor, 2.—3. sor, 3.—4. sor, ..., (N—1).—(N—2). sor.
Megmutatjuk: ezekkel a miiveletekkel olyan fels6-triangularis B = [(bg,i}évizl matrixot
kapunk, amelynek féatléjaban csupa 1-esek vannak, ami bizonyitja is a tételt.

Mivel i < £ — 1 esetén ap; = ( ei1) = 0, a B matrix szubdiagonalisa alatt tovabbra is 0-k
lesznek: bjyq; =0, ha d > 2. Mésrészt a;,...,any_1-gyel illetve by, ..., by_1i-gyel jelolve
A ill. B sorait, f-szerinti indukcioval adédik, hogy

A szubdiagonalis elemekre B-ben i = 1,..., N — 2 mellett

i+1 . %

S e R B 1D S (RIS
k=1 j=0
A diagonalis elemekre B-ben i = 2,..., N — 1 mellett
‘ i = i i
bii = (_1)i_k<k - 1) - _[Z(_l)m_k(l@ - 1)] + (z) =0+l=1
k=1 k=1

Végiil pedig szintén by 1 = a1 = () = 1. Que.d.

Tétel (DeBoor). Legyen N = 2K — 1 és xg < 11 < -+ < . Tegyik fel, hogy f :
[x0, ] — IR egy olyan N-szer folytonosan derivdlhato fiigguény, amelyre f(xr) = yx
(k = 0,...,n). Legyen tovdbbd s : [ro,z,] — IR az (jol-definidlt) N-spline, amelyre
s(zp) =yr (k=0,...,n) és s\D(xo) — fD(z0) = sD(z,) — fD(x,)=0(d=1,...,K).
Ekkor

/\f(K”(x)fdxz/\s<K>(a:)|2dx.

Bizonyitas. Az <¢, \Il> = [ ¢F) (1)) (1) dx pozitiv szemidefinit skaldrszoztot véve elég
bizonyitani, hogy f—s L s (a Pythagoras-tétel szerint). Parcidlis integralassal ((K—l)—szer)
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(f —s.s) / SU] 50 =

— [ D D 0

™ / [fE=D _ (KD (K1)

Zo

Ohaac x;

_ (K1) _ ((K—1)] g(K+1) _ (K=2) _ ((K—2)] (K+2) _
[/ ] L/ ]

_ (_1)K2/ [f// . S//]S(2K—2) _
_ (_1)K—2 Z [[f/ _ S/}S(QK—Q)

Tk . o I J] J2K-1) |
Tp_1 /xkl[f S}éq/—’] o

k=1 T ap const.
= (—1)K_1Zak[ f—s - Qed.
S~ Tk—1

k=1 0 ha z=x;

Tétel. Az E: [ — / ’f(K)(:c)‘Q dx  funkciondl felveszi a minimumdt az

F = {fGCQK_l[xO,mn]: flxr) = yr (kzl,...,n)}
téren, mégpedig anndl az s € F (2K — 1)-spline fiiggvénynél, amelyre
sD(zg)=sD(z,)=0 (d=K,... 2K —2).

Bizonyitas. Legyen S := {s € {(2K — 1)-spline fgv-ek} : s(zr) = yx (k= 0,... ,n)}
Lattuk: minden f € F fliggvényhez van ndla < E-értéket adé S-beli spline. Mivel S
véges-dimeziés affin altér C2X~1[xg,x,]-ben, rajta a pozitiv-szemidefinit E kvadratikus

alak felveszi a minimumé&t. Legyen ez (egy ilyen minimalizdlé) az s spline. Ekkor a
(p, V) := f;on ¢ (2) U E) (x) dx pozitiv-szemidefinit skaldrszozattal

<s,g> =0 Vg e TS = [S érint('ﬁtere] = {31 — S9: 81,89 € S} =
- {g (2K — 1)-spline, g(z3) =0 (k= 0,... m)} .

Kiszamitjuk (K — 1)-szeri parcidlis integraldssal a <s,g> skalar-szorzatot gy, hogy g-t
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integraljuk minden lépésben:

= [ 4940 -

= (K1) 4(K) n /g(K—l)S(K—H) _
x
_ g(E=D) 4(K) T gE=2) g(K+D) Tn N /g(K_z)S(K+2) _
Zo xo
K—1 N

— (_1)d—lg(K—d)S(K+d—1)
d=1

Zo

+ (_l)K—l/gls(QK—l) )

Itt az utolsé integrélos tagot az [xx_1, x| részintervallumokon még egyszer integralhatjuk
parcialisan. Ezt hasznalva

K-1 n
_ N qvd—l (K=d) (K+d—1) T, K- ey % [T er) |
0=(s,9) ; 1)itg=ds _HED g[g mglo]
0<=g(z;)=0 =
K—1 =
= Y g s (g e Ts).
d=1 o

Tudjuk: barmely oM, ... oFE-D . g1 . BE-1 mellett van olyan ¢ € TS spline,
amelyre ¢ (zg) = o és g (z,) = 4 (d = 1,...,K — 1). Ezért sziikségképpen
sEFA=D (p0) = sEF+I"D(z ) =0 (d=1,...,K —1). Qed.
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GYORS DISZKRET FOURIER-TRANSZFORMA CIO

a = (a07a15 S 7an—1) eC”

Wy 1= 627ri/n’ Q, = [u}ﬁq];;io S Mat(n,n, (D)

~ . _ k 2k (n=1k . 4 _ _
a.—(ao—}—alwn—i—agwn + -+ Ap_1wn : k—l,...,n)—aﬂn

a=a+Q: =a+Q,, mivel Q, =/RORT métrix.
Lemma. Legyen ¢ := (ag,bo,a1,b1,...,an_1,bp_1) € C**. Ekkor

[E}k:[ﬂk"’_wlgﬂ@}k ha 0<k<n-—1,
[E]nwz[a]g_wgn@]e ha 0<f<n-—1

Bizonyitas.
€], = a0+ bowh, + arwih + biwdh + -+ arwl I 4 b TP =
n—1 n—1
. 2 _ n o __
— akw;’zp + Z bkwgik-l-l)p __mivel w5, =wn, wy,=—1
k=0 k=0
— |7 p
- [a]modnp + (_1)[]9/”}&)2” @} mod,p
Kovetkezmény. A J, := diag(1,wa,, . ..,wh ') matrixszal

(a07b07a1,b1,...,an_l,bn_l)/\: (a\?aLn? ahol Ln — |:In In :| '

In  —Jn
Algoritmus (ao, ..., a2N_1)A kiszdmitasara
N 1épés
1) (CLO, CLQN—l) N (G,]_7 a2N—1+1> g ey (CLQNil, O,QN—1+2N—171)

) (a2N—£p+k cp=0,...,20 — 1)/\ (A =0,...,2¥7%) Kkiszdmitdsa
(agv—-vpip: p=0,...,277=1)  (k=0,...,2Y"¢=D 1) alapjan:

(G’QN_ep+]g L p= 0,...,2e — 1)/\:
— [(CLQN—(Z—I)M : p:0, e ,26_1 _1>A, (CLQN—(E—l)p+k+2N—(£—1) . pZO, o 25—1 _1)/1 L2e71
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Minden /) 1épésben 2V—¢ db. 2¢ hosszti vektor Fourier transzformaltjit szamitjuk ki 2V
szorzéassal. [Az wy,ws,wy,...,won konstansok mar elévannak készitve|.
Tehat N2V szorzas elegendd. Ezzel szemben aQ2ynv-hez (2V)? szorzés kell.

Megjegyzés. frjuk fel a 0,1,...,2Y — 1 indexeket 2-es szdmrendszerben, majd ezeket
a 2-es szamrendszerbeli alakokat forditsuk meg. Olyan sorrendet kapunk, hogy az ala
képezhet6 bindris fa szerint haladhatunk az algoritmusbeli duplézassal.

Példa. (N = 3)

000 001 010 011 100 101 110 111

000 100 010 110 001 101 O11 111

0 4 2 6 1 5 3 7
(0,4)  (2,6) (1,5) (3,7)
(0,2, 4,6) (1,3,5,7)
(0,1,2,3,4,5,6,7)

Lemma. (A Megjegyzés alapja). A Tpla1as...anle = [apan_1...a1]ls (a1,..., 0, =
0,1) leképezésre* dllnak a kévetkezdk:
1) T, :{0,1,...,2" — 1} < {0,1,...,2" — 1},
(2) T {0 : 2km < £ < 28(m + 1)} mindig eqy 2"~ *-differencidji szdmtani sorozat.

Bizonyitas. (1) trivialis.
(2): 2-es szamrendszerben az {f : 2"m < ¢ < 2¥(m + 1)} halmaz tagjai

[B1B2- .. Bn—koi ... agle (o1,...,a =0,1), ahol [B1 ... Bp_k]2 = m.
Vagyis az m := [Bp—k . .. f1]2 = Tn—k(m) szdmmal

Tn{E:ka§€<2k(m—|—1)}:{[ak...alﬁn_k...ﬁl]g:al,...,ak:(),l}:
= {2”_k[a1...ak]g—I—[Bn_k...ﬁl]g:al,...,ak :0,1} =
={2"*r+m:r=0,...,2"-1}.

*larag .. agle = 2" Loy + 2" 205 + -+ 20, a 2-es szdmrendzerbeli érték.
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ROMBERG-INTEGRAL
Jel6lések. X C [—1,1] véges halmaz, w: X — IR, sulyfiiggvény

Af = w@)f(x)  (fecCl-1,1]

reX

kozelitése az  If := f_ll f(x) dx integrélnak.
Tétel. Ha Ip = Ap (V pE Poln(IR)) és feCrt[-1,1], n >0, akkor

||f(n+1) ||OO
15— Afl 4 o W =ploe < ooy -

Bizonyitds. Kompaksdgi érv [Gyakorlat] mutatja, hogy a max,cpol, (r) tavolsdg jol-
definidlt. Masrészt g1 > g2 = Ig1 > Ig2, Agr > Ago, tovabbd Alj_y ) = Il = 2
(mivel 1;_; ;7 € Polg(IR)). Legyen p € Pol,(IR) tetszdlegesen rogzitve. Ekkor Ip = Ap
feltevés szerint. Ezért

[If = Af| = |Ip+1(f —p)— [Ap+ A(f = p)]| = |I(f —p) — A(f —p)| <
<I|f —pl| +Alf —pl| < I(max|f —p|li_1,1) + A(max |f — p|lj_1 1)) =
= Imax |f —p’ [I]-[—l,l} —+ A]-[—l,l]] = ||f —p”oo . (2 —+ 2)
A mésodik egyenl6tlenség bizonyitasahoz legyen
pi(z) := f(co, . ,cn|x) , ahol ¢gp,...,c, a T,11 Csebisev-polinom gydkei.

Tudjuk: az altalanos Rolle-tétel kovetkezményeként

n

1 !f(”-i-l)(ﬁx) H(x — Ci) (.13 c [_1, 1]‘

f(z) —pe(z) = [CEm] 11

tnen, vl [Tyl = 210 =277 = mimizy o, | Tt — e 1] it

1 n
_ - (n+1) . _ ) =
IF =Pl < Gy 2905, VO e [T -
1 n 2—n n
= el [Tl = o

Heurisztika. Véve egy Pol,,-en pontos szimmetrikus sulyfiiggvényli A integrélkozelitést,
olyan djabb v : Y — IR stlyfiiggvényt képeziink az A f = TA(f(ZL) + f(251))
duplazassal, amelynél az

2m+2

otz 20 ey 1
A T 2m—|—2_1A 2m+2_1A
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integralkozelités pontos Pol,, o folott is. A [Mdricz| jegyzeben nyitva marad a kérdés,

miért pozitiv sulyi A2""17

Megjegyzés. A® stlyai w2y + 1)+ 3w(2y — 1) vagy Jw(2y £ 1) alakdak.
Jelolés. Altalaban is legyen

X CYvéges, w: X =R, u:Y —>1IR ésp>1 esetén

Alerlf e ——[p 3" uly)f(y) = Y wia)f(@)].

-1
P yey zeX

Lemma. Legyen p > 2, és tegyik fel, hogy u:Y — %[(ran(w) 4 ran(w)) U ran(w)].
Ekkor

maxw/minw < p/2 = az APl funkciondl v:Y — R silyai pozitivok,

maxw/ minw < p/4 = maxv/minv < 4maxw/ minw.

Bizonyitas. Legyen w* := maxw, w, := minw. Eszrevétel:

*

puly) = IxWwly) _ rpws/2 —w" pw ]
p—1 p—1 Tp—1

v(y) = (yey).

Vagyis w* /w, < p/2 esetén azaz v, := minv > [pw,/2 —w*|/[p—1] > 0. Mdasrészt mivel

*

v* = maxv < pw*/[p — 1],

pw* _ 2w* Jw,
pw. /2 —w* 1= (2/p)(w*/w,)

— < (w* /w, < p/2)

mert a nevezé > 0 ilyenkor. Ha pedig w*/w, < p/4 is teljestl, akkor

v* 2w* Jw, 2w Jw. 4w*

v 1= 2/p)(w/w) T 1-1/2  w,

Tétel. Legyenek k = 0,1,2,... mellett Xy, véges C [—1,1], wy : X — (0,00), és ezekkel
Ap i [ Ypex, wi(@)f(z). HaXoC X1 CXpC--r és

Apyq = Alwestiesril (k=0,1,2,...)
alaki, ahol uy : Xpy1 — 5[ (ran(wy) + ran(wy)) Uran(wy)], tovdbbd
max wp/ minwg < po, Pk > 4pp_1 (k=1,2,...),
akkor az Ay, (k=0,1,2,...) funkciondlok mind pozitiv sulyiak.
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Bizonyitds. A lemma szerint indukciéval adédik max wg/ minwg < p < pr11/4 és innen
a pozitiv sulyozas is.

Direkt megkozelités

Legyen adott A, : f — Y. wp(x) (m=0,1,2,...), ahol wy(z)#0 (z € X,,,), a
zE€EX
Romberg-féle

4m—|—1

wo = Const., A4 = Amtl —1om T gmAl

rekurzi6val (AE,ZL) := [A duplézottja]). Tudjuk: ez biztositja A,, pontossigéat Pola,,1-re.

i , . . max Wy, max w
Tétel. Minden m =0,1,... mellett minw,, >0 és ——— <4"———.

min w,y, min wy

max wm, £ 4m Max wo
min wy, — min wq °

Bizonyitas. Az m = 0 eset trivialis. Tegyiik fel, minw,, > 0 és
Ekkor

< - - - .
max W41 < TS — max Wy, RS min wy,,
4m+1 1 1
. S I
min Wy,41 = il 12 min w,, s — max wy, ,
ahonnan
4m+1 1 .
max Wyp+1 Tm¥i_] MaAX Wy — Fryr_g NN Wy B
: S 1 i =
min Wm+1 ImFi_7 5 MIN Wy, — gmyr—7 MaXWp,
m+1max wm m—+14m
:4 min W 1<4 4 _1<4m+1
l4m—|—1 — maxXwpy, — l4m—|—1 —4qm
2 min Wiy, 2

. MALy ] e .,
mivel az r — % fiiggvén nové az 1 <z < %4’”“ = 2-4™ szakaszon. Qu.e.d.
2
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Rendezetlen adatsorozatok Hermite-polinomjai
Newton-differencia matrixokkal

m—Szer
Jel6lés. X = (xq,z1,...),Y = (y0,y1,...) rogzitett sorozatok; al™ := m ;
Alli, j] == (@i, ait1,...,a;), hai <jés A= (ap,a1,az,...).
Definicié. Az (ug,...,un),(vo,...,v,) Par egy dtrendezése (ag,...,an), (bo,...,by), ha
valamely 7 : {0,...,n} <+ {0,...,n} permutdciéval ar = Urx),br = V) (K =0,...,n).
Ez az dtrendezés klasszikus, ha van olyan a,...,«, felsoroldsa {uq,...,u,} elemeinek,
hogy (ag, ..., a,)= (oz[lml], e ,ozlamr}) alakd (r=#{xo,...,zn}, >, mr=n+1), és emellett

i < j és a; =a; = a esetén mindig 7 (i) < 7(j).

Példa. (c,b,a,a,a,c,b), (Yo, y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Ys) két klasszikus dtrendezése
(Cv ¢, ba b7 a,a, a)7 (y07 Ys,Y1, Y6, Y2, Y3, y4) ill. (b7 b7 a,a,a,cC, C)a (yb Ye,Y2,Y3, Y4, Yo, y5)

Megjegyzés. Ha A, B atrendezése (zo,...,7n), (Yo, - . ., Yn)-nek, akkor XY = pAB,
Ha az A, B atrendezés klasszikus, akkor az eléz6 alfejezet szerint h/HB kiszamolhat6 a

GAB=— felsé—tr[g?j’B} ,B__ Alli,j],Bl[i,4]

A . . Ly ; ;
O<i<i<n (gij =7, ) Newton-differencia métrix hasznélataval:

hﬁ’B = Z gl?k’Bw]?a ahol A = (a[1m1]7 s aaLMT])v B = (6%0)7 cee 76§m1)7 cee aﬁ'l(”mr)) meuett

k<n
. AzB J— (0) _ > —
0.sor: gy =P, ha a; =ay (j=0,...,n),
1. sOr: gz‘,]"B - l(;)? ha a;_; = a; = ay (j =14,i+1,...,n),
gA,B _gA,B
A,B i—1,j — Yi—1,j-1 S
iy = , ha g, =ar #Fow=a;—; (j=1,i+1,...,n).
A — Qp

Ennck ellenére a W0V = Y, 7PV T e — w) il AEY = Y5 T (e — )

eldallitasok tagjai jelentésen masok lehetnek. Cél: a (’y]i(’y : k=0,1,.. ) sorozat tag-
jainak egymas uténi kiszamitasa egymastol minél kevésbé kiilonb6z6 Newton-differenciakat
tartalmazé matrixokkal.

Lemma. Legyen A:=(ag,...,an),B:=(bo,...,b,) ill. C:=(co,...,¢n),D:=(do,...,dy,)
két kulonbozo datrendezése valamely sorozatpdrnak. Ekkor

_ CD A_  C
_771 7wn_wn

A,B
Ap = Cp — Tn

Bizonyitas. Tudjuk: h/B = RGP, Tegyiik fel, hogy a, cn. Eszrevétel: ekkor

(agy .. an-1),(boy-..,bn_1) atrendezése (co,...,cn-1),(do,...,d,1)-nek. Innen h,,’?’_Bl =
hg’_Dl is ad6dik. Mésrészt valamely p: {0,...,n — 1} <> {0,...,n — 1} permutédciéval
v =1 —a) =] -ay) = [](@—¢) =y .
j<n j<n j<n
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Ezért végiil v Bwd = pdoB hf’_Bl = hGP — thl =1 PWE, = B =4SP

Ko6vetkezmény. Han =0,1,2,... mellett A™ = (a(()n), . ,asbn)), B = (b(()"), . ,b%n))

. ) . . (#) g(¥)
rendre klasszikus dtrendezései az (xo,...,%n), (Yo, .., Yn) pdroknak, akkor a G4 B

Newton-differencia matrizok jobb-also elemeivel
n (k) g(k)
XY AR) gk X
bV =) G el (n=0,1,.00).
k=0

Algoritmus. Egy, a Kévetkezmény szerinti A™), B(") sorozatot konstruglunk rekurziéval.
Kiindulds: A© = (a:o), BO) .= (yo), wp = 1, hg(’y = 10.

A(”_l),B(”_l),w,)f_l,GA(n_l)’B(n_l),hffi alapjan A(”),B(”),wff,GA(n)’B(n) hXY

7 'n

(%) A = (a[lml], e ,aLmS]), Ty =y (ml, coo,mg >0, apF (27&])) esetén
A(n) = ( 1[373?1]’ SR 7a[ms] ]m1]7 s aaLT§71]7 x%mg—i—l]) s
n n—1 n—1 n—1 n—1
B™ = (5o b Y b ), ahol L= my
GA™B™ Liszgmitasakor

z (i,7) €[0<i<j<n—-LIU[0,<i< L,i <j<n-—1] indexii

, (n—1) g(n—1)
elemek készen vannak G4 B -ben;

(k%) xp, & {x0,...,Tn_1} esetén AN = (A(”_l),xn), B .= (B(”_l),yn);

GA™,B™ Aln=1) g(n—1)

kiszamitasakor az els6 n oszlop = G ’ ;

(% % %) A rekurzids 1épés vége: wX = (z — z,)wX |, KXY = h Y + [GA(H)’BM)] Wy -

n nnoon

Megjegyzés. A" képzése A" alapjdn: z,-et frunk az n. poziciéba, elé tesszilk az
A=V beli z,-eseket, majd az A~ D-beli z,-esek utdni részt a sorozat elejfe frjuk, végiil
mégéje tesszik az A~ V-beli x,-esek elbtti tagokat. Ekkor B(®) B(®)_bil és yg-bdl ennek
megfeleld ciklkus indexeltoldssal adédik. Pl: zg=1 és A®)=(2,2,1,0,0,0) esetén A6 =
(0,0,0,2,2,1,1). Ekkor B®)=(yo, ys5, Y1, ¥2, 3, ¥a) esetén BO)=(ys, y4, 90, Y5, Y1, Y2, Ys)-

Példa. A mar tekintett Zs-beli X = (2,1,0,0,0,2,1,...), Y = (2,2,2,1,1,1,2,...)
adatokhoz hg(’y, hf’y, . ,hé(’y konstrukcidja.

n=0) w=wf =1(=2°), 20 =2, 4g = A0 = [2], y0=2,30:B<0>:[2],
Go=GA"BY = 2], ho=hy" = [Go]yywo = 2-
n=1)w=x—-2="b=p 41 2 =1¢ A, Alz[Ao,l}:[z,l],
By = [Bo,w] = [2,2], Glz[zg], hy=ho+0-w =2.

* Vastagon szedve az el6z6bdl 6rokoltek 4+ utolso 1j elem + 0 nevezo miatti elemek.
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n=2) w=w(z—1)="%=2242 z,=0¢A4, A =][A,0]=][21,0],
2 2 2
By = [A1,10] = [2,2,2], Gy= 0 0f, ho=h1+0 -wy =2
0

n=3) w3z=wer ="0d0=234 27
133:0:[142 utolsé tagja], A3: [AQ,O] = [2, 1, 0,0}, B3: [Ag,yg] = [2, 2, 2, 1],
2 2 2 2
0 01 , h3=h2+2-&)3:m0d3:2+1’2+$3.3
0 2
2
n=4) wy=wzr ="8B=7% 4222 1,=0=[Ay utolsé tagjal,
A4: |:A370} = [27 1,0, 070}7 ys =1, By= [B?nyﬁd = |:27 2,21, 1:|a

2 2 2 2 2
0 0 1

Gy = 0 2 1|, hi=hs+2 wsg="05=24 224223 422
2 1
2

— 5

n=2>5) ws=wqr="00=254 223  x:=2c Ay, A5:[(A4)<_ ,565},35:[(34):,345},

—

~~ o
As=["21,0,0,0,2]=[1,0,0,0,2,2], Bs=["2 ,2,2,1,1,2] =[2,2,2,1,1,2,1],
~——
- 2 2 2 2 2 <
0110 1
G‘:’:[(sz):v[iﬂ]: 2 1 (1) g  hs=hy 2wy =moda—
2 4 5
2 1 =2+z+2° + 2 + 22°.
2.

n=06) wg=ws(xr—2)="00=233 4224 + 25+ 25 x5=1¢ A5,
Ag=[(45)Z,26]=[0 0 0 2 2 1 1], Bg=[2,1,1,2,1,2,1,2],

2 2 2 2 2 2 27

11 0 1 0 2

1 1 2 11
G6:[(G5):,Hﬁ]]: 0 2 2 0, he=hg+2 ws="0%= .
L 01 =2+x+2*+a% 4 2° + 226

2 1

L 2]
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Hermite interpolacié és Hermite-Vandermonde matrixok

Alapfeladat. Adottak: z1 < 29 < --- < 7, [y,io),y,il), e ,y,(cm’“)] (k=1,...,r).

Keresendd a )
o= { (v W™,y k=1,...,r)

fliggvénycsira (my + - - - + m,. — 1)-edfokd polinomos kiterjesztése,
Azaz olyan P = Py € Pol,,, 4...4m,—1, amelyre

Pa) =42, Pla) =4V, PO(er) = y@,..., PO (z)) = g™,
P(LL‘Q) = yéO)7 P/(IL’Q) — yé1)7 P(Q) (1‘2) _ yéQ)’ o ,P(m2)<l‘2) _ yémz);

P(z,) =4\, P'(z,) =y, PP(x,)=yP,. .., P (z,) = y{"m) .
Van-e ehhez az my + ...+ m, + r adathoz ilyen (my + ...+ m, 4+ r — 1)-edfokd polinom?
Tétel. (Hermite) IGEN, és egyértelmiien. Ugyanis a

Pp:=ap+ a1z + ...+ Qoo g g Tt

alaknak megfeleld ag, ..., 0m 4 ..om,—1 ismeretlent
dm m
d:]j_mm:‘rlp(x):yg ) (m:O,...,ml)
dm m
d{]j_mx:xQP(x):yg ) (m:O,...,mg)
d P(z) = y™ (m=0,...,m,)
dx™ =T, " ’ ’

linearis egyenletrendszer det# 0.

Megjegyzés. A fenti egyenletrendszer matria egy un. Hermite—Vandermonde-mdtrix.
Ennek determinansa
H (xk . xj)(mj+1)(mk+1) ?é 0.
1<j<k<r
Visszavezetés Vandermonde-métrixokra:

Tekintsiik mindegyik o € IR szamhoz az (mq + 1) +--- + (m, + 1)-es

1
o

Q)
I

Mt tmetr—1

105



oszlopvektort. Ezzel az Hermite—Vandermonde-méatrix
| (g £=0 D k=1 =i !
det TpTe)r £=U..yMy | =L4..57 _sl_rf(l) H?];:l(mk)!€1+...+mk
. [(Newton—diﬁg(@, (93;:15), cel (wk/—:&—:) : 0=0,... ,mr> s k=1,... ,r]

e=0

alakban irhato fel. Ez determinanstarté oszlop-kombinécidokkal el6all az
[((xk/—k\&e) : €:O7...,mr) k= 1,...,7”}

szuper-Vandermonde-matrixbol. Ezért

[Hermite—Va,ndermonde—determinéns] =

r

= lim [ [ (mp)!~teme(met1)/2 [szuper-Vandermonde-determinéns(e) | =

e—0
k=1
=TI TI G-9] ]I (&~ ay)tmetDimt,
s=hi<jsms 1<j<k<r

Hermite-Vandermonde matrixok LU-felbontasa

Legyen N adott szam, és tetszéleges x € IR mellett legyen

d* N

() (1) = [— ti—l] k=0,....N—1).
v (@) dzk li=z i=1 ( 0, )
Azaz pl. N = 4-nél
1 0 0 0
Oy — | Z Wy — | 1 @ — |0 @) — |0
v (.I') - 56'2 , U (SC) - 2$ , U ('T) - 92 , U (33) - O
x> 312 6x 6

Tudjuk: (dy +1)+ (do+ 1)+ -+ (d- + 1) = N esetén az
f(k)(xj) = yj(-k) (j=1,...,r; k=0,...,d; — 1), f(zx)=ao +-+an_12V¥7 € Poly
Hermite-féle interpolécios feladat az
l[ag ay .. .aN_l]V(acgdl), . .x&d")) = [y§°) oyl
linearis egyenletrendszerre vezet ahol

V(@ @) = [U<o>(x1)...v<d1>(x1> 0O (z5) - v (z,)].

106



Pl. N = 3 esetén

1 1 1 1 0 1 1 0 0
V(@96 cN=|a b |, V(@) =la 1 c|,V@®)=|a 1 0
a2 2 2 a’? 2a c? a® 2a 2

Differencidlas-mentes, testek folotti polinomokra is atviheté megfogalmazdsban a Hermite-
feladattal ekvivalens a kdvetkez6: adunk meg olyan f(x) = ag+ayz+- - -+anxz polinomot,
amelyre

f(am+t):zgg)+z$)t+--~+zé:)tdm (m=1,...,r).

[Ezt a Taylor-formula szerint a zj(-k) = k!yj(-k) helyettesitéssel kapjuk.]

Tudjuk: a k-adik differencidlhanyados a k-adik osztott differencidk hatarértéke:

d* o 1l Lk
7 |y, P10) = Tt A () = i ST (1) ( g) ol + 01).

Specidlisan
dk
dtk

Ezért i
1
v® () = lim — > (1) (’;) 0O (x4 1),

(d1) (dr)
1

Propozicié. A V(a: R A ) Hermite—Vandermonde-matrix a kozonséges

Wt(ac(dl), ce xfﬁd’“)) =V (xy, 21+t ..., x+dat, .. e ettt dt)

g "'

Vandermonde-madtrizokkal a kovetkezéképpen fejezhetd ki:
V(xgdl)f..,x?(ﬂdr)) — }i_r}éWt(ﬂfl,---,errdrt) [Udl@ s Ud,.] [Ddl(t) D --- @Dd,.(t)] ,

ahol -
o _1\Jj—? J— — -1 —d
Uy : feltr[( 1) (¢—1)L§jgd+1’ Dy(t) = diag(1,¢7L,. .., 179,

Kovetkezmény. detV(xgdl),...,xﬁd”) = [H I1 (j—i)} [T (@ —zy)dm Dt

m=1:<j<dm m<n<r
Példa. N =5, d; =2, dy =1 estén
1 0 0 1 0
a 1 0 b 1
V(a(2), b(l)) =|a® 2a 2 > 20 | =
a® 3a® 6a b 3b?
a* 4a® 1242 bt 403



1 1 1 1 1 1-1 1 0 0 1 0 0O 0 O
a a+t a+2t b b+t 01 -2 0 0[O0t 0 0 0
=lim |a® (a+t)? (a+26)20%> b+t)2| |00 1 0 O 0 0 t2 0 0
Ol (a+ )P (@+203 B b+t)3l 00 0 1 —1||l0 0 0 1 0
at (a+t) (a+20r b b+t)il Lloo o o 1Jlo o o o ¢t
Ekkor
detV(a(2), b(l)) = %irr(l)[(a +t) —al[(a+2t) — a][b —a][(b+t) — a]
4)
Jla+2t) —(a+1t)][b—(a+t)][(b+1t) — (a+1)]
b= (a+20)][(b+1t) = (a+20)][(b+1t) — bt =
=2(b—a)".
Jelslés. Legyen (m(j),q(j)) az az indexpér, amellyel a Wt(xgd),...,xgdr)) matrix j-edik

oszlopa (1,2 + a()ts (Tmgy + 4D (2 + 0]

Tétel. A Wt(:z:gdl), e ,ac?(ﬂdr)) matric Wy = L(t)U(t) LU-felbondsa L(t) L-tényezdjének
limesze t — 0 mellett

ki+dy km(yatdmGya \ (kmi) TG\ ko Fwe
I+altr, 3 ( N )( - T T

Aoy (i) —
k1+“'+km(j):i—j m(j)—1 q(]) i<

Bizonyitas. A kozonséges Wy =V, (z1,21 + 1, ..., 2, +d,t) Vandermonde-matrix LU-fel-
bontédsa L-tényezijének (i, j) indexii tagja i < j mellett

S 0400w + g
b0t ), q) =17

alaki, mig a féatloban 1-esek, folotte 0-k vannak. Ennek a limesze t — 0 mellett egy
invertdlhaté 1-f6atloju felso-trialguldris matrix, amelynél az (i, j) indexii tag ¢ < j mellett

mio o bmG)aG) _ kv o kmG)
> T = D > >

CrotAlm(5),q() == kitotkmgy=i=i  LrotHay =k bngyot tMm)e() =km)

ki +dy kmGy +4(3)\ _k K (5)
T () ()

k1+"'+km(j)=ifj q(j)
az ismétléses kombinaciok binomidlis kifejezésével. Mivel fennall az

U)Ur @ ---U[Di(t) -~ Dp(t)] = L)V OUL @ - U,][Di(t) @ - - Di(1)] —
— L™ lim V(™)) (¢ 0)
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konvergecia, fennéll
[V(atgdl), o aldn)y L-tényezdje| = %E)I(l) L(t),
[V(xgdl), ..., xl9)) U-tényezdje] = lim U)U, @ --- U |[D1(t) & --- D, (t)]. Qu.e.d.

Lemma. Legyenek aq,...,a, : IR — IR a 0-ndl folytonos figgvények, x € IR, tovabbd
0 <k <n egész. Ekkor az

1 ey (T
[Oé(),Oél,...,OZm}A::%;(_l) £<€>Oég
Newton-differencidkkal
%E)I(l)t—k [H x —a;(t Hm—kt—aj ,H [z +kt —a;(t)]| =
=1 7j=1 j=1 A
()
d{k §=z j—=1 ’
Bizonyitas. A o(ag,...,qn) = ZO<i1<i2<~--<ik<n a;, -+ -y, szimmetrikus alappoli-
nomokkal . 7n a
H —a;(t)] = ZSgan ¢(aq (t))
j=1 =0
Ezért
Tl e-a®) p+t—a®). [r+kt—as(0)]| =
j=1
_ [era(al(t), Jan () ees S (@ 4 kt) o (ar (t) ,an(t))h _
=0 =0
= [z, .., (z + kt) }A On—i(a1(t),...,an(t))
(=0

Tudjuk: limy_,ot=* [wé, ey (x4 kt)e] N %kk \szgi’. Innen

tim [ T] [ ay0)]. [+t = a;(0)]..... [z + bt —a;(0)]] =

A




Tétel. Az Hermite—Vandermonde-mdtrixz U-tényezdjében az (i, j)-indexi tag

d4(3)
dgald)

[T (€ = zmeo]-

§=Tm(j) £<i

Bizonyitas. Azonnali kovetkezménye a Propoziciénak.

Tétel. Legyen IK tetszéleges test. Az ag,aq,...,an € IK ismerteleni és

y(()m)7y](.m)77yc(l,::) (m:]_,...,?“)

adatd

f(x):=ap+arx+ - +anz™ € Polyk(z], N:=(d+1)+ -+ (d +1)—1,
Flam+1) =y5™ + g™t 4yt (m=1,..7)

Hermite—Vandermonde tipusi feladat mdtriza az el6zéekben haszndlt m(i), q(i) jelolésekkel

i (i) N+1
)l
q(7) (i) ij=1

A transzpondlt HY mdtriz LU-felbontdsd L-tényezdjében az (i,7) (i > j) indexi tag

dl . 1 o

Az U-tényezd (i,7) (1 <i < }j) indexd tagja

i~1-9(j)
> [T (@mi)—om,) = € egyiitthatsja IT [€ = o) -ben| (wm()-
1< <<l _gjn<i  p=1 £<i

Inverz Vandermonde-matrixok LU-felbontasa

Az A= LUy felbontésnal A= = U L' =[feltr][altr].
II = [51‘,1\/4-1—]‘}1]-\;:1 permutalé matrix.

IIX = [X sorai forditott sorrendeben], XII = [X oszlopai forditott sorrendeben]

IIXII = [$N+17i,N+1*j} z]-\,]j:1

I[altr]II =[feltr], II[feltr|II =[altr].

tiikrzés a matrix kozéppontjara.
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A~ = MU 1] [TILg 1] =[altr] [feltr].
Tétel. AV :=V(xq,...,zn) Vandermonde-mdtrizndl

Vi=IVIL=V(2y' oy, .. 27 ) diag(ay .. a7,

P kl DY kJ
Ly =1+ al—tr.[ Z TN xN+1—j]i>j’
ki+-tkj=i—j
B N-1 -1 — !
Uf‘7 = fel-tr. [$N+1—j (xN+1—j xN+1—i)} i<j

m<1

Kovetkezmény. FEgy (N x N)-es W Hermite—Vandermonde-mdtriz TIWIIL transzfor-
maltyanak az LU-felbontdsdban az L-tényezd nem-trividlis elemesi
k k k;
Z T (N T (N=1) " Lon(N+1—7)
ki+-+kj=i—j

alakuak. Az U-tényzo nem-trividlis elemeinek alakja

S H (€ —zNi1—m@)]-

=Tm(j) 0<1

d9(N+1—j)
dga(N+1-7)

Emékezteto. Az Hermite-Lagrange interpoléacié feladata a kovetkezdképpen is megfogal-
mazhaté. Adottak: xg,...,zr alappontok, N > R, by, ...,by € IR,

m(0),m(1),...,m(N) € {0,...,R}, k(0),k(1),...,k(N)eI:={0,...,N}
ugy, hogy minden 0 < p < R index{i alappontnal
Lo=A{iel: m(i)=p}b = {i(p,0),i(p, 1), i, Ry} # 0, k(i(p, k) = &

Keresendd: f(r) :=ag+ a1z +---+ayx”™ polinom, amelyre

— k(¢ k(L _
() F @m0 = b, 001.0) T4 (m0r2) T 0 (o)) O 4o(tD) (£=0,...,N).

7

Newton-tipusi polinomfejlesztés: rendre kiszamoljuk az alabbi fy, f1,..., fn polinomokat,
és f = fn lesz, ahol

fn(:E) ::AO + Al(x - xm(O)) + AQ(:I: - mm(O))(x - xm(l)) +oee
o AT = o) (T Tin—1))-
Itt mindegyik A,, egyiitthato csak [bo, e ,bn]—tél fligg, mégpedig linedrisan. Tehat
Ag bo
AN bn
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egy also-trianguldris L métrixszal, amelynek egyiitthatéi egymaés utan kiszamolhatok.

Kapcsolat az Hermite—Vandermonde-matrix inverzével.
Altaldnositunk egy [Math.Monthly]-beli gondolatot. Mivel az

1, (ZL‘ - xm(O))? ('T - xm(O))<aj - xm(l))v SURR) (ZL‘ - xm(O)) U (.’L’ - xm(N—l))

polinomok rendre 0,1,2, ..., N-edfoktak, egy felso-trianguldris U matrixszal

(1,2 — Zp(0)s - - (T — Tpn(o)) -+ (@ — Tipv—1))] = [1, 2, ... ,ZCN}U.
Ennek az egyiitthatoi is direkt kiszamithatok.
Tétel. A (x)-ot teljesité polinom f(z) = [1,z,...,zN|UL[by,..., by Tehdt VU =

: . 4N
V=L ahol V := [(kfl)> xfn(i)} o, (%) feladat Hermite—Vandermonde-mdtriza.
ij=

}T

U (i,n)-edik tagja (0 < i < n) éppen 2" egyttthatdja [[,_q(z — & (p))-ben:

Uiy, = (—1)" Z Tg, - Ty,

0<l <<t <n

L (n, j)-edik tagja (n > j > 0) éppen b; egylitthatdja A, -ben. Rekurzidval

Fo(t + Zyn(ny) = Poligny—1(t) + bpt™™) 4 o(t5 (™) =

n—1
= AO + Ay (t + (xm(n) - xm(l))) +oeet An—l H (t + [xm(n) - xm(ﬁ)])+
£=0

L:n>Ll#m(n)

Vagyis, egy J halmaz r-elemii részhalmazainak a csaladjat J,.-rel jelolve,

n—1
bn = Ay H [Tmm) — Tme)] + Z Aj Z H[Cﬁm(n) — T ()]s

¢ n>0£m(n) J=0  Le{t<ji m(OEm(n)}n_yem) LEL
An = )\n,OAO + )\n,lAl + - )\n—l,nAn—l + )\n,nbnv ahol
/\n,n = H [xm(n) - xm(ﬁ)]ilu

£:n>0#m(n)

)‘n’j = )‘7:,11 Z H[xm(n) - $m(£)] (] < n)

Le{t<j: m(&)#m(n)}n_kn) LEL
Itt AO = bo konstans, A1 == Al(bo, bl), NN 7An—1 = An_1<b0, NN ,bn_1>. Ezért
L=LyLy_1---LiLo,
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ahol

-1 -
1
Ln = )\n,O /\n,nfl 1 (7?,207,]\[)
1
- 1_
Innen nagyon szép eredmény adddik indukciéval a klasszikus Lagrange-interpolacios es-
etben, azaz amikor r = N +0 dy = -+ = dy4+1 = 0: az alappontokat xg,...,xn-nel

jelolve,

b Ao = Y A Ay ] G

7j=0m i jF£i<n

Lattuk: a V; := V(zy, 21 + t,..., 21 + dit,...,zp, . + t,..., 2, + d,t) matrixokkal, ahol

dl"l_l dr+1
1 1 ... 1
ZCO xl “ o . xN
V(zg,...,zN) =
mo :I;{V P x%

az algebrai Hermite-feladat matrixanak W transzpondltja a kovetkezdképpen irhato fel
limeszként:

W =1mVi[Ng, @ ---®Ng][Dag,t) ' @ --® Dy (t)"'] = im VND(t) 1,
t—0 t—0

S/ \a J/

N D(t)—
ahol

Ny := alsé-tr. {(—1)” (‘7)} . Dg(t) := diag(1,t,2t, ..., d't%).
v/ lo<i<j<d

Tudjuk még: a V; matrixok jol-kezelhet6 V; = L, U; LU-felbontasaval
W =LU, L=IlimL;, U=IlmUNDE "
t—0 t—0
Ezért
wl=yU-lL7! = [lim DN U LY
t—0
Itt ismertek az inverz Vandermonde-matrixrél mar tudottak alapjan az Osszes Ut_l, Ut_1

métrixok transzponaltja, sét [L1]T =felsé-tr. [1, T — X0y, ng_ol (x — xp) egyﬁtthato’i}.

Tudjtk még: egyszertien N'~! = alsé-tr. [(Z)}O<i<j<d'

Vagyis

W = (L7 dim 07T VT D@
—— PO N ——
ISMERT ISMERT ISMERT TRIV
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Foglalkozzunk el0szor az also-trianguldris

U= = o™ . omm

m,m=1

€ Mat([0, d,,] x [0, dwm])

métrixokkal. Itt a Lagrange-alappontokat a {z,, + jt : 7 =0,....dpn} (m = 1,...,r)
pontcsaladok adjak. Ezért

Uim’m) = al-tr. | | [scm—a:u + o(t)] ~du | | [(a:m +i5t)—(Tm +pt)] -1 ,
prl<pu<m p: 0<p<i
pZj 1< <i<dm

ha pedig m < m, akkor

Uim’m) — H (@ — 2z, + 0(t)] G (@7 — 2 + 0(1)] ey
e m>pFEm 1<4,7<dm
Vagyis
Er R R I | R % I T e B ()
p:1<p<m 1<j<i<dm
T o ] [ — 2] ™ [ — ] Y tolt)  (m<m).
p:m>pEm 1<i,j<dm

A Newton-differenciak differencial-kozelitése alapjan kapjuk a kovetkezot.

Lemma. Legyen I véges indezhalmaz, a; : R — IR i € I) olyan figgvények, hogy
lim;_,0a;(t) = a; # 0. Ekkor a (d+ 1)-hosszi z(t) = [z;(t) : j=0,...,d|,

d
2i(t) == H [ai(t) + jt] H[jt — ]!

vektorfiggvényre

; — —ki—=1 . - _
}51(1) 2(t)NaDy(t) = [ Z H o; :j=0,... d].
[ki:CET)>0 €T
Zi ky=d—j
Bizonyitas. Az NyD,(t) matrix n-edik oszlopa
T

1 d
0,...,0,(”)71!75”,(”+ )(n+1)!t”+1,...,< )d!td
N—— \ T} n n

n
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Ezért a w(t) := 2(t)NgDq4(t) vektor n-edik eleme

d ) d .
wa(t) = 3" T Tast) + 6~ 1t — 511 (i) i —

j=n i€l s=0
! oy

-1 (=1)d-dtd ! n
:Z la;(t) + jt] (j!(zi—j)! n!(jj—n)!n!t =

Jj=nicl
d .
— (—1)d<7 1 | e
_; td=n (d— (G —n)! g a;(t) +jt] " =
(_l)d_ntd*n = e (d-n 1
= - (_1> CLZ‘(t) +nt) + st _
! 3 —n)—s d—n

ahol fr¢(h) := [Liez [(ai(t)+nt)+h] - Vagyis wy, (t) egy (d—n)-edik Newton-differencia
1/(d — n)!-szorosa. Tehat

L)
wn(t>: (d_n)!fn’t ( en,t )
[0,2]

m

Mivel a; = a;(0) # 0 (i € T), a (t,h) — fn..(R) fiiggvény analitikus (0,0) koriil. gy ¢ — 0
esetén

wn(t) = | fn0(h) Taylor-soraban h"~4 egyﬁtthatéja] = Z H a;ki_l.
[ki:CEZ]>0 €T
Zl_ ki=d—j
( ) m—1 d
. » Tr{m,m _ 1 . _d’L .
Koévetkezmény. U, ;" = Z H (kz) (T — x4) (0<j<p<dp),

ko+:+km—_1=p—7 1=0

Ty ™ = > nﬁl (Z) (w — ) %! (km) (@ — ) P~L (7 < m).

kot +km_1=p—j =0
k=0 iFEm

Tudjuk: hazq,...,x, paronként kiilonbozéek, akkor az f(z) = b (k = 1,...,n) Lagrange-}j
interpolaciés feladat megoldasa

f(x) = A(bl)—l-A(bl, bQ)(.YJ—SCl)—l—A(bl, b2, b3)($—l‘1)($—$2)+' . +A(b1, e ,bn) H (x—xk),
k:k<n
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ahol A(by,...,b)) = 3 by TI (xx —z;)~"
k:k<e  §:5<¢

Legyenek aq,...,ax paronként kiillonbozoek IK-ban, és legyenek di,...,dx > 0 adott
egészek,
Py(t) == b0 + bVt 4 4 bld)tds (g=1,...,K)
pedig adott IK-folotti polinomok. Az
f(ag+t):Pg(t)+0(tdg) (9=1,...,K)

Hermite-féle interpoléciés feladat polinomfejlesztéses megoldasa egy

fle)=>_A[tL: (3.D) < (9,p)] 1T (z — ag)

(9:p) (9:p): (9.p)<(g,p)

alakt polinomot ad. Az A[bzz : (g,p) < (g, p)] egylitthaté pontos alakjat az

1 =x1(t) ;= a1, w2 =ay+t, ..., xg+1:= a1+ dit,
Td 42 = 0Q2, ..., Tn:'=ar +dgt;

by = by (t) := P(0), by:=Pi(t), ..., bg,4+1:= Pi(dit),
ba,+2 = P2(0), ..., by := Pg(dgt)

adati Lagrange-feladat f;(x) megoldasainak a t — oo limeszébél nyerjiik.

Eszrevétel: elég csak az utolsé egytlitthato alakjat meghatarozni:
AL (3.7) < (9:9)] = lim A(ba (1), ba(t)).

ahol az édltaldnossdg megszoritdsa nélkil (g,p) = (9x,dx). Itt

A(b17 o 7bn) = Zbk H(xk - xj>_1 =
k=1 j=1
K dg K dg 1
=22 0" [T 1] [(ag +p) = (g + p1)]
9=1p=0 =1 p=0
dg
T [(ag +pt) = (ag + )] " =
o
K dg K dg
—1)dgtP
-2 (d ')tdg PO (g —ag)+ -5 =
g:1p:° 20
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Az [AB]t = BT A" reléci6rdl
Tegyiik fel, hogy [AB|" = BT A*. FEkkor

Pran(AB) = [AB[AB]*]" = [ABB*AT]" =
= A[[BB|[AT A]--- [BBT][ATA][BBT]]AT =

}n_lpran(B)AJr -

= A[Pean(B) Prer' (4)
- Apran(B)mkeri(A)AJr-
ran(AB) = Afran(B) N kerL(A)},
Afran(AB) = At Afran(B) N ker™ (A)],
Prerr(ayran(B) = P 1 (a) [ran(B) N kerl(A)] =

= ran(B) Nker™(A).

Ez utébbi pontosan akkor teljesiil, ha a Pray(B), Prert(a) ortogonalis projekcidk felcserél-
hetSk (1. Megjegyzés), azaz ha a meréleges @ felbontéssal

() ran(B) + ker™(A) = [ran(B) N ker™ (A)] @ [ran(B) Nker(A)] & [ran™ (B) Nker(4)].

Az Ao = A|kerJ‘ (A), A= Pran(A)AOPkeri (A)> A+ = PkerL(A)Ao_lpran(A) ill.
By := Blker"(B), B = Pran(B)BoPyert () f0rész-felbontéasokkal adddik a forditott is.

Tétel. Pontosan akkor dll az [AB]Y = BTAT reldcid, ha (x) teljesil, azaz ha a
Pran(B)s Prert(ay ortogondlis projekcick feleserélhetok.

Megjegyzés. Legyenek S, T zart alterek egy X bels6-szorzat-térben. Ekkor
SNT = PsT <= PsPr=PrPs < X =(SNT)® (S nT)a (SNTH @& (St nTh).

Bizonyitds: Mindig SNT = Ps(SNT) C PsT.

(a) Tegyiik fel, hogy PsPr = PrPs. Ekkor PsT C ran(Ps) = S tovabbd PsT = PsPrX =
PpPsX Cran(Pr) =T, ahonnan SPsT C SNT.

(b) Tegyiik fel, hogy S NT = PsT. Ekkor SNT = PgPrX és minden z € X-re
PsPrx € SNT = PrPsPrx, azaz PsPr = PrPsPr. Itt PrPsPr szimmetrikus,
mivel ortogobnalitdsuk miatt Pg, Pr szimmetrikusak (Ps = PJ, Pr = PJ). Vagyis
PsPr = PrPsPr = (PrPsPr)t = (PsPr)T = PrPs.

(¢) A P=1I— P komplementer-projekcidkkal jél-ismert (Bool-algebrébél), hogy Ps— Pr
pOIltOS&Il akkor, ha PSPT = PSﬂT, PSP_T = PSQTL, P_SPT = PsLmT, PSPT = PsLmTL
paronként 0-szorzatu (azaz meréleges képterii) ortogondlis projekcidk I = Idy Osszeggel.
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SPLINE-OK MINT EXTRENALIS FUGGVENYEK
(F.(].)) szemidefinit belsé-szorzat tér, ||z|| := (z|z)!/?
A affin altér c F, TA=A-A={f—-9g: f,ge F} A érintétere.
Lemma. (~Riesz). ¢ := dist(0, A) = inf{||a|| : a € A}, e >0 esetén
diam{z € A: |z]| <d+e} =2/(6+¢)2 -2 .
Bizonyitas. Legyen x,y € A két kiilonb6z6 pont, amelyre ||z||, ||y|| < 0 + . Tekintsiik a

z = [az {z,y}-on dtmend egyenes 0-hoz (egy) legkozelebbi pontja}

pontot. (Ilyen van, mert a t — ((1—t)z +ty|1 — t)z + ty) hossz-négyzet 2-odfok polinom
IR-en, amel > 0, és igy felveszi a minimumat). Mivel A affin altér F-ben, t € A. Masrészt
z 1L z —x, és a Pythagoras-tétel szerint

lz = 2l < Vllzl|2 = 2l < V(6 + )2 - 6%

Hasonléképpen ||y—z|| < /(0 4+ €)? — §2. A haromszog-egyenl6tlenség szerint igy ||z—y|| <

lz = 2]l + 11z = yll <2/(5 +¢)* = 62

Kovetkezmény. Ha f1, fa,... € A és anH — dist(0,.4), akkor [fl,fg, .. } Cauchy-féle

a ||.|| félnorma szerint, és

(fa|s) >0  (n—o00; s€TA).

Bizonyitas. Legyen 6, = sup {|full,||fns1l,...}. Ekkor 8§, — & := dist(0,A), és
fgy diam{fn, fu+1,...} < /62 — 0% — 0 (ami azt jelenti, hogy [f1, f2,...] |.]-Cauchy).
HTekintsiink egy s € T./A pontot. Ha ||s|| = 0, akkor trividlisan (f,|s) = 0 mindig. Legyen
|s|| > 0. Mivel s € TA, az f,+IRs egyenes A-ban fekszik, és ennek az origéhoz legkozelebbi
pontja s, = f, — (fn|s)(s]s)~ts. Tudjuk mér: ez a pont f,-t68l /62 — §2-nél nem lehet
tavolabb. Ezért ||f, — sn| = ‘(fﬂs)(s]s)‘lleH = ‘(fn\s)‘/HsH — 0.

Definicié. Ettol kezdve zg < x1 < --- < N, Yo,...yn € IR adott valds szamok, K > 0
adott egész,

F = {feCK[aro,xN]: f(xo0) = o, ... ,f(IN)ZyN},
—S(QS’N)Z )
Sy = {sGSﬂCoo[aco,ch]: s“)(xk):o (k=0,...,N; EzO,l,...)},

(flo) = | @S @) de (f.g € F).

0

S:=T.7:={SECK[3:0,:1:N]: s(xg)=---=
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Alapfeltevés. Ettol kezdve feltessziik, hogy
A affin altér ¢ {fe]—“: Flax) =y (k:O,...,N)}, So C TA:== A— A

Lemma. Tegyiik fel, hogy f1, fa,... € F Cauchy-sorozat a (.|.) szemidefinit skaldrszorzat
.|| félnormdja szerint. Ekkor

3 g € CK_l[JZ(),.TN] 3]91 P2,... € POIK_l
[fn— }()3g() (n—o00; £=0,...,K—1).

Bizonyl'tés Viélasszuk p,-et gy, hogy [fn —pn] ® (£g) =0 ({=0,...,K—1) legyen, azaz
Ze 0 L g0 (o) (x — x0)* /0", és tekintsiik a g, := f, — pn fiiggvényeket. Trividlisan

,(lK) = g (n=1,2,...). Ezért x € [xg,xnN] esetén

(z) — g1 ‘_‘/ ()’S/x
o

<[ [fn—fm}(K)” [/:1]” ~ 5~ fullvEs.

0 0

|:fn _ fm] (K)‘ SCauchy—Schwarz

Innen £k =1,2,..., (K — 1)-szeri integralassal kapjuk, hogy

g7(IK_1_k)(x) g(K 1— k)

/ / / Vzr —xo dzp - - - dze dzy
||fn_me z1=zg J 22=x0 ZE=0

vagyis az £ =0,1,..., (K — 1)-edik derivaltakra
| = fou|

L J4
90 @) =g @)| < 75 e T
2 2 2

xO]quuu/z) .

A jobb oldal pontos alakja kevéssé érdekes, csak annyi kell, hogy innen kovetkeznek az

max ‘9(8) 9%)(x)‘—>0 (n,m —o00; £=0,...,K—1)

xre xo,xN

egyenletes konvergencék. Ez CK~1[xq, xx] teljessége miatt adja a Lemma allitdsat.

Megjegyzés. A Lemma konstruktiv bizonyitdsa olyan f € CE =1z, 2] fiiggvényt ad,
amelyre f(zo) =0 (L =0,...,K —1).

Tétel. Tegyiik fel, hogy f1,f2,...€ A és an” N dist(0,.4) (n — o0). Ekkor
B g c CK_l[xQ,.fUN] = P1,P2,... € Polx_1

/ Q(K_l)(a:)s(K+1)($) dz =0 (S €TAN CKH[J;O’xN])'

0
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Bizonyitds. Riesz Lemmaja szerint az fi, fa, ... sorozat Cauchy-féle az (.|.) skaldrszorzat
félnormaja szerint. A g fliggvényt és a p, polinomokat vegyiik ezért a Lemma alapjan.
Legyen s € TANCE+[z, 2] tetszblegesen adott. Tudjuk: s(zg) = s(zx) = 0. S6t Riesz
Lemmaja szerint fennall

(fo—Du|s) = (fals) 20  (n— o)

is. Itt a g, := f, — p, fliggvényekre parcidlis integralassal
K (K K-1) (K)|™ (K1) (K41 (K1) (K41
(onlsh = [ ol = gfr 0| [ g o [ e e
xXo Zo xXo xXo

Mivel pedig g( = — ¢gE=1 innen f gEDsEHD) = im,, , ngCON gﬁlK_l)s(KH) —

lim,, oo <gn|s> = lim,, oo <fn|s> =0.

Kovetkezmény. 1) Ha az alappontok szima N > K — 1, akkor
3 feCE xg, zpn] flxg) =y (k=0,...,N)
f(e) f© (n—o00; £=0,...,K —1),
/ FED (2)sEFD () dz = 0 (S ce TAN C’K+1[x0,xN]).

Zo

2) Ha az alappontok szama N < K — 1, akkor

dfe CK_l[.CI?Q,.CEN] dq1,q2,... € Polg_1
fler) =9k, qulzr)=0  (k=0,...,N; n=1,2,...)
fn+qn}“)_>f“) (n—o0; £=0,...,K —1),

/ f(K 1) K+1)( )dr =0 (sGT.AﬁCK+1[$o,l’N]>-

Bizonyitds. 1) Az el6z6 jelolésekkel g, = fo — pn, gn — g (C*[zo,zn]-ben)*,
tovabba f,(zx) =yr (k=0,...,N). Vagyis

Pn=fn—0Gn, Pn(@k)=yr—gn(zr) =y —g(zx) (n—o00; k=0,...,N).

Mivel p,, € Polg_1 és deg(p,) < K —1 < N, a [p1,p2,...] polinomsorozat konvergencidja
az xo < --- < xny pontokban maga utdn vonja az egyiitthatéik konvegenciajat is, azaz

dpe Polg_1 Dn —> P (Coo[xo,xN]—ben).

Ekkor f, = gn +pn 2 g+tp=f (CK_l[warN]‘ben)» ahol f(l'k:) = lim;, f(xk) = Yk
(k=0 . N).

* Szokésosan g, — ¢ (C’K Hag, zn]- ben) jelentése: g( ¢ g9 (n—o00; £=0,...,K—1)
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2) Legyen 7, := [Lagrange—inp. pol. {zp+ gn (k) —yr : k=0,... ,N}—hez} , ezzel pedig
Gn :=DPn+7n. Ekkor r,(zp) —r:= [Lagrange—inp. pol. {z— g(zr)—yr : k=0, ... ,N}-hez]
C°[zg, zn]-ben, tovabba

fn +qn = (gn —pn) + (pn + Tn) =gntrn—9g—T (Coo[xo,xN]—ben).

Vagyis az f := g —r valasztas megfelel.

Lemma. (Polinomok disztribucios jellemzése).
Ha ¢ € Cla,b] és f 2)s®O(x) dz =0 (s € Cg°(a,b)), akkor ¢ € Poly_.
TN

Koévetkezmény. Ha g CE zg,zy] és / g EV(@)sEHD () de =0 (seSp),

Zo

] € Polox—1  (k=1,...,N). Specidlisan a Tétel g ill. a Kév. f limesz-
€ PO]K) .

akkor g}[xk_
fliggénye az [xy_1,x)] szakaszokon 2K — 1-edfoké polinom (mz’vel 9(K71)|[g;k,1 r]

Ezzel tetszbleges ¢ € CF[zg, xn] mellett

N

TN Tk ]
/ f(K)¢(K) — Z f(K)¢(K) __parc.int.
xo k=1YTk—1
N T Tk
-y [fm(/)(K—l) _ / f<K+1>¢<K—1>] _
Tk—1 Th_1

T Tk Tk
[f(K+1)¢(K_2) + / f(K+2)¢(K—2)} _
Th—1 Tp—1

Tk—1

>
I
MR

— f(K+2)¢(K—1)

I
] =

>
I
H

N K-1 . xy,

— Z |: (_1)£f(K+£)¢(K—£—1) + (_1)K f(ZK) ¢(O) :| —
k=1 " ¢=0 Th—1 T NN
K-1

_ Zf(K+é)¢(K £— 1) _

e:o Tt
K-1

TN

(_1> {f(K—i—é)d)(K £—1)

P 1)(%)1 )

£=0

Zf
-1 K

Fo6tétel. Tegyiik fel, hogy A érintétere tetszéleges [)\k g] w1 ¢—p Matriz mellett tartalmazza
az dsszes olyan s € C®[xg, xn]NS figguényt, amelyre 89 (20) = Ape, 9 (20) =" () =0
(0<k<N; 0<l<K; melN). Ekkor létezik pontosan egy olyan f : [xo,zn] — R
(2K—1)-spline, amelyre

/Iivf(K)|2: dist (0, .A)?, /xj‘vf,(f() — f(K)‘2—>O valahdnyszor f,€ A, anH —dist (0, .A).
xo Zo
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Bizonyitas. Az elébbiek alapjan csak annyit kell bizonyitani, hogy az el6z6 Tétel f
fiiggvénye (2K —1)-spline. Tudjuk mér, hogy f (K —1)-szer folytonosan differencidlhat6 az
[€k—1,k | intervalluokon < (2K —1)-edfoki polinom. Tehat elegendd beldtni, hogy

(%) fOUr—0)=fO@,+0) ((=KK+1,...,2K —1).

Ez kovetkezik a legutébbi integralformulabdl és abbdl a ténybol, hogy ffON fE) ) =

(s € TA). Feltevés szerint minden A = [Ap] € RE=Y>XEN=1 mgtrixhoz van (t6bb) olyan
¢ = ¢pp € TA fiiggvény, hogy K170 (1) = Ay, 69 (20) = ¢ (zy) = 0. Ezért

xi+0

TN N—-1
0 :/ f(K)¢(K) _ Z )\kﬁf(QK_l_Z)
o k=1

(E 1, K—1; D € R(K71>x(zv71)>'

:Ilk—o
Innen azonnal kdvetkeznek a (x) reldcidk.

Technikai feltevés. FEittol kezdve az alappontok szamdra N > K—1.
Ekkor a d(f, g) \/me fE — g(K)} félmetrika F-en mar metrika (d(f, 9)=0= f=g).
Ilyenkor ugyanis ¢ € TF, ¢5) =0 = ¢ € Polg_y, ¢p(zg) = dlzn) =0= ¢ = 0.

Normal spline

Propozicié. Az F > f > | f|| funkciondl minimalizdlé sorozatainak CK—1[xq,xx]-beli
limesze (A = F eset) egy olyan (egyedili) f : [xo,xn] = IR (2K — 1)-spline, amelyre

(%) FOze) = fO(an)=0 (=K, ... 2K —1).
Bizonyitas. Tetszéleges A = [/\klf]iyzofz_ll matrixhoz taldlhaté olyan ¢ = ¢+ € S =TA
fiiggvény, amelyre ¢ (z),) = Ape 0 <k < N; 0 < < K). Ezért

N-1

/ P00 = s ) + 32 N 01" L e fOan)
xo

zr—0
az Osszes Age € R vélasztdsnél, ami bizonyitja (xx)-ot.
Definicié. Az {(zk,yr): k=0,..., N} pontrendszer (2K —1)-ed rendl normdl spline-ja

a (xx) relacidkat teljesité (2K —1)-spline.

Peremfeltételi spline-ok

Probléma. Miyen ro,rvy <R, 0< /01 <--- </l <R, 0<m; <---<my, <R

sorozatok mellett létezik tetszdleges [y((fl), s yéero)] R™, [y (ml), e ,yg\] TN)] e R™
esetén olyan f € F R-spline, amelyre

(5 %) FO (o) =yl A <j<r);  fDan) =y (1<j<ry)
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Ezzel kapcsolatban az R := 2K —1 esetet tudjuk

V) fed(c C¥laaxl), [ 71002 o5 MIN

Zo

variaciés maédszerrel kezelni. Tekintsiik el6szor a (V') problémét az
A= {f € CK[:Eony] : f(f)(g;o) = y(()f), f(m)(a;N) - y](\]m) (€ €Iy, me IN)}

esetben, ahol Iy, Iy C {1, 2,... ,K}. Megjegyzés: In = Iy = ) — normal spline.
A Fététel azonnali kbvetkezménye az alabbi.

Propozicié. Tetszdlegesen adott \ := [)\1, cee )\K_l], W= [,ul, . ,,uK_l} sorozatokhoz
taldlhato (pontosan egy) olyan f € F (2K—1)-spline, amelyre f©O (xq) =g, fO(xn)=pe
(¢ =1,...,K—1). Ez nem mds, mint a (V) probléma megoldisa az ro =ry = K—1,
li=m;=1i (i=1,..., K—1) esetben.

Bizonyitas. Legyen A := {f c F: fOzg)=Xg, fOn)=pe (0 = 1,...7K—1)},

és tekintstink egy fi, fo,... € F sorozatot, amelyre f;:oN [f(K)]2 N, dist(0,.4). Mivel

TA = {f €S: fO>x))=fO(zn)=0 (£ =1,... ,K—l)}, alkalmazhaté a Fététel. Innen

a konklizi6: CE~1[xg,zn]-ben f, — f valamely f € F (2K —1)-spline-ra. Specidlisan
1

Ao = £37(@o) = FO(0), pe= £ () = fOan) (€=1,...,K-1).
Jelolés: [y ;) = [a Propozicioban leirt spline}.

Algoritmus. (Normdl spline és f|y ) szerkesztése). Kiilon-kiilon megszerkesztjik inter-
vallumonként azokat az fo € F, ¢1,...,02x2 €S (2K —1)-spline-okat, amelyekre

_ (x = 20)*
fol zg 2y = Y0+ (1 = ¥0) (1 = 20) 2T
P DR S G GOt
[z0,21] = 0 0 (21 — 20)257T (27 — 20)2K 1

Mind a normdl spline, mind barmelyik fix ) ezek alkalmas fo+), cedy alaki kombindcidi.
Nevezetesen: [normadl spline]= fo + Zf: arde,  fiau = fo+ Zf;ll ey + Zﬁf;f aupdy.

Ezutén attériink a (x * %) probléma altaldnos megoldasara 1 < Ry, R,, < k esetén.
Ett6] kezdve feltessziik, hogy 00 # I,J C {1,..., K—1}I, tovdbba hogy az [y(()e) NS I},

[y](\,m) m e J} sorozatok tetszolegesen adottak. Legyen most

A= {1 e F: fO@0) =y (ten), [ @n) =y (med)}.
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Propozicié. Az f, € A, f{i}N |J‘}(LK)|2 N mingeq [V [fE)12 sorozatok C?K 7 zg, xn]-ben

o
eqy (x * x)-ot teljesitd (2K —1)-spline-hoz tartanak. FEzt (x *x x)-gal eqyiitt egyértelmiien
jellemzik a kovetkezo peremfeltételek

(P) fCEAD(20)=0 (1<T<K; 0¢I), fEET(ay)=0 1<m<K; mgJ)
Bizonyitas. Jelolje f az [fn N ONES 1,2,...} sorozat limeszfiiggvényét. Tudjuk a

Fétételbdl: f € F egy olyan (2K —1)-spline, amelyre f L ¢ (¢ € TA) a (o) :=
f;; N p(K)p(K) - gkaldrszorzat szerint. Itt

TA= {¢ € CFwo,zn] : ¢lan) =0 (VE); ¢ (o) =" (zn)=0 (L€, meJ)}.

Vagyis a Fotétel elotti most levezetés a kovetkezoképpen specializalédik: ha ¢ € TA,

TN
0= (f|6) :/ U0 5(5)
To
K—1 en  N-1 2040
— (_1)€ [f(KM) ¢(K—£—1) - Z f(K+£) L ¢(K—£—1)(xk)] —
=1 0 ha K—t—1€l,z=xq ° k=1 \q;/
0 ha K—{—leJ,z=zyN 0 +(2K-1)—spline
- Z (_1>€f(K+£)¢(K—£—1) (550) + Z (_1)2f(K+Z)¢(K—Z—1)<xN) _
0<l<K, t&T 0<t<K, t¢J
_ Z (_1)K—€f(2K—1—£)¢(€) (1,0) _ Z (_1)K—mf(K+£)¢(ﬁ) (xN>
0<l<K, 0gI o<m<K, mgJ
az * = xo esetben az ¢ := K — ¢ — 1, az ¢ = zn esetben az m = K — ¢ — 1 in-
dextranszformdaciéval. Tetsz6leges [A1,...,Ak—1],[t1,..., ux—1] sorozatkhoz van olyan

¢ € TA fliggvény, amelynél ¢(Z) (ro) = Ay (0 < (< K lgI) é ¢ (zy) = pm
(0<m< K,m¢ J). Ez csak tgy lehetséges, ha (P) teljesiil.
Unicitds: mivel az el6bbi levezetés megfordithatd, (x % x) + (P) < f L TA.
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Mely (2K —2)-rendii peremfeltételek adnak (2K —1)-spline-okat?

Ett6l kezdve feltessziik, hogy 1 < 7o, 7y < 2K, tovabba hogy [y (El),...,y((fm)] e IR,

[y](\?“), Y 5\, N )] € IRV tetszblegesen adott. Legyen most

A= {f e F: f}[x07x1}7f’[mN_17mN] € Polog 15 (%% *)} .

Propozicié. Ha ro +ry < 2K, akkor az f, € A, me \f(K)|2 N mmfeAme ’f(K)’2
sorozatok C?K1[zg, zn]-ben egy (x x x)-ot teljesité (2K —1)-spline-hoz tartanak.

Bizonyitas. Jeldlje f az [fn :n=12,. ] sorozat limeszfiggvényét. Tudjuk: f L ¢
(peTA) a (p|Y) = me @) )(K) skalarszorzat szerint. Itt

_ {¢ € CFwg,an]: k) =0 (0< k<N |, 8l o

¢(€i)(x0) =™ (zy) =0 (1 <i1<ry; 1 <5< TN)}-

€ Polog_1,

Specialisan az Osszes olyan C*°-fliggvény T.A-ban van, amelynek tartdja valamely zéart
(kompakt) (xg—1,xk)-beli halmaz. Ezért a polinomok disztribuciés jellemzése szerint
f‘ € Pology (k= 1,...,N) is. A Fététel gondolatmenete azt is adja, hogy a

"bels¢” intervallumokon f mar (2K —1)-spline, azaz f(e)|ﬂck+O 0(2<k<N-2;0</(<
2K —1). Vagyis

$k 1Ik

:I;N 124 7’ ’”
0= <f|¢> — / f(K)¢(K) _F6tétel elott
T

K—1 2y N-1 "
_ Z(_l)ﬁ |:f(K+Z)¢(K—Z—1) - Z f(K—l—E) ¢(K—£—1)($k):| _
=1 O k=1 o0
— (_1)Ef(K+£)¢(K—E—1) + Z f(K+€)¢(K £— 1)( )_|_
071 £=4; L5 b=m;
K—1 K—1 eN_ 140
n (_1)ef(K+£)¢(K—e—1) Z ) pURHO g(K—e=1)[*
=1 r1—0 /=1 rN-1—0
Emlékeztetd (” N-spline-ok” fejezet): mivel ¢ € T A esetén (;5‘ (2K 1)-edfoki polinom,

amelynél ¢(xg) = ¢(x1) = 0, van egy olyan (2K —2) x (2K — 2) es D; matrix, hogy

¢ (x1) ¢ (o)
¢(2K_2)(m1) ¢(2K_2)($0)
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Nevezetesen itt h; := x1 — 2o mellett

D, = A,CAT!, ahol C:= [(i)—(N)]ﬂH, Ay :diag(z!/hﬁ:z:1,...,2K—2).

? 0 /1ei=1
Hasonld (©) 2K =2 (€) 2K : - __
asonldan [qﬁ (xN)]e = DN[¢ (:EN_l)b . » ahol Dy = ANCA a hy =
zny —xny_1 melletti Ay = diag((!/hf\, A=1,...,2K— 2) matrixszal.
Eszrevétel: tetszoleges olyan [/\1, . ,)\QK_Q}, [Ml, ey IU;QK_Q] sorozatparhoz, amelynél
(s) Ne=0 (1i<ro)  pmy =0 (1<j<rw),

taldlhat6 olyan ¢ € TA fiiggvény, hogy ¢ (z) = g, ¢ (zn) = e (€ =1,...,N). Ezért
az ilyen sorozatokkal

K-1 K-1
Z D fE ) @) Ak o1+ Y (=D FE @y ) o1+
-1 =1
~ (o) [0 b (o) [N 0 g
- Z ‘s 0[ | Z ‘s 0 LNy P
=1 e =1 N

A M\ ill. p sorozatok egymastdl fiiggetlentil véalaszthatok, ezért kiilon is

K-1 K-1

(K40 B (K100 _
;:1( n°f (o)A —r—1 ;:1( D°f ml_O[Dl)‘]K—E—l =0,
- 0 p(K+0) - ¢ p(Kto) | TN 1

-1 + 1 — E -1 + D, =0
Z:l( ) f (TN )pE—0-1 £:1( ) f mel—O[ N /“L}K—E—l

az (5)-et teljesité sorozatokra.
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Sturm sorozatok és euklideszi oszas

P € Poly(IR), P, P’ relativ primek
Py:=P, P,:=P,P,...,P._1, P. =const >0 FEuklideszi osztds sorozata

]30 = P, ﬁl = Pl,ﬁQ, ... ,]Br_l, P;; =const >0 P Sturm-sorozata

Lemma. 7 =r és P, = 0, P, (k=0,...,7), ahol
(%) [00,..cvon] = [+, 4+, — — + +, - ] op = (—1) k72,
N NI

Bizonyitas. Definicié szerint Py_1 = PpQx + Pry1, ﬁk_l = ]Sk(:jk + f’kﬂ mindig a
Qr := Pr_1: P ill. Qp := Pr_1 : Px polinomosztasi hanyadosokkal. Indukcié k szerint:

Py = 01 Py, Qr = Qx 3 op, 7, € {£1}.

Valéban, a 09 = o1 = 1 megfelel a P = Py = Py, P/ = P, = P, reldcicknak. Ha (x) 4ll
kE=1,..., K mellett, akkor

Py = Pk11QKk+1 — Prio <= ok Py = 0oxk11Pr+1Qk+1 — Pryo

< 0k[Prx+1QKr+1 + Pri2] = 0K+1PK+1@K+1 — ﬁK—i—Z»

ami teljesiil ha

Qr+1 =Tk+1QK+1, Tk+1 =O0KkOK+1, Pri2=0rk12Pryi2, Okxio2=—0k.

Innen o9 = 09p41 = (—1), 7, = 0x_10} minden lehetséges k, £ valasztésra megfelel.
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Tobbvaltozés Taylor-formula integralos maradéktaggal*®
Legyen f € C"(D, IRY, ahol D egy IRM-beli tartomany.
Emlékeztets. Jol-definidltak f-nek az 1,2, ..., n-edik (Fréchet-féle) derivéltjai:
ok
Tétel. Ha [a,a+ h] ={(a+7h:7€[0,1]} C D, akkor

F® (a)hihy - hy =

f(a—i-ﬁhl—l—-“—l—mhk).

T1="=T7, =0

n—1

1
fla+h) = kZ:O %f(k)(a)hl'C + % /7'—0 £ (a+ Th)h"w, (1) dr

egy olyan w, € C(0,1) fiigguénnyel, amelyre fol w, = 1. (Nevezetesen w,, = n(1—7)""1).

Bizonyités. Elég csak a D C IR, a =0,h =1, M =1 1-dimenzidés alapesetre igazolni a
formulat. A Newton—Leibniz-tétel szerint

/ f'(r) dmy =
/711 0 /TQ_Of (12) d72i|d7-1 _

0+ [ [[ro+ " o [ 9w dr) drdn -
71=0 To=0 T

_|_

2= 3=0

L O Y Y
71=0 J 72=0 171=0 J19=0 75 =0

1 Thk—1 1
/ / / dil-”dTl:/ difl-”dTl :Volk(SIMPLEXk):—'
71=0 J 175=0 T, =0 1>7127122>- 211,20 k!

Masrészt

1 T1 Tn—1
/ / / f(”)(rn) dr, - - dm :/ f(n)(Tn)dTn coedr =
71=0 J 172=0 Trn=0 1>11>27192>- 21,20

1
= / ) | / Ay -+ dry | dr, =
T’n:O 127_12"'27—n7127—n
1 (1—7,)" 1t

1
= /T . () Vol,—1 ((1 — 7,)SIMPLEX,,_1 ) d7,, = / » £ (1) =

Vagyis a w, (1) := (1 — 7)*"! fiiggvénnyel teljesiil a tétel 4llitasa.

dr,.

* A tOobbvaltozos Newton-iteracié becsléséhez.
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KONJUGALT GRADIENS MINIMALIZALAS (Lénczos-Fletcher médszer)

Minimalizdlds Newton-iterdciéval. Folytonosan differencislhaté f: IRY — IR esetén
{f min-helyei} C {z: Vf(z) =0} a Vf=[0f/0x1,...,0f/0xn]" gradiens-vektorral.

Mivel f'(a)h = (Vf(a)|h) , f"(a)hihs = (V2f(a)h1|ha), ahol V2f = (02 f /0w;0u;],

a Newton iteracié 1épései V f(z,) = 0-ra 2-szer folytonosan differencidlhaté f-nél

1’

(*) Tosr = 1n — [V2f(2a)] ' Vf(z,)  (n=0,1,...).

Emlékeztets. Egy f € CZ(IRN ,IR) fiiggvénynek az x, pont nem-degeneralt minimum-
helye, ha V2f(x,) = 0 (azaz ha a V?f(x,) métrix pozitiv definit). Ekkor van olyan U
gombi kornyezete z,-nak, hogy V2f(x)=0 (z€U), és a fenti Newton-iteraciénal

IM <1 VaoeU |zn— x| < M* “tdiam(U)/2 (n=1,2,...).

Megjegyzés. Adott z,, € U hely esetén a v := [V?f(x,,)] 71Vf(xn) vektor kiszamitdsa
a linearis

Av=b (A=V>f(zn) =0, b:=Vf(zy))

egyenlet megoldasat jelenti. Bar erre mar tobb jol-ismert moédszeriink van, az A matrix
pozitiv definit volta lehetéséget ad egy minimalizdcidval valé numerikusan nagyon stabil
megoldéasra, mivel

A >0 esetén Av=>b <= v = [CL‘ — %<Az‘x> — <b‘x> min—helye}.

Jelblés. A tovabbiakban A = 0 adott N x N-es matrix (A = AT € RY*Y) és b ¢ RY
adott N-es oszlopvektor, és a standard (x|y) := Zszl LYk bels6 szorzattal

(o) s o= (Aaly), (o) = 3(Aaly) = (ly) (wy € RV,

Emlékeztetd. Egy X (valds) vektortéren egy [-|-] : X? — IR, (z,y) — [z|y] fiiggvény belsd
(vagy skalaris) szorzat, ha mindig [ x1 + agxa|y] = Zizl aklzkly], [zly] = [y|z], [z]z] >0
(x #0). Az RY ~ R™*'-en értelmezheté belsé szorzatok pontosan az (z,y) — (z|y)c
(C » 0) alakd 2-linedris formak; (-|-) 4 neve: az A-belsé szorzat (A-skalaris szorzat).

Tavolsdg minimalizdldsa egyenesek menti minimalizaciéval. Legyen (X, [-|-]) belsd
szorzat tér, S pedig K-dimenzids affin altere X -nek. Ha zg € S és v1,...,vg € X olyan
[-|] szerint ortogondlis vektorok, hogy S = zo + Zi{:l Ruy, akkor S-nek az origéhoz [-|-]-
szerint legkozelebbi s, pontjdt, a do(s) := [s|s| (s € S) fliggvény min-helyét megkaphatjuk
a kovetkezo zg, ..., zx lépésekkel:

2 = [dg min-helye az zp_1+IRv egyenesen] (k=1,...K), s,:=2k.

130



Bizonyitas. Tudjuk, hogy minden veges dimenzids altérnek pontosan egy legkozelebbi

pontja van az origéhoz a d(p, q) := \/[p — q|p — q| tévolsdg szerint. Tehét az s, x1,..., Tk
pontok mind jol-definialtak. Masreszt S pontjai s, + & v + - - - + Egvi alakiak, és

do(se + &1v1 + - + Exvr) = da(sy) + E[vr|v1] + - + Ex vk |vk].
Innen azonnal kévetkezik, hogy zg = s« + a1v1 + -+ - + ag Vg esetén
Zk =S¢ + Qpp1Vp41 + - Fagvy (k=1,...,K—1), xg =Ss..

Kovetkezmény. Véve tetszdleges (-|-) a-szerinti vy,...,vn teljes ortogondlis rendszert,
tetszdleges zg € RN > pontbdl kiindulva az

2k = [g min-helye az z;_1 + IRug egyenesen} (k=1,...,N)

sorozat utolsd tagjaként kapjuk az zn = A~'b vektort.

Bizonyitas. Csak annyi kell észrevenni, hogy
o(w) = 5{Aele) = (blz) = Sale), — (402 , =
= %@ — A7 b|le — A7), — (ATT|ATTD) , =

— %dg (z — A™'b) + const.

a [|] := (|-)a skaldrszorzat dy origétavolsdg-négyzet fiiggvényével az S = X := RV*!
terek mellett. Az el6z8ek szerint xn da(x — A71b)-nek, és igy az attdl csak konstansban
eltéré g-nek a min-helye, azaz xny = A~'b.

A Lanczos—Fletcher-féle konjugalt gradiensek. A fenti moészerhez a g fiiggvény gra-

dienseivel konstrudlunk egy természetes vy, ..., vy (:|-) a-ortogondlis rendszert lépésenként:
v = | =Vg(zr_1)-nek vy,...,vx_1-re (-|-) a-ortogonalis komponense} =
Vy(x v Axi_1 —blv
= —Vg(rr—1 +Z g(@i_y)lve) Z[—Axk—1+b]+z< k-1 — 4 £>Av£-
i (vdvoa i (vdvoa

A konjugilt gradiens médszer. Az f € C2(IRY,1R) fiiggvény (lokélis) minimalizaldsat
a gradiens (x) Newton-iterdcidjaval kozelitjiik. Adott n-nél benne a [V?f(x,,)] v f(zn)
vektort az zp := 0 pontbdl inditott

2p = [x — %<V2f(g;n)x|x> — <Vf(xn)‘x> fgv. min-helye az z;_1+IRuvg egyenesen]

sorozat utolsé tagjaként kapjuk meg, ahol a vq,...,vy vektorokat (amelyek paronként
ortogonalisak a < . | . >v2 ) skaldrszorzat szerint) lépésenként konstrudljuk:

V.gn Tn,k— 1)|U£

(vl itt Vgn(z) = V2f(zn)z — Vf(an).

__v.gn(xnk: 1 +Z

1<k
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Tenzori szorzat altalanositott inverze és QR-felbontasa

Emlékeztets. Az (m x n)-es A = [a;;] matrix tenzori szorzata az (m' x n')-es B = [b; j/]-

vel
anB e alnB

AR B =

amB ... amnB

Azaz A® B egy (m-m') x (n-n') tipusi méatrix, amelynek I := (i — 1)m’ 4 i’-edik sordban
aJ:=(j—1)n' + j'-edik tag [A ® B]rj = a;jbirj». Tudjuk: &ltalaban is

[A® B][C ® D] = (AC) ® (BD), [A® B|T = A" @ B,
det(A ® B) = det(A)" det(B)", ham=n,m =n'.

Mivel egy (valés) négyzetes (Q matrix pontosan akkor ortogonalis, ha QTQ = Id, fennall
Q1 ® Q2 ortogonalis < @1, Q> ortogonalisak.
Direkt a definicobdl adédik: [Fels()' triang,] ® [nxn Felso triang,] = [Fels()' triang,}. Ezért
Qao =QaA®QpB, Ragp=Ra® Rp QR-felbontasokra, ha B négyzetes.
Mivel X = AT = AX = (AX)T, XA = (XA)T AXA=A XAX =X,

(A B)t = AT ® BT az 4ltaldnositott inverzekre.

8 0 8 0
, 10 8 0 8 . 1 18 8 |1 0
Példa. C = 5 0 15 o0l Eszrevétel: C'=A®B, ahol A= [15 151, B= [O 1}.
Lo 15 0 15
it Qu=L |2 " Ry=17]1 1 eqy QR-felbontdsa A-nak, és A+ = RTQT =
A — T’? 15 8 9 A — 0 0 gy ’ - AYA —

1 gt ol 8 1] 1 [8 15] ol ot
_T?'?{l o}ﬁ[—w s | =578 |5 15.Tr1v1ahsanId—B—QB—RB—B-

8 0 —-15 0 1 01 0
110 8 0 -15 01 0 1
Qc—QA®QB—1—7 5 0 8 0 ., R =RA® Rp =17 00 0 ol
0 15 0 8 00 0 0
8 0 15 0
1 o 8 0 15
+ gt +_ =
¢ AT®B T 57818 0 15 0
0 8 0 15
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Standard QR-felbontas nem-négyzetes matrixokra
Emlékeztets (1). Ha A € Mat(N, N) és det(A) # 0, akkor
AN Qa € Ort(N), Ra € Feltriang(N) A= QaRa, diag(R) > 0.
Emlékeztetd (2). Altaldban is, ha A € Mat(M, N), akkor

3QeO0rt(M), ReFeltriang, (M, N) A=QR, R-ben a soronkénti elsé nem-0 elemek > 0.

Itt az erdsen felsé-trianguldris terminus jelentése: R = [rij}i]\ilj.vzl € Feltriang, (M, N), ha
= n[l],nm, . 7n[M] 1 <nl < pll <. plM] r;; = 0 valahdnyszor j < nlil.
0 01 1 11 0 01111
Példa. |0 0 0 0 1 1 |€&Feltriang,(3,6), [0 0 0 0 1 1 |¢Feltriang,(3,6).
0000 0 O 0 000 10

Megjegyzés. R = [rij] erésen fels6-trianguldris <= 7., # 0 esetén mindig r;; = 0 az
Osszes © < m, j < n indexparokra.

Propozicié. Tegyiik fel, A € Mat(M,N), rank(A) = k és A = Q1 Ry = Q2R2, ahol
Q1,02 € Ort(M), Ry,R, € Feltriang(M, N). Ekkor Ri,Rs elsé k sora lin.fgtl., a tobbi=0,

és
Joy,...,0, € {1} [Rg i.sora} =0 [Rl i.sora} (i=1,...,k);

U € Ort(M — k) Q2 = Qq[diag(oy,...,0k) & Us].
0 0 0 1 1 0 7a 7b o

Példa. | 0 |=|0 1 ofl]o|=|0 —=b a|l|O], ore{Ll}, a®+b2=1.
-1 -1 0 0 0 - 0 0 0

Kovetkezmény. Egy k-rangi mdtrix QR-felbontdsdban Q) elsé k oszlopa ill. R elsé k sora
egyértemiien meghatdrozott azzal a feltétellel, hogy R-ben minden sor elsé nem-0 eleme >0.

Standardizdlds. Az A € Mat(M, N) métrix standard QR-felbontdsdt kis ortogonalis
lépésekkel kapjuk meg, igy, hogy mindegyik 1épés forgatas (det=1) és pozitivvd teszi az
els6 valtoztatott sor els6 nem-0 tagjat.
Algoritmus. Az {(i,5) : 1 <i< M, 1 <j < N} indexparok oszloponkénti
[(1,1),(2,1),...,(M,1),(1,2),(2,2),...,(M,N)| = [(ie,je) : £=1,2,...,MN)]
felsorolaséval. RO := A, QI :=1d,,. Az ¢ =1,2,... ¥péseknél
RY .= TgR[E_l], Q[@ — Q[Z—l]TgT
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alaki. Itt egyszertien T, := Idyy, ha [R[f_l]hg
indexti elemek kozt van # 0 (v.6. Megjegyzés). A tobbi esetekben pedig legyen

;, = 0 vagy ha RU_ben az i < ig,j < jo

R(O) =min{k: ¥ i<k j<jo [RV] =0},

Ez a definicié most értelmes, s6t k(¢) < i,. Legyen
Ty := sign([R[g_H]ievj) ha k(¢) = iy,
a k(f) < i, (nem trividlis) esetekben pedig legyen

T, :— [Ideétrixa atirva a (k(0),i¢), (k(€),ic), (k(0), 50), (k(0), i) elemeknél},

. /—1
[TW),W) Tk(em] N { a b] a:= R
Tig,k(f) Tie,ie vV 0,2 + b2 —b a b:= [R[f—l]} iesge’

Az utols6 (M N-edik) 1épéssel
Qa:=QMM, Ry.=RIMN.

A Propozicié bizonyitasa.
Tekintsiik a V := QT Q2 € Ort(M) métrixot, amellyel

Qa=Q\V, Ry=V"R,.

A k rang szerinti indukcioval bizonyitunk. Tudjuk: invertalhaté matrixszal valds szorzés
nem valtoztatja a rangot, mivel az a képtér dimenzidja. Ezért

. R(I) 0 __ k db. sor [1] [k]
= [ 0 }’ i = L sorban nll. az elsé nem-0 |’ lsn@<--<n® < N.

k =1 esete. Ekkor 7 > 1 esetén

N
0= [Rg 1. sora] = Z‘/ij [Rl J- sora} =V [Rl 1. sora}, = V;1 =0.
j=1

Mivel V' ortogonalis, a sorai és oszlopai egységvektorok, igy az elséknél

Vil|l=1, Vi =Vau=0 (i=2,...,M).

Kezdetben. az elsé oszlop eliminaciéinal (1,2, ..., M lépések) ugy jarunk el, mintha lenne
egy csupa 0-kbdl all6 0. oszlop.
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Vagyis V' alakja valéban

V= {g I/(I)/] =c®dW, oe{£l}, WeOrt(M —1).

Indukcids 1épés (feltevés: rank(A) = k és (k — 1)-re igaz az allitds). Megint ¢ > 1 estén

N k
[RQ 1. sora} = ZVij [Rl J. sora] = Z Vi1 [Rl m. sora].
j=1 m=1

Ezért az nltl-edik elemeket ill. az eléttiik levéket tekintve:

k
[Ralij =0 (1<, j<nM), [Roli i = Vim[Rilyum = Vir[Ralypm (1<)

1=m

Vagyis Ry elsé nlt! —1 oszlopa =0, az n!!-edikben pedig V elsé oszlopdnak # 0 tobbszorose.
Mivel Rs erdsen felso-triangularis, ez csak gy lehet, ha ennek az oszlopnak az elsé eleme
# 0, azaz V elsé oszlopa = [0,0,0,...,0]T alaki. Mivel V ortogondlis, megint V = o & W
frhaté, ahol o € {£1}, W € Ort(M — 1). Csakhogy ekkor

Ry = VR, — |:0' 0 } [[Rl 1. sora}

0o W :| 5 Sl = “Rl]m] j>1 S Feltriang*(M— l,N—l).

0 S1 i,
Ez csak gy lehet, ha

Sy =WJSq, ahol S;:= I:[RQ]@J} -1 € Feltriang*(M —1,N — 1).

i’j

Itt Sy (k—1)-rang (hiszen (k—1) db. # 0 sora van. Tehét az indukcids feltevés szerint W
alakja W = diag(og,...,0k-1) ® U, alkalmas o, € {1}, U € Ort(M — k) mellett. Vagyis
V=0c@®W =diag(o,01,...,0,) ®DU. Q.e.d.
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Raciondlis ortogonalis matrixok generalasa (pl. dolgozathoz)

Forras: H. Liebeck - A. Osborne, The Generation of all Rational Orthogonal Matrices,
The Amer. Math. Monthly, 98, No.2 (Feb. 1991), 131-133.

Emlékeztetd. A Cayley féle C: S+ (S —1)"1(S+ 1) leképezéssel

C : {Antisymm. N x N-es matrixok} <> {U € Ort(N) : 1 ¢ Sp(U)}.
Maésrészt raciondlis egyiitthatéjui matrix inverze is raciondlis.
Lemma. Ha A € Mat(N, N), akkor 3 01,...,ony € {£1} 1¢& Sp(diag(al, e ,UN)A).

Bizonyitas. Indukcié N szerint. Az N = 1 eset trividlis. Tegyiik fel, hogy (N — 1)-re
igaz az allitas, de

A € Mat(N,N) és 1€ Sp(diag(oq,...,on)A) (o1,...,0n € {£1}).
Eszrevétel: 1 € Sp(diag(al, e ,JN)A) <= det (A — diag(oy, ... ,UN)) = 0. Tekintsiik a
d(o1,...,0n) = det(A — diag(o1,...,0n))

fiiggvényt. Feltevés szerint d({£1}") = 0. A determindnst az elsd sor szerint kifejtve
d(o1,09,...,0n) = (A11 — 01)do(02,...,0n) + Pol(og,...,0n),
ahol dy := det([Aij]i7j>1 — diag(oa, ..., UN)). Az indukcids feltevés szerint
Joy,...on {1}V 0" :==do(05,...,05) #0.
Ezzel 0 = d(£1,05,...,05), ami az (A;; — 1)0* = (411 + 1)6*) ellentmonddsra vezet.
Kovetkezmény. Raciondlis ortogondlis mdtrizok konstrukcioja antiszimmetrikusokbol

Ort(N,Q ) = {diag(o)(S — 1) (S+1): o€ {£1}", §=-5T € Mat(N,N,Q )}.

Masik algoritmus. A QR-felbontds kis ortogondlis lépéseivel sok (de nem minden!)
racionalis ortogondlis matrix kaphaté Pythagoraszi (a, b, ¢) szdmhdrmasokat hasznéalva

1
Tijabr = [I atirva az (i,1), (4,7), (4, 1), (j,J) helyeken — [Ta Zb} —Vel]
c
alaku forgatasok ill. tiikrozések szorzataiként.
Gyakorlat. (1) Vezessiik le Cayley-transzformaciéval a Pythagoraszi szamharmasok

((z — y)?, 22y, (z + y)?) formuldjét. [S = [O_x/y w/(;”’] }

(2) Eléallithatok-e az Osszes Pythagoraszi szamnégyesek Cayley-transzforméaciéval?
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Linearis egyenletrendszer numerikus megoldasanak verifikalasa
Elméleti probléma: Ax =b. Ismert numerikusan egy = megoldéds. Azaz
Az =b, z=F+e, A=A+E, b=b+d,
ahol az d ill E hibakrol vannak elézetes becsléseink. Legaltalanosabban
deD, Eef,

ahol a D vektorhalmaz ill. a £ matrixhalmaz adott.

Kérdés: Mennyire j6 x helyett x7?

Becslés D, £ alapjan. N N
(A+ E)(x+e)=b+d,
EZ + Fe + Ae = d,
e=(A+E)"(d— E%).

Kiindulds becslésekhes: e ¢ { (A+E)™'(d~ E7): E€&, deD}.
Példa. D:={d': ||V| <4}, £€:={E: |E'| <e}. Ekkor

lell < sup [[(A+E)~*[|(6 +<[|z])).
Il <

Altaldban is HB_1|| = sup HB_l,z” = - L . Innen
Jzl=1 inf -1 || By||

|G+ B < ! S -

. ~ T
inf -1 [ Ay]| - EL e

ha egyéltalan [|Ay|| > ¢ (||y|| = 1). Atirhatjuk ez utébbit a
K(B):=|B7'|IB|| kondicionalis norma

terminusaival, ahonnan

A? K(A)

1 —EH(XZ—I— E)A” N |A|| — eK(A)

(I(A+E)" <

e K(A) ellz
Iell < = ey O+ <1
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Gyakorlat: képlethiba

, ) ) . . 1. 3763 24711/(2°+2)
Héany tizedesjegyre adja ki pontosan a 7 értékét [2 (2° +2) ] ?

Forras: https://www.linkedin.com/in/fernando-mancebo-b8942a2a/

7 = 4arctg(l) = 4f01[1 + 227 tde =4 > (-1)"/(2n — 1) konvegenciasebessége
n=1

1 . ,
Jy 2* dz konvegenciasebessége

m = Garcsin(1/2) = 6[01 [2[1—2%]"12dx = 65, (—1/2) !

n
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Milyen kozel van a gyok a Newton moédszernél

D c RY kompakt konvex tartomany, f:D — RY C?sfma, f'(z) invertilhaté (z € D)

1
M := max {§||f’(x1)_1f”(x2)H DXy, g € D}.
20 € D, xp—1 =z — f'(xk) f(xg) jol-def. (k=1,...,n).
Kérdés. Ha "kozel” van x,, x,41-hez, milyen kozel lehet hozzdjuk f-nek egy gyoke?

Tegyiik fel: f(z.) =0, [z,,2%]C D

1
0= f((lf*) = f(xn) + f/(xn)<xn - IE*) +§f[/9,cn,m*] (:L'* - xn)2
——
f‘tllzo «/;12:0 f//(wn+t2 (m*—xn)) dtz dtl

Y i = Tn — Tx

1

Yo = —f'"(xn) " f(20) — §f'($n)*1f{fcn,x*}yf
b =T(),  T) = —f @) f) ~5 @) ot
xn—i—lv_ Tn

Emlékeztets. Brower fixpont-tétele szerint, ha a T' leképezés egy zért gdbmbot (vagy azzal
toplogikusan ekvivalens alakzatot) 6nmagaba visz, akkor van fixpontja). Vagyis

ha valamilyen § > 0 mellett T : B(0) = {y € RY : ||y|| < §} — B(6),

akkor 3 y. € B(0)  yx =T (yx)-

Ha tehét van olyan § > 0, hogy 2, + B(8) C D és | T(y)| < § valahényszor ||y|| < d, akkor
egy ilyen ¢ mellett van olyan z, € D, amelyre f(z.) =0 és ||z, — x| < 4.

Mekkora lehet egy ilyen 67

1T <6 (lyll <9), < o — x| + M* <5,
M6® =6+ ||zny1 — zal <0,

c 1—/1—dM|zp 1 —ap|| 14/ 1—4M|zpi1 — 24|
2M ’ 2M '

J

Tétel. Ha AM||z,11 — z,|| < 1, és az x, koriili 6, := [1—\/1—4M||zp41—z,]]/(2M)
sugard zart gomb D-ben van, akkor van f-nek x, € D gyoke x,,-t6l d,, tavolsdgon beliil.

Kovetkezmény. Mivel ekkor Md,, < 1/2 < 1 és ||z, — x«|| < d,, a Newton algoritmus
folytatasakor ||z,4x — x| < M2k_1(5,2Lk N0 (k— 00).
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