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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

Az egész jegyzet soran IK végig egy tetszolegesen rogzitett testet jelol.

Testek

Testek a raciondlis szamok +, —, -, / miiveleteinek alaptulajdonsigait teljesitd
algebrai struktirdk. Tehdt IK-nak van két kitiintetett eleme, amelyeket mindig 0-
val és 1-gyel fogunk jelolni. Ezek neve szokdsosan: a IK-beli nulla-elem (zéré-elem)
ill. egység-elem. IK el van ldtva egy +, —,  miivelehdrmassal (neviikk szokdsosan
osszeadds, kivonds, szorzas), IK \ {0} pedig még egy / miivelettel is (szokdsos neve
osztds). Ezek a kovetkez6 axiémékat teljesitik:

atf=p0+a, (@+f)+ty=a+(@B+7) (o0,7€K)
a+0=a, a—a=0 (e € K)

a'ﬂ:ﬂ'av (05)7204(57) (OZ,B,’YE]I()

a-l=a , ala=1 (0 # a € K)

e-(a+p)=(e-a)+(e-0) (e,a0, € K) .

Altalanosan is hasznélni fogjuk a racionalis algebra jél-ismert jel6lési konvencidit:
elhagyjuk a szorzdspontot és automatikus preferenciat biztositunk a multiplikativ
(szorzé-osztd) miiveleteknek az additivakkal (6sszeadds-kivonds) szemben.

Példa. 1) K := IR a valés szdmok teste a szokdsos +, - Osszeadéssal és szorzassal.
Az olvasé szamaéra ez lehet szinte mindig a szemléltetd példa.

2) KK := C a komplex szdmok teste. Ez kiterjesztése IR-nek. Latni fogjuk, hogy
sok IR-bél szarmazd probléméat egyszeriibben targyalhatunk a C-beli ”idedlis” ele-
mekkel.

3) K := Q) a raciondlis szdmok teste. Ez része IR-nek. Mind elméleti, mind
numerikus megfontolasoknadl célszerli lehet tudni, hogy egyes eredmények pontosan
eléallithatok egész szamok hanyadosaként.
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4) KK := Z ,, a modulo-p szamtest. Itt p egy adott primszim,

4, = {O,l,...,pfl}
n—i m = [n + m maradéka mod—p]

n’m = [nm maradéka mod—p]

P
a +, - miveletek pedig a +, " maradékos 6sszeadds ill. szorzés. Sok szamelméleti
kérdést lehet a véges Z ,, testek segitségével targyalni.

Alapprobléma

Valamely n, m € IN mellett adottak az
aij, b € IK i=1,....mj=1...,n)
szamok. Keresend6k mindazok az
(x1,22,...,2,) € K"

szam-n-esek, amelyek teljesitik az

anzi + a2y + - Aipnln = by

a21%1 + Q222 + A2 Ty = bo

Am1T1 + Gma + -+ + ATy = by

egyenletrendszert.
Kérdés. Hogyan 4llapithaté meg, hogy van-e egyaltalan ilyen (xq,...,z,) € K"
megoldas, és ha van, hogyan szamithatdk ki az 6sszes megoldasok?

Atfogalmazésok.

1) Hasonléan, mint IR"-ben, bevezethetjiik IK"-ben is az

((ugy .oy tin), (V1,0 0p)) = Zaczyz
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skaldrszorzatot. Most az af := (a;1,...,a;,) sorvektoraival az egyenletrendszernek
és a megoldds = := (z1,...,x,) vektordval (x) a
<a,1’ l‘> =b

(al,, z) = by,

reldcickkal ekvivalens. Az IR" térben az {z € R" : (a,z) = b} alakzat egy sik.
fgy a (*) rendszer megolddsait m stk metszetének pontjai adjak.

2) Oszlopva irva IK™ elemeit, azaz bevezetve az

b1
agj
a]_ . (.7:1) an)7 b:
b,
Qmj
jeloléseket, masrészt IK™ elemeit szokdsosan {1,...,m} — IK fiiggvényekként

felfogva™
T1a1 + X209 + -+ xpa, = b
alakban irhaté fel a (x) alapegyenletrendszeriink.

3) Tovébb folytatva geometriai irdnyban az elébbi gondolatmenetet, vezessiik

be az
A K" — K™

T
— 2101 + 0+ Tnan

Ln

leképezést. fgy az alapegyenletrendszeriink az
A(z)=b

alakot Olti. Ezzel a probléma ugy szemlélhet6, hogy keresendék azok a pontok,
amelyeket egy bizonyos fajta leképezés egy adott (a b € IK"™) pontba visz.

* fgy b az 1-hez by-et, 2-hoz bo-t, ..., m-hez b,,-et rendeld fiiggvény, x;a; pedig
mint aj-nek az x;-szerese az (z —xjagc 1=1,... ,m) fliggvény.
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Gauss eliminacid

A (x) egyenletrendszer taldn legegyszeriibb szisztematikus megolddsi médja a
Gauss elimindacié, amit alabb ismertetiink.
Tekintsiik a (x) rendszer els sorat. Ez

1121 + a12%2 + a1323 + -+ + A1 Ty = b1 .

Ha itt az Gsszes egyiitthatokra a;; = 0, akkor b; # 0 esetén nincs megolddsa
(¥)-nak, b; = 0-nal pedig az egyenletiink semmitmondé (0 = 0), azaz (x)-bdl
torclhetjiik. Eltekintve ezektdl az extrém esetektél, vehet6 tehat, hogy 3 j aq; # 0.
Atszdmozva az indexeket, vehetd (az altalanosség megszoritasa nélkiil) az is, hogy
a legels6 egytitthatéra

aj; #0 .

Vonjuk ki most az elsé egyenlet a;q/aq1-szeresét az i-edik egyenletbdl ¢ = 2, ..., m-
re. Ezzel a megolddsok halmazat nem valtoztatjuk, de egy olyan
agll)xl + a%)acg + 4+ a(l)xn = bgl)

In
(1) (1)

afywy + aly s + -+ af)wy = b5

a1 + ) ws + -+ a3, = b

egyenletrendszert kapunk, amelyben 0 &ll az elsé oszlopban a bal felsé sarokban

lev al}) kivételével:
ot ol bl = o)
a%)arg + a%)xg +- a&)xn = bgl)
Ay ws + agyws + oo+ ag e = by
afé)mg + a%)xg +F a&)xn = bfll) '
aldws +aldas + o+ alhe, = b
Itt természetesen bgl) = by, a%) = a1; és az('yl') = aij — a1ja; /a1 il bz('l) =

b; — bia;1/ayp minden 1 < j < n és 2 < i < m indexre.
A misodik lépésben ugyanezt tessziik, de csak a masodik sortdl kezdve. Vegyiik
észre, hogy a masodik sor most

aélz)xl + a(213)z2 + -4 agi)xn = bgl)
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alaki, mivel agll) = 0. S6t az utdna kdvetkezd sorok is mind xo-t6l kezdédnek. fgy

a mésodik lépésben mar olyan
2 2 ;
Zaz(j)mj :bz(» ) (t=1,...,m) (x2)
j=1

egyenletrendszerhez jutunk, amelynek alakja

gt et aet e o taple. = b
afp et agwest afws o tahlz. = by
a§23)133+ agi)x4 +-- —|—a§3 T, = ng)

a%)ac;g—i— aﬁ)m +-- —|—a23mn = bf) .
a%)xg—i— aéi)u +-- —|—aé2n) Ty, = béz)
afﬁ%xg—i— afjlm + .- +a5,2%xn = bﬁ)

A 3-ik lépésben az elsé 1épés analogonjat mar a 3-ik sor 3-ik elemétdl kezdve ha-
jthatjuk végre, és ezzel

aﬁ)xl—l— ag)xQ—I— ag)xg—&— aﬁ)m +-- —|—a§?;l)asn = bf")
aert agpast ages oo fagr, = by
ag?xg—&— a(‘z)m + - +a$2xn = bgg)

ey 4ot = 4

ey 4 tafe, = o

aﬁgiu oo 4ada, = oY

tipust egyenletekhez jutunk. Ilyen mddon folytatva min{n,m} 1épést tehetiink
meg;:

1) Ha m > n, akkor az n-ik 1épésben olyan
Z aggl)xj = bgm (i=1,...,m) (™)
j=1

egyenletrendszert kapunk, ahol az

(n)
a1 T1

(n)
Aoo" T2

(n)
Q33" T3

(n)
Ann Tn
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f6atlé alatti egytitthatok eltiinnek:
al’ =0 (i>j).

Vagyis (x™) egyenletrendszer ekkor

aVay +a\Pzy +aWrs Py + +aWa, =
aég)xg +ag§)$3 —l—aéz)m + - —&—aéz)xn = bén)
+ag§)x3 —I—agz):m + - +agz)xn = bé")
afﬁ)m + —&—afﬁ?xn bfln)
*n
I
0 = b?”+1
0 = bn’?Q
0 M)

alaku lesz. Itt jegyezziik meg, hogy maga az eliminacié szo jelentése megsemmisités
(régebbi magyar szakkifejezéssel kikiiszobolés). Nevezetesen, az algoritmus célja a
féatlo alatti elemek eltiintetése.

A (%) rendszer mar konnyen megoldhaté: Ha 3 i > n bgn) # 0, akkor a

0= bgn) # 0 ellentmondéds miatt eleve nem lehet megoldds. Ha pedig b; = 0
(¢ > n), akkor pontosan egy (z1,...,2z,) € IK" megolddsa van (x")-nek (és {gy
(*)-nak is), amit alulrél egymds uténi behelyettesitéssel kapunk meg:

Tn = b /o) = 1, ismert,

Tp—1 = [bffi)l - a;n,)l’n:ﬂn] /a;n,)lm,l = T,_1 is ismert,

— [p(n) (n) (n) (n) ‘o
Tn—o = [by)y — Up o p_1Tn—1 — an_z)nxn] /@y, "5 59 = Tp_2 is ismert,

T = [bgn) — agg)xg — = a1y /agqb) = 2 is ismert .

2) Ha m < n, azaz ha kevesebb sor van mint oszlop a (x) egyenletrendszerben,
akkor m elimindcids lépést tehetiink meg. Ezzel az

aby et ag vy o A a0y @t a, =0y

aggl)ﬂf?) 4ot aéﬁ)xm+a§%+1wm+1+' . '+a§,:?):17n :bém) (+m)

a%nrgwm+a£$2n+lxm+1+- . -—l—ammn :bgﬁb)
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egyenletrendszerhez jutunk. Adjunk tetszéleges értékeket az 11, Tmiy2,-- -, Ty
ismeretleneknek, és vezessiik be a

bi(Tmgts e, Tp) = bgm) — az(-,TZl)meH 4.+ a(m)xn (i=1,...,m)

m

konstansokat. Ezekkel () atirhaté

(m) (m) (m) (m) (m) .

ajy w1+ ayy wat ajy xst ayy wa o+ ayy Tm = b1(Timgt, - Th)
aS a0+ oS g+ ol a4 +~-+agf1)xm = bo(Tms1s--sTn)
ag3)$3+ ag4)aﬁ4+---+a(m) = 03(Tmits- - Tn)

al g+ + afﬂ)xm = b4(Timt1,---Tn)

a'm) . = b (Tmits - )

alakba. Ez utobbi alulrél egymas utani behelyettesitésekkel egyértelmiien megold-
hatd z1,...,Tn,-re.

Tétel. Ha a (x) egyenletrendszernek van megolddsa, akkor olyan meg-
oldésa is van, amelynek minden tagja az a;;,b; (1 <i<m, 1 <j <n)
adatokbdl véges sok +, —, -, / miivelettel 1l el6 (vagyis azok raciondlis
polinomja).

Bi1zoNYITAS. Ha van megoldés, ldttuk, hogy a valtozék és az egyenletek alka-
Imas sorrendcseréje utan a Gauss eliminacié az f-edik 1épésben olyan, az eredetivel
ekvivalens (a (¥)-géival azonos megolddsokkal rendelkezd) () rendszerre vezet,
amelynél

aa) #0,
a0 — [ €D pai<e, ol — % 1) (Z’l)/a“’l) ha Z.>4 ’

) ¥

o = [ mai <6 Y — b Val Y jafi ) ma i > 0]

(0 5©

7 071

deti a( ) = aij7b(-o) := b; adatoknak. A 2) alesetben x,,41 := -+ := z,, := 0

7

Ezért minden 1épésben az Osszes a; egytitthatok racionalis polinomjai a kez-

mindig vehetd, és ezzel b;(0,...,0) = bl(-m) (m < i < n). Ezutdn a megolddshoz
vezetO alulrdl valé visszahelyettesitések szintén véges sok alapmiiveletbol allnak.

Pivot elemek

Az el6bbi elméleti targyalds sordn azt az egyszeriisité feltevést tettiik, hogy
az Osszes lépések soran a foatlobeli egyilitthaték nem tiinnek el. Ez nem lényeges
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megszoritasa az altalanossagnak, mivel a valtozok sorrendjét tetszolegesen valaszt-
hatjuk meg. A gyakorlat sordn azonban nem célszerti az dllandé sorrendvaltés,
foleg, ha aranylag kis egyenletrendszereket ”kézzel” oldunk meg. Elég csak kijelolni
az i-edik 1épésben, hogy az i-edik sor melyik eleme alatt akarunk kinullazni. Ezeket
az elemeket nevezziik pivot elemeknek, vagy régebbi magyar terminolégia szerint
féelemeknek. (A pivot sz6 angol eredetti, jelentése tengely, csukld).

Példa. Vegyiik a

209 + x3 = 19
31‘1 + 31’2 + x3 = 35
4£C1 +1OCE2 +4IE3 = 102

egyenletrendszert. Itt az 1. elem eleve nem lehet pivot, hiszen az értéke = 0 (az
els6 sor teljes alakja: 0z + 2z9 4+ 1lzg = 19). Mivel a13 = ags = 1, célszerii az els6
sorbeli pivotnak a x3 tagjat venni:

2To +r3 = 19
3.’E1 —+ Z9 = 16
4.’E1 +2.’K2 = 26

(az 1. sort kivonva a 2.-bdl, és az 1. sor 4-szeresét kivonva a 3.-ikbdl). A mdsodik
sorbdl valasszuk pivotnak zo tagjét:

29 +x3 = 19
31 +x2 = 16
—21‘1 = —6

(a 3. sorbdl kivonva a 2. sor 2-szeresét). Az x; ismeretlen tagjit az utolsé sorban
automatikusan pivotnak tekintjiik. A pivotokat visszafelé meghatarozva

21 =—6/(-2)=3, 23=16—35,=16—-9=7, 23=19—22,=19—-14=5.

Numerikus instabilitds. Léatszolag megoldédott minden problémank gyakorlati
szempontbdl. A Gauss eliminédcié algoritmuséat rutinszertien be lehet programozni
szamitogépekbe, s az alkalmazd szamara nincs mas hatra, csak az adatok bevitele.
Mar a legrégibb elektronikus szamitogépek elsé programjai kozott ott volt a Gauss
elimindcid. Az els6 kellemetlen meglepetések hamarosan jelentkeztek: 40 — 50
ismeretlenes egyenletrendszerek esetén gyakran el6fordult, hogy a gép nehézség
nélkiil kiadott eredményt, de az visszahelyettesitve teljesen rossznak bizonyult. A
hibat nem az elméletileg tokéletes algoritmus rossz beprogramozasa okozta, hanem
a gép kerekitései a szdmoldsok sordn. A helyzetet a kovetkezd (els6 ldtdsra kissé
ostobdnak t{in8) példaval szemléltethetjitk: A

z1 + 10000z, = 10000
T+ X9 = 2
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rendszer megolddsa 1 = 10000/9999; zo = 9998/9999. Olyan Gauss eliminéciot
alkalmazva, amelynek a pivotjai a féatléban vannak, a megoldés az

z1 + 10000z = 10000
—9999zx9 = —9998

egyenleteken keresztiill vezet. Ha az osztast olyan gép végzi el, amelyik csak
3 tizedesre tud kerekiteni, akkor az xs ~ 1,000 eredményt, és innen visszahe-
lyettesitve az

21 + 10000 ~ 10000 , = x1 =0

katasztrofalisan pontatlan kimenetet kapjuk.

A kerekitési hibdkra vald ilyen nagyfoku érzékenységet nevezik numerikus in-
stabilitasnak.

Megjegyzés. Az elébbi egyszerti példa j6l mutatja az elméleti megkozelités
fontossdgat. Nevezetesen, a Tétel szerint, ha egy (x) tipusi egyenletrendszer
egyitthatoi racionalisak, akkor egyértelmi megoldas esetén a megoldéds tagjai is
mind racionalisak. Ezeket mint egész szamok parjait mindig lehet pontosan véges
sok digitalis jeggyel reprezentélni. fgy a szokdsos végtelen tizedes (vagy kettedes)
tortes reprezentaciobdl adédéd kerekitési hibdk elkeriilhetdk.

A pivotok ligyes megvilasztdsival a Gauss elimindcié numerikus hibai je-
lentGsen csokkenthetdk, de ennek elemzése igen nehéz, ma is sok nyitott kérdéshez
vezetd probléma.

A jegyzet ettél kezve elméletibb irdnyba fordul. A Gauss eliminaciéval kapc-
solatban a kovetkezo6 fajta problémakat fogjuk vizsgalni:

Milyen szerkezetli a megoldasok halmaza?
Mikor van pontosan egy megoldds, és milyen zart formula adhaté arra?

Milyenek egy egyenletrendszer legegyszeriibb ekvivalens atalakitottjai dj val-
tozok bevezetésével?
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VEKTORTEREK

Emlékeztetd. IR™ jelsli az {1,2,...,n} — IR fiiggvények halmazit. Késébb
tisztaz6dé okokbdl az (1, . .., x,) rendezett n-essel azonositott

1
(1 e AT xn) fliggvény egyik jelolése az
Ty
un. oszlopvektor. A valds értékl fliggvényeknek van egy természetes algebréja:

fH+gazx— f(x)+g(x) fiiggvény, o € IR esetén pedig af az x — «f(x) figgvény.
Ennek a konvencionak megfelelGen

T Y1 1+ Y1 X axTy

Ty Yn, Tn + Yn Tn (e i

Hasonloképpen értelmezhetjiik az oszlopvektorok kiilonbségét, szdmokkal val6 le-
osztottjaikat, s6t akar szorzatukat ill. hanyadosukat. Az utébbi két multiplikativ
miiveletnek azonban nem lesz jelentésége a targyaldsunk szempontjabdl.

Definicié. A (V, +, A+ (A € K), 0) algebrai strukttra, ahol
V egy halmaz,
+: VxV =V egy 2-valtozés mivelet V-n,
0 egy kitlintetett eleme V-nek,
mindegyik rogzitett A € IK szamra A- : V — V egy 1-véltozés miivelet V-n
IK folotti vektortér, ha a miiveletei teljesitik a kovetkezd axiomakat

V1 + V2 = U2+ U

(v1 +v2) +v3 = v1 + (v2 + v3) (v1,v2,v3 €V)

(M +A2) v =Xv+ Ao

(MA)v =X - (A2 - v) A, elK, veV)
A (v1 4+ v2) = Avg + A vg (A€ K, vi,vaeV)
l-v=v4+0=v

0-v=0 (veV).
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Tétel. v+ (-1)-v=0 (ve V) aV vektortérben. Vagyis a V-beli
Osszeadds invertalhato.

BizoNYiTAS. v+ (—1)-v=1-v+ (-)v=(1+(-1)v=0-v=0

Jelblés. A tovabbiakban barmely V,+,A- (A € IK), 0 vektortérben fogjuk hasz-
nalni a fiiggvényekre mar megszokott

A=A, —v:=(=1)-v
jelolési konvencidkat. A IK testbeliill. V' vektortérbeli zéruselemek k6zos 0 jel6lése

nem fog félreértést okozni. A koriilményes V,+,A - (A € IK),0 jelélés helyett a
nyilvanval6 alladé elemek elhagyédsaval csak V-t fogunk irni altaldban.

Példa. 1) K™ a a komponensenkénti

Uq U1 Uy + v1 Uq Auq

Up, Un, Up, + Up Up, Ay,

miiveletekkel vektortér. Szamunkra ez a példa alapvetd fontossagi. Léatni fogjuk:
az Osszes véges dimenzids (a pontos definiciét 1d. késébb) vektortér szekezete
lényegében azonos valamilyen IK"-ével.

2) Altaldban is, ha X egy tetszéleges (nem-iires) halmaz, akkor az
F(X,K) := {X — K fiiggvények }
fliggvénytér a pontonkénti
fHg:z— fx)+g(x) , Af:z— Af(2) (f.9€ F(X,K), X € K)

miveletekkel vektorér.

3) Egy f € F(X,IK) fliggvény tartdja alatt a supp(f) :={z € X : f(x) # 0}
halmazt értjiik (a jelolés a latin support sz6 roviditése). Mivel mindig supp(f+g) C
supp(f) Usupp(g) ill. supp(Af) = supp(f) ha A # 0, az

Fo(X, K) := {Véges tartéju X — IK fiiggvények}
a szokdasos pontonkénti dsszeaddssal és konstanssal valo szorzassal vektortér. Latni

fogjuk:  minden vektortér algebrai szerkezete megegyezik valamilyen Fo(X, 1K)
alaku tér szerkezetével.



13

VEKTORTEREK

4) K — IK polinom alatt olyan P : IK — K fiiggvényt értiink, amely valamely
véges sok ag,ay,...,ay € IK egyiitthatékkal P : ( — Zszo aC* alakban frhaté.
Mivel IK — IK polinomok Gsszegei és konstansszorosai szintén polinomok, a

Pol(IK) := {IK — IK polinomok}

fliggvénytér a pontonkénti Osszeaddssal és konstanssal valé szorzassal vektortér.

Linearis leképezések

Definicié. Legyenek Vi, Vs, vektorterek (IK folétt). Az A : Vi — Vo leképezés

linearis, ha
Alaz + By) = aA(z) + BA(y) (e, z,yeVi).
A linedris V; — Vi, leképezések csalddjat L£(V7, Va)-vel fogjuk jelolni. Ha pedig a

kiindulési tér egybeesik a képtérrel, réviden L(V') := L(V,V)-t {runk.
Lemma. a) Legyen n > 2 tetszblegesen adott. Az A : V; — V,

leképezés pontosan akkor linedris, ha
(ag,...,a, €K,

Alai+ - +awn) = aqA(vy)+ -+ +anA(vy,) ) on V)
1,...7 n 1)-

b) Ha az A:V « V leképezés linedris, akkor annak az A~ inverze is

linearis.
BizoNYiTAs. a) Ha A € L(V;, Va), akkor teljes indukcidval

A(qul) = OélA(Ul)
A(arvy + agve) = A(arvr) + A(ague) = a1 A(vr) + azA(vs)

) + AlQnt10n11) _IND. FELT.

)= (s

A v
=[S kAW + i1 A(vnin) = ST aA(wy)

A forditott implikacié trivialis.
b) Legyen A : V « V linedris. Ekkor
a1 A7 (v) + A (vy) = A7 o A[alA_l(vl) + ong_l(vg)] =
= A" a1 A(A7 1) + awA(A )] =

= A_l(alvl + O[Q’Ug) .
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Vagyis a mar bizonyitott a) pont szerint A= € L(V).

Megjegyzés. A linedris algebra f6 téméja: a linedris leképezések leirasa.

Vegyiik észre, hogy a linedris leképezések éppen a vektorterek miivelettarto
leképezései algebrai szempontbol. Ha tehdt Vi, Vo wvektorterek és Ilétezik linedris
kolcsdnosen egyértelmi A : Vi < Vo leképezés kozottik, akkor a Vi-re érvényes
algebrai allitasok A segitségével dtirhatok Va-re.

Példa. Az elébbi 1)-4) példdk vektortereivel kapcsolatban bemutatunk egy-egy
tipikus egyszer( linedris leképezést.
1) Egy tetszllegesen rogzitett aq, ..., a, € IK szdm-n-es mellett az

Z1

= x1a1 + ...+ Tpay

T
leképezés linedris IK™ — IK.
2,3) Véve egy T : X — X transzforméciot®, az f i+ foT leképezés L(F(X))-be
(ill. £(Fo(X))-be a 3) pl.-ndl) tartozik.

4) A P — P’ differencialas, azaz a

N N
Z apz® — Z k-apzk1
k=0 k=1
leképezés (ahol zF a IK 3 ¢ — (* fiiggvény) L£(Pol(IK))-ba tartozik.

Tétel. Legyenek Vi, Vs vektortérek a IK test félott. A pontonkénti
vektormiiveletekkel az L(V1,Va) tér IK f6l6tti vektortér.

BizoNYiTAS. Legyen A,B € L(V1,V3) és o, 3 € IK. Beldtandé: Az L : v —
aA(v) + BB(v) leképezés linedris.
Ha &1,& € K és vi,v9 € V, akkor
L(&v1 + &u2) = aA(& v + &ua) + BB(&ivr + o) =

= a6 A(v1) + &A(v2)] + B[&1B(v1) + &B(v2)] =
= al1A(v1) + a2 A(va) + B&1 B(v1) + B2 B(vz)
= &1aA(v1) + &aA(v2) + &1 8B(v1) + &6B(v2)
=& [aA(v) + BB(v1)] + &2]aA(v2) + BB(v2)] =
=& L(v1) + &2 L(ve) -

* A fiiggvény, leképezés, transzformicié szavak csupan egymas szinonimai ebben
a jegyzetben.
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Definicié. A tovabbiakban az L£(Vi,Vs) teret mindig vektortérként fogjuk fel az
A+ B:=[v— A(v)+ B(v)] , A :=[v— AA(v)] (A,Be L, NeK)

miiveletekkel. Kés6bb tisztdzddé okbdl az L(Vi, Va)-beli szamitdsokndl altaldban
nem fogjuk zéréjelbe {rni a leképezések argumentumadt, azaz pl. Av-t frunk A(v)
helyett.

Tétel. Linedris leképezések kompozicidja linedris és disztributiv az
Osszeaddsra nézve. Azaz
1) AoB € £(V1,V3) valahdnyszor B e L(V1,V3), A€ L(V2, V) .

2) Ha C1,Cy : V3« Va ill. Dy,Dy: Vi < Vi linedris leképezések és
)\la )\25 M1, 42 S I[(, akkor

2
(MC1 4 A2C2) o (u1 Dy + paDs) = Z Aip;CiD;

ij=1
mint a szamok szorzasanal.
BizoNYITAs. 1) Ha &, zis € K és vy,vs € V7,

Ao B(& vy 4 &ua) = A[B(&1v1 + &v9)] =
= A[&1Bvy + &Bvy)| =
— (B + B A(B) = &(A0 By 1 Ex(Ao B,

2) Definicié szerint (A1 C1+A2C2)w = A\ (Crw)+A2(Cow) (w € Va). Ezt alkalmazva
v € Vi mellett a w := (u; D1 + poD2)v = 1 (D1v) + pe(Dav) vektorra,

(/\101+)\202) o (/LlDl + ung)v =
= MO ((11(D1v) + p2(Dav)) + X2Co (11 (D1v) + pa(Dav)) =C1,Cz LIN.
= A\ (11 C1D1v + p2C1Dav) + A2 (1 CoDyv + poCaDov) =

2

ij=1

Definicid. Ettdl kezdve a linedaris leképezések Gsszetételének jelolésekor elhagyjuk
a kompozicié jelét (pl. A o B helyett AB-t frunk), a szdmok szorzds-jelolésével
anal6g médon. SOt az Osszetétel miiveletét szorzasnak is nevezziik a linedris leké-
pezéseknél.
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Példa. Az fo:=0, fi:=1,..., fus1:= fu_1+ fn,... rekurziv definiciéval adott
0,1,1,2,3,5,8,13,21,... Fibonacci sorozat el6all az

1 (1+vBY 1 (1=VB) -
fn—\/5< 5 )-\/5< 5 ) (n=0,1,...)

rekurzié-mentes formaban. Ennek az els6 latasra talan meglepé ténynek a hatte-
rében az el6z6 tétel all.

Legyen S az (z1, 22, ...) szdmsorozatok tere. Tekintsiik ezen a
T: (x1,22,...) — (0,21,22,...)
eltoldst. Nyilvdn T € L(S,IR). Alkalmazzuk ezt kétszer az f Fibonacci sorozatra:

f=(f1,f2 f3, fa,..")
Tf = (0, f1, f2, f3,--)
T%f = (0,0, f1, f2,...) -

Az f, +1= f,_1+ f, Osszefiiggés szerint ezt a
(T? +T — D)f = T*f + Tf — f = (1,0,0,...)
polinomiélis forméba frhatjuk. A tfel 2) pontja szerint
A=—T)o(u-T)=T>-N+uw)T+ e (MpeR).
Ha tehdt a t2 4+t — 1 polinom gyokeit

_1_\/5
o= —
2 b

_—14+45

B 3

-vel jeloljik a tovdbbiakban, akkor
(a—=T)o (—T)f =(1,0,0,...).

Eszrevétel: A # 0 esetén a A — T linearis leképezés invertalhaté (S-en).
Bizonyitds. A (A — T)x =y egyenlet jelentése tagonkénti kifrdsban

(AT1, ATy — 21, AT3 — @2, ..) = (Y1,Y2, Y3, ) -
Ez x-re 1épésenként egyértelmiien megoldhatd, ha A # 0.

Az =11 =2y
AT — 1 = Y2 o =2y +31) = A" + A%y
AT3 — T2 = Y3

Ty = Ailyn + /\72yn—1 +--+ A7ny1 .
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Specialisan
A=T)"1(1,0,0,...) = A5 A2 073000

Innen rogton eljutunk a Fibonacci sorozat nem-rekurziv formuldjahoz az
f=B-T) (a—T)"11,0,0,...) = (B-T)  (aHa%a3..)
Osszefiiggés alapjan. Az y,, := a~"™ és A := (3 helyettesitéssel
fo=B"laT"+ 0T 4 T
1,-10"—a" ap=—1 (ca)" — ()"

B = 7o

Alterek

Altaldban is, egy algebrai struktura altere annak egy olyan részhalmaza, a-
melybol a miiveletei nem vezetnek ki. Ekkor az altér a rd megszoritott eredeti
miiveletekkel az eredetiével azonos tipusu (de kisebb) algebrai struktirat alkot.
Ennek megfeleléen a vektorterek altereit a kovetkezéképpen adhatjuk meg.

Definicié. Legyen V egy vektortér. Az U C V alakzat altér V-ben, ha
KU + KU C U # {0} .

AV tér alterei a tartalmazdsra nézve haldszertien rendezett csalddot alkotnak (mint
az rogton adédik az aldbbi tétel 3. pontjabdl). Innen az angol lattice(=h&l6) szd
alapjan a szokasos jel6lés:

Lat(V) := {V alterei} .

Példa. 1) Legyen m < n. Ekkor IK"-nek altere a

{(51,...,57«,“0,...70) : fl,...,fm E]I(}
——
halmaz, amelynek szerkezete IK™-ével izomorf.
2) Az Fo(X) tér altere mindig F(X)-nek.
3) A Pol(IK) tér altere F(IK)-nak.

4) A [0,1] intervallumon folytonos valés (IR-beli) értékii fiiggvények C([0,1]) tere
altere 7 ([0,1])-nek (K := IR mellett).
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5) Altaldban is alterekhez vezet a kivetkezd konstrukeio:
Definicié. Az A € L£L(Vi,V5) linedris leképezés O-terét A magjanak nevezziik, és
ker(A)-val jeloljik. A képtér jelolése a ran(A), mint az értékkészletnél szokdsos
altaldban *. Azaz

ker(A) := A0} ={veVi: Av=0}, ran(A):= AV, ={Av: veVi}.

Propozicid. Linedris leképezés kép- ill. O-tere altér a cél- ill. kiin-
dulasi vektortérben.

BizonYiTAs. Legyen A € L(Vi, Va). Ekkor Uy := ker(A)-t ill. Uy := ran(A)-t {rva

A(KU; + KUy) = KAU, + KAU, = IK{0} + K{0} = {0} ,
KU, + KUy = KAV, + KAV; = A(KV; + KV;) = A(Vi) = Us .

Tétel. 1) U € Lat(V) esetén 0 € U és (U, +,X- () € K)) vektortér,
tovabba IKU + KU = U.

2) {0} € Lat(V). 3) Alterek tetszéleges metszetei alterek. Azaz ha
{Ui: i € I} C Lat(V), akkor ;o7 Us € Lat(V).

Bi1zoNY{TAs. 1) Legyen U € Lat(V'). Ekkor
{0} ={0}+{0}=0-U+0-UCKU+IKUCU.
Masrészt
U=1'UCKU=KU+{0}=KU+0-UCIKU+KUCU.

Innen 0 € U = KU + IKU. Ha u,v € U és A € IK, akkor
u+v=1-u4+1-veKU+KU=U, M= +0-uclKU+IKU=U.
2) Trividlis. 3) Ha A € K és u,v € U := [\;c; Us, akkor u,v € U; (i € I),
ahonnan 1) alapjan Au+ pv € U; (i € I), és igy Mu+ pv € U. Azaz a A\, p € K ill.

u,v € U elemek tetszOleges valasztasa miatt IKU + IKU C U.

Definicié. Egy V vektortérben az S C V alakzat altal kifeszitett altér az azt
tartalmaz6 legkisebb

Span(S) := ﬂ{Ualtér cCV:UDS}

* Az angol kernel = mag ill. range = értékkészlet terminoldgia alapjan.
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altér (v.6. Tétel 3)). A jelolés eredete az angol span(=kifeszités) szo.
Az ayvy + -+ - + apv, vektort V-ben a vy, ...,v, vektorok egy linearis kom-
binaciéjanak nevezziik.

Tétel. A V vektortérbeli S alakzat altal kifeszitett alteret az S-beli
vektorok linedris kombindciéi adjak. Azaz

Span(S) = {)\1@1+-~-+)\nvn AL, A €K
vi,...,v, €5 (neN)}.

Bi1zoNY{TAs. Nyilvan S C Span(S) és az U := Span(S) alakzat altér V-ben. Innen
ML+t Am EKU 4+ KU =U (Ao s An €K, 01,00 € V) .

Tehdt Span(S) tartalmazza az Gsszes S-b6l vett linedris kombindcidkat. Azt kell
még beldtnunk, hogy S-beli linedris kombindcidk linedris kombinacidi is S-beli
linearis kombinaciék maradnak. Ehhez elég csak kett6 kombindciora szoritkoznunk.
Tegyiik fel, hogy A1,..., A, € IK és uy,...,u, € S ill. p1,...,um € K és
V1,...0,m €5, tovdbba «a, 8 € IK. Ekkor

Oé()\lul + +)\nun) + ﬁ(,uflvl +-+ ﬂnvn) =
= (@A) ur +-- 4 (@A)up + (Bpa)vr + -+ (Bum) v €
~— —~ ~
€K €S €K €8
€IKS+---4+IKS C Span(S) .

Kovetkezmény. Ha Uy, ...,U, € Lat(V) , akkor

Span(Uy U ---UU,) =Uy + -+ Uy,
(={ur+-Fup: up €Uy (k=1,...,n)}).

B1zoNYITAS. Elegend§ csak n = 2-re bizonyitani, hiszen innen indukciéval azonnal
adddik az &llitds. Nyilvan U;+Us C Span(U;UUs). Ha v € Uy +Us, alkalmas Aq, Ao
skalarokkal és uy € Uy, ug € Uy vektorokkal v = Aju; + Asusy irhaté. Csakhogy
Meug € IKU, = Uy, (k = 1,2), és igy v € Uy + Uy is.

Példa. Az {(17 0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1, 0)} vektorharmas kifeszitettje IR*-ben a
{(€1,62,63.0): &1,6.6 € R} = R® x {0} altér.

Ugyanigy R®x {0} az IR(1,0,0,0) = {(r,0,0,0): r € R}), R(0,1,0,0), R(0,0, 1,0)
alterek (egyenesek) kifeszitettje.
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Megjegyzés. Hogy ne kelljen feleslegesen sok indexes kifejezést frnunk egy (esetleg
végtelen) S halmazbdl vett linedris kombindcidk jelolésére, bevezetjiik az

dfwy= > fo)y= > f)

vES vesupp(f) veS: f(v)#0

alaku Osszegeket a véges tart6ju (véges sok helyen # 0) f : S — V fiiggvényekre.
Ezek jél-definidltak, mivel a véges Gsszegek jol-definidltak. S6t

aY f)+B8Y g(v) =Y af(w)+Bgw)  (f,g€Fo(S,V)),

veS vES veES

ahol Fo(S, V) a véges tartéju S — V fiiggvények csalddja. FEzzel a tétel eredménye:

Span(S) = {D_Aw)v: A€ Fo(S,K)} .

veS

Faktortér

Definicié. A V vektortér U € Lat(V) altere szerint az u,v € V vektorok kongru-
ensek, jelolésben u = v (modU), hau+U =v+U.

Propozicié. 1) A = (modU) reldcié ekvivalencia V-n.
2) Ha o, € K és v/ = u, v =v (modU), akkor mindig au’ + v’ =
au ~+ Bv (modU).

BizoNYITAS. 1) A = (mod U) reldci6 reflexivitdsa, szimmetridja és tranzitivitdsa
trividlis.

2) u=v (modU) miatt u=u+0€ u+U =v + U, ahonnan u —u' € U.
Ugyanigy v — v’ € U. Most

a(u—u)+pv—2)eal+pU CU [« U e Lat(V)],
(au+ Bv) — (' + B') € U,
au+Bvcau + 60 +U .

Innen
au+PBv+UC (o' + 0" +U)+U Cau + v +U .

Az v < u, v +— v cserékkel kapjuk a forditott au’ + fv' + U C au + Bv + U
tartalmazast.
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Lemma. {¢': v =u (modU)} =u+U (ueU).

B1zoNYITAS. Legyen u € V tetszélegesen rogzitve. Ekkor
v =u(modl), = v+u=u+U, =2u=u+0cu+U.

Tegyiik fel, hogy v’ € u + U. Ekkor

W—-—uel, & u'—uEO(modU),gu'zu(modU).

Kovetkezmény. A = (modU) ekvivalencia mellékosztalyainak {v +
U: ve V} csaladja vektortérré tehetd. Azaz jol-definialtak az

a-(u+U) 4+ B-(v+U) = (au+pv)+U
——— ~—_—— —_————
{u: w'=u (mod U)} {v’: v'=v (mod U)} {w: w=autBv (mod U)}

linedris kombindcick az Gsszes mellékosztalyokra.

Definicié. A V vektortér U altere szerinti faktortér az U-mellékosztalyok
V/IU:={v+U: veV}
tere az elébbi kovetkezményben leirt miveletekkel: M, N € V/U ill.o, 8 € K-ra
a-N+p-M:=[SeV/U: SCaN+pM(={ou+pv: ue N, ve M})|.

Megjegyzés. Konnyen ldthatd, hogy a V/U faktortérben vektormiiveletek majd-
nem egybeesnek megfelelé halmazmiiveletekkel. Nevezetesen, N + M = {u 4 v :
u€ N veM}ésa#0ndla-N={au: uec N}aV/U-beli értelemben is.
Csak a 0- N = U eset jelent eltérést. (Az Osszeadds neutrdlis eleme az U € V/U
elem a faktortérben).

Példa. 1) Vegyiik IR*-ban az S := {(£1,&2,0) : &,& € IR} sikot mint alteret. Az
IR?/S faktortér elemei az S-sel parhuzamos

So = {(&1,62,0) : &1,6 € R} (€ R)
stkok. Az IR?/S-beli vektormiiveleteket az
A'SQ+M'SB:SAG+MB (/\alu/va7ﬁ€IR)

formula tokéletesen leirja. Tehét IR® /S szerkezete megegyezik IR-ével (az a — S,
leképezés linedris IR « IR?/S).
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2) Két (Lebesgue-) integralhaté IR — IR fiiggvényt azonosnak szokds a harmonikus
analizisben tekinteni, ha azok egy 0-hosszmértékii halmazon kiviil egybeesnek.
A fliggvények 0-mértéki halmazon kiviili egybeesése ekvivalencia-reldcié. Tehdt
a harmonikus analizisben az ”integralhaté fiiggvény”-nek nevezett objektumok
valéjdban nem IR — IR fiiggvények, hanem az

I:={peFR): —oo<i<p:7<p<oo}

fliggvénytérnek a 0-mértékii halmazon kiviili egybeesés ~ ekvivalencia-reldcidja
szerinti mellékosztalyai. Ezeknek a mellékosztalyoknak a tere

L'R):={{y €T: v~p}: pel}.

Az Z-beli fiiggvények linearis kombindcioi is Z-ben maradnak, és
p~Y & p—Y=0 & [lp—yY[=0 (p,veI).
Ezért T altér C F(IR), és az

N:i={peT: o0} =
={peT: [lo|=0}

ekvivalenciaosztaly szerinti faktortér éppen

LY(R)=Z/N .

Lemma. Egy linedris A : V — Z lindris leképezés dllandé a ker(A) :=
{v: Av =0} altér szerinti mellékosztalyokon, és az

Ay : V/ker(A) —» Z
v+ ker(A) — Av

leképezés linedris és injektiv.

B1ZoNYITAS. Ha a v; = va (mod ker(A)), akkor v1 —vs € ker(A), azaz A(vy —vs) =
0, és igy Avy = Avy. Ezért az Ag leképezés jol-definidlt. Az Ag linearitasa adodik
az

Ao (ar[vy + ker(A)] + azlvatker(A)]) = Ag((a1v1 + agva) + ker(A)) =
= A(qul + 0421}2) = a1 Avy + asAve =
= a1 Ap(vy + ker(A4)) + azAp(ve + ker(A))
reldciébdl. Dontd az Ag injektivitdsa: Ha Ag(vy +ker(A)) = Ag(va+ker(A)), akkor

Avy = Avg, azaz A(vy —vg) = 0és v —vg € ker(A), tehdt vy +ker(A) = vy +ker(A)
kovetkezik.
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Megjegyzés. Az Ay leképezés kilcsondsen egyértelmi V/ker(A) « ran(A)(:=
AV) a Lemma szerint. Ez a tény lehet6séget ad, hogy csak a ker(A), ker(B) mag-
terekkel leirhassuk, mikor ”oszthaté” a B linedris leképezés A-val.

Tétel. Legyenek A:V — Zy, B:V — Z, linedris leképezések. Ekkor

ker(A) Cker(B) < 3JL: ran(A)ﬂran(B)) B=LA.

BizoNyiTAs. Ha B = LA, akkor B : ker(A) 2 0 5 0, és igy ker(A) C ker(B).

Tegyiik fel, hogy ker(A) C ker(B). Most az A : v + ker(A) — Av leképezés
jol-definidlt és linedris V/ker(A) <> ran(A). Hasonléan, a By : v + ker(B) — Bv
operatorra V/ker(B) < ran(B). Eszrevétel:

A= Apl , ahol T:vw— v+ker(4),
B=DByJ , ahol J:v+— v+ker(B).

Mivel ker(A) altérC ker(B) altérC V, fenndll ker(B) = ker(A) + ker(B). Ezért a
K :v+ker(A) — v+ ker(B) = (v + ker(A4)) + ker(B)
leképezés is jol-definidlt és linearis. Sét J = KI. Ekkor

B = ByJ = BoKI = ByKI = ByK Ay ' Al =
= ByKA;' A
N——
L

Megjegyzés. A tételbeli L operdtor formuldja

L(z) = [Bv: Av=Z] (z €ran(A)) .

Gyakorlat. Adjunk ennek alapjan elemi bizonyitast a tételre.
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Direkt osszeg

A kovetkezdkben egy olyan alapvetd konstrukcidval ismerkediink meg, amely
tobb vektortérbol egy 1j, nagyobb teret hoz létre.

PrOpOZI'CiO/. Legyenek Uy, ...,U, vektorterek. Ekkor U; x --- x U,
az
(U1, sun) + (Ui, up) = (U + 01,000 Uy + p)

AMut, . un) = (Aug, ..., Aug)

miiveletekkel vektortér.
BI1zoNYITAS. Trivialis.

Definicié. Az Uy, ..., U, vektorterck direkt osszege az Up X --- x U, szorzattér
a (Propoziciéban megadott) komponensenkénti miiveletekkel. Ha V egy vektortér,
W,Uy,...,U, € Lat(V) és a

D (U, .. Up) UL+ Uy

leképezésre @ : Uy x - - - x U,, < W, akkor azt mondjuk (félreértés veszélye nélkiil),
hogy W az Uy,...,U, alterek direkt 6sszege.

Példa. 1) IK™ n-szeres direkt 6sszege IK-nak (mint IK-folotti vektortérnek).

2) Az F(IR) figgvénytér folytonos fiiggvényeinek C(IR) altere a pdros ill. paratlan
folytonos fliggvényekbdl 4ll6 alterek direkt osszege. (Egy f : IR — IR fiiggvény
paros, ha f(—z) = f(x), paratlan, ha f(—z) = —f(z) (z € R)).

Megjegyzés. Ha W az Uy,...,U, € Lat(V) alterek direkt 6sszege, akkor sziik-
ségképpen W = Uy + --- + U,.
BizoNYiTAS. A definicidbeli jelolésekkel W = &(Uy x -+ x Up) = Uy + -+ - + Up,.

Definicié. Ha az Uj,...,U, € Lat(V) altereknek van direkt Osszege, azt
Uy & ---®U, fogja jelolni.

Megjegyzés. Sziikségképpen Uy @ --- @ U, = Uy + - + U,. Az @ jellel
hangsilyozzuk a direkt felbonthatésig (a definicidbeli ® leképezés injektivitdsa)
tényét.

Példa. IR*-ben az Re; (i = 1,2,3) ahol e; := (1,0,0,0), ez := (0,1,0,0) és
e3 == (0,0,1,0) alterek Gsszege direkt, azaz R® x {0} = ®?_, Re;.

Ugyanakkor az e := (1,1,0,0) vektorral az IRe; + IRes + Re altérosszeg mér nem
direkt.
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Lemma. Az A : V — V linedris leképezés pontosan akkor injektiv
(azaz kélesénosen egyértelmii), ha Av #0 (v # 0).

B1zoNyiTAS. Mindenképpen A0 = 0. Ha tehat A injektiv, akkor v # 0 esetén
Av # 0.

Tegyiik fel, hogy Av # 0 (v # 0), és legyen v1,vy € V' két kiilonbozé vektor.
Ekkor v := v — vg # 0 és gy Avy — Avg = A(v1 — v2) = Av #£ 0 azaz Avy # Avs.

Tétel. Legyenek Uy,---,U, € Lat(V) és W := U, + - -- + U,,. Ekkor

W=U100U, < U;n Y U={0} (i=1,..,n).
k: k#i

B1zoNYIiTAS. Legyen @ az (uq,...,uy) — uj + - - +uy, leképezés Uy X - - - x U, -en.

=: Tegyiik fel, hogy W =U; & --- & U,. Ekkor

O{(u1,0,...,0):uy € U1} =Up,...,0{(0,...,0,up) : up, € Up} =U,
O NU) ={0t x - x {0} x U; x {0} x - x {0y =:U; (i=1,....n).
N— —
i1 n—i
Csakhogy az U; alterek Uy x --- x Up-ben teljesitik az U; N Dok ki Up = {0}

-~

tulajdonsdgot. Ugyanilyen tulajdonsidgiaknak kell a U; = ®(U;) halmazoknak is
lennie, mivel feltevés szerint ® linedris Uy x - -+ x U,, <> W leképezés.

<: Ha ® nem injektiv, a lemma szerint taldlhaté olyan (uq, ..., u,) € Uy X+ -+ X Up,
amelyre

up + A up = P(ur, . un) =0, (g, u,) #(0,...,0) .

Valamelyik i indexre u; # 0. Ezzel 37, ;. (—ux) = u; € U;{0}. Azaz ilyenkor
Ui 0 2 ps Uk 7 {0}
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Direkt osszeg
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LINEARIS FUGGETLENSEG, BAZIS

Definicié. A V vektortérben a v € V vektor linearisan fiiggetlen az S C V
vektorhalmaztdl, ha v ¢ Span(S).

def

S linedrisan figgetlen (CV) & Vv e S v linedrisan fliggetlen S\ {v}-t6l .

A lin.fgtlen roviditést fogjuk hasznélni a linedrisan fiiggetlen kifejezésre (f6leg for-
muldkban).

Megjegyzés. Span(P) = {0}, ezért {0} mindig linedrisan fiiggé.
Miésrészt () maga linedrisan fiiggetlen.
Mondhatni, egy v € V vektor linedrisan fiigg a vy, ..., v, vektoroktdl, ha azok

valamilyen linedris kombinécidja. Léttuk: a Span(S) altér éppen az S-bél vett
linearis kombin&cidkbdl all. Innen a linearis fiiggetlenség altalanos definicidja.

Tétel. S linedrisan fiiggetlen C V' pontosan akkor, ha
)\1U1+"°+)\nvn:0 = )\1 ::An:0
valahdnyszor Ay,..., A, € K ésvy,...,v, € S (n=1,2,...), azaz ha

D Aw=0 A=0 (A€ F(SK)).

veSs

B1zONYITAS. =: Tegyiik fel, hogy vy,...,v, € S, Avy + -+ + Apv, = 0 de pl.
A1 # 0. Ekkor a

v = &02 +o 4 )\—nvn € Span{va,...,v,} C Span(S \ {v1})

A1 A1
ellentmondaésra jutunk.

<: Tegyiik fel, hogy S linedrisan fliggd. Ekkor v € Span(S \ {v}) valamely v € S

vektorra. Ez
v=A101 + -+ Ao,
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alaki valamilyen Aj,..., A, € K egylitthaték ill. wvy,...,v, € S\ {v} vektorok
mellett. Most

1 v+ (=AM)vi+-+ (=)o, =0.

£0

Kovetkezmény. S lin.fgtlen < VF végesC S F lin.fgtlen .

Kovetkezmény. Ha Slin.fgtlenC V és v € V linedrisan fiiggetlen
S-t6l, akkor {v} U S lin fgtlenC V.

Megjegyzés. A lemma geometriai jelentése: A vy,...,v, € V vektorok pontosan
akkor linedrisan fiiggetlenek, ha nem-zérdk és a vy, ..., IKv, alterek dsszege di-
rekt.

Bizonyitds. A linedris ® : (Av1,..., Aqvpn) — A1 + -+ + A\yv, leképezés pon-

tosan akkor injektiv, ha a ®(Ajv1,..., \yv,) = 0 eset csak gy fordulhat el8, ha
()\11)1, ey )\n’l)n) =0.

Tétel. (Hamel). Tegyiik fel, hogy Z a V vektortér egy részhalmaza,
amelyre V = Span(Z), és legyen S egy linedrisan fiiggetlen része Z-
nek. Ekkor

3 H lin.fgtlen C Z S CHésSpan(H)=V .

BizoNYiTAS. Csak véges Z halmaz esetére végezziik el. (Az &ltaldnos bizonyités
ennek egy transzfinit véltozata).

Ha Z végesC V, akkor van legtobb elembdl 4llé az S-et tartalmazo linedrisan
fiiggetlen részhalmazai kozott. Legyen H egy ilyen halmaz. Erre mar

Yve Z\H {v} U H nem lin.fgtlen . (xx)

A misodik Koévetkezmény szerint most minden z € Z vektor linedrisan fiiggé H-t6l,
azaz z € Span(H) (z € Z). Igy

Span(H) D Z ,— V D Span(H) = Span(Span(H)) D Span(Z) =V.

Megjegyzés. Végtelen Z esetén is meg lehet adni (x*) tulajdonsdgt H halmazt.
Ilyen létezését a matematikai logika egyik axiomatikus erejli elve, a végesen meg-
hatarozott tulajdonsagi maximalis halmazok létezésének elve biztositja.
Tulajdonség alatt valamilyen halmazon értelmezett IGAZ HAMIS értékii fiige-
vényt értiink. (Ilyenkor azt mondjuk, hogy az x elem T tulajdonsigui, ha T'(x) =
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IGAZ). Egy tulajdonsig végesen meghatirozott, ha egy X alaphalmaz Osszes
részhalmazain van értemezve, és minden ¥ C X halmaz pontosan akkor 7T tulaj-
donsagu, ha az Osszes véges részhalmazai T tulajdonsiagiak. A halmazelméletbeli
Kivalasztasi Axiéma egyik ekvivalense a kovetkezo elv:

Ha T egy végesen meghatarozott tulajdonsag egy Z halmaz részhalmazain,
és S(C Z) egy T tulajdonsdgi halmaz, akkor S belefoglalhaté egy maximélis T'
tulajdonsagi halmazba is, azaz

JHCZ SCH, T(H) =1GAZ, Vz€ Z\H T(HU/{z})=HAMIS .

Annyit kell még észrevenniink, hogy a linedris fliggetlenség végesen meghatdrozott
tulajdonsdg.

Definicié. Legyen V egy vektortér. A H(C V) halmaz Hamel-bézis (réviden
bazis) V-ben, ha H linedrisan fiiggetlen és V' = Span(H).

A Hamel tétel bizonyitasabdl kideriil az aldbbi.

Kovetkezmény. A maximdlis (tovabb nem bdvithetd) linedrisan fiig-
getlen halmazok a béazisok.

Megjegyzés. Hamel tételét az S := () esetre alkalmazva lathatjuk, hogy minden
vektortérben van (Hamel-féle) bazis.

Példa. 1) IK"-ben az e; := (6 : k = 1,...,n) (i = 1,...,n) vektorok* bézist
alkotnak. Ezt IK" kanonikus bazisanak nevezziik, maguk az eq,...,e, vektorok
IK" tér kanonikus egységvektorai.

2) Fo(X)-ben bézis a IK" (= Fo{l,...,n}) kanonikus bézisit altalanosité {(Jzy :
yeX): ze X } fiiggvényrendszer.

3) Bar tudjuk, hogy F(X)-ben is vannak bézisok, véges explicit fomuldval ezek
egyikét sem lehet lefrni, ha az X halmaz végtelen. (Igy bioldgiai lényiink teljesen

alkalmatlan arra, hogy egy ilyen bézist pl. vizudlisan elképzeljiink). Ez a tény is
mutatja a Hamel tétel bizonyitasahoz hasznalt logikai axiéma erejét.

4) A Pol(IK) térben az alappolinomok {1, z, 22,23, ...} csalddja bazis.

Propozicié. HaV = U, @ --- @ U,, és By bézis C Uy (k=1,...,n),
akkor By U---U B,, bazis C V.

* Szokésosan d;; 1= [1 hai==Fk, 0 hai# k] az un. Kronecker delta. Tehat pl.
€y = (0,1,07...,0).
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B1zONYITAS. Legyen B = By U <+ U By. Mivel feltevés szerint Span(By) = Uy,
fenndll Uy, C Span(B) (k=1,...,n). Igy

U1U---UU, C Span(B) ,

V = Span(U; U---UU,) C Span(Span(B)) = Span(B) C V .
Beldtandé még: B lin.fgtlen C V.
Tegyiik fel, hogy ellenkezbleg, valamelyik b € B vektorra b € Span(B\{b}). Vehetd
(az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil), hogy b € B;. Ekkor

b e Span((B1 \ {b}) UBU---UB,) =
= Span(Bj \ {b}) + Span(Bs) + - - - + Span(B,,) .
—_—— —— —_———

Tehat b=5b; +---+ b, valarnilyen b, € Span(B1 \ {b}) c Uy, by € Us, .. .,bn e U,
vektorokkal. Azaz

0=(b—b))+ by +-+ b,
—— ~— ~—
U, Us Un

0=b—by=by=---=b,,

mivel az Uy, ..., U, alterek sszege direkt. Ez azonban a b = b; € Span(B \ {b})
ellentmondas.

Koordinatazas bazis szerint

Propozicié. A V vektortér B részhalmaza akkor és csak akkor bdzis,
ha minden vektor pontosan egyféleképpen adhaté meg benne linedris
kombinacioként, azaz ha

VoeV3IIAeFK(B) D> Abb=v.
beB

BIZONY{TAS. =: Legyen B bazis C V. Ekkor definici6 szerint Span(B) = V. Igy
Yo eV IAe Fo(B) Suep )b =0 Hav=>3,5Abb =3 cpu(b)b,
akkor 0 = >, 5(A(b) — u(b))b. Mivel B linedrisan fiiggetlen, innen A(b) — u(b) = 0
(b € B), azaz A = u, a v vektor B-beli linedris kombindcidként vals eléallitasanak
egyértelmiisége kovetkezik.

«: Tegylik fel, hogy minden V-beli vektor pontosan egyféleképpen adhaté meg
B-beli linedris kombindcicként. Mivel Span(B) a B-beli linedris kombindcidk hal-
maza, eszerint V' = Span(B). Maésrészt 0 = >, 0 - b, ahonnan az eldéllitds
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egyértelmiisége miatt

DAL =0 < A=0 (AeF(B).
beB

Ez azonban egy régebbi lemmank szerint a B halmaz linedrisan fiiggetlenségét
jelenti.

Kovetkezmény. Minden vektortér izomorf egy valamilyen halmazon
véges tartoju fliggvények terével. Nevezetesen, ha B bazis a V' vek-
tortérben, akkor a A ), 5 A(b)b leképezés linedris Fo(B) « V.

B1zONYITAS. Csak a A +— 37,5 A(b)b leképezés linearitdsdt kell még belatnunk.
Ez azonban rogton adédik:

@Y ABD+BY ub)b =D (o[A®)] + Blu(b)b]) =

beB beB beB

—Zax\ + Bu(b)]b .

beB

Kovetkezmény. Ha V-ben van n(< oo) elemii bazis, V ~ IK".*

Definicié. Legyen V egy vektortér, B bazis C V és e € B. A v € V vektor
e-koordinataja a B bazisban a v-t el6allité B-beli linearis kombinacidban az e € B

baziselem
ep(v) = [Ae): v= Z A(b)b, X € Fo(B)]
beB
egyitthatoja. Tehat mindig

v=>Y b (veV).

beB

Példa. 1) IR® kanonikus E := {e, f,g} (ahol e := (1,0,0), f := (0,1,0), g :=
(0,0,1)) bazisa szerint az (z,y, z) vektor koordindtai éppen
= e'E(x,y,z) » Y= flE(.T,y,Z) y B = g};(m,y,z) :
Ez motivélja a "koordinata” elnevezést.
2) Pol(IR)-ben az alapfiiggvények Z := {20, 21,22, ...} bdzisdban nyilvan
[2*]:

Y (Z;;l a;z ) = a. Sokkal érdekesebb, hogy a Taylor formula szerint

[2F]5(P) = EP(”)( ) (PePol(R), k=0,1,...) .
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3) Trigonometrikus polinomok a >;'_ aj cos2mkx + Y, _; by sin 2wkx

(itt z : IR — IR a £ — £ geometriai koordindtafiiggvény) alaki fliggvények. Ezek
T terében a B := {cos2nkx : k = 0,1,...} U{sin27kx : k = 1,2,...} bézist
alkotnak. Megint pl. [cos 2mlx]ls (D p_ ak cos2mkx + Y _ by sin2wka) = ay.
Figyelemre mélté, hogy Fourier formuléja szerint

og(T) = /0 T(z)p(x)dz (pCB, TeT).

Dimenzid

Definicié. A V vektortér véges dimenziés, ha valamely Z véges C V halmazra
V =Span(Z). A V tér dimenzidja (dimenzidszadma)

dim(V) := min{#Z : V = Span(2)} .
Definici6 szerint dim({0}) := 0. *

Lemma. (Béziscsere). Legyen V egy vektortér, E, F bazis C V és
e € E. Ekkor talalhato olyan f € F vektor a masik bazisban, amellyel
az e vektort kicserélve

(E\{e})U{f} bézisC V.

BIZONYITAS. Az E bdzis linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz. Igy E\{e} is linedrisan
fiiggetlen e-t8l. Tehdt az U := Span(E \ {e}) altérre

V=U+Ke, eg¢gU.

Allitds: Van olyan f € F vektor, amely az U altéren kiviil esik.
Bizonyitds. Az F' C U feltevés a V = Span(F') C Span(U) = U ellentmondéshoz
vezet.

Rogzitsiink egy olyan f € F vektort, amelyre f & U. Az el6z6 alfejezetbeli
mésodik Kovetkezmény szerint az (E'\ {e})U{f} vektorhalmaz linedrisan fiiggetlen.
Mivel V =U + Ke,

f=u+Xe uwelU, e K\ {0}

* A #Z szimb6lum jelentése: a Z halmaz szdmossiga (elemeinek a szdma).
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frhaté. Azt kell még megmutatnunk, hogy V = Span((E \ {e}) U{f}).
Legyen v € V tetszlleges. Erre

v=u-+ e JuelU, e K

A A A
vf/\—of:qu)\ef)\—Ouof/\e:uf)\—OquU

velU+ %Of C Span(U U {f}) = Span((E\ {e}) U{f}) .

A bizonyitasbdl kideriil az aldbbi.

Kovetkezmény. Ha E bdzis a V vektortérben, e € E és f € V' \
Span(E \ {e}), akkor (E\ {e}) U{[f} is bdzis V-ben.

Tétel. Ha dim(V) = n(< 00) és H lin.fgtlen C V, akkor

OW#H<n, 2)#H=n < H bézis CV .

B1zoNYiTAS. A dimenzié definiciéja alapjan valaszthaté olyan m-elemft Z C V
halmaz, amelyre Span(Z) = V. Ez sziikségképpen bézisa a V térnek. (Ugyanis
Hamel tétele szerint 3 F C Z F bazis C V. Ezzel Span(F') = V. Tehét, #F > n,
mivel dim(V) =n. De #F < #Z = n, és {gy Z egybeesik az F béazissal.)
Tegyiik fel ezutan, hogy taldlhaté n kiillonb6z6 hq, ..., h, vektor H-ban. Le-
gyen ezekkel
Hy = {hla"'ahn}

Allités: Span(Hp) = V. (Innen 1)2) azonnal adédik!)

Bizonyitds. Mivel Hy linedrisan fiiggetlen, és mivel Span(HyU Z) D Span(Z) =V,
Hamel tétele szerint

1ZyC Z HyU Zy bazis C V.

Legyen m := #(Z \ Zy). Megmutatjuk, hogy a Baziscsere lemma segitségével az
FEy := Zy U Hy bazisbdl a hq,...,h, elemeket egymdas utan kicserélhetjilk a Z
bézisbdl Z \ Z; elemeivel.

A Béziscsere lemma szerint (azt Eg, Z és hy € Ey-ra alkalmazva)

dz1 €2 Z0U{Zl,h2,...7hn} béazis .
Sziikségképpen z; linedrisan fiiggetlen Zy U {ha,..., h,}-tél. Tehdt z; € Zy. A

Baéziscsere lemmat az
E1 = ZO @] {Zl,hz, . 7hn}
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ill. Z bazisokra a hs € Fy vektor cseréjéhez alkalmazva
HZEFO Zou{zl,ZQ,hg,...,hn} bézis .
Sziikségképpen a zy vektor linedrisan fliggetlen Zg U {21, ha, ..., hy}-t6l. Tehat
zZ9 ¢ Zo U {Zl}
A gondolatmenet k(< m)-edik 1épésében az
Ey_1:=2ZyU {Zl, ey 21y Py e ,hn}
bézis hy elemét cseréljiik ki a Z egy zj, elemére. Itt 2 & ZoU{z1,..., 2k_1}, mivel
linedrisan figgetlen Zo U {z1,..., 2k—1, Rk—1, ..., Ap -tél

Az m-edik 1épés konklizidja:

ZOU{Zl,...,Zm,hm+1,...,hn} béazis CV,
n €2y, i ZoU{at,. .. ,2m & ZoU{z1,..., Zm-1} -

Mivel a Z halmaz n elembél all, Z \ Zy pedig m-bél, innen
Z=2ZgU{z1,...y2m}, ZU{hr: m<k<n}bizis CV.
Csakhogy Z mar maga is béazis V-ben. fgy
{h: m<k<n}=0, = m=mn, Zy=104és Hy bazis CV ,
ami bizonyitja a tételt.
Példa. 1) K™ n-dimenzids.
Altaldban is, egy n-elemii X halmaz feletti (IK-beli értékii) fliggvények F(X) =
Fo(X) tere n-dimenziés. Innen kovetkezik, hogy

dim(V) =n(< o0) esetén V ~IK" .

2) A komplex szdmok testét felfoghatjuk mint IR {616tti vektorteret, ha csak a valds
szamokkal szabad szoroznunk: ez a

Cr:=(C,+,a- (a €R),0)
struktura. Mivel
C={a+pi: ,feR}, a+Pi=0=a==0 (0, €R),

Az {1,i} par bazis a C vektortérben. Tehét dim(Cr) = 2.

Bar preciz, de nehézkes a Cg jelolés. Gyakran eléfordul hasonléan, hogy
ugyanazt az Osszeadassal ellatott teret tobb kiilénbozé test folotti vektortérnek
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foghatjuk fel. Ekkor szokasos a dim-szimbdlum indexében utalni az alaptestre és a
tér alapjelolésére. Tehat pl. dimp (C) = 2, s6t dltaldban

dimp (C™) = 2n .

A dimp szimbdlumot valés dimenziénak, a dimg szimbdélumot komplex dimenzi-
6nak, altaldban a dimT szimbdélumot a T test szerinti dimenziénak mondjuk.

3) RR-et felfoghatjuk mint a raciondlis szdmok @) teste f6lotti vektorteret (ha csak a
raciondlis szdmokkal szorozhatunk). Az Rq := (IR, +,9- (g€ Q )) vektortér fontos
szerepet jatszik a fliggvényegyenletek elméletében. Mig dimp (IR) = 1 trividlisan,
az Rq tér végtelen dimenzids, és rendkiviil érdekes szerkezetdi. Megmutathaté (a
végtelen szamossdgok aritmetikédjdval), hogy

Egyenletrendszer megolddsa baziscserével

Térjiink vissza a (x) egyenletrendszerhez.
A 2) dtfogalmazds szerint keresniink kell azokat az x1,...,x, egyitthatékat,
amelyekkel
ria1+ -+ Tpa, =0,

ahol a1, ..., an,b adott IK"-beli vektorok.
Tekintsiik el6szor csak azt az esetet, amelynél m = n (a rendszernek ugyanan-
nyi sora van mint oszlopa), és

A:={a1,...,a,} bazis C K" .

Vegyiik észre, hogy x1,...,x, most éppen az A bézisra vonatkoz6 koordinatéi a
b € IK" vektornak. Tehdt a feladatunk az, hogy szdmitsuk ki eqy adott vektor
koordindtdit eqy adott bdzis szerint.

Kiindulasi ismeretiink: a b vektor by,...,b, adatai. Ezek nem mésok mint b
koordinatai a kanonikus

E={e;:i=1,....,n}, e:=(0;: j=1,...,n)
bazisban:
b; = [ei]=(b) (t=1,...,n).

A donté észrevétel az, hogy egyenként a Baziscsere lemma szerint kicserélve az £
bazis elemeit az A-éival, minden lépésben koénnyen ki tudjuk szdmitani az 4j bazis
szerinti koordinatakat az el6z6k alapjan.
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Tekintsiik a Béaziscsere lemmabeli szitudciot. Azaz legyen H egy béazis a V
vektortérben, z € V pedig egy vektor. Kérdés: Hogyan lehet megéllapitani a
z vektor H-beli koordinataibdl, hogy mikor marad egy h € H vektor v-vel vald
cseréje utan a G := (H \ {h})U{z} halmaz bazis V-ben, és mik ilyenkor egy vektor
G-beli koordinatai a H-beliekkel kifejezve?

Ha hiy(z) =0, akkor z =3 i 93 (2)9 = X_ e\ (n) 91 (2)g. Llyenkor tehdt 2
linedrisan fiigg mar a H \ {h}-beli vektoroktdl, azaz G nem lehet bézis.

Ha h'y(z) # 0, akkor

=Y gh(@g=hy(HDh+ > dulx)g,

gEH geH\{h}
1
h=——[z— Y. gul2)9d.
hH(Z)
g€H\{h}

Ha tehat v € V egy tetszoleges vektor, akkor

v:Zg}{(v)gzh}{(v)h—F Z 9u(v)g =

gEH geH\{n}
_ Py(v) / / _
=) 2= Y gdu@gl+ D gulv)g=
H geH\{h} geH\{h}
Ry (v Ry (v
— Y (o) - g ()l
" geH\{h} "
Specidlisan, a 0(=: v) vektor csak a csupa 0 = Z:H% = g4 (0) — Z:’{Ei)gg}{(z)
H H

egyutthatokkal allhat el6 G-beli linearis kombinacioként. Vagyis a G vektorhal-
maz most linedrisan fiiggetlen, amelybdl linearis kombindcioként a V' tér minden
eleme el64ll.

Tehat a kovetkezoket kaptuk:

Lemma. Ha h € H bazis C V, és z € V olyan vektor, amelyre
Ry(z) # 0, akkor H-ban a h vektort z-vel kicserélve, a G = (H \
{h}) U{z} vektorhalmaz szintén bézis V-ben, és

600 = S

dl0) = (1) = T a2

(h#geG,veV).

Elnevezés. Egy H bazisrdl egy (egyetlen elemmel megvaltoztatott) (H\{h})U{z}
alaku bazisra vald attérés szokasos elnevezése: elemi bazistranszformacié, amelyet
a z vektor bevitelével és a h vektor elhagyasaval hajtottunk végre.
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Megjegyzés. A Dimenzé c. alfejezet tételének bizonyitdsa mutatja, hogy n elemi
bézistranszformaciéval attérhetiink az £ bézisrél a A béazisra. Nevezetesen, az
a1,as,...,a, vektorokat egymds utdn (ebben a sorrendben) bevihetjiik alkalmas
€iys €igs - - -, €, ~€ket 1épésenként elhagyva. Ha a k-adik 1épésben kapott bazisunk

Er={a1,...,atUEN\ {eiy, ... €0},
(ahol 0 < k < m és & := &), akkor az i1 indexet tetszdlegesen vélaszthatjuk az
D#Ly:={i: 1<i<n,i#i,... i, [ele (ar) #0}
csalddbdl.

Példa. Oldjuk meg a

61’1+ 81’2 = 86
Sx1+ 3xs =49
egyenletrendszert. Az
0 3 2 37
ap:=[16] ,a:=8] ,a3:=10] ,b:=| 86
) 0 3 49

vektorokkal ez

b= ria1 + xroao + r3as .
Kiindulés:

b= 3Te; + 86e, + 49e3 .
1. lépés: aq bevitele a bazisba.

Mivel a; = 6es + Hes, csak ex-vel vagy es-mal cserélhetjiik ki aj-et. Cseréljlink
ea-vel.

1 5
eg = —ap — —¢€
2= 5T g%
1 5
b= 3Tey + 86ez + 49e3 = 37e1 + 86[6a1 - 6eg] + 49e3 =
43 68
= ?al + 37e; — 363 ,
1 5
as = 3e1 + 8es = 3eq1 + 8(6a1 — 663) =

1 +3 20
= = e — —e
3111 1 3 3

a3z = 2eq1 + 3es .

2. 1épés: aq bevitele.
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Mivel ay = %al + 3e1 — %63, kicserélhetjiik as-t e1-gyel vagy ez-mal (hiszen 3 # 0

ill. 2 £ 0). Cseréljiink e;1-gyel.

1 +1 +20
e =——a;+ sax+ —e
1 gt ga2t ges,

43 68
b = gal +3761 — 363 =

4 4 1 20
= ?30/1 + 37[_§a1 + gag + 363] — 363 =

19 n 37 n 536
=——a1+ a2+ —e:
g @t ga 9 €3

4 1 20
agz = 2e1 + 3egz = 2[—7a1 + —as + —63] + 3eg =
9 3 9
8 . . 67
=——a1+ —as+ —e3 .
97t T3 T g
Utolso 1épés: ag cseréje ez-mal.
Az ag-ra kapott utolsé formuldbdl kifejezve es-at,

1
€3 = E(Sal —6(12—}—9(13) R
b——ga +£a +@e =
T T R
19 37 536
=—§a1+§a2 967 [8&1 —6a2—|—9a3] =
——
8/9

= b5a; + Tas + 8ag .
Tehat 1 =5, x0 =7, xz3 = 8.
Megjegyzés. 1) A kézi szdmitdsok meggyorsitdsdra a fenti eljarasnak iigyes
tablazatos elrendezései 1éteznek.
2) Az eljards numerikus stabilitdsa nem jobb az eliminaciés médszerekénél.

3) A béziscsere szerinti koordindtdkra val6 attérést f6leg nem egyenletrend-
szer megolddsara, hanem sok mds algoritmus (pl. a linedris optimalizdlds szimplex
modszere) részeként haszndljsk.

Altaldnos eset. Tekintsiink el most az {a1,...,a,} bézis C V, m =n
feltevésektdl. Kiindulva a b € IK™ wvektor kanonikus

b=bie1+ -+ bpen

E-beli felirasabol, hajtsunk végre egymdstol kilonbozo E-beli vektorok elhagydsdval
és A(:= {a1,...,an})-beli vektorok bevitelével elemi bdzistranszformdcidkat min-
daddig, amig az lehetséges.
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Ekkor valamilyen I C {1,...,n} és J C {1,...,m} indexhalmazokkal egy
B:={a;: tel}U{e;: jeJ}

alakd bédzisdhoz jutunk a IK™ térnek (tehdat #I + #J = m). Az a tény, hogy
tovéabbi ap € A\ {a; : i € I} oszlopvektorok méar nem viheték be dgy, hogy
{e; 1 j € J}-beli egységvektort hagyunk el, azt jelenti, hogy

lejlglar) =0 (G €J),
ap = Z up(ag)u = Z[ai]g(ak)ai €

ueB el
€ Span{a; : i €I} (k=1,...,n).

Vagyis az egyenletrendszer oszlopvektorai altal kifeszitett
U := Span(A)
altérre mar
U =Span{a;: i €1} .

Csak U-beli elemek lehetnek &1aq + - -+ + &pa,, alakd linedris kombindcidk. Ezek
felismerhetdk a B szerinti koordindtakbdl:

veU < eglgv)=0 (jeJ).

Tehét, ha 3j € J [e;](b) # 0, akkor nincs megolddsa a (*) rendszernek, ha pedig
le;l5(b) =0 (5 €J), akkor

z; = [a;]z(b) (iel), zx:=0 (ke{l,...,n}\J)
egy megolddsa (x)-nak.

Megjegyzés. Ha van megoldds, az dsszes megolddsokat tigy kaphatjuk, hogy a
maradék K := {1,...,n}\I-beli indexekre tetszbleges . (k € K) értékeket vesziink,
és a
blag : keK):=b— Zxkak
kel

vektorral
z; = lai]p (b(zk = k€ K)) (iel).

(V.6. a Gauss eliminécié 2) esete.)
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LINEARIS FUNKCIONALOK

Definicié. Legyen V egy vektortér (a IK test folott). A linedris V — IK fiigg-
vényeket V-folotti linearis funkciondloknak hivjuk. A
V' :={V — K lin. funkciondlok}
= L(V,K)

vektortér a V tér dudlisa (dudlis tere).

Megjegyzés. A dudlis tér kategérialméleti szempontbél kiemelkedéen fontos: A
IK folotti V' vektortér alapjan tisztan a linearitds fogalmaval egy lépésben csak két
4j vektorteret definidlhatunk: a V' = L(V,IK) ill. az L(V) = L(V,V) tereket.

A lineéaris funkcionédlok geometriai jelentoségét mutatja a kovetkezo.

Lemma. Egy vektortér bazis szerinti koordinatdi linedris funkciona-
lok. Azaz, ha E bazis CV ése € E, akkor e, € V'.

BizoNY{TAS. Az e, fliggvény linearitdsa adédik a szummécié linearitdsabol:

D Wp(&or + &ova)h = &vr + Eva
heE

§iv1 +&u2 =& Z Wy (v1)h + & Z hp(v2)h =

heE heE

D (Ghip(v1) + &bl (v2)) b

heE

ahonnan specidlisan e komponensére is e (101 + £2v2) = 1€z (v1) + &aep(v2).
A linedris funkciondlok jél lefirhatok geometriailag a O-teriik segitségével.
Példa. A ((a1,a2,a3), (81,52, 05)) = S, awf skaldrszorzattal IR® linedris

funkciondljai éppen a
¢o 13— (a,z) (a € IR?)
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fiiggvények. (Ezt elemileg is konny{i bizonyftani, és kovetkezik pl. az alfejezet
utolsé tételébél). Vegyiik észre, hogy a ¢, funkciondl O-tere, azaz a {z € IR? :
¢o(x) = 0} alakzat egy origdn dtmend sik, amely meréleges az a vektorra. Mivel
egy sikra merdleges vektorok IR3-ban egy az origén dtmend egyenest alkotnak, ha
a ¢, és ¢y, funkciondlok O-tere ugyanaz a sik, akkor az a, b(# 0) vektorok egymas
konstansszorosai, azaz ¢ = A, (3 A # 0).

Definicidé. Hasznilni szokds (az el6z6 példatél motivélva) a

(p,0) = (v,0) =¢(v) (vEV, eV
jelolési konvenciot.

A V vektortér hipersikjai a maximalis valodi alterei. Azaz

U hipersik CV & V £ U altér CV és Span(UU{v}) =V (0#veV).

Propozicid. Legyen U altér a V' vektortérben. Ekkor ekvivalensek
(i) U hipersik C V

(ii) 3 E bdzis CV Jec E U = Span(FE \ {e}) ,

(i) 3¢ € V'\ {0} U = ker(¢) ,

(iv) a V/U faktortér 1-dimenzids.

BizoNy{TAs. (i) = (ii): Legyen
Fbézis CU, eeV\U, E:=FU/{e}.

Mivel e ¢ U = Span(F), az e vektor linedrisan fliggetlen F-t6l, és igy az F
vektorhalmaz linedrisan fiiggetlen. Feltevés szerint Span(U U {e}) = V. Vagyis
Span(E) = Span(F U {e}) = Span(Span(F) U {e}) = Span(U U {e}) = V. Azaz
E bézis C V és U = Span(F') = Span(E \ {e}).

(ii) = (iii): Tegyiik fel, hogy F bézis C V és U = Span(F \ {e}) # V. Ekkor
sziikségképpen e € F (mésképp V = U volna). Most a

¢ =

valasztds megfelel:

(¢p,v) =€ep(v) =0, = v= Z hy(v)h = Z Wy (v)h € Span(E \ {e}) = U ,

heE heE\{e}
veU=Span(E\{e}), = IAe F(E\{e})) v=>Y_ Anhh
heE\{e}
($v) =" Ah) ($;h) =0.
heE\{e}

e’y (h)=dc,n=0
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(iii) = (iv): Legyen U = ker(¢), ¢ # 0. Vegyiink egy e vektort, amelyre <¢, e> #£0.
Allitéds: V = U + IKe. Bizonyités: Ha v € V, akkor

W) ), g
v ) €ker(p)=U , = eU+¢(e) cU+XKe.

Az allitdsbol (iv) azonnal jon, hiszen most a & — U + e leképezés linedris
K < V/U, és dim(IK) = 1.

(iv) = (i): Tegyiik fel, dim(V/U) = 1, és legyen e ¢ U. Ekkor e # 0 (modU), vagyis
az € := e+ U(€ V/U) mellékosztaly kiilonbozik 0 := U-t6l. Mivel dim(V/U) =1,
ez azt jelenti, hogy

VIU=Ke={¢: (cK}={te+U: £€K},

V= U M:U(fe—kU):]Ke—kU:Span(UU{e}).
Mev/U ¢ekK

Kovetkezmény. Altér metszete hipersikkal hipersik az altérben vagy
maga az altér.

BizoNYiTAS. Legyen U hiperstk C V és M altér C V. Most (iii) szerint U =
ker(¢) valamilyen 0 # ¢ € V' linedris funkciondllal. Legyen ¢ := ¢|M (a ¢
funkciondl megszoritottja M-re, azaz ¢ : M > v — $(v)). Vegyiik észre, hogy
e M. gy
MNU={veM: veU}l={veM: ¢(v)=0}=
={veM: (v) =0} =ker(¢) .

Ha tehdt M NU # M, akkor (iii) szerint M NU = ker(v) hipersik C M.
Megjegyzés. A (ii) = (iii) implikécié bizonyitdsabdl kideriil az is, hogy ker(¢) =
ker(z)) esetén a ¢, 1) linedris funkciondlok egymads nem-0 tobbszorosei. Ennél azon-
ban messze t6bb is mondhaté. A kovetkezd geometriai jellemzése a linedris funk-

ciondlok linearis fliggoségének az analizis egyik fontos linearis algebrai segédeszkoze
(pl. a Lagrange-multiplikdtorok hatterében ez 4ll).

Tétel. Legyenek v, ¢1,...,¢, € V'. Ekkor

(Vker(¢i) Cker(yy) = IA1,...; A =XM1+ + At -
=1
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B1zoNyiTAs. Kivélasztva a ¢; funkciondlok koziil minimalis szamnt, amelyek mag-
janak metszete mar kiadja az

U := ﬂ ker(¢;)
i=1
alteret, (és a tobbieket elhagyva), feltehetd, hogy
Upi= () ker(¢:) #U  (k=1,...,n) .
i £k

Mindegyik k indexhez vegyiink egy hy € Ux \ U Yektort. Az Uy és az U alterek
definicidja szerint ¢;(hy) = 0 # ¢r(hg) (i # k). Igy az e = mhk vektorok
jol-definidltak, és

¢i(ek):5ik (i,kzl,...,n) .

Megmutatjuk, hogy
=Y XN ahol  N=q(e) (i=1,...,n).
i=1

Bizonyitas: Legyen v € V egy tetszolegesen rogzitett vektor. Most

n

ui=v— Z o (v)er mellett

k=1
(Giru) = (@i v) — > On(v)(Pi er) =
k=1
= ¢i(v) — Z¢k(v)5ik = ¢i(v) — ¢i(v) =0 (i=1, ,n)
k=1

(th,v) = (Y, u+ ; or(v)er) = 1/)\(01@4- 2 o (v) <1/J)7\€1c> =
k
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A dudlis tér fuggvény-reprezentdcidja

Emlékeztetd. Véve egy tetszbleges E bazist a V vektortérben, V ~ Fy(E). Azaz
a V vektortér reprezentdlhato az E-n véges tartdju fliggvényekkel.

Nevezetesen, a v — [E 3 e — ef;(v)] leképezés egy V — Fy(E) izomorfizmus.
Ebben a reprezentdcioban az f € Fo(E) véges tart6ju fiiggvénynek a ) . f(e)e
vektor felel meg.

Lemma. Egy linedris funkciondlt egyértelmiien meghatdroznak egy
bédzison felvett értékei. Nevezetesen, ha ¢ € V' és E bézis C V, akkor

($v) = ep)de) (veV).

ecE
BizonyiTAs. Azonnal adédik ¢ linearitdsabol és a v =>"__p ep(v)e eldallitdsbol.

Tétel. Legyen E bézis C V. Ekkor tetszbleges f : E — IK fiigg-
vényhez létezik pontosan egy ¢y € V' funkciondl, amelyre

(pr,¢)=fle) (e€E),
és az f +— ¢y leképezés egy F(E) « V' izomorfizmus.

BI1zONYITAS. A lemma szerint a ¢; funkciondl egyértelmiien meghatérozott, ha
létezik, és

(¢r.0) = epv)fle) (veV).

eclE

Tetszblegesen adott v € V' vektor mellett az e — f(e)ez(v) fiiggvény véges tartéju
(mivel a v-t reprezentdls e — e/, (v) véges tartéjn). Igy a Yecp€p)fle) (veV)
Osszegek mind jél-definidltak. Az Gsszegzés linearitdsa miatt pedig
[v — Y. cpep)fe)] € V', és azonnal kovetkezik az R : f +— ¢y leképezés
linearitdsa is. Trividlisan f # g = ¢5 # ¢4. Végiil, mivel a lemma szerint

Y= ¢[6Hw(e)] eV,

fenndll R : Fo(E) < V.

Kovetkezmény. 1) Ha dim(V) = n < oo, akkor dim(V') = n.

2) Az Fo(X)'" dudlis tér azonosithaté F(X)-szel. Nevezetesen, az £ :=
{142y : = € X} fiiggvényrendszer* bazis Fo(X)-ben, és az f € F(X)
fiiggvényt azonositva az £ bazis szerinti ¢ fiiggvénnyel,

(f.9)=> fla)g(z) (feF(X), geFo(X)).

zeX
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Példa. Sokdig hires probléma volt az a kérdés, hogy az

fe+y)=f@)+fy), fA)=1 (z,yeR)

Cauchy-féle fiiggvényegyenletnek van-e mas f : IR — IR megolddsa, mint a trividlis
f(x) = x. A vélasz, amit elszor Hamel adott meg, épp az iménti tételen alapszik.

Vegyiik a valés egyenest mint a racindlis szdmok folotti IRq vektorteret. Ekkor
barmely f € (Rq)’ funkciondl megolddsa a Cauchy-egyenletnek, amelyre f(1)=1,
hiszen ekkor mindig f(z+y) = f(1-z+1-y)=1- f(z)+1- f(y). (Az Rq térrél
ld. a ”Dimenzié” alfejezet 3) példdja). Az egy-elemii {1} hamazt kiegészithetjiik
(rendkiviil sokféleképpen) egy H bézisivd IRq-nak. A tétel szerint van pl. olyan
frn € (Rq)’ funkciondl, amely a H \ {1} halmazon azonosan 0, és fy(1) = 1. Az
ilyen fy funkciondlok mindegyike olyan IR — @ fiiggvény, amely megoldédsa a
Cauchy egyenletnek. Ezek egyike sem lehet a trividlis x — = megoldas, mivel az
irraciondlis helyen irraciondlis értéket vesz fol.

Megjegyzés. Bebizonyithaté a tételbdl a végtelen szdmossigok aritmetikdjaval,

hogy
dim(V’) > dim(V) ha V nem véges dimenzids .

Példa. A 2-elemfi Z, := {0,1} test mellett j6l szemléltethetd az elébbi megje-
gyzés. Legyen X egy végtelen halmaz, V := Fy(X,Z 2). Most a 2) kdvetkezmény-
beli azonositast elvégezve,

V'~ F(X,Zs) = {ls: SC X} .
Ha B bézis C {1g: S C X}, akkor
dim(V') = #B = #B - #IN = #{15: S C X} = #{X részhalmazai} >
> #X = #E = dim(V) .

Megjegyzés. A linedris funkciondlok fiiggvény-reprezentaciéja alapjan kénnyen
meg lehet mutatni, hogy az el6z6 alfejezet tétele n(< oo) helyett végtelen sok
funkcionéllal altalaban nem allhat.

Példa. Legyenek a V := Fo(IN) tér dudlisdéban ¢ az 1x-nek megfeleld, ¢1, o, ...
pedig az 141y, 14}, .. . fliggvényeknek megfeleld linedris funkciondlok. Azaz

w:gHZg(k) . biig—g(d) (i=1,2,...).
k=1

Ekkor (J;2, ker(¢;) = {0} C ker(¢), de ¢ & Span{¢y,d2,...}. Ugyanis, ¢ €
Span{¢1, ¢2, ...} esetén valamilyen n < oo és Aq,..., A, mellett ¥ = D7 Apoy
volna, ahonnan az

1= (¢, 1{ny1y) = Z N (D1, Lins1y) =0

n

ellentmondés kovetkezne.
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Dualis bazis

Definicié. Legyen V egy vektortér és F bézis C V. Az E-szerinti koordiné-
tafunkciondlok csalddjit a tovdbbiakban E’-vel jeloljik, és az E bazis dudlisdnak
nevezzik. Tehat

E :={ey: ec E},
ahol € :v— [A€IK: v— e € Span(E \ {e})] (e€E).

(Az e} funkciondlnak ez a direkt lefrdsa kiolvashaté a ”Linedris funkciondlok”
alfejezetbeli Propozicié (ii) = (iii) implikdcidjanak a bizonyitdsabol.)

Propozicié. Legyen E bdzis a V vektortérben. Ekkor E' lin.fgtlen C
V’. Ha dim(V') < oo, akkor {e; : e € E} bdzis V'-ben.

BizoNY{TAs. Tegyiik fel, hogy e1,...,e, € E. Ha €} :=[e;]s (1 =1,...,n)-et irva

A€l + -+ Anel, = 0, akkor

0=Xei(e)+...+  en(e;) =X (j=1,...,n).
Tehét {e; : e € E'} lin.fgtlen C V.

Tudjuk: n = dim(V) < oo esetén n = dim(V”), és igy bazisa minden n-elemii
linedrisan fiiggetlen részhalmaza V'-nek. Vagyis ha {ei,...,e,} bdzis C V, akkor
{e},... e} bazis C V.

Megjegyzés. A V' dudlis tér E bézis szerinti
o= eV': (he)=fle) (e€B)] (f€F(E)

fliggvényreprezentacidjaval

6357 = d)l(e} (e€E),

Span(E’) = {gbf : fe Span{l{e}}} = {qbf : fe Span(]—"o(E))} .
Ha tehdt a V' vektortér végtelen dimenzids, akkor Span(E’) # V' = {¢; : f €
F(E)}. Vagyis végtelen dimenzids vektortér bdzisinak a dudlisa nem bdzis a dudlis
térben.
Definicié. Ha a V vektortér véges dimenziés és E bézis C V, akkor az

E' :={efz: ec E}

funkcionélcsaladot az E béazis dualis bazisanak nevezziik.
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Megjegyzés. Mivel a linedris funkciondlokat meghatdrozzdk egy bazison felvett
értékeik, egy n-dimenzids téren az {e1,...,e,} bézis dudlisa az az {e},...,el}
funkcionélcsaldd, amelyre

<€;7€j>:6ij (i,j:l,...,n).

Véges dimenzids tér reflexivitasa

Lemma. Legyen V egy vektortér és a € V. A V' téren értemezett
do : ¢ — (¢, a) leképezés linedris funkciondl V'-n, azaz V" -be tartozik.
A v — §, leképezés a V vektortér injektiv linedris leképezése a V'
bidualis egy alterére.

Bi1zoNYIiTAS. Egy §, alakt funkcionél linearitdsa, azonnal adédik a

6a(A1d1 + Aad2) = (A1 + Ao, a) = A1 (91, a) + Aoz, a) =
= AMda(@1) + A20a(@2) (p1,02 € V', A1, X2 € K)

levezetésb6l. Azaz 6, € (V') =V" (a € V). Hasonléképpen

5/\1al+)\2a2 (¢) = <¢7 Aray + >\2a2> = )\1<¢7 CL1> + )\2<¢7a2> =
:A15a1(¢)+)\25a2(¢) (¢€Vl7 a17a2€v7 >\17)\2€]I(> 9

ahonnan [a — d,] € L(V,V").

Végiil, ha a,b € V és a # b, akkor az e := a — b vektorra e # 0 és §, —
0p = .. Tehdat, ahhoz hogy beldssuk a v — §, leképezés injektivitdasat, azt kell
megmutatnunk, hogy most d. # 0, azaz hogy d.(¢) = (¢, €) # 0 valamilyen ¢ € V'
funkciondl mellett. Mivel e # 0 az l-elemli {e} vektorhalmaz linedrisan figget-
len. gy Hamel tétele szerint kiegészithets egy E bazisava V-nek. Most de(ey) =

(ez,e) =1#0.

Megjegyzés. A bizonyitas kozben beldttunk egy dnmagdban is érdekes (bar nem
meglepd) tényt: Minden nem-0 vektorhoz taldlhatd olyan linedris funkciondl, amely
anndl a vektornal nem-0 értéket vesz fel.

Definicié. Legyen V egy vektortér ésv € V. A

8y = [V'2 ¢ (¢,0)]
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funkciondlt a v vektor bidudlis bedgyazottjanak nevezziik. Szokdsos még a v” jelolés
is a Diractdl szérmazé J, helyett. A v — 9§, leképezés a V tér kanonikus beidgyazasa
V" -be. Jelolésére gyakran haszndljak V — V' szimbdlumot.

Tétel. Legyen V egy vektortér és E := {ey,...,e,} bdzis C V. Ekkor

1) dim(V’) = dim(V") = dim(V®) = ... = n,
2) E® bazis c VIO (k=1,2,...),

) V"'={0,: veV}.
4) B = {5@ D= 1,...,n}.

Bi1zoNyiTAs. 1)2) indukciéval kovetkezik az eléz8 alfejezet Propoziciéjabol.
3) A v ¢, izomorfia (linedris 1 — 1-leképezés) V és a V" bidudlis U := {d, : v €
V} altere kozott. Ezért dim(V) = dim(U), és igy dim(U) = dim(V"”) = n. Egy
n(< oo) dimenzids térnek azonban csak dnmaga lehet n-dimenzids altere.
4) Legyen

¢ =lejly, ¢ =lef]p (j=1,...,n).

Tudjuk: E” mint az E’ duélis bézisa egyértelmiien jellemezhetd a
<ei”,e;->:5ij (i,j=1,...,n)

reldcidkkal. Csakhogy

(Oe,,€) = (ei ) = by (i,j=1,...,n)
is 4ll. Tehdt ¢/’ =6, (1 =1,...,n).
Megjegyzés. A V tér (algebrai értelemben vett) reflexivitdsa alatt azt a tényt
értjik, hogy a biduélis bedgyazottja (a {6, : v € V'} altere V"-nek) kiadja a teljes
V’-t.

Szokés ezért azonositani a V' teret a kiinduldsi V-vel tigy, hogy a ¢, bedgya-
zottat mindig azonosnak tekintjitkk v € V-vel. Ezzel az azonositdssal

Ve — (V//)/ . vl v — (V(S))/ — v
Ve — (V(4))’ -V V() — (V(g))/ v

fgy értelmet kapnak a

(0, W) (@ e Ve g e ym)
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alakii kifejezések is. Az I, : V() 3 05 (p=0,1,...) azonosité leképezésekkel

(0, W) := (I7 " Iyt @, I Ik 0

Megjegyzés. Ha a V tér végtelen dimenziés, dim(V) < dim(V’), mint mér
megjegyeztiik. Tehat algebrai értelemben csak a véges dimenzics terek reflexivek.
Azt a tényt, hogy egy véges dimenzids vektortér dudlisa is ugyanannyi dimenzids,
mint az eredeti tér, bazisfiiggetlen médon nem lehet kihasznalni.
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MATRIXOK

Linedris leképezés vektor reprezentacidja

Tétel. Egy linedris leképezést egyértelmiien meghatarozzak egy bazi-
son felvett értékei. S6t, ha Vi, Vs vektorterek és E bazis C Vi, akkor

VAg: E -V, 3'A€£(V1,V2) A‘E:AO
Nevezetesen, ez a A: ) pe-er D cp&Aole) leképezés.

B1zONYITAS. A ”Linedris funkciondlok fiiggvény-reprezenticidja” alfejezet tétele
ennek a V5 := IK specidlis esete. A bizonyitds sz6 szerint dtvihetd (az ottani
f: F — KK fliggvénynek itt Ag : E — V5 felel meg).

Példa. A Cauchy-féle fiiggvényegyenlet 6sszes megolddsait le tudjuk {rni IRq egy
bézisa segitségével a tétel alapjan:
Ha f megoldéasa a Cauchy-egyenletnek, akkor

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2- f(0),= f(0) =0,
f@)+ f(=2) = flx—2) =0,= f(-2) = —f(z),
flnz) =fla+-+z)=fl@)+ -+ [flz)=n-fz),

n-f(5x) = flma) =m- f(x),= f(Sc) =
flo-z)=p-flz) (pe@ ,zeR).

Kovetkezésképpen ilyenkor az f fiiggvény IRq — IRq linedris. Masrészt barmely
[ € L(IRq)-re trividlisan f(xz +y) = f(x)+ f(y). Igy

{feFM): fla+y)=fl=)+f(y) (z,y e R)} =L(Rq) .
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Vagyis véve egy tetszoleges H Hamel-bazist IRq-ban, tovdbba egy tetszdleges fj :
H — TR fiiggvényt, fo-nak a @ -linedris kiterjesztésével IR-re megkapjuk az f(z +
y) = f(x) + f(y) egyenlet egy dltaldnos megolddsat.

Megjegyzés. Ettél kezdve elsésorban VEGES DIMENZIOS terekre mondjuk ki
az eredményeket. Az dltaldnositasuk tetszoleges vektortérre nagyrészt egyszerti for-
malitas. A legtobb végtelen dimenzids Hamel-bézis algoritmikusan dttekinthetelen
szerkezete miatt azonban ezek az altaldnositasok ritkan taldlnak olyan érdekes al-
kalmazasra, mint az el6bbi példa.

Definicié. Legyen V egy n-dimenziés vektortér. Az E := (ey,...,e,) € V"
vektor-n-es rendezett bazis V-ben, ha {ej,...,e,} bazis C V. Formuldkban ezt
reldciét az E rend.bazis C E kifejezéssel roviditjiik.

A tételbdl azonnal addédik az alabbi.

Kovetkezmény. Ha dim(V;) = n és E := (ey,...,e,) rend.bazis C
Vi, akkor

V(a1,...,an) € Va3t 1 A€ L(V4, V) Aej=a; (j=1,...,n).

Definicidé. A tovébbiakban A(E)-vel (vagy AE-vel) jeldljiik az
A(E) := (Aey, ..., Aey)

vektorrendszert valahdnyszor A egy Vi — Vs fiiggvény és E := (eq,...,e,) € V™.
Léttuk: V F e VJ* 31 A: V4 — Vs linedris A(E) =F.

Ennek alapjan bevezetjiik a kovetkezd jelolést:

F:E:=[Ae€L(Vi,Va): AE =F] (E rend.bazis C Vi, F € V') .

F
Az F : E alak helyett a formuldk szuggesztivabb kifejezése céljabdl F'/E-t ill. E_t

F
is frunk (pl. all az EE = F azonossig).

Példa. 1) A IK testet (IK-folotti) 1-dimenziés vektortérnek felfogva, akarmelyik
a # 0 szadmra {a} bazis C IK, és igy (a) rend.bazis C IK. Bérmely b € IK mellett

{(0)}/{(a)} a
{0)}/{(a)} : 2= (b/a) -z

linedris IK — IK leképezés.
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2) Altalaban is,

by bl/a
{l: e Keamae |
by, bn/a
3) E-vel jelélve IK™ kanonikus bézisdt (azaz e; := (0;; : j = 1,...,m) az

i =1,...,m indexekre), ha F := (¢1,...,¢m), ahol ¢1, ..., ¢ € K, akkor F/E €
LK™ K) = (IK™) az
F/IE: (&: j=1,....m)—cz1+ - +cntm

linearis funkcional.

4) IK™-ben véve tetszileges E rendezett bazist, ha F' € (IK")™ a 0 € K"
vektor m példanyabdl 4116 m-es, akkor trividlisan F/E : x — 0.

5) IR% -ben rendezett bazis az

E = (e, e2) ={G> ’ (_D}

par. Az F := (e1, —es) parba E-t az
F/E : &1eq + &aen — E1e1 — a6
(62~ (i)
Qg aq
linedris IR? — IR? leképezés viszi at. Ez geometriailag titkrozés az IRe; egyenesre.

Propozicié. Legyenek V,W,Z vektorterek. Tegyiik fel, hogy
dim(W) = dim(Z) = n, tovdbbda E € V™ egy tetszbleges vektor-n-
es Z-bdl és F, G rendezett bazisok W-ben ill. Z-ben. Ekkor

Q

].) f:.dZ:[Zl—)

2) = o =

d
E
=

HEQ

Ql =
|

Ql =

B1zoNYITAS. Legyen E := (e1,...,en), F := (f1,-.-, fn), G := (g1, .., 9n). Ekkor
G n n
;oeem), = ek > Ggi > G
j=1 j=1

G=1...,n),

L
Tak

Sh
T

&

[\
~—

o

e QI
QA &
S

<

|

&
(4]
<
—
.
|
J—‘
S
~
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EF E
vagyis az — — leképezés egybeesik E—Vel a G bézison, igy mindentitt is.

FG

Megjegyzés. A propozici 2) pontja mutatja, miért célszerti a linearis leképezések
Osszetételét a szamok szorzdsdhoz hasonléan A o B helyett AB-vel jeldlni.

Bar ”vektort vektorral osztani” nem lehet, formalisan beszélhetiink rendezett
vektor-n-esek osztdsardl, ha a "nevezd” bdzis egy n-dimenzids vektortérben (a
"hényados” egy linedris leképezés). Tehdt a nem-zéré szdmokkal analég szerepet
a bézisok jatsszak. Késébb a determindnsok definicidjanak ez az észrevétel lesz a
heurisztikus alapja.

Linedris leképezés matrix-reprezentacidja

Direkt szamitasok céljara egy linedris leképezés vektor-reprezenticiéja még
kevéssé alkalmas, ahhoz csupa szamokbdl allé objektumokat célszerti hasznalni.
Ilyet a vektor-reprezentacd alapjan mar konnyl konstrudlni: Egy n-dimenzids
térben a vektorokat azonban barmelyik bazis segitségével szam-n-esekké kédolhat-
juk. Mivel egy m-dimenzids térbol n-dimenzidsba vivé linearis leképezést toké-
letesen lefrhatunk m db. n-dimenzids vektorral, igy azt tokéletesen reprezen-
tahatjuk n x m szammal a kovetkezOképpen.

Definicié. Az A € £(V1,V3) leképezés matrixa a Vi-beli E = (eq,...,e,), ill
Vo-beli F := (f1,..., fm) rendezett bazisok szerint az

{(i7j)H<f;,Aej>: i=1,...,m; jzl,...m}
fiiggvény, ahol (f{,...,fl) =: F' az F rendezett bézis dudlisa. A fizikusok ter-
minolégidjdhoz kozelebb allé széhaszndlattal ez az A operator matrixa az F, I
koordinatarendszerekben, amelynek jelolése
F'AE .

Tétel. Ha Vi, Vs vektorterek, E := (ey,...,en) és F := (f1,..., fn)

rendezett bazisok Vi-ben ill. V,-ben, akkor

Va:{l,...,m} x{1,...,n} =K 1 Ae L(V,V3) F'AE =« .

BIZONYITAS. Legyen a := [(i,§) — a;; : i =1,...,m; j=1,...,n| tetszdlegesen
adott. Tegyiik fel, hogy az A € L£(V7, V2) operédtor métrixa az F, F' koordindtarend-
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szerekben «. Ekkor

Aej =Y (f], Ae)fi =
i=1
:Zazjfl (.7_1’ 777’) )
i=1
Av = AZ<€9, v>ej = Z<ej,v>A6] =
j=1 j=1
:ZZQM@J,@L (veW)
i=1 j=1

lehet csak. (Emlékezteté: a szummadzdsokat tetszéleges sorrendben tehetjik.)
Tehat « egyértelmiien meghatdrozza az A operatort. Mésrészt, a legutébbi for-
mula barmely « : {1,...,m} x {1,...,n} — K mellett értelmes, és olyan linedris
A Vi — V; leképezést definidl, amelynek métrixa a fenti szdmitdsok megforditha-
tosaga alapjan éppen .

Definicid. A IK test folotti m x n-es matrixnak nevezziik az

a:{l,....m} x{1,...,n} - K (M)

(ia j) = Qi

alaku fuggvényeket. A csalddjukat Mat(m, n, IK) szokta jelolni (ha a IK test nyil-
vanvalé a kontextusbdl, irhatunk Mat(m,n)-et egyszeriien).

A matrixokkal valé szdmoldshoz a linedris algebra kifejlesztette a kovetkezo
nagyon hatasos és természetes irasmédot: Az

a11 12 e A1n

Q21 Q29 . Qon
o=

Am1 Om2 ... Qmp

téblazatos format hasznaljuk az (M) elméleti alak helyett. Ezt az

= (aij)211,?:1

kifejezéssel roviditjik.
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Megjegyzés. Ha az A operdtor métrixa a := (aij)ZL;:l’ az (e1,...,n),
(f1,--., fm) koordindtarendszerek szerint, akkor a hatdsat a kovetkezSképpen ir-
hatjuk le:
A: e1 es . en
! ! !
anfi afi anfi
+ + +
az1 f2 Q22 f2 Q2p f2
+ + +
+ + +
Am1fm  Omafm Omnfm

Kiilonosen fontos ennek a kdvetkezé alapesete.

Definicid. IK" rendezett kanonikus bézisa az

1 0 0
0 1 0
]-'n = N ) : ) * ) N
0 0 1

egységvektor-n-es.

Ha az A € L(IK",IK™) métrixa (aij)m " aa kanonikus 1,,, 1,, koordin4-

i=1,j=1
tarendszerek szerint, akkor a hatéasa
€1 €2 €n
o1 a2\ o [ Qin
Q21 Q22 | - | Q2
e ,

Qm1 Qm?2 Qmn

ahol eq,es, ..., e, rendre az 1,-beli egységvektorok.

Definicié. Az el6bbi észrevétel alapjan szokésos (féleg az alkalmazott mate-

matikdban), hogy az A : IK" — IK™ lineéris leképezéseket azonositjuk az 1, 1.,
rendszerbeli métrixukkal.

Példa. A m x n-es métrixokat azonositva a linedris IK™ — K™ leképezésekkel, egy
A € L(V1,V3) operdtor métrixa az E, F' koordindtarendszerben nem més, mint

F'AE = (1,,: F)A(E:1,) (K"->K™).
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m

BI1zoNYITAS. Legyen Ae; = Zaijfi (j =1,...,n). Az (E : 1,) operator IK"
i=1

j-edik egységvektorat, egn)—et ej-be, (1, : F) pedig fi-t egm)—be viszi. Vagyis

1,,: F)A(E:1,): e Edn o A pe. = ;i fi i ai'e(-m).
] J J J 74
i=1 i=1

Megjegyzés. Az m x n-es matrixoknak mint {1,...,m} x {1,...,n} — K fiigg-
vényeknek van természetes Osszege és IK-keli skalarokkal valé szorzata. Azaz a
Mat(m,n,IK) tér vektortér a IK test f6lott az

Q11 ... Ol1p Bir ... Bin Aapi+pbi o Ao tpBin
Mo ST = : :
QAm1 ... Qmp ﬁml e 6mn )\aml+ﬂﬁml HER )‘amn""uﬁmn

miiveletekkel (a, B € Mat(m,n,IK), A, u € IK). Ez kompatibilis az el6bbi azonosi-
téssal: Trividlisan teljesiil altaldban is a kovetkezo.

Lemma. Ha az A, B € L(V},Vs) operdtorok matrixa az E, F koordi-
ndtarendszerek szerint rendre a, f € Mat(m,n,IK), akkor tetszéleges
A, i konstansok mellett AA + pB matrixa E, F szerint Ao + ug.

Definicié. Legyenek Vi, Vs vektorterek. A ¢ € V{ funkciondl szorzata az f € Vs
vektorral az

f@o: Visve o) f

linedris leképezés.

Tétel. Legyenek E := (ey,...,e,) ill. F := (f1,... fm) rendezett
bézisok a Vi ill. Va vektorterekben, (e},...,e) il. (fi,...f.) pedig
ezek dualisai. Ekkor

1) a— Zaijfi @€ egy Mat(m,n,IK) < L(V1,Vz) izomorfizmus,

i=1

2) a = FFAE & A:ZZaijf&@e; (o € Mat(m,n,IK), A€
i=1 j=1

L"(Vla ‘/2))
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BIzZONYITAS. 2) = 1) automatikusan adddik.
2) =: Tegyiik fel, hogy a = F'AFE és v € V;. Ekkor

v=> ¢&e; ahol &i=¢;(v) (j=1,...,n)

j=1
Av) = A(Z fjej) = GAle) =D &> aiif; =
j=1 =1 j=1 i=1
=YD ai&ifi=> > auifi @ €j(v) .
i=1 j=1 i=1 j=1
<: Tegyiik fel, hogy A = i i aii fi ® e;-. Ekkor
i=1 j=1
Aler) = Zai]fz ® €j(ex) =
i=1 j=1 5jk
_zm:aikfk , = Oz:F/AE.
i=1

Matrix szorzas

Kérdés. Hogyan lehet két linedris leképezés Osszetettjének a matrixat kifejezni a

két leképezés matrixai segitségével?
Azaz, ha az A, B linedris operédtorok Osszetételére

AB: Vi v, Evy

és Ey rend.bézis C Vi, (k= 1,2,3), akkor az
o= E{AE; = [A matrixa, EQ,El—ben] , B3:=E\BE3 = [B matrixa, E3,E2—ben]

métrixok a;; ill. Bk egyiitthatéval
=7

v := E{(AB)E3 = [A o B métrixa E3, E1-ben]
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Megjegyzés. Az o ill. 3 matrixokkal azonositott

(m2) (n2) (n2) (n3) (n3) (n3)

e ey en, e e eny
! ! ! ! ! !
aq1 12 e Qin a1 a2 e (651
Q21 Q22 e Qonp, Q21 Q22 T Qop
Qm1 Qm2 Qmn ’ Qm1 Qm2 Qmn

altal meghatdrozott linedris IK™? — IK™* ill. IK™ — IK™? leképezések a3 Osszeté-
tele éppen a v matrixszal van azonositva!

BizoNYiTAS. Tudjuk:

1, E2 1, ES 1, E3
=FAFE, = 2 A =FE,BE; = 2B = F/ABE; = 2 AB—.

« 1 2 E]_ 1n2 ) ﬂ 2 3 E2 177,3 . 1 3 El 177,3
Innen az egyszeriisitési szabdlyok szerint

1, Ey, 1, E

yo= T2 Crep 8
El 1n2 E2 1TL3
= = 16

Tétel. Az el6bbi jelolésekkel

mn2
’yik:Zaijﬂjk (iil,...,nl,kil,...,ng).
j=1

BI1ZONYITAS. Az E,, rendezett bazisokat

Epo= (™, e™)  (m=1,2,3)

Y TN,

alakban véve,

ni no no nsa

A= Zzaijegl) ® e§2)/ . B= ZZﬂjke§2) ® 31(63), .

i=1j=1 j=1k=1

Mivel linearis leképezések Osszetétele az Osszeadasra nézve disztributiv,

ny no no ns

AoB=> "> Zaijﬁj*k[egl) ® e§2)/] . HE) ®e’(€3)/} .

i=1 j=1j*=1k=1
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Eszrevétel: [e@¢|o[f@v] =0(f) e® .

Bizonyitds: Minden x vektorra (i) értemezési tartomany&bdl)

= le®¢] [W(@)f] =
=P(z)e@ o(f) = P(z)o(f) e =
(v (x)e=o(f)

le@g]o[f©y)(

Az észrevétel alapjan

0 ha j # j*
(1) (2)7 (2) 37 _ J 7
[e;” @e; ] o [ej @ey ]_{egl)®e,(€3)' ha j = "
Innen
ni ns
10B=3°3" S 0l o f
i=1 k=1 j=1

Kovetkezmény. Altaldban is, le@ o] [fov]=¢(flex .

Definicié. Az a € Mat(¢,m,IK) métrix dsszeszorozhaté a 3 € Mat(m*, n, K)
métrixszal, ha m = m*, azaz ha a-nak ugyannyi oszlopa van, mint ahany sora
B-nak. Ebben az esetben

= (i%‘jﬂjkl i=1,...,¢, k;:l,...,n) € Mat(¢,n)
=1

az « és 8 matrixok szorzatmatrixa.

Lattuk, hogy az egységvektorokat « ill. (3 oszlopvektoraiba dtvivé linedris
leképezések Osszetétele éppen az egységvektorokat o3 oszlopaiba vivé lineéris le-
képezés.

Ettol kezdve a linedris leképezések Osszetételét altalaban is a szorzatuknak
nevezzik.

Megjegyzés. Az a métrix szorzasa -val a tabldzatos elrendezésben a kévetke-
z0képpen szemléltethetd: Helyezziik a jobb f6ls6 sarka f6lé 8-t ( aﬂ ). A két
matrix akkor szorozhaté Gssze (ebben a sorrendben), ha « {616tt kozottiik négyzet

alakd hely van ( SB ). Ekkor a v := a8 métrix minden elemét a ndla keresztez6dd
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a-beli sor és (-beli oszlop skaldrszorzata adja kiviilrél befelé haladva:

61]’
62j
ﬁSj

6mj

Qi1 Q52 Q43 Aim - Yij

ahol  7ij = i, B1j + @iy P25 + iy B35 + - -+ + i, Bimy-
Tétel. A métrix szorzds asszociativ.

B1zONYITAS. Tegyiik fel, hogy «, 3, egymés utén 6sszeszorozhaté matrixok. Azo-
nositsuk 6ket az egységvektorokat az oszlopaikba vivé

o K™ «— K™ 6 IK™ «— K" v K™ — K™
linearis leképezésekkel. Ekkor

af=aof  (af)y=(aof)oy
By=pBoy  a(By)=ac(Bo7).

De altalaban is, leképezések dsszetetétele asszociativ.

Példa. 1) (;) (34) = (22)7 mig (3 4) (%) = (11). A tipusok kiildnbsége miatt
szOba sem johet a kommutativités.

2) A métrix szorzds még azonos tipusi négyzetes métrixokndl sem kommu-
. .7(00Yy 01\ _ (00 ( 701\ (00 _ (10
tativ: (7g) (50) = (01)> mig (o) (Vo) = (g0)-
3) Ha az A métrix i-edik sora csupa 0, akkor barmely B mellett AB i-edik sora
0. Ugyanigy, ha B j-edik oszlopa 0, akkor barmely A-ra 0 az AB j-edik oszlopa.

4) Ha egy négyzetes métrix f64tléjan kivil csupa 0-k vannak, akkor azzal
a balrdl szorzas hatasa az, hogy a szorzott méatrix sorai az atlébeli elemekkel
megtobbszorozodnek. Jobbrol szorozva a hatas analég az oszlopokra:

/\1 )\lxlo )\1
X = , X = ()\133.1"'/\133071)
)\n /\1£En. >\n
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ahol x;e ill. .; az X matrix i-edik sordnak ill. j-edik oszlopdnak egy szokdsos
jelolése.

5) Valds a, b értékek mellett az

I:a+bi— (a _b>
b a

kolesonosen egyértelmi linedris ¢ — Mat(2,2,R) (de nem réképezés). Az
I(Zl)I(ZQ) = 1(2’122) (21,22 S (D)

relacié is all a matrix-szorzds szabdlyai szerint. Szokasos a komplex szamokat
éppen a 2 x 2-es valds Z_S) alakd matrixok szorzasi tulajdonsigaival bevezetni.
Maga I(z) nem més, mint Cg tér (1,7) rendezett bazisa szerinti métrixa a ¢ — z¢
leképezésnek.

Vektorok és funkciondlok matrixa

Propozicid. Legyenek V, W vektorterek, A € L(V, W) egy operdtor és
E:= (e1,...,e,) rendezett bazis V-ben ill. F:= (f1,..., fm)rend.bdzis

C W. Ha av € V vektor E-szerinti koordinatdi rendre vy, ..., v, (€
K), akkor az Av vektor F-szerinti wy, ..., w,, koordindtdira

w1 ail . A1n U1

Wm Gm1 -+ OGmn Un

ahol (a;;);", ?:1 az A operdtor matrixa E, F szerint.
BIZONYITAS. w; = (f, Av) = LAY vjej) = > i (s Aeg) vj.
———

Qi j
Bemutatunk egy masik bizonyitast is, amelyik az Osszetett leképezés mat-
rixdnak szorzatmatrix tulajdonsagan alapul.
vy
A ¢ — &v leképezés IK — V, amelynek matrixa (1), E-szerint < > Ezt
Un
Osszetéve A(: V. — W)-vel, a £ — Av leképezést kapjuk, amely IK — W és ame-

U1 , w1 v
lynek < : ) az (1), F-szerinti métrixa. Igy ( ) = [A métrixa] ( 1)

Won Wi, [

U

Definicié. Legyen E := (eq,...,e,) egy rendezett bazis a V vektortérben. Ekkor
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av= Z?:l vje; € V vektor matrixa az E rendszer szerint az

U1
FEv:.=
vi=

Un,
oszlopmaétrix (n x 1 tipust, eredeti fiiggvényforméban [(1, ) — v;]).

Kovetkezmény. F'(Av) = (F'AE)(E'v) a propoziciébeli esetben.

Megjegyzés. 1) Az E'v jelolés eredete: ha v = 37 vje; az E := (e1,...,¢p)
rendezett bdzisban, akkor az egyiitthatékra v; = (€},v) (j =1,...,n).

2) Ki lehet alakitani egy formalis kalkulust a kovetkez6 jelolési konvencid
alapjdn: Ha F := (f1,...,fm) a W vektortér egy rendezett bazisa és Z :=
(21,.-.,2n) € W™ egy vektor-n-es (lehet n # m is), akkor F'Z jelentse az F'Z :=
((f! 7Zj>):-r;1?:1 matrixot. Ez 6sszhangban van az eddigi F'AFE jeloléssel, hiszen
ezzel is F'AE = F'(AFE) = F'(Aey, ..., Ae,) ha E, F rendezett bazisok. Mdsrészt
szinte tetszOleges zardjelezéseknek helyes interpretaciét adhatunk, ha azonos tag-
szamu E, F rendezett bazisokra az FE' szimb6lumot az F : E linedris leképezésnek
feleltetjik meg. Pl. igy (F'AE)E'v = F'A(EE")v = F'A(E : E)v = F' Av.

Lemma. Legyenek V,W vektorterek, E := (e1,...,e,) rend.bdzis C
Vill. F:=(f1,..., fm) rend.bézis C W.

1A (ﬂl . ﬂn) sormdtrix a ¢ := (e +-- -—|—ﬂne;1) : V — IK linedris
funkciondl mdtrixa az E’, (1) koordindtarendszerekben.

2) Az <a. > (Br...0n) = (aiﬁj)zlz;l matrix a v®¢ operator matrixa
az I, F koordindtarendszerekben, ahol v := ) . o;f; és ¢ := Zj Bje;-

(631

3) R"-ben az <(a1, cey ), (B, ,Bn)> =Y., a;3; skaldrszorzat
B1
az (aq, ..., Q) ( ) 1 X 1-es szorzatmatrix egyetlen egytitthatdja.

n

Bi1zoNY{TAS. 1) Definicié szerint ¢ € L£(V,IK) métrixa E, (1) szerint (1)'¢E =
(p(e1) ... d(en)). Itt @le;) =B; (j=1,...,n).

2) F'lv®¢)E = ((fl,v @ le;))) iy 1y It

i=1,j=1"

(fi 0 ®ley)) = (i, dles)v) = Bleg) (i, v) -
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3) trividlis.

Példa. A (192 1126) = (i) (3 4) métrix az e := (Zg) e R? egységvektor Re

egyenesére valé merdleges vetités 25 = (5 - 5)-szorosére nagyitottja.

Ugyanis a ¢ : © — (z,¢) funkciondllal () (34) nem mds mint az (5e) ® (5¢) :
IR? — IR? operdtor métrixa a kanonikus koordinatdk szerint. Tudjuk: mivel e
egységnyi hosszii ((e,e)'/? = 1), az x — (x,e)e leképezés az IRe egyenesre valé
merOleges vetités.

Inverz matrix, GL(V)

Tudjuk: nem akdrmelyik két matrix szorozhaté Gssze. Ahhoz, hogy az «,
maéatrixoknak mind az af mind a fa szorzata értelmezheté legyen, sziikséges és
elegendd, hogy ugyanannyi sorral rendelkezzenek mint oszloppal.

Tekintsiik tehat Mat(n, n, IK)-t a métrix-szorzds miiveletével. Ennek megfele-
l6en vegylink egy n-dimenzids V' vektorteret és egy E := (eq,...,e,) rendezett
bézist benne.

Kérdés. Mi egy n x n-es matrix szorzas szerinti inverze? Egyéltaldn, mi a matrix-
szorzas egységeleme, és invertalhaté-e ebbe minden méatrix?

Eszrevétel. A T : A — ((e}, Aq))?j:l leképezés szorzastarté kolcsondsen
egyértelmii megfeleltetés az n x n-es métrixok és a linedris V. — V operatorok
kozott (azaz T'(af) = T(a) o T'(F) mindig). Ez a tény az eléz6 alfejezet tételének
egyik direkt, de igen fontos kovetkezménye.

Emlékeztetd. Altaldban is, ha S egy halmaz, az id : S > = — x identitds-
leképezés az Osszetétel egységeleme: idoy = poid = ¢ minden ¢ : S — S leképezés
mellett. Pontosan az S < S leképezések invertalhatdk jobbrdl és balrdl egyszerre
az Osszetételre nézve, és ezek (az Osszetétel miiveletével) csoportot alkotnak. Maga
a @ : S« S leképezés inverze a forditott p(x) — x leképezés.

Definicié. Az linearis V « V leképezéseket invertalhaténak nevezziik. A
GL(V) := {L£(V) invertalhaté elemei}
csoportot (az Osszetétel miiveletével) a V' vektortér dltaldnos linedris csoportjanak

nevezziik*. A GL(V') egységelemét jelent6 id : v — v identitdst a tovabbiakban
egyszeriien az 1 jeggyel jeloljik, ami arra utal, hogy ez a leképezés nem mas,

* Az angol general linear group terminus a GL jel6lés eredete.
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mint a v — 1 - v szorzds az 1 konstanssal. Altaldban is szokés csak A-val jelolni a
v = X - v leképezést tetszoleges A € IK mellett.

Propozicid. Véges dimenziés V vektortér esetén egy A € L(V) leké-
pezésre ekvivalensek

(i) Ae GL(V),

(ii) AE bézis C V valahdnyszor E bézis C V|
(i) 3 F bazis C V AE bézis C V

(iv) A injektiv, azaz Av #0 (v #0) .

B1zoNvyiTAs. (i) = (ii): Tudjuk, hogy a kolcsondsen egyértelmti linedris leképe-
zések miivelettarték (vektortér-izomorfizmusok), {gy minden véges algebrai tulaj-
donsédgot atvisznek a képiikre. Specidlisan bazisokat képtérbeli bazisokba visznek.
(Elemi bizonyitéds: Legyen A € GL(V) és E bazis C V. Ha ) . | \;Ae; = 0, akkor
S e = AT N Ae; = 0, ahonnan Ay = -+ = \, = 0. Vagyis az AF
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Mésrészt Span(AFE) = ASpan(E) = AV =V,
és ezzel AE bézis C V)

(ii) = (iii): Trivialis.
(iii) = (i): Ha E, AE bédzis C V, akkor V = Span(AF) C Span(AV) = AV, azaz
ran(A) = V. Ilyenkor az Av = A} pep(v)e =) e (v)Ae felbontds szerint
az AE bézisban

[Ae)yp(Av) = ep(v)  (vEV).

Ha tehdt u # v, akkor valamilyen e € E bazisvektor mellett ez(u) # ex(v),
és ezzel [Ae])yg(Au) # [Ae]y g (Av), azaz Au # Av, ami mutatja az A leképezés
injektivitdsat.

(i) = (iv): Triviélis.

(iv) = (i): Mivel a kolesondsen egyértelmi linedris leképezések vektortér-izomor-
fizmusok az értelmezési tartomanyuk és a képteritk kozott, dim(AV) = dim(V).
Ha ez a dimenziészdm véges, AV C V miatt csak AV = V lehet (mint ldttuk
kordbban), azaz A : V < V ilyenkor.

Megjegyzés. Végtelen dimenzidban nem igaz, hogy egy injektiv linedris V — V
leképezés mindig V < V.

Példa. A V := Pol(IR) esetben az A : p +— z-p (ahol z : IR O x — x) operdtor
injektiv V' — V, de nincs olyan p € V, amelyre Ap = z° = 1 volna (hiszen ez csak
a p = 1/z fliggvény lehetne, ami nem polinom).

Megjegyzés. Az (i) & (ii) ekvivalencidt végtelen dimenziéra is beldttuk. Ha
E, AF rend.bézis C V, akkor A = (AE): E és A1 = E: (AE).
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Tétel. 1) Mat(n,n,IK) egységeleme a szorzasra nézve a fé4tléban
csupa l-eket és azon kiviil csupa O-kat tartalmazé e := (&;;)

matrix. 2) Ha a € Mat(n,n,K), akkor ekvivalensek:
(i) « invertdlhaté (3 8 af = pa=c¢),

i,j=1

(ii) « oszlopai linedrisan fiiggetlenek,
(iii) « balrdl invertdlhaté. (35 Pa=c¢) .
(iv) a jobbrdl invertilhaté (38 aof =¢),

BiZoNYITAS. 1) Az identitds GL(V') egységeleme a leképezés-szorzasra (Osszetétel-
re) nézve. Ennek métrixa egy koordindtarendszeren beliil mindig az & métrix.
Ugyanis ha E = (ey, ..., e,) rend.bézis C V, akkor

n
id:eiHei:Z&jej (i:l,...,n)
j=1

miatt E'idE = e. (Madsik bizonyitds: a ”MaAtrix-szorzds” alfejezet 5) példdja
alapjdn a = ea = ae minden n X n-es matrixra.)

2) Lattuk: az o matrix pontosan akkor invertdlhaté, ha GL(IK")-be tartozik az az
A linedris operdtor, amely a j-edik kanonikus egységvektort az (a;; : i =1,...,n)
vektorba (az o métrix j-edik oszlopédba) viszi.

(i) & (ii): Az o métrix oszlopainak linedrisan fliggetlensége azt jelenti, hogy az

A operator a kanonikus 1,, bazist egy bdzisdba viszi IK"-nek. Az el6z8 propzicié
szerint ilyenkor A € GL(IK™).

(i) & (iii): Pontosan akkor invertdlhaté balrél a, ha BA = id valamilyen B €
L(IK™) operdtorral. Ha 0 # 2 € IK", akkor 2 = B(Ax) miatt Ax # 0 lehet csak.
Vagyis ekkor az A operétor injektiv, ami a propozici6 szerint a GL(IK")-beliségét
jelenti.

(i) & (iv): Pontosan akkor invertdlhaté jobbrdl a, ha AB = id valamilyen B €
L(IK™) operatorral. Mivel ilyenkor AB1,, = 1,,, az F := B1,, rendezett vektor-n-
est A az 1,, bazisba viszi. Vegyiik észre, hogy most a B operator balrdl invertdhato.
Az (1)< (ii) ekvivalencia szerint B € GL(IK"), és igy F rendezett bazis. Tehat A
egy bézist egy bézisba (E-t 1,-be) visz, kovetkezésképpen invertdlhato.
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Reguldris egyenletrendszer és matrix-inverzié

Definicié. Egy métrix négyzetes, ha ugyanannyi sora van mint oszlopa. Egy
linedris egyenletrendszer regularis, ha ugyanannyi egyenletbdl &ll, mint amennyi
ismeretlene van.

Tétel. Az doioy @iz = by (i = 1,...,n) reguldris egyenletrendszer
pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien minden (b; : i =1,...,n) €
n

K™ mellett, ha az o := (aij)i_j:1 madtrixa invertalhato, és ilyenkor a

i bl
megoldds ( :) =a! ( >
Tn bn,

BIZONYITAS. Az A 1z = (z; : j=1,...,n) — (Z?:1aijxi D i=1,...,n)
leképezés egy linedris IK" — IK™ operdtor. Ha az 37, ajjz; = b; (i = 1,...,n)
egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van barmely (b; : ¢ = 1,...,n) €

K" mellett, akkor specidlisan Az = 0 = z = 0, azaz ilyenkor az A € L(IK")
operator injektiv, tehat invertdlhato. Mivel az A-nak a 1, koordinatarendszer
szerinti matrixa éppen «, ilyenkor « invertalhato.

Tegyiik fel, hogy az o matrix invertalhato. Ekkor

n 1 b.1
Zaijmi:bi (izl,...,n) — « = :
j=1 Tn by,

T T b
= 51 =ala 51 =ao 1|
Ty , b,

. 7 n
Kovetkezmény. Ha az o := (aij)i,jzl
a~! inverz métrix k-adik oszlopa a >37_ a;z; = b (i = 1,...,n)

egyenletrendszer megoldésa.

matrix invertalhato, akkor az

Megjegyzés. A tétel direkte nem alkalmazhaté még egy reguldris egyenletrend-
szer megolddsara sem. SOt, inkdbb az inverz matrixot lehet a kévetkezménye szerint
n egyenletrendszer megolddsan keresztiil kiszamitani. Azonban van a tételnek egy
érdekes lizenete: Az eddig megismert Gauss-eliminacio ill. baziscserés mddszer
numerikusan instabilok. Keresstiink stabil mdtrix inverzids mddszert. Mint kés6ébb
latni fogjuk, ez az utébbi cél tobbféleképpen is elérhetd.

111
Példa. Invertéljuk az o := <1 2 4) matrixot Gauss-eliminacioval. Itt
139
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68
1 Y1 2
a = T2 Y2 22 )
T3 Ys Zz3
ahol
1 +x2 +23 =1 y1 +y2 +y3s =0 21 +@x2 +23 =0

21 +2z9 4423 =0

y1 +2y2 +4ys =1
z1 +3z9 4923 =1.

T, +2x9 +4x3 =0
y1 +3y2 +9y3 =0,

T, +3x9 +923 =0,
A bal oldalon mindhdrom egyenletrendszernél elvégezhetjiik ugyanazokat a 1épése-

ket, fiiggetleniil attél, hogy mi all a jobb oldalon:
=0 21 +x9 +23 =0

1 +x2 +r3 =1 Y1 +y2 +ys3
To +3r3 = —1 Yy +3ys =1 zo 4323 =0
20y +8x3 = —1, 2ys +8ys; =0, 229 +8z3 =1,
1 +x2 +23 =1 y1 +y2 +ys =0 2z +22 +23 =0
xTo —|—3.CC3 =-1 Y2 —|—3y3 =1 zZ92 +323 =0
21’3 :1, 2y3 :72, 223 =1.

1 _ 5 _ _ _ _ 1 _
Innen z3=35, xa=—3, z1=3, y3=—1, yo=4, y1=-3, 23=3, 22=—3, 21=1L

Természetesen ki lehet a kézi szamitdsnal hasznélni azt a tényt, hogy a bal oldalak
egyltthat6i azonosak. Erre kiillondsen alkalmas a métrix-algebra. Az eliminacié
egyes lépései ezzel ugyanis a kdvetkezot jelentik:
111 1 111 1 111 1
(124>alz< 1 ) , < 13)@1:<-1 1 ) , (13)041: <-1 1 )
1 11 2 1-21

139 28

Gyakorlat. Végezziik el baziscserével az elébbi inverziét.

Trianguldris felbontds Gauss eliminacidval

A kovetkez6kben attekintjiik a Gauss-elimindcié 1épéseit matrixalgebrai alapon. A
modszert targyalo alfejezet jeloléseit fogjuk hasznélni egy regularis 2?21 ai;T; = b
(i =1,...,n) egyenletrendszer esetére. Feltessziik, mint ott, hogy az ismeretleneket

és az egyenleteket gy indexeztiik 4t, hogy a féatléban helyezkednek el a pivotok.
Az k-adik 1épésben kapott egyiitthaték matrixat jeloljiik a(®)-val. Azaz

U S SRR

ahol n*(< n) az eljards soran megtehetd lépések szama. Tehdt az o™ métrix

sorai az n* + 1-t6l kezdve eltinnek.
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Vegyiik észre, hogy

1
) = b k=D (k=1 ")
a\t = ) 1 « =1,...,n7),
c;‘“) 1
(k)
ahol a ¢l == —alf /e e = —alF TV /el egyiitthatok a f64t16

alatt a k-adik oszlopban helyezkednek el, mig a f64tlé csupa 1-esekbdl &ll (min-
deniitt mésutt 0 van).

Definicié. Az a € Mat(n,n,IK) négyzetes matrix alsé trianguldris, ha nem-zér6
egylitthatoi csak a féatléban és alatta vannak, azaz ha (: *) alaku (@ a;; =0 (i<
j)) Analég médon, o € Mat(n, n,IK) felsé trianguldris, ha (* :) alakd, azaz ha

Q5 =0 (’L>])

Megjegyzés. Tudjuk: A Gauss-elimindcié utolsé lépésekor kapott a™") matrix
fels6 triangularis, amelynek az n*-adik utani sorai és oszlopai 0-k.

Lemma. Egy A € L(V) operdtor métrixa az E := (eq,...,e,) koor-
dinatarendszer szerint pontosan akkor felsé trianguldris, ha a Vi =

Span{e1,...,ex} (k= 1,...,n) altereket A énmagédba viszi; alsé tri-
anguldris, ha az U, := Span{ex,eri1,...,en} (kK = 1,...,n) viszi
onmagaba.

B1zoNYiTAS. Csak az alsé triangularis esetet tdrgyaljuk, a bizonyitds a fels6 trian-
guléris esetre analég (az (1,2,...,n) < (n,n—1,...,1) indexcserével).
Ha A métrixa E-ben alsé trianguldris, akkor

Aey, = Zaikei € Span{eg,...,en} = Uy ,
i=k
AU, = ASpan{eg, ..., e,} = Span{ Aey, ..., Ae,} C Uy (k=1,...,n).
NNy
eUyg eUy

Ha pedig AU, C Uy, (k=1,...,n), akkor
Zaikei = Aej, € AUy, C Uy, = Span{eg,...,en},

im1
Aep, = apper + -+ appen , > g = =apak =0,

azaz « alsé triangularis.
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Kovetkezmény. Alsé trianguldris matrixok szorzata alsé trianguldris,
felsé triangularisoké felsé trianguldris.

B1zoNYITAS. Ez az operdtoros atfogalmazasbdl jol latszik: Ha pl. A, B : U, — Uy,
akkor AB: Uy — U iséll (k=1,...,n).

Megjegyzés. A bizonyitasokbdl kiolvashaté:

1) Ha A € L(V) métrixa alsé triangularis (ey,...,e,) szerint, akkor fels§
trianguldris (ey,...,e1) szerint (és viszont).
2) A e L(V) (e1,...,ey) szerinti métrixdban pontosan akkor vannak nem-

zéré elemek csak a f64tl6 alatt (a f64tléban nem), ha A : Uy - Uy —---— U, —0.

Hasonléan, pontosan akkor vannak nem-zéré elemek csak a f6atlé folott, ha A :
Vi—=Vpr— = V1 —0.

Lemma. Egy trianguldris métrix pontosan akkor invertdlhaté, ha a
féatlojaban csupa nem-0 elemek vannak.

BizoNY{TAs. Legyen 7 := (7;;)7';=; pl. egy alsé trianguldris métrix. Ez pontosan
akkor invertalhato, ha az 2?21 Ti;x; = b; (i =1,...,n) egyenletrendszer minden
bi,...,b, € IK mellett egyértelmiien megoldhat6. Ez most

T11%1 =b
To1®1 +To2T2 = by
Tn1T1 +Tp2%2 + - +TpnTn = bn

alakl, amelyet egymas utani behelyettesitésekkel megoldhatunk egyértelmiien, ha

T11,T22, -, Tnn 7 0. Ha az els6é 0 egyiitthaté a féatléban a k-adik, akkor az
Z1,...,Tgp_1 ismeretlenek egyértelmilen meghatdrozottak. A k-adik egyenlet most
0= Tk = b — TR1%1 — = T k-1Tk—1 ,

ami by # Tk1x1 + -+ - + Tk b1 Tr—1 esetén nem megoldhatd. A felsd triangularis eset
kezelése analog.

Hogy az atindexezés hatasat is bemutathassuk, bevezetjiik a kdvetkezd mat-
rixfajtat.

Definicié. A négyzetes a € Mat(n, n, IK) méatrix permut4lé matrix, ha minden
soraban pontosan egy 1-es &ll, a tébbi helyeken 0.

Megjegyzés. Egy (n x n)-es m matrix pontosan akkor permutald, ha valamilyen

o:{l,...,n} < {1,...,n} permutdciéra = = <6”(j))2j:1 alaki. Ezzel egyben
n

= (50*1(i)j)i,j:1'
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A permutalé métrixszal balrdl valé szorzéds hatédsa a szorzott métrix sorainak,
a jobbrol szorzasé az oszlopok felcserélése:

Giot))ijma=1| (Bt i); oy = (o) Qaa(ny) -

Ag(n)e

Ag(1)e

Ha E:=(e1,...,en) rend.bazis C V, az e}, — e,y hatdsi A:=(e,(1),...,€0(n)) £
operator matrixa F-ben a (50(1')]')23-:1 permutalé matrix. Az e; — e,-1(;) hatdsi
B operétorral B : ey i) — eg, és igy BA : e — e, (k) — er = id(er) mindig. Tehat
B = A~!, ahonnan

n -1 n n
[(60(1')1)1‘,]:1] = (60_1(1’)1’)173':1 = (5730(1'))1,]‘:1 :

Megjegyzés. Ha az o matrixi egyenletrendszerre alkalmazott Gauss-elimindcié
pivotjai rendre az (i1,71), (i2,72), - - -, (in*, jn+ ) indextiek, akkor véve egy-egy olyan
o', 0" permutdcidjat az {1,...,n} indexhalmaznak, amelyre o’ (k) = iy, o (k) = ji

* n n e . , . . s s
(k =1,...,n*), akkor a [(61-0/(”)2.7].:1}a[égu(i)j)i’jzl] métrixira az elimindciét
alkalmazhatjuk az (1,1),(2,2),...,(n*,n*) f64atlébeli pivotokkal.

000
Példa. Vegyiik a <0 12 )métrixot. Ennél a Gauss-elimindciét nem is kezdhetjiik

304
az els6 sorban. Legyen az elsd pivot a (3, 3) index{i (a 4 szdm), utdna pedig a (2, 1)

indexti (az els§ sor és a mdasodik oszlop mindig 0 marad, igy tovdbbi pivot nem

vehetd).
000

Kivonva tehat a 3-adik sor %—ét a 2-odikbdl, az <-3/2 10 |matrixot kapjuk. A

304
masodik 1épés nem hoz djat (csak a mdsodik sor 0-szorosat kell az els6b6l kivonni).

Ad":1—3,2—2 3—1ill. ¢”:1~ 3,2~ 1, 3 — 2 permuticiéknak megfeleld
4 30

maétrixokkal szorozva balrdl ill. jobbrdl, ez a fels6 trianguléris (0 -3/2 1) alakhoz

) 0 00
jutunk.

Tétel. Egy négyzetes a € Mat(n, n, IK) métrix felbonthaté
o= TTUP

alaku szorzatra, ahol 7, p permutalé matrixok, T invertalhaté alsé tri-
angularis, v pedig fels6 trianguldris matrix, amely fé6atléjanak elsé
r := dim(ran(«)) tagja*® # 0, mig az r + 1,...,n-ik sorai 0-k. A
Gauss elimindciot az o matrixon tetszéleges pivotokkal kezdve mindig
pontosan r 1épésig folytathatjuk.
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B1zONYITAS. Az alfejezet elején mondottakat csak annyival kell kiegésziteni, hogy
az altalanos esetben az a métrix helyett egy

n n

Q= [(5b U/(j))i,jzl] @ [50”(1')3')1‘73':1]

alakl métrixra alkalmazzuk az ottani egyszerii elimindciot. Itt o/, 0" permutacidk,
az eredeti a-n végzett elimindcié pivotjai a (o/(1),0”(1)),..., (' (n*),c”(n*)) he-
lyeken szerepelnek.) Ekkor (az ottani jelolésekkel)

) =) (g — g

Tudjuk: a 7M., 7(") métrixok alsé trianguldrisak, és a fé4tléjuk csupa 1-
esekbdl all. Igy ezek és ezzel egyiitt a szorzatuk is invertalhaték. Masrészt a”’)
féatléjanak elsé n* tagja # 0, mig az n* + 1,...,n-ik sorai 0-k. Tehat

. n -1 1)1 -1 =1 _(p* n -1
o = [((S2 J/(j))i,jzl] [7—( )} e [7’(” ):I &(Q [(SU,/(i)j)i,j:l]
—_— —
™ T v P
megfelel6 szorzatfelbontas.
Vegyiik észre, hogy a tetszélegesen rogzitett xp-41,. .., x, egyltthaték mellett

egyértelmiien megoldhaté x1,...,x,«-ra az

agrf )x1 +5(1n )x2+ Ex +5§Z*)xn* = Lkons agz )zk

n* —(n") —(n") —(n")
a To+ - +Qs, « Tpx = § a x
22 2 2n* tn E>n* Y2k Yk
E TjVej = E TpUek < "
j=1 k>n*

(n* *

_ (n")
Qs Ty = Zk>n* an*k Tk

egyenletrendszer. Ez azt jelenti, hogy v-nak az els6 n* oszlopa linedrisan fliggetlen,
és

n* = dim(Span{ve1, ..., Ven+}) = dim(Span{ve1, ..., ve,}) = dim(ran(v)) .
Ugyanakkor, mivel a 7,7, p matrixok invertalhatdk,

n* = dim(ran(v)) = dim(ran(vp)) = dim(ran(7vp)) = dim(ran(wrvp)) =1 .

000 1 1 43 1
Példa. (o 1 2) = ( 1 > (1/2 1 ) ( -3/2 1) ( 1 > az el6z6 példa alapjan.
304 1 o 1/ \o oo/ \1
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Koordinatacsere

Kérdés. Tegyiik fel, hogy az A € L(Vy, Va) operator métrixa a az E, F koordiné-
tarendszerekben. Vegyiink fel 1ij F, F' koordindtarendszereket (rendezett bazisokat
Vi-ben ill. Va-ben). Hogyan szamithaté ki a-bél az A operdtor E, F-beli a(:=
F/AE) matrixa?

Tétel. Az el6bbi jelélésekkel

a=(F'F)'a(E'E),

m

ahol E'E := ((¢},e)); ,_, ill. F'F = ((f/,]));,_,, ha
E = (e1,....en), B := (e1,...,e,) ill. F := (f1,...,fn), F =

(?17"'7fn)'

B1zONYITAS. A "MAétrix szorzds” alfejezetben lattuk, hogy 4ltaldban is
(B1BE,)(EyCE3) = E1(BC)E3

valahdnyszor C : W3 — Wy, B : W7 — W linearis operatorok és Ej bazisC Wy
(k=1,2,3). Ennek alapjén az idy, : Vi, 2 v — v identitds-leképezésekkel (¢ = 1, 2),

a=F AE = F (idy, Aidy, ) E =
= (F'idy, F)(F'AE)(E'idy, E) = (F F)a(E'E) .
Emellett azonban
(F'F)(F'F) = (Fidy, F)(F'idy, F) = F (idy,idy, ) F =
—/. - —_—l— m
=Fidy,F =FF = ((Sij)i’j:1 ;
azaz F F = (F'F)~%
Kovetkezmény. A kivetkezd bévitési szabalyokat kapjuk:
FAE=(FF)(FAE)= FF=FF)",
= (FAE)(F'AE), EE=(E'E)".
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Megjegyzés. Az F'F métrix oszlopai rendre az F bazis fi,..., f,, vektorainak
az I bazis szerinti koordinatai.

Kovetkezmény. A V; =V,, E=F, E =F fontos specidlis esetben

a=o0c ltac ,

ahol 0 == F'FE.

d/dt z(t) = 20z(t) + 60y(t)

Pelda- A gt ut) = 60e(t) + 559(1)

differencidlegyenletrendszer megoldasa
() 1" (34 12\" (1
<y(t)>_zon!(12 41> (1) (teR).
Itt a végtelen Osszegzés a véges részletosszegek egytitthaténkénti limesze. Fzt di-

rekte kiszamitani igen nehéz. Ezzel szemben, ha attériink az FE := ( (_i) , (g))

koordindtarendszerre, akkor a helyzet egybél attekinthetd lesz. (Azt majd kés6bb
tudjuk meg, hogyan lehet ilyen rendszert taldlni). Ugyanis

3 —4 _1_i 3 4 20 60\ (3 —4 100 1/ 34

4 3 S 25\-43)7 \6055) \4 3 -25)25\-4 3) "’
ami mutatja, hogy a (28 gg) matrixszal azonositott leképezés matrixa az F rend-
100

—25

(100_25)" B ( 10(27125)71) (n=0,1,...) .

Vagyis az (;Eg) megoldas-vektor koordindtai az E rendszerben

S o () PO () ()

n=0

szerben egyszerlien . Ennek a hatvanyait konnyt kiszamolni:

Visszatérve az eredeti kanonikus koordindtarendszerre,

(N -%Co) () (B0 eem.

Tehat x(t) = 21e!00 /25 + 4e=25¢ /25 és y(t) = 28e100t /25 — 3e25! /25,
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Dualis leképezés, transzponalt matrix

Definicié. Az a := (aij)j;l?:l matrix transzponaltja az

L ;\n m
a = (aij)i:1j:1
matrix, ahol af; == ay; (i=1,...,n; j=1,...,m).

Megjegyzés. Tehdt a transzponalt métrixot az eredetibél a f64tlé egyenesére valé
tlikrozéssel nyerjik. Az o := (aij)m matrix transzpondltja o/ = (ajl-)m "

i=1j=1
114
, 12 !
P&lda. (4 ’ 2) _ (2 5).
3 6

Lemma. Ha a € Mat(m,n,K), akkor o/ € Mat(n, m,IK) és o’ = a.

i=1j=1"

B1zONYITAS. Azonnal adédik az eléz6 megjegyzésbdl.
Kérdés. Milyen leképezés-operaciénak felel meg a méatrix transzponalds?

Definicié. Legyenek Vi, Vs, vektorterek. Ekkor az A : Vi — V5 linedris leképezés
dudlisa az
Y A
PYir—=1PoA

leképezés (amely szintén linedris).

Tétel. Legyenek Vi, Vy véges dimenzids vektorterek, Erend.bézis C V;
és FErend.bdzis C Va. Ekkor, ha az A € L(V1,Va) operdtor métrixa
E,F szerint o, akkor A’ métrixa a dudlis F’', E’ rendezett bdzisok
szerint o .

B1zONYITAS. Definicié szerint
ozij:f{(Aej) (Zil,,m,]:1,7n)

Ezzel
aij = (fi o A)(ej) = [A'(F))](ej) = € (A'(f])) ,

ami nem més, mint az A’ operdtor F’, E’ szerinti métrixdnak a (j,¢) index{i eleme.
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Megjegyzés. Ha a (IK") dudlis terét azonositjuk IK"-nel tigy, hogy a IK"-beli
(A1, - .., Ap)-nek mindig

AL, ) =[G, 6) — ZAZ@}
=1

feleljen meg, akkor 1/, = 1,,, és ¢/ mint dudlis linedris leképezés is azonositédik az o/
transzponalt métrixszal. (Emlékezteté: A 8 € Mat(n, m, IK) métrixot kanonikusan

azonositottuk az < z?) — (Igl) linedris IK™ — IK™ leképezéssel.)
Megjegyzés. A (¢,v) := ¢(v) (v €V, ¢ € V') jeldlési konvencidval

<A/¢7U> = (¢O A)(’U) = ¢(AU) = <¢7 A/U> (A € ‘C(‘/Qa Vl)a (S V27 (b € Vll) .
Ha V7 = IK™ és V5, = IK", és az el6z8 megjegyzésbeli azonositdsokkal ¢ koordindtéi
(15, pm) 1. v koordindtai (vy,...,v,), az A leképezés métrixa pedig o (mind

a kanonikus bdzisok szerint), akkor

U1

<¢1 A'U> = (@1 s (,Om)Oé

Un

Propozicié. A A : V3 « Vo, B : Vo « Vi linedris leképezések
osszetételének dualisa
(AB) =B'A".

BizoNYITAS. Legyenek ¢ € V3 és v € V; tetszblegesen rogzitve. Ekkor

((AB)'¢,v) = (¢, ABv) = (A'¢, Bv) = (B'A'¢,v) .

Kovetkezmény. Ha o € Mat(m,n,K) és 3 € Mat(n, p,IK), akkor

(04,6)/2 o)
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Operator és matrix rangja

Definicié. Az A € L£(V1,Vz) linedris operator rangja

rank(A) := dimran(A) (= dim(A4V})) .

Xy ]
Az o € Mat(m,n,IK) métrixot azonositva az ( > > a( ) K" — K™
Tn Tn
operatorral definidljuk az o matrix rangjat:
rank(a) : = dime(IK") = dim Span{a oszlopvektorai} =

= [a oszlopai kozti linedrisan fliggetlenek max. széma] .

Megjegyzés. Lattuk: Egy o métrixt egyenletrendszeren a Gauss-elimindciénak
maximadlisan éppen dim(ran(a)) azaz rank(«) 1épését lehet végrehajtani.

Propozicidé. Legyen A : Vi — V, egy linedris operator, Eq bazis C
ker(A) (={veVi: Av=0}) és Ey C V;. Ekkor

Ey U Eq lin.fgtlen C V; < AF, linfgtlen C V5 .

B1zONYITAS. =: Tegyiik fel, hogy e1,...,e, € E;. Most

D XjAe; =0 & Aer+ -+ Aney € ker(A)
j=1
& Jept1y-sem € By At A €K
Arer + -+ Apen = Apti1lng1 + .-+ Amem
&S I, A Jentir,em € By Aer+ -+ Anemn =0
&V Fvéges C Ey {e1,...,e,} UF lin.fgtlen
& EpU Ej lin.fgtlen .

Kovetkezmény. Ha A € L£(Vy,Vs), akkor
1) dim(V7) = dimker(A) + rank(A),
2) AFE lin.fgtlen < Span(F) Nker(A4) = {0} (Elin.fgtlen C V7).

BizoNYITAS. 1) Legyen F bazis C ker(A) tetsz6leges.
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Tudjuk: 3IEC Vi EU Fbazis C Vi. Ezzel
dim(V;) = #(EOF) = #E + #F = #E + dimker(A) .

A propozicié szerint most az AE vektorcsaldd linedrisan fiiggetlen. Innen

#E = #A(FE) = dim Span A(F) = dim A(Span(FE)) =
= dim A(Span(FE) + ker(A4)) = dim A(V;) = rank(A4) .

2) A propozicié bizonyitasdbdl kozvetlen.

Megjegyzés. Az alfejezet eredményei végtelen dimenziés V7, Va vektorterekben is
érvényesek.

Rangszam tétel

Propozicid. Legyen A € L(Vy,V3) ésr := rank(A), n := dim V; < oo,
m := dim V5 < co. Ekkor Iéteznek olyan

(e1,...,en)rend.bdzis C Vi ill. (fi,..., fm)rend.bézis C V3 |

amelyekben az (e}, ..., el) bézis (ey,...,e,) dudlisdval

AZij@@} .
J=1

BiZONYITAS. Vegyiik észre, hogy dimker(A) = n — r. Vélaszthatunk tehat olyan
€rt1,---,€n € Vi vektorokat, amelyekre

{€r41,...en} bézis C ker(A) .
Ezt kiegészithetjiik olyan eq,...,e, € V7 vektorokkal, amelyekkel
{e1,...,en}bézis C V.

Tekintstiik ekkor az
fij = Ae; (j=1,...,r)

vektorokat Vo-ben. A propozicié alapjan

{Ae;: j=1,...,r}béazis C ran(A) .
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Ezt szintén kiegészithetjilkk f.11,..., fin vektorokkal tgy, hogy

{fl)"'mfm}béZiSC‘/Q .
Ezzel
Aey = f1,...,Aey = fr, Aepy1 =0 (< ep41 € ker(4)),..., Ae, =0,

A:(fla'”af’!"aoa""o):(613"'a6n):ij®6; .

Kovetkezmény. Léteznek olyan E,F rendezett bdzisok Vi-ben ill.
V,-ben, amelyekre

10 0] 0
01 ...01] 0
FAE= |1t -0
00 1] 0
00 | 0

Kovetkezmény. rank(A) =r < 3 (e1,...,¢en), (fi,-.., fn) rend.bdzis
V1, Va-ben, amelyre A =370, f; @ e).

Megjegyzés. 1) A propozicié 4ll végtelen dimenzidban is. (Csak jeldléstechnikai
okokbdl végeztiik a bizonyitdst a véges dimenzids esetre.)

2) Sokkal érdekesebb, hogy a propozicié métrix verzidja szoros kapcsolatban
van a baziscsere maddszerrel ill a Gauss-eliminaciéval.

Legyen o € Mat(m,n,IK). Tekintsiikk az oszlopait a-nak mint IK™-beli vek-
torokat. Legyen ezek kozott cvej,,...,s;,. €gy maximalis linedrisan fliggetlen
részrendszer(tehat r = rank«). Egészitsiik ki ezt kanonikus e; ..., e;, egy-
ségvektorokkal a IK™ tér bazisava, és legyenek e;,,...,e; a maradék kanonikus
egységvektorok (itt tehdt e; := (dx : k=1,...,m)).

Az o métrix maga nem més, mint az fi = Qe1,...,fn = Qen vektorok
koordindtai az (e,...,e,,) rendezett bézis szerint, egymdas mellett fliggblegesen
lefelé irva. Elemi bazistranszformaciokkal cseréljiik ki egymas utdn e; -et ;-
gyel, ..., e;.-et aej,-rel. Legyen E, az (-edik lépésben igy kapott bdzis és al®
az a métrix, amely az fi,..., fn oszlopvektorok F®) szerinti koordinétéit tartal-
mazza fiiggblegesen lefelé irva. A donté észrevétel az, hogy az a“TY) matrix egy in-
vertalhat6 o) négyzetes matrixszal valé szorzéssal jon létre. fgy az utolsé 1épésben
kapott (") matrixra

o) = oa 3 o invertdlhaté € Mat(m, m,IK) .
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Tudjuk, hogy alkalmas dtindexezéssel az utolsé 1épésben kapott matrix alakja

1
1
am = 1 *x - %
0 O 0 0 0
00 --- 00 --- 0

Tehat itt az els6 r sor linedrisan fiiggetlen, a tobbi sorok eltiinnek. A béaziscserét
alkalmazzuk most a sorokra. Ennek a hatdsa leirhaté egy 7 € Mat(n, n, IK) invertdl-
hat6 matrixszal jobbrdl valé szorzédssal. Az eredmény egy olyan matrix, amelynek
a féatldja r 1-essel kezdédik, minden egyéb helyén 0 all.

3) Hasonléan az oszlopokra majd a sorokra alkalmazott Gauss-elimindcidkkal
is eléallithatunk rank(«) 1-est (mind kiilénb6zé sorokban és oszlopokban) és a tobbi
helyeken csupa 0-kat tartalmazé matrixot. Innen is adédik, hogy

1

a=o0 E T 3 o invertalhat6é € Mat(m, m, 1K),
3 7 invertdlhaté € Mat(m,m, K) .

4) Léathatd, hogy a bdaziscsere mddszer ill. a Gauss-elimindcié 2) ill. 3)-ban
leirt alkalmazdsa altalaban mas o, 7 matrixokhoz vezet.

Felvetédik a kérdés: Lehet-e az a matrixbdl egyetlen szorzassal rank(a) 1-est
és a tobbi helyeken csupa 0-kat tartalmazé matrixot eléallitani?

A kés6bb ismertetendé Gauss-Jordan-elimindcié alkalmas erre, ha a méatrix
maximdlis rangi. Ha a-nak pl. t6bb oszlopa van, mint sora, a sorokra alkamazott
Gauss-Jordan-eliminécio egy

A

Ar

alaki matrixhoz vezet. A sorokra alkalmazott Gauss-Jordan-elimindcié hatasat
le lehet irni egy invertdlhaté matrixszal balrél valé szorzassal. Ha tehit a €
Mat(m, n, IK), akkor

3 o invertalhaté € Mat(m, m, IK) a=c0e, ham>n,

3 7 invertdlhaté € Mat(n, n, IK) a=¢e¢r, ham<n.
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Tétel. (Rangszdmtétel). Egy linedris leképezés rangja ugyanannyi,
mint a dudlisdé. Azaz, ha A € L(V1,V2), akkor rank(A) = rank(A’).

BizoNYITAS. Lattuk: A = Z;:l fi ® €} alkalmas Vi-beli (eq,...,e,) ill. Va-beli
(f1,..., fm) rendezett bazisok mellett, ahol = rank(A). Most

A= (i fi® 6;‘)/ = (iiaijfi ® e})l =
J=1 i=1 j=1 1

Cuiv 1= 1 ha i=j5<r
2 7 | 0 egyébként

m n
:ZZO@]‘(%@JC{:

i=1 j=1
= Zei®f{ , = rank(A") =1 .

Jj=1

Kovetkezmény. (A matrixok rangszamtétele). M&trix rangja ugyan-
annyi, mint a transzponaltjdé. Azaz, ha a € Mat(m,n,IK), akkor
rank(«) = rank(a).

Tétel. Egy operdtor rangja megegyezik a matrixdéval tetszbleges ba-
zisok szerint. Azaz legyen A € L(V1,Va), és tegyiik fel, hogy E,F
rendezett bazisok Vi-ben ill. Va-ben. Ekkor rank(A) = rank(F'AFE).

BizoNYITAS. Legyen r := rank(A). Most taldlhatok olyan (ug, ..., uy,) ill.
(v1,...,v,) rendezett bézisok V7 ill. Va-ben, amelyekkel

A= Zvj ® u;- )
=1
Ekkor az

koordinatazo leképezésekkel
F'AE = SAT =Y S(v; @ u}))T .
j=1

Eszrevétel: S(v® ¢)T = (Sv) @ (T"'¢) (veVa, peVy).
Bizonyitds: S(v ® ¢)Tx = ¢(Tz) - Sv = (T"¢)(x) - (Sv) = (Sv) @ (T"¢)z. Az
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észrevétel alapjan

F'AE = i(Svj) @ (T'uf) .

j=1

Mivel m = dimV, = rank(S), {Sv; : j,...,n} bédzis C IKK". Mivel pedig n =
dimVy = rank(T) = rank(7"), {T"u} : j = 1,...,n}bazis C (K") (= K").
Legyen

(w1, .., wy) = [(T'u’l, oo, T'ul)) dudlis bzizisa} IK™-ben .

Ezzel

ahonnan rank(F'AFE) = r.

Megjegyzés. Belatandd: (T'u},...,T'ul) dudlis bazisa (T tug,..., T 1u,).
Bizonyitas:

Kronecker-Capelli tétel

Kérdés. Hogyan vezethetd vissza az

aj1xy +---+ A1nTn = bl
: : a1+ -+ Tpa, =0

Am1®1 + - -+ AmpTp = bm

altaldnos egyenletrendszer megoldédsa reguléris egyenletrendszer megoldasara? Mi-
kor van megoldas?



MATRIXOK 83

Tétel. Tegyiik fel, hogy rank{a,...,a,} = r, és az egyenletrendszer

elsé r oszlopa, azaz az a1, ...,a, oszlopvektorok ill. elsé r sora, azaz
az ai,...,a, sorvektorok™ linearisan fiiggetlenek. Ekkor
1) 3 (21,...,2n) x101+FTpa, =b < rank{ay,...,a,,b} =71.
up \ ¢ Uy
Az = : | jeldléssel
U, Uy
2) az {a3,...,al} részvektorok linedrisan fiiggetlenek,

3) ha az egyenletrendszermegoldhatd,

{MEGOLDASOK} =
x1(C1y .y Cpr)
:{ : (cl,...,cn_TE]K”ﬂ”} ,
Tp(er, ..o Cn_y)

aholi=1,...,r mellett

x1(C1y. vy Cpr)
m”‘(clv ERE) Cnfr)
L1
= |: : Z;:l AT :bz _Z;'L:r—&-l QijCj—r (Z — 1’”.77-)
Ly

BizoNYITAS. 1) Definicié szerint

{MEGOLDASOK} #0 <= b€ Span{ay,...,a,} = Span{ay,...,a,} <
<= Span{ay,...,a,,b} = Span{ay,...,a,} <
<= rank{ay,...,an,b} =7r.

2) Tegyiik fel, hogy az ellenkez$jét. Eszerint

3Jc{l,...,r} Span{aj: je€ J} =Span{aj: j=1,...,7},
Span{ay,...,a,} = Span{ay,...,an} , (<: rank{ai,...,a,} = r)
Span{af : j € J} = Span{af,...,a5} .

Most tehdt ha t € {1,...,n} egy tetszOlegesen rogzitett index, akkor alkalmas

egyiitthatokkal af = >, ; Ajaf.
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Allitas: Ekkor a; = > jesAja; is teljesiil. Innen Span{ai,...,a,}= Span{a; : j €
J}, és igy a rank{ay,...,a,} = #J < r ellentmondds kévetkezik, ami bizonyitja
2)-t.

Bizonyitds: A matrixok rangszdm-tétele szerint

rank{ay,...,am} =1

Innen

Vs Hugs),...,ug‘q) a= i,ul(»s)'di
i=1
T ” T
Qst = Zugg)ait = ZHES)CLZ& = Z/%(‘S) Z Ajaiy =
i=1 i=1 i=1 jeJ
=3 N> ey =" Nag =

JjEK i=1 jeJ

(];] A4 ) s-edik sorbeli eleme .

3) Tegyiik fel, hogy van megoldds. Rogzitsiink ezutdn tetszéleges c1, ..., ¢ € IK
értékeket. Az mar bizonyitott 1) &llitds szerint

Span{ay,...,a,} = Span{ay,...,a,,b} ,=

Jzi,...,2, €K 2901+ -+ 2rar =b—cC1ar41+ -+ Crrln -
A szintén belatott 2) 4llitds mutatja, hogy
{af,...,a}} bézis C K" .
Tehat egyértelmii (xi(cl, ciesCp—y) i =1,ldots, r) megolddsa van a reguldris
r1a] + -+ wea) +crag ) oo cprpa, =0°
egyenletrendszernek.

Kovetkezmény. Egy métrix rangja a benne levé legnagyobb nem-
eltling determindnsi (nem feltétleniil szomszédos sororkbdl ill. os-
zlopokbdl 8116) négyzetes métrix mérete. Azaz

rank(aij)i"i;:l = max{r AT #HI=H#J =, det(aij) ier # O} .
- JeEJ

Ha a matrix rangja r, akkor barmely r linedrisan fiiggetlen sora és
oszlopa taldlkozdasanal levé r X r-es részmatrix determindnsa # 0.
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Megjegyzés. Sor ill. oszlopcserékkel mindig elérhetd, hogy az elsé r(=rangszdm)
sor ill. oszlop linearisan fiiggetlen legyen egy egyenletben.

A tétel 3)-beli formuldjabdl kiolvashaté az aldbbi is.

Kovetkezmény. Ha taldlunk egy megolddsit a doioy aijry = b (1<
i < n) egyenletrendszernek, akkor az Osszes megolddst dgy kapjuk
meg, hogy ehhez hozzddjuk a E;-lzl aijr; = 0 (1 < i < n) homogén
egyenletrendszer megolddsait, amelyek a IK" tér egy [n — rank(a;;)|-
dimenzios alterét alkotjak.

Példa. Keressiik meg az
200 + 223 + x4 + x5 =13
6x1 + 6xo +12x3 +2x4 +3z5 =70
6x1 + 8xo +14x3 +3x4 +5x5 =389
4ry +10xy +14x3 +4z4 +T7x5 =102
egyenletrendszer Osszes racindlis megoldasat.
Gauss elimindciét végrehajtva az (1,2), (2,4), (3,5) poziciéji pivotokkal, az

2z + 203 +xz4 +x5 = 13

6z + 6rs —14 = 13
1224 +  12x3 +xs = 26
—14x4 + — l4x3 =-32

egyenletrendszert kapjuk. Tehat most 1 :=¢; € Q és x3 := c3 € Q tetszblegesen
valaszthatd, és
Qﬂ +r4, +x5 =19 —c3
—T4 =13 — 6¢1 — b6¢3
x5 =26 —12¢c; — 12¢3

ahonnan a megoldasok halmaza

{( 1,19 =8¢y —12¢3, ¢5 ,—13+ cer + 63,26 + 121 + 12¢3) : c1,c3 € Q }
—

I T2 T3 Tyq Ts

Gauss-Jordan eliminacid

Kérdés. Milyen esetben lehet egyetlen matrixszal valé szorzéssal egy a métrixot
olyan matrixba atvinni, amely rank(«) nem-zéré elemet tartalmaz?

Geometriai szinten ez a kovetkezé problémét jelenti. Ha adott egy A : Vi — V4
linedris leképezés és egy E7, Es rendezett bazispar Vi-ben ill Va-ben, mikor elég
csak az egyiket koziiliik (mondjuk E7-et) megvéltoztatni ahhoz, hogy az 1j bazisok
szerinti matrixa A-nak rank(«) nem-zéré elemet tartalmazon?
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Példa. 1) Ha egy n x n-es a métrix invertalhaté, akkor az inverzével akar balrél
akdr jobbrdl szorozva az egységmétrixot kapjuk, ami a féatléban n(= rank(a))
1-est, azon kiviil csupa 0 elemeket tartalmaz.

2) Az a:= (1 }) matrix rangja=1. Ugyanakkor akérmilyen o € Mat(2, 2, 1K)
mellett a o« szorzat két azonos oszlopbdl, ao pedig két azonos sorbdl all (tehat

nem tartalmazhat egyetlen 1-et és hdrom 0-t).

Megjegyzés. Ha o € Mat(m,m,IK) és a € Mat(m,n,K), akkor a oca méatrix
i-edik sora ;116 + * ¢ + TimQme. Vagyis egy maétrix soraival valé elimindcids
miiveletek egy négyzetes matrixszal balrdl val6 szorzassal adhaték meg. Hasonldan,
az oszlopokkal vald elimindciés miiveletek jobb-szorzasnak felelnek meg.

Definicié. Legyen a € Mat(m,n,IK) és (i,5) egy olyan indexpér, amelyre a;; #
0. Az a maétrix sorain végzett (i,7)-pivoti Gauss-Jordan elimindciés lépésnek
nevezziik az i-ediken kiviili sorokbdl az i-edik sor annyiszorosdnak kivonasat, amel-
lyel a j-edik oszlopbeli tagok (c;; kivételével) kinulldzédnak. Ez nem més, mint
az

le Qe — (alj/aij)aio
o= Qile . Qi le — (aHj/Oéij)Oéi.

(6773 (6773

Qisle itte — (a1 /ij)Qie

U (e — (Qmj/ij)ie

méatrix-miivelet.
Hasonléan, az oszlopokon valé (i, j)-pivotd Gauss-Jordan elimindcié az

Q41 Q451 Q541 ijn
Q= | o1 — Qej - (ejl — —  (Qoj (oj (ejtl — Taoj T Qlen — Qej

ij Qij ij Qij

operacio.

Megjegyzés. Ha pl. a sorokon az (i1, j1),..-, (is,js) indexti pivotokkal Gauss
eliminéciot lehet végrehajtani, akkor ugyanilyen indexii pivotokkal Gauss-Jordan

eliminécié is megtehetd. Ugyanis az £(< s)-edik lépésben az i1, . . ., ig-edik sorokon
kiviil mindkét elimindciéndl ugyanazokat a miiveleteket végezziik, a Gauss-Jordan
moédszernél még ezen tul valtoztatjuk az i1, ...,4_1-ik sorok ji,...,js—1-en kivili

index®i elemeit. Specidlisan ugyanaz a pivotok értéke a Gauss ill. Gauss-Jordan
elimindciondl.

Példa. Oldjuk meg Gauss-Jordan eliminiciéval a a ”Gauss-eliminécié” alfejezet
példajaként vett
209 + x3 19
31 + 3z2 + x3 = 35
4z +10zy +4z3 = 102
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egyenletrendszert az ott hasznalt (1,3),(2,2),(3,1) indexii pivotokkal.
Az els) 1épés azonos a Gauss-elimindciééval:

29 +x3 = 19
3x1 + X2 = 16
4.’L‘1 +2.I'2 = 26

(az 1. sort kivonva a 2.-bdl, és az 1. sor 4-szeresét kivonva a 3.-ikbdl). A mdsodik
lépésben

—6x1 +x3 = —-13
3r1  +@2 = 16
—2{E1 = —6

(az 1. és 3. sorbdl kivonjuk a 2. sor 2-szeresét). A harmadik 1épésben

+r3 = 5
+x2 7

(kivonva a 3. sor 3-szorosdt az 1.-bol ill. a %—szeresét hozzadva a 2.-hoz).

Megjegyzés. Az (i, j) pivoti Gauss-Jordan sor-elimindcids 1épés eredménye az o
métrixra a ca matrix, ahol a o négyzetes matrix i-edik sora

Qyj .
i =1, iw=——= (L#]),
Oij Oir ol ( 7)

a tobbi sorokban a megfelel6 indexii egységvektorok allnak, azaz

O'kk:=1, O'ngZO (Z#k;ﬁg)

A o maétrix sorai linedrisan fiiggetlenek. Kovetkezésképpen a kapott oo matrix
rangja azonos a kiinduldsi a-éval. Analég &llitas all jobb-szorzassal az oszlopokkal
végzett Gauss-Jordan eliminéidra.

Tétel. Tegyiik fel, hogy a € Mat(m,n,IK) és rank(a) = n (az os-
zlopok szama). Ekkor taldlhaték olyan, az elsd ill. mdsodik kompo-
nensiikben pdronként kiilonb6z6 (i1,71), - .-, (ir, jr) indexpédrok, ame-
lyekkel az (i1,71), .-, (in, jn) pivoti Gauss-Jordan eliminédcids 1épése-
ket a sorokon egymas utan elvégezve olyan madtrixhoz jutunk, ame-
lynek nem-zéré tagjai pontosan az (i1, j1),- .-, (in, jn) Indextiek.

B1zONYITAS. Az a = 0 eset trividlis.
Jegyezziik meg, hogy a métrixok rangszémtétele szerint a-nak n = rank(a) li-
nedrisan fiiggetlen sora van, azaz n < m=[sorok szdma]. Hajtsunk végre maximalis
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szamu Gauss-Jordan eliminécids 1épést a sorokon paronként kiillonbozé sor- és os-
zlopindex(i pivotokkal. Legyenek a pivotok indexei (i1,71),- .-, (is,js). Az el6z6
Megjegyzés szerint a kapott a matrix rangja tovabbra is n. Vegyiik észre, hogy
a-nak a je-edik oszlopdban pontosan csak az ig-edik elem nem-zéré (£ =1,...,s).
Tehédt az Qtej,, ..., Qej, 0szlopok linearisan fiiggetlenek. fgy s < n = rank(a) a
rangszamtétel szerint. Ha s < n lenne, akkor valamelyik &,; oszlop linedrisan
fiiggetlen volna {Cej,,...,Qe;, ;-t6l. Csakhogy az Qej,,...,Cs;, Oszlopvektorok
Osszes linearis kombinaciéi pontosan az Gsszes olyan vektorok, amelyek i1, ..., 44~
edik elemein kiviil 0-k allnak

Span{&.jl, ey &.js} = Span{&iljl 151’”), sy &isjs lgzn)} =

= Span{lz(;n), R 15?0} .
Ezért rank(a) = n > s esetén valamilyen jsy1 # j1,...,Js indexre
Cojo s & Span{ll(.;n), o 12;") )

azaz valamilyen isy1 # i1,...,is indexre a;_, j.,, # 0. Ekkor azonban s definici-
6javal ellentétben az (is41,jst+1 pivottal tovabb folytathaté lenne a Gauss-Jordan
eliminécio.

Kovetkezmény. Ha o € Mat(m,n,K) és rank(a) = m (a sorok
szdma), akkor vannak olyan (i1,71), - - ., (ir, jr) indexpdrok, amelyekkel
az (i1,71),- -, (in,jn) pivoti Gauss-Jordan elimindcids lépéseket az
oszlopokon egymas utan elvégezve olyan matrixhoz jutunk, amelynek
nem-zéré tagjai pontosan az (i1, j1), .- ., (in, jn) Indextiek.

B1zONYITAS. A Tételt a transzpondlt o’ métrixra alkalmazzuk.
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MULTILINEARITAS. TENZOROK

k-linearis leképezések

Definicié. Legyenek W, Vi, ...,V vektorterek (a IK test folott). Az

L:Vix.. xV,—W

leképezés k-linearis Vi x ... x V f6l6tt, ha az minden rogzitett v; € Vi, ... v € Vi
vektorrendszer és j(=1,...,k) index mellett az
Vi3 x— L(vi,...,0j-1,2,0j41,Vk)

részleképezései mind linedrisak.
Jelolés: L(V4,..., Vi, W)= {k-lin. Vixe-xV,—-W leképezések}.

Propozicié. £(Vi,..., Vi, W) a fiiggvénydsszeadassal és konstansok-
kal val6 szorzasokkal vektortér.

BizoNyiTAS. Trividlis

Példa. 1) A (\,v) — \v konstans szorzésa vektorral miivelet a V vektortérben
2-linedris IKx V' — V leképezés. (Itt a IK testet 1-dimenziés IK {616tti vektortérnek
tekintjiik).

2) Ugyanakkor a (vi,vs) — wv; + ve vektor-osszeadds a V' térben nem 2-
linedris(ha V' # {0})!

3) A ¢1 € V], ..., ¢ € V] linedris funkciondlokkal a

(1, 0) = o1(v1) -+ Pr(vk)

leképezés Vi x --- x V}, {6lotti k-linedris funkciondl.
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4) A (¢,v) — (¢, v) funkciondl-kiértékelés bilinedris (2-linedris) V' x V — IK
funkciondl.

Tétel. (Felbontasi formula).

Ha L € L(Vi,...,Vi,W), tovébba j = 1,....kra o ... of) € V; és
agj),.. (J) € IK, akkor
L(ag )v§1) +a(1) (1) ...,agk)vik) +a5 )v(k))

n17

_ eY (k) 7, (1) (k)
- Z ay) ol Lws? o))

J1: 1<j1<ny
Jr: 1Sjp<ng

B1zoNYITAS. Indukcié k szerint. A k = 1 eset méar ismert, mivel az 1-linearitds
nem mas, mint a kozonséges linearitas.

Tegyiik fel, hogy az &llitdst mar igazoltuk a (k — 1)-linedris leképezésekre. A
dont6 észrevétel az, hogy minden rogzitett v € Vi vektor mellett az

(u1,...,up—1) — L{ug,..., up—1,v)

leképezések (k — 1)-linedrisak (V4 X --- x Vi 1616tt). Mivel pedig definicié szerint
az

xHL(ul,...,uk,l,x) (u1€V1,...,uk,1 Ekal)
leképezések mind (V3 — W)-linedrisak,

L( nr (D, (F) <k))
j1=1 Y1 Vi %k Vi

_ § a(k)L n (D, () (k1) G ”,'U(k)) _IND.FELT.
”17171 k-1 Yik—1 Jk

Jr=1
Nk
_ (k) O k=D (k—1) (k)
_Zajk Z Qg Qg (]1"“7vjk—l ’vjk)'
Jr=1 Ji: 1<j1<ny

Jgp—1: 1Sip—1SnK—1

k-linearis funkcionalok

Definicid. A E-linedris ® : Vi,..., Vi — K leképezéseket Vi x --- x Vj, folotti
k-linearis funkcionaloknak nevezzik.

Az altaldnos multilinedris leképezéseket is reprezentalhatjuk funkciondlokkal a
kovetkezéképpen.
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Propozicié. Legyenek Vi, ..., Vi, W vektorterek (ugyanazon IK test
folétt), dim(W) < co. Ekkor az

I:Lw [(v1,...,0n,0) — (¢, L(v1,...,00))]

leképezés L(V1,..., Vo, W) «— L(V1,...,V,, W IK) vektortér-izomor-
fizmus.

BizoNYITAS. Az I leképezés linearitdsa, az I(a1Ll1 + agls) = a3lLly + aolLs
(a1,a0 € K, Ly,Ly € L(V1,...,V,, W) reldcié trividlis. Az I leképezés kolesono-
sen egyértelmi voltat a kovetkezé mddon lathatjuk be: Tegytik fel, hogy
Le L(V,...,V,,W) olyan, hogy I(L) = 0. Ekkor (¢, L(v1,...,v,)) = 0 minden
vy € Vi,...,v, € V, és ¢ € W’ mellett. Tudjuk: ha w € W egy olyan vektor,
amelyre (¢, w) = 0 az dsszes ¢ € W’ mellett, akkor sziikségképpen w = 0*. Igy
L(vi,...,vp) =0 (vy €Vh,...,0, € V,), azaz L = 0.

Végiil megjegyezziik, hogy mindegyik ® € L(Vi,...,V,, W K) funkcionél
el6éll I(L) alakban. Ugyanis a W tér véges dimenzids volta miatt a J : w +— 0, (:=
[ — (¢, w)]) leképezés linedris W «— W". Ezzel valéban

L:(1117...,1)“)HJ_l[(qu)(vh...,vm@]
mellett ® =1(L) .

Tétel. Legyenek Vi,..., Vi véges dimenziés vektorterek, Er,. .., E},
rendezett bdzisok a V{,..., V) dudlis terekben. Ekkor

{[(’Ul, R ,’Uk) — gi)l(vl) e (bk(vk)] T ¢ € Eh e, Q) € Ek} béazis C
- {V folotti k-lin. funkcionéulok}.

B1zONYITAS. A "Véges dimenzids vektortér reflexivitdsa” alfejezet eredményei sze-
rint _
Ej:E;- (Gj=1,...,k)
valamilyen Vi-beli Ey, ..., Vi-beli Fj rendezett bézisok dudlisai. (Nevezetesen, ha
a V; vektorteret azonositjuk Vj” -vel, éppen E; = E7.)
Legyen a ® € L(V1,..., Vi, K) funkciondl tetszblegesen rogzitve. Vegytik az
ni Ng

—— ——
= @(61‘1,... ,eik) (Zl = 1,,d1m(V1),,zk = 1,,d1m(Vk))

Qg

* Uis w # 0 esetén Hamel tétele szerint van olyan F bazisa W-nek, amelyre

w € E. Most a ¢ := w); elemére az E’ dudlis bézisnak (¢, w) = 1.
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egyutthatokat.

., ni Nk

Allités: (D(Ul, . ,Uk) = Z e Z ai1...ik¢i1 (1)1) LR qu (Uk).
i1=1 ip=1

BizonvyiTAs. : Ekkor

(I)(ejlﬂ EKR) ejk) = Qg T

= Z Z Qiyi Palej ) i (ejk, )

i1=1 =1 :
_J1 =1 :{(1) e
T10 ii#l k7
az 0sszes Jji,- .., Ji indexek mellett. Ezekbdl linearis kombinaciékat véve, mindig

B, 8 sy Y, Bes,) =

U1 Vk
ni nk
— s n1 (S5 T "k k), ) =
Z Z Qg ¢11 (Zjl:l 'le e“) ¢2k (ijzl ﬁjk e]k)
i1=1 =1
ni Nk
=3 Y i (1) i (V) -
ii=1  ip=1

Tenzorok

A linedris leképezéseket leirhattuk a matrixaik véges sok adata segitségével
kiillonbozé bdzisokat hasznédlva. Az elébb ldttuk, hogy az L € L(V,W) linedris
leképezés természetes médon azonosithaté a (v, @) — (P, Lv) 2-linedris V x W/ —
IK funkcionéllal.

Cél: Konstrualjunk olyan egyiitthatorendszereket az dltaldnos k-linearis funkcio-
nélok leirasara, amelyek a linearis leképezéseket reprezentald 2-linedris funkcioné-
lokra a leképezések matrixait adjak vissza.

Jelolés. Ha Vy,...,V,,,Wy,..., W, vektorterek a IK test folott,

Ty WV (K) o= LV, .., Vi, W, WL K
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Definicidé. Legyenek Vi, ..., V,, Wy, ..., W,, véges dimenziés vektorterek a IK test

folott, E, = (egp)7.. (p)) (p=1,...,n)ill. F;:=( 1(q)7...,f](\2) (g=1,...,m)
pedig rendezett béazisok a Vi,...,V,, Wy, ..., W,, terekben. Az A € T‘}/lVlern (IK)
(n + m)-linedris leképezés tenzora az E.,...,E,, Fy,...,F, bézisok (koording-

tarendszerek) szerint a

. o , 1 1
(]1,...,jn,11,...72m)0—>A(€§-1),...7 e 2(1)'7 flm "

fliggvény, amely az x;_1{1,..., Ny} x xg";{1,..., M,} indexhalmazon van értel-
mezve.

Példa. Az A:V — W linedris leképezés métrixa az E, F koordinatarendszerek
szerint nem més, mint az A-t reprezentalé V x W’ — IK 2-linedris funkcional
FE, F-szerinti tenzora.

Definicid. Legyenek Ny,..., N, M,..., M,, € N. Ekkor a K test fol5tti (N; x
- X Np)x(My x -+ x M) tipusi tenzorok az

o (xp_{1,...,Np}) x (x;’_l{l,...,Mq}) — K

. . . m
(.717"'7.7n7l1a"'7l’m) ’—>Oé]1 Jn

fliggvények. Jelolés:
Tenyt V7 (IK) == {(x)_1N,) x (xy M,)tipust tenzorok} .

Az azonos tipusu tenzorok Gsszegeit ill. konstansszorosait a megfeleld fliggvénymi-
veletekkel képezziik:

A A1 (s Gns ity oy im) = A p B3

Erre automatikusan all a kovetkezo.

Lemma. ATen) M ]X4 (IK) tér az dsszeaddssal és konstans-szorzdsokkal

K f6l6tti vektortér.

Példa. Ha egy A : V — W linedris operator matrixa (adott bézisok szerint)

az M x N tipust (a;;)M, ¥ | métrix, akkor az A-t reprezentdlé V x W' — KK

funkciondl tenzora (ugyanazon bazisokban) az (M) x (N) tipusi (o)}, Y, tenzor,

aholaézaij (t=1,...,M; j=1,...,N).

21]

Kérdés. Milyen tenzormiiveletek felelhetnek meg a métrixok szorzdsanak?
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Megjegyzés. Ha ('yik)i]‘ille az (Oéij)il\ilév:1 ill. (ﬁij)ﬁ\;1f:1 méatrixok szorzata,
akkor az elébbi példa tenzori irasmddjaval

N
=Y afl  (1<i<M, 1<k<P).
j=1

Vegytik észre, hogy
~ i oo\ M
5= (a}ﬂﬁ)izlf:ujg\lefﬂ € Tenjj\%)v mellett

N
i_ ~ik
e = E Yij -
j=1

Definicié. Az a € Tenj/' i/ (IK) és 3 € Tengll'.""g”q (K) tenzorok szorzata az

St a1k My...MPy...P,
af = (O‘ill...i:: el...eqp) € Teny, "N 0. 0) (IK) .

Legyen ~ € Ten%ll.'_‘_'lj\\,{ " (IK). A v tenzor redukélhaté a ¢ indexpdrndl, ha Ny =
M, > 0. Ekkor R := Nj, = My-et irva, a 7y tenzor i—szerinti redukaltja a

TR IR TR

R
Z . . . . . . . . .
Vi * (Zla e U1 U1y ety J1y e ey JE—15 JOH1 - - - 7.]7L) — § le,,,j£,1j£+1,,,j1L
r=1

My...My—1 My1... My,
tenzor Tean...Ng,lNHl...Nn (IK)-ban.

Einstein-féle jel6lési konvencié:

Nem frunk > -jeleket a redukcidk leirdsandl, hanem a tenzori kifejezéseket gy
értjiik, hogy mindig szummazunk az olyan véltozd-szimbdlumokra, amelyek felso és
alsé indexhelyen egyarant el6fordulnak®. Egyszerre tobb redukciét is kijelolhetiink
ilyen médon.

Példa. Ha o, 3,7 € Teni(R) az @, B,5 € Mat(3,3,IR) métrixok tenzorai, (€
Teng(IR)) pedig az oy szorzatmatrix tenzora, akkor

8 = B (i, =1,2,3) .

*  Természetesen pontosan egyszer feliil is és alul is.
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Tétel. Legyen az A € L(V(1),..., V) W) leképezés tenzora

(a’? ) aVi,...,Vo-ill. W-beli Ey, ..., E, ill. F rendezett bazisok

Ji---J

szerint. Legyen adva tovabba mindegyik » = 1,...,n indexre egy
B ¢ E(Ul(r)7 ol Ur(nrr)7 V,) leképezés, amelynek tenzora az

", U -l Vie-beli DT, DS il E, rendezett bazisok sze-

rint ( ,(Z;)> . ) Ekkor az Finstein-konvenciéval az
Zl el

g

ABWY, .. BMyecw®, . . UY

myy o

osszetett leképezés tenzora

1) j1 n
( ]1 ]wﬂ((l)) j.,L- 1 B(T'LL))J (n) >

Ui, w)

a D§1)7 e D,l,gl, ceey D,%% ill. F' rendezett bazisok szerint.

B1zoNYiTAs. Jeloljiik az egyes bazisok elemeit a megfelels kisbetiikkel, a dudlisokat

fels6 vesszovel. Tehat

F .= (fl,...,fN)
E,. = (eTj: j:l,...,NT)

D = (") i=1,...,ND)
az Osszes megengedett indexekre. Definicié szerint

_71 JIn <fk7 (61 jir 1 €En jn)>

(i _ (r) (r)
ﬂil...imr *< Tj?B(dl 11""7me gy
Innen A(Bj, ..., B,) tenzordnak egyiitthat6i
1 (1 (n) (n) _
(fi, A(B (d1 IOIRE ,dm1 15331) (d1 (TR ,dmn e ) =
1 n
bl(,u)) (D bz(-(w)) i(m)
1 ctmg tmy,

:<f]/€7 A(Z(e& Jl’bjgll))zgi)l >€1 Jire Z<€;l J”’bi?))z,(,::) >en 7n)> =

jl jn

1 n
= E <€/1 jl,b§<1)> i(1>>"'<e% jnvbl(«n)) (n) ><f;2,A(€1 Jiseees
WG ),

lmay

jlv"'7j7’1

_ (1) 51 k
= E 6(1) i ﬁ(n) i) Qe -

J1sedn

en jn)) =
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Megjegyzés. A tenzorkifejezéket az indexek szaménak csokkentése végett célszerti
lehet a baziselemekre valé hivatkozas helyett a bazisokra valé hivatkozéssal leirni.
Pl. az A € L(V,W) operator matrixa az F := (e1,...,en) ill. F = (f1,..., fn)
rendezett bazisok szerint az (Oé;)?:1;n:1 tenzor (ahol o := (f;, Ae;)), amit F'AE-
vel jeloltiink. Ezt a konvenciét konnyen kiterjeszthetjiik.

Jelolés. Ha A € L(Vi,..., Vi, W) & E; = ei,...,el) (i=1,...,n) ill. F:=
(f1,--., fam rendezett bézisok az Fy,..., E, ill. F terekben, akkor

N ...N,
A(El, . 7En) = (ajlmjn)jll:l'“jn:l 9

ahol ajlmj" = A(ejl, ey €j”) s

‘ M Ny Ny
FIAE . En) = (0, )i e s

ahol O‘;'l.v.jn = (fi, Alej,...,€5,)) -

Ennek megfelelden egy ® € T‘EK 1.3;:‘/’” (IK) funkciondl tenzora az Fi,...,E, ill.
F, ..., F,, rendezett bazisok szerint

®(Ey,...,En, Fl,...,F.) .

Tenzormennyiségek

Lemma. Legyen F := (f1,...,fn) ill. F := (f;,...,fy) két ren-
/

dezett bézis a W térben. Ekkor az F : F operator* dudlisa F' : F .

Azaz
/

T=F:F,— T =F:F .

B1zoNYITAS. Vegyiink egy tetszdlegesen rogzitett i indexet. Azt kell megmutat-
nunk, hogy T’ ﬂ = f;. Ez all, hiszen

(TFi f5) = (Fu Tf;) = (i f3) = 65 =
:<fz‘/vfj> (jzla""N)'
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Tétel. Legyenek Vi,...,V,,, Wh,...,W,, véges dimenziés vektorterek,
E, := (egp),...,eggz, E, = (E(lp)w..,égf;z (p=1,...,n) ill. F, :=
(fl(q), . J(V(Z F; = (f(f), . ,?5\2 (¢ = 1,...,m) pedig rendezett

bézisok a Vi, ..., Vo, Wi, ..., W, terekben. Ekkora ® € T" /" (IK)
funkciondl En, ..., Ey,, F1,...,F,, szerinti o ill. E1,...,E,,
Fi,...,F,, szerinti @ tenzorai kézétt az Einstein konvenciéval az a-
labbi ésszefiiggés all fonn

(T) 5311%*: = a;ll'_'_'.;’:’ (01 )%11 e (Un)%: ()i Tm)im

ahol o, az (E), : E, koordindta-attérési operator E,, E,-szerinti mat-
rixanak megfelel6 tenzor, 7, pedig a Fy : F, operator Fy, Fy-szerinti T
médtrixdval a (7)1 mdtrixnak megfelel§ tenzor, azaz

Sy =FE,:E,, T,:=F,:F, mellett
op:=E,S,E, = EE, ,
7y = F(FL F)F = F,(T, ) F} .

q q

Bi1zoNYiTAS. Tudjuk:

a=®(Ey,...,E., Fl,...,F.),

-/

:(I)(Elvu';En,FIla'-'aFm) .

Ql

Mivel E, = S,(E,), és mivel

p—] N — . o .7/ —1 _ —1
F,=(F,:F)F, = (F.,:F) 'F, =T/ \(F})

a Lemma szerint, fennall
a=®(S1(B1),..., (), Ty (FY), ..., T (F))) -
Innen az el6z6 alfejezet tétele azonnal adja a bizonyitandé formulankat.

Példa. A fizikusok altal mért mennyiségek szamértékii fiiggvények, amelyek a
mérés alapjaul szolgalé vonatkoztatdsi rendszertdl fliggenek. Szamunkra tipikus
példa lehet a kovetkezd. Legyen adva két pont, mondjuk o, p az IR3-mal izomorf-
nak tekintett teriinkben. Az o-bdl kiindul6 kiilonb6z6 X Descartes koordiné-
tarendszerek szerint a p pont koordinataira kiillonb6zé (z1(p), z2(p), 3(p)) mérési
értékeket kapunk. Mivel o, p rogzitettek, ezek csak az X rendszer vélasztasatol
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fiiggenek, azaz egy X +— (Vi(X))?:l leképezést adnak (itt v;(X) := z;(p)). Tudjuk,
hogy a kiilonboz6 Descartes rendszerek egymadssal linearis kapcsolatban vannak.
Vagyis ha X egy mésik o-bél kiindulé Descartes rendszer, akkor Z; = 25:1 05T
(i = 1,2,3) valamilyen « egyiitthatékkal. Ezzel azon mddon véltozik egyiitt
természetesen a (v, va, vs) triplet:

3
vi(X) = Z av(X)  (i=1,2,3).

Ha csak a mérési eredményeket kapjuk meg (tehdt ha ismerjikk az X — (£ (X),...)
hozzarendelést, akkor is tudunk ebbdl a formulabdl visszakovetkeztetni arra, hogy
itt valamilyen op irdnyitott szakasz koordindtairél van szé. FEzért a fizikusok
az ilyen (vi,vs,vs) hozzdrendeléseket kovaridns (a koordindtatranszforméciéval
egyez& moédon véltozd) vektormennyiségnek nevezik. Jegyezzilkk meg, hogy az X
rendszer F := (e, e, e3) egységvektorrendszerével az x; koordindtafiiggvény nem
més, mint a dudlis E' bézis e} tagja. Tehdt a kovaridns vektormennyiségek a tér
duélisa feletti funkcionalok koordinatai.

Definicié. Hasznaljuk ettdl kezdve a
B(V) := {V rendezett bézisai}
jelolést a véges dimenzids vektortereknél.
Legyenek Vi,...,V,,W1,...,W,, rendre Ny,...,N,, M,..., M,, dimenziés
vektorterek. Egy
M;i...Mp,
A B(Vy) x o x B(Vp) x B(W1) x -+ x B(Wy,) — Teny! 'y ™ (IK)
(El, e Ep Fp, L Fm) — (Aﬁ;’:(El, ce, Ep F, L Fm))
hozzarendelés Teny/[f::i}f m-tipusu tenzormennyiség, amely kontravariins a

Vi,...,Vp-beli és kovaridns a Wy,..., W,,-beli véltozéiban, ha teljesiti a (T)
transzformaciés formulat valahdnyszor

()éZ:A(El,...7Fm), aZ:A(El,...,Fm).

Propozicidé. Minden tenzormennyiség valamilyen (egyértelmiien meg-
hatdrozott) multilinedris funkciondl tenzori reprezentdcidja.

B1zONYITAS. Legyen A € T‘ZV_ 1_:&)7‘:‘/"”. Rogzitsiink tetszélegesen

Er=(", . ef) e BV, oo Fyi= (1, 1)) € B(W)

m

rendezett bazisokat. Mivel egy bazisrendszeren adott értékek egy multilinearis
leképezést egyértelmiien meghataroznak, pontosan egy olyan A € T‘ZV_ 1__'&;:[/*" funk-
cional létezik, amelyre

A el p Oy = Al (B B B F)

.]1 1t ]’Vl ? Zl ) Zm 1"'_7’7L
az Osszes lehetséges indexekre. A Tétel szerint az A funkciondl teljesiti a (T)
transzformacios formulat.
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Tenzori szorzat

Kérdés. Milyen multilinedris funkciondlok kozotti miivelet felel meg a tenzorok
szorzasanak?

Definicié. A ® € Ty, 1V P és U e T‘XV”“ Wota funkeiondlok tenzori szorzata

m+41--Vimtn
DRV (V1,. ., U, W1, - -+, Wptq) —
= P(V1, . U, W1, e Wy ) - W (Ut1s - - v Umnny Wpt 1y -« - Wptq) -

Megjegyzés. Ha itt ® tenzora (ajl"'jf;) ill. ¥ tenzora ( Jpt1-dpta ) valamilyen

i1...1 Gm41--Tmtn

E,...,Epn,Fr,... F, il Epyq,. By, Fppa, .., Fpyq rendezett bazisok sz-
erint, akkor ® ® ¥ tenzora Ei, ..., Epqn, F1,..., Fpyq szerint valéban az

(a?l'“q” Blptidrta ) szorzattenzor.
1o tm"tm41---tm+4n

Lemma. A tenzori szorzds asszociativ.

BizoNYiTAS. A (P ® ¥) ® © ill. ®(®¥ ® ©) funkciondlok ugyanazon harom
szamértéki fiiggvény szorzatai kiillonboz6 csoportositassal.

Kovetkezmény. A &, ® --- ® ®,, szorzat mindenfajta zardjelezéssel
ugyanazt az értéket adja. (Igy a zérdjelezését szokdsosan el is hagyjuk.)
Gyakorlat. ® nem kommutativ.

Példa. A Vi,...,Vj vektorterekben a ¢1 € V{,..., ¢ € V/ linedris funkciondlok
tenzori szorzata a

P1® @ Pp (V1. 0k) — d1(v1) - - dr (k)
k-linedris funkcion4l.
Definicié. Ha Vi, ..., V}, vektorterek,

Vi@ @V{:=Span{¢1 ® - @dp: ¢1 €V,..., ¢ € Vi } =L(V1,...,V}, K) .

Emlékeztets. A ”k-linedris funkciondlok” alfejezet Tétele szerint

{ef®@--®e,: e1€E,...,ep € By} bdzisC V] @@ V]
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/

valahdnyszor Ef, ..., E; bazisok Vi,...,Vk-ban (és ' szokdsosan a dudlis bézis

elemeire utal). Innen

Vige-- @V =L(Vi,...,V,,K) .

Kérdés. Lehet-e altalanos vektorterek tenzori szorzatat definidlni?
Definicié. A (V) =V}, azonositdsnak megfeleléen

Vig-—- V=LV, ...,V K)
a Vq,..., Vi terek tenzori szorzata.

Példa. Hasznaltuk a v ® ¢ jelolést a linedris Vi — Vo leképezéseknél. Ez megfelel
annak a konvenciénknak, amely szerint azonositottuk az A € L£L(V;, V2) operatort
az (¢, u) — (Au) funkciondllal. Ezzel ugyanis

VR = [u»—><<b,u)v] =
=

= [(¥,u) = (¢, v)(¢,u)] =\53/®¢-
5,(%) =v

Tétel. £(V4,..., Vi, K) kanonikusan azonosithaté a (V1 ® --- ® Vy)'
dudlissal, ha dim Vi, ...,dim V} < oco. Nevezetesen, van olyan (egyér-
telmiien meghatdrozott) linedris

I:LVh,..., Vi, )K) = (Vi ®@---@ V)
leképezés, amelyre

<I(<I>),a:1®~~-®xk> =®(xq,...,x)
valahdnyszor ® € L(V1,..., Vi, K) és 1 € Vi,..., 2% € V.

B1zONYITAS. Legyenek Ey,..., E} tetszblegesen rogzitett bazisok a Vi,...,V; te-
rekben. Ekkor

{f @ ®ep: e1€B,...,ey € By} bazisC Vi @--- @V =
=LV,..., Vi, K),
£ = {61@"'®6k2 eleEl,...,ekGEk} bazisC Vi ® - Q Vi .
Igy van egy egyértelmiien meghatérozott I : L(Vi,..., Vi, K) & (Vi @ --- @ Vi)

linearis leképezés, amelyre

I:ief®@--®@e,— (e1®-ep)e (e1 € Eq,...,e, € Ey) .
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Ezzel tetszoleges ey, f1 € E1, ..., ek, fr € Er mellett

(I(h®---®e), 1@ fk)=((e1® - Qer)e, 1 ® O fr) =
= [1 haei=f1,...,ex=fr, O egyébként] =

ey (f1) - er(fr) =

=l @@ (fi, fr) -

Innen linedris kombinacidkra attérve kapjuk a tétel allitasat.

Példa. A legfeljebb N-edfoki egyvaltozés IR — IR polinomok Poly(IR) terének
Poly (IR) ® Poly (IR) tenzori négyzete azonosithaté a

N

N . kot .

Ps .—{ E apex”y" all,...,aNNEIR},
k=1

z:R*’->R , y:R* - R
&mn ¢ (&mn)—mn

kétvaltozds polinom-térrel, ugy, hogy mindig a P ® @ elemnek a P(z)Q(y) kétvil-
tozos polinom feleljen meg.

AzZF & €8 (k=0,...,N) homogén polinomok bézist képeznek Az xFy*
(k,£ = 1,...,N) kétvéltozés homogén polinomok linedrisan fiiggetlenek (mint
R? - R fiiggvények), igy bazist adnak P -ben. Vagyis a

N N
Z cne® @ 2 Z zkyt

k,e=1 k=1
leképezés a megfelelo.

Megjegyzés. A szakirodalomban a V; ® -+ ® V) tenzori szorzat teret sokan
eleve mint az L£(V1,..., Vi, K) funkciondltér (pre)dudlisit definidljak véges di-
menzioban. Végtelen dimenzidban ilyen szép dualitasi tulajdonsdgok nem &llnak.
Ott a véges dimenziéban népszertibb funkciondl-reprezentacios definicionkkal szem-
ben (ami csak dudlis terek szorzatdra miikodik jol) célszer®i a Tétel dltal sugalma-
zott aldbbi definicié:

T1R Q= [E(Vl,...,Vk,]K) SCIM—HI)(a:l,...,xkﬂ
Vi@ - @V :=Span{z1 ® -+ - Q@ : 1€V, ...,z €V} C L(V,..., Vi, K).
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Szimmetrikus leképezések

A legtobb alkalmazasban a multilinearis leképezések valtozéi mind ugyanazon
a vektortéren vannak értelmezve, s6t a leképezés a sorrend;jiiktél nem is fiigg. (Ilyen

pl. a (&,m) — &n szorzds).
Jel6lés. A k-linedris VF — W leképezések tere

LEV,W) =L(V,...,V,W).
N——
k

Definicié. Az L € L(*V,W) leképezés szimmetrikus, ha fiiggetlen az argumentu-
mai sorrendjétél, azaz ha

L(l‘.,r(l)7...71'.,r(k)) = L(.’E17...7.T]€) (ﬂ' S PERMk) s

ahol PERMy :={m: m:{1,... k}={1,...,k}}
az {1,...,k} indexhalmaz permutéciécsoportja.

Jelolés. L5(*V, W) :={L € L(*V,W) : L szimmetrikus}.
Példa. A tobbvaltozds valds fiiggvénytanban alapvetd szerepet jatszik a kdvetkez

tény (Schwarz tétele). Ha f : RY — IR egy k-szor folytonosan differencidlhaté
fiiggvény, akkor minden a € IR™ helynél az irdny szerinti derivéltakkal alkotott

(V1,0 08) = [, 0,70 f (@)

funkcionél szimmetrikus k-lineéris (]RN )k — IR leképezés. Emlékezteto: egy g
fliggvény v-irdnybeli derivaltja a b helyen

g (b) := lim 1 [g(b+7v) — g(b)] beRY, g:RY - R) .

T—0 T

Lemma. Ha a IK skaldrtestben 2,3, ...,k # 0*, akkor az
A A5 e L5V, W) , ahol

1
AS :(xl,...,xk)HH Z L(.%'W(l),...,.%‘w(k))
TEPERMy

leképezés egy linedris L(*V, W) — L3(*V, W) projekcid.
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BizoNY{TAs. Feltevés szerint a IK testben k! = 1-2---k # 0 és ilyenkor az 1/k!

faktor jél-definialt. Ekkor az A +— AS leképezés trividlisan linedris. Minden o €
PERM,.-ra

1

S

A (‘ra(l)v oo 71.0'(]6)) = E Z L(xa(ﬂ'(l)); v 7xa(7r(k,))) =
TePERMy

1
=5 S L@ry e Tew) =
T7€0(PERMy)
1
T Do L@y @er) = A3(@, )
T€PERMy
akarmilyen z1, ...,z € V mellett. Innen azonnal adédik AS szimmetridja, tovabba,

az a tény, hogy AS = A valahanyszor A € L5(FV, W).

Definicié. A Lemmiban megadott AS leképezés az A multilinedris leképezés
szimmetrizaltja.

Példa. A maétrix szorzds szimmetrizaltja Mat(n, n, K)? 3 (o, 8) — 3 (a8 + Ba) az
un. Jordan szorzat.

Definicié. Az A € L(*V,W) leképezés diagonalizaltja

A= Vozw A,...,2)] .
——

k

Tétel. (Polarizaciés formula). Tegyiik fel, hogy IK-ban 2,3, ...,k #
0, és legyenek V., W vektorterek IK folott. Ekkor a szimmetrikus k-
linedris V¥ — W leképezéseket egyértelmiien meghatirozzak a di-
agonalis részeik. Nevezetesen

1 ~
L(ml,...,xk):ﬂ Z 51"'5kL(€1x1+"'+5kxk)

E1,.-,p==%1

valahdnyszor L € L35(*V,W) és xy,...,x, € V.

B1zONYITAS. Legyen x1,. ..,z € V tetszblegesen rogzitve, és tekintsiik a

~

P:(r,...,7) — KL (ma1 + -+ + Tpzk)

polinomidlis leképezés

2 : i i
P(Tl,...,Tk)Z T11~'~Tkk’l)i1mik

0<iq,..yif <k
i1+ Fig=k
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kifejtését. Itt L szimmetridja miatt hasznalhatjuk a polinomidlis tételt. Ezért

k! . .
iy = T "L(xl,...,xl,...,xk,...,xk) (14 +ir=EF).
(SRERRE N —_———
il ik
Innen
> er-erllerm 4 tepm) = ercexPler,. .. 6x) =
E1,..,6p==%1 E1,..,6p==%1
i i
= D eer ) €1 Eg Vi iy
€1,..,ex=%1 0<iy,...,ip <k
i tig =k
_ i+l ikl
= E E e e Yy
0<iy,.. i<k g£1,...,.epx=+%1
i1 tip=k
A dontd észrevétel az, hogy ha nem i; = .-+ =Cx= 1, akkor mindig 3 ¢ i, =0
) 1 ;s
azaz Zs@:iﬁ” =0, és gy

i1+1 | i+l _ i1+1 i+l
E €1 €k - Zel=i161 '“Zek=i1€k -

€1,..,Ep==%1

=[2¥ hai; = =i, =1, 0egyébként| .

Feltevés szerint IK-ban 2,3, ...,k # 0, és igy 2%, k! # 0is. Masrészt k!-L(x1, ..., xy)
=V1...1-
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ALTERNALO FORMAK,
DETERMINANSOK

Els6 célunk ebben a fejezetben a

1121+ o+ A1pTn b1

ap1Z1+ -+ AppTn = bn

egyenletrendszer megolddképlete, az in. Cramer szabaly.

aij
Emlékeztetd. Ha az egyenletrendszer A := (aij)jjzl matrixanak 087~
anj
b1
lopvektorai linearisan fliggetlenek (IK™-ben), akkor minden | : € K" mellett
bn,
T
pontosan egy € K" megoldds létezik. Ha ai,...,a, linedrisan fiiggdk,
Ty

rank(A4) < n =dim(K"), és{fgy 3b e IK" Ax € K" Ax =h.
Példa. Legyen n = 2. Ekkor

ai, a hnfugg6 <= @11 : Q12 = Q91 : Q23 <= A11G22 — a12a21 =0,

D(u,v) i= w1y —ugvy  (w=(i})0i=(33)€n?) jeloléssel
D(b’ a2) D(al, b) )
= Dlaa) . 2T Dlaray ) Pl 0 ha ay,as linfgtl
o D(al, CLQ) 2 D(a17a2) (al a2) 7é a ai,az lin.igtlen

az Ax = b egyenletrendszer megoldésa.
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Determinalé formak

Definicié. Egy IK test folétti V egy vektortér n-formai az n-linedris V" — IK

funkcionélok, azaz
{n-formék V folétt} := L("V,K) .

Egy V folotti D n-forma determinal6, ha dim(V) = n és

D(vi,...,0,) #0 <= {v1,...,0,} bézis CV (v1,...,0, €V).
Megjegyzés. Ha dim(V) = n, egy n-elemil vektorcsaldad pontosan akkor bdzis
V-ben, ha linedrisan fiiggetlen.
A Cramer szabdly kulcsa a kovetkezd.

Propozicid. LegyenD egy determindlé forma a V téren, és{a1, . ..,an}

bazis V-ben. Ekkor tetszbleges b € V vektorra

ria1+ -+ Tpa, =b <—

D(ai,...,a5-1,b,a541,...,0a

T = (a1 kol kil n) (k=1,...,n).
D(ay,...,an)

BizoNYITAS. Legyen b € V tetsz6legesen adott. Mivel {ay,...,a,} bazis V-ben,

AN zy,...,z, €K ria1+ -+ xpa, =0b.

Ha pedig z1a1 + - - - + x,a, = b, akkor barmely &k mellett

n

D(ay,...,ak-1,b,a541,...,0n) = D(ay,...,ar-1, E LjQj, g1y -5 On) =
=1

n

= E i D(ar, ..., 0k—1, 05, A1, -, 0p) =
=1 :

0 haj#k
=z, D(ay,...,a,) ,
hiszen j # k esetén az {a1,...,ax—1,a;,ak11,...,a,} halmaz (n — 1)-elemd, igy

nem lehet bazis az n-dimenziés V-ben.

Kérdés. Hogyan adhaték meg IK™ determindlé formai?
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Alternald formak

Probléma. Hogyan jellemezhetSk azok a ® € L£(*V,IK) k-linedris formak, ame-
lyekre
Dler,...,ex) =0 ((e1,- .. ex) lin. fiiggd) .

Megjegyzés. Ha k = dim(V'), minden determinalé forma ilyen. Linedris algebrai
szempontbdl azért szerencsésebb a fenti probléma vizsgédlata, mint direkt a deter-
mindlé formaké, mert a determindlé formak linedris kombindciéi nem feltétleniil
determindldk (pl. 0 sem determindlg).

Kezdjiikk a k = 2 esettel.

Lemma. Ha K # {0,1}, egy ¢ € L(*V,IK) form&nal ekvivalensek
1) ov,0)=0 (veV), 2) ouv)=—-pu) (uveV).

BizonNYiTAs. 2) = 1): Ekkor p(v,v) = —¢(v,v), azaz 2p(v,v) = 0. Mivel
K # {0, 1}, fenndll 2 # 0 IK-ban.

1) = 2): Feltevés szerint p(u + v,u +v) = 0. Azaz

0=vp(ut+v,ut+v)=
= p(u, u) +o(u,v) + (v, u) + p(v,0) .
——

——
0 0

Definicié. A ® € L(*V,K) (= @V’ :==V'®--- ® V') k-forma alterndlé, ha két
valtozéjat felcserélve mindig el6jelet valt, azaz

(I)(Ul,...,1},'_1,58,1}7;4_17...,Uj_l,y,’t}j,...,Uk) =
= _q)(vla'~-avi—1ayavi+17~-',Uj—lax7vj+1)"-vk>
valahdnyszor z,y, vy, ..., € Vés 1 <i<j<k.

Tétel. Ha ¢ € @*V’, ahol k < n := dim(V'), akkor ekvivalensek

1) ®(eq,...,ex) =0 ((61,...,€k) lin. fiiggé),

2) ®(vy,. ., Vim1, T Vi1, - V1, Ty Ujgty -2, U) = 0 (201,00, 05 €
V, 1<i,j<n),

3) & alterndlo.

BIZONYITAS. 1) = 2): A (U1,...,0i—1,%,Vit1, .-, Vj—1,Z,Vjq1,..., V) vektor-
rendszer trividlisan linedrisan fiiggd (« kétszer fordul el§ benne).
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2) = 3): Legyenek vy,...,v; € V, 1 <i < j <k tetszblegesen rogzitve. Ekkor a
©ij (@, y) = P(vr, .o Vi1, T Vi, - V1, Y, Vg« - 5 Uk)
2-linearis formara feltevés szerint
wij(z,xz) =0 (xeV).

A Lemma alapjan ¢;;(z,y) = —¢i(y,z) (z,y € V), azaz U eljelet valt az i-edik
valtozéjat a j-edikkel felcserélve.

3) = 1): Tegyik fel, hogy (e1,...,er) linedrisan fiiggd V-beli vektorrendszer.
Ekkor

j—1
3] El)\la---7>\j—1 ej:Z/\iei.
i=1

Ezzel

Jj—1
@(61, . .,ek) = @(el, .. .,ej_l,Z)\iei,ej+1, .. .,ek) =
i=1

j—1
== E )\i(I)(Gl,... ,ei,...76j_1,81‘,6j+1,...,6n) =
————
i=1
0
=0.

Kévetkezmény. Minden determinglé forma alternalo.

Definicié. Egy tetszéleges S halmaz két kiilonbozd elemének a felcserélését tran-
szpoziciénak nevezziik. Vagyis a m : § — S leképezés transzpozicié, ha 3 a,b €
S a#b, w(a) =0, w(s) =5 (s#a,b).

Jelolés. Fiiggetleniil az S halmazbdl, 7, fogja jeldlni az a, b elempar felcserélését
(transzpoziciéjat). A kovetkezOkben, ha @ egy k-forma és m € PERMy (:=

{{17 k{1, k) leképezések} egy indexpermutécié, T, ® fogja jeldlni a

Tr®: (v1,. .05 0) = @(Ur(1)s - o5 Vi)
format.
Megjegyzés. Eszrevétel: Ty o T,® = Troe® mindig.
Propozicié. A ® € L(*V,IK) forma pontosan akkor alternild, ha

T,® = (—1)"® valahdnyszor 7 =7, s,

0+ 0Tg by -
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Bi1zONYITAS. Definicid szerint a @ forma pontosan akkor alterndls, ha
T,,®=-® (1 <i<j<k). Innen m szerinti indukciéval azonnal adédik az
allitas az el6z6 Megjegyzés alapjan.

Permutdcidk paritdsa

Megjegyzés. Eszrevétel: Ha m € PERM,, (azaz 7 : {1,...,n} < {1,...,n}) és
1 < a < b < n, akkor az a, b szamokat felcseréld transzpozicié utdn w-t végrehajtva,
a kapott m74(:= 7 0 T4, permutdcié megeseréli m értékeit az a, b helyeken:

TTap: 1 ... a—1 a a+1 ... b-—1 b b+1 ... n
! ! ! ! ! ! ! !
w(1) ... w(a—1) w(b) w(a+1) ... w(b—1) w(a) w(b+1) ... ©(n).

Propozicié. Minden véges permutédcié transzpozicick szorzata (éssze-
tétele). Nevezetesen

Vo ePERM,, dm<n Jai,bi,...,am,bmnm

T = Tapmbm

O...0Tg by -

BizoNyiTAS. Indukcid n szerint. Az n = 2 eset trividlis.
Tegylik fel, hogy m € PERM,,;1. Legyen

id hai=n+1
Ti(n-‘rl) haz<n+1 :

i:=m(n+1), 7 :=x7, ahol 7:= {
Eszrevétel: 7' :n+ 1+ n+ 1. Igy
mo :=7'|{1,...,n} € PERM,, .
Az indukciés feltétel szerint
T0 = Tap,by, *** Tayby dm<n Fay,bi,...,0m,0n
Innen, mivel 7/(n +1) =n+1,

!
T=TT="Ta, by " TarbT »

ami m vagy m + 1(< n + 1) transzpozicié szorzata.
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Definicié. A = ¢ PERM,, permuticié péros, ha el8éll paros, paratlan, ha elgall
pdratlan szamu transzpozicié szorzataként. (A Propozicié szerint minden per-
mutdcié péros vagy paratlan).

Kérdés. Lehet-e egy pemutécié egyszerre paros és paratlan?
Latni fogjuk: NEM.

Definicié. A 7 € PERM,, permuticié inverziészama
inv(m) = #{(4,5) « i <j, 7(0) >7(j)} .
Tétel. Legyen m € PERM,, és1 < a < b < n. Ekkor

2 finv(n7ep) — inv(m) .

B1zoNYITAS. Vegyiik észre, hogy a kezdeti Megjegyzés értelmében

Tab = Ta,a+1Ta+1,a+2 " Tb—1,b " Tb—2,b—1Tb—3,b—2 " *TQ, 4 + 1.

Ugyanis a fenti felbontdsndl a 74 q+1, Ta,a+1Ta+1,a+2; - - - €gymas utdni részletszor-
zatok hatdsa az (a,a+1,...,b— 1,b) sorozatra
(a+1,a,a4+2,a+3,...,b),
(a+1,a+2,a,a+3,...,b),
) . (b—a-1)
(@+1,....b—2b-1,a,b),
(a+1,...,b72,b*1,b, Q) )
(a+17"'ab 27b;b_17@);
: : (b—a—1)
(a+17b7a+27"'5b_1ag) )
(b,a+1l,a+2,....,b6—1,a) .

Tehat 7,5 el6all 2(b — a) — 1, azaz pdratlan szami 7;(;41) alaki (in. elemi) tran-
szpozicié szorzataként.

Elég latni: inv(o7; ;41) — inv(o) pdratlan mindig.

Csakhogy ekkor

. . [ 1 hao(i)<o(i+1)
v (o7ii1) — inv(e) = { -1 hao(i)>o(i+1),

hiszen o7; ;11 csak annyiban kiilonbozik o-tél, hogy értékeik az 7,7 + 1 szomszédos
helyeken meg vannak cserélve (1d. a kezdeti Megjegyzést).
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Kovetkezmény. Pdros pemutdcié inverziészama pdros, paratlané pa-
ratlan.

BizoNYITAS. Ha m =7y, p, " Tayb,, akkor

m—1
inv(m) = inv(7a,5, ) + Z V(T b+ Tagbe) — V(Tapby, = Tappabpsr )] =
k=1
= Z Inv(o,Ta,n,) — inv(og)] |
k=1
ahol o3 = Tu, b, " Tarsrbrss (K =1,...,m —1) és 0., := id (hiszen inv(id) = 0).

Tehdt inv(m) éppen m paratlan szam osszege. Igy m csak paros (ill. pératlan)

lehet, ha inv(w) péros (ill. péaratlan).
Definicié. A 7 € PERM,, permutdcié paritasa
0 ha 7 péaros

par(m) := modginv(r) = { 1  ha 7 pédratlan .

Kovetkezmény. A & ¢ £(*V,IK) forma pontosan akkor alterndld, ha
T,® = (=1)P»(™ &, azaz ha minden 7 € PERM, permutdcidra

D(Vr(1ys -3 Uniy) = (=1)PT D (vy, ..., vp) (v1,...,0p€V).

Determinansok

Tétel. Egy (véges dimenzids) vektortér alternalé formdit egyértelmiien
meghatdrozzak egy rendezett bdzison felvett értékei. Nevezetesen,
legyen dim(V') = n és (eq,...,e,) egy rendezett bézis V-ben. Ekkor
pontosan egy olyan ® € L("V,IK) alternalé forma létezik, amelyre
Dley,...,en) =1

B1zonvyiTAs. Tegyiik fel, hogy ¥ alternélé forma V-n és ¥(eq,...,e,) = 1.

most

V1 = Q161 + ag2e2 + -+ Qup€n, .., Up = Qpl€l o+ Qppln

Ha
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tetszOlegesen adott vektorok, akkor

n

\I/('Ul,...,'l}n): Z aul~-amn\I/(eil7...,ein) .

1 yeenyin=1
A ¥ forma alternaldsa miatt az Gsszeg tagjaiban
Ve, ...,ei,)#0 = {ig,...,inp ={1,...,n}
= 37 €PERM, 7(j)=i; (j=1,...,n).
Kovetkezésképpen

\Ij(’Ul,...,’Un) = Z A1r(1) "'anﬂ(n)\p(ew(l)7~"7671'(71)) =
TePERM,,

= Z(alﬂ(l) () ()P T (e, ) =

= Z(—l)par(ﬂ)amu) Qe (n)

egyértelmiien meghatarozott.
Azt kell tehat még belatnunk, hogy a

P (Z;L:1 aljej""’zyzl a"jej) = Z (_1)par(7r)a17r(1) © Qng(n)

T€PERM,,
funkciondl jél-definidlt, alternalé és ®(eq,...,e,) = 1. Az (ei,...,e,) rendezett
bazis (e}, ..., e;,) dudlisival v = 37 (e}, v)e; alakbe’m all el egyértelmiien minden
v € V vektor ey, ..., e, linedris kombinaciéjaként. Igy a ® funciondl jél-definialt,
és

P(v1,...,0n) = Z (—l)par(”)<e;(1),vl>~-~<e;(n),vn> (v1,...,0p € V).
TE€PERM,,
Minthogy €, ..., e}, linedris funkcionalok, ® n-linedris. Ha m # id (: k — k), akkor

7(j) # j azaz (€} ;), ;) = 0 valamelyik j indexre, ahonnan

Ber,. .. en) = (—1)PED (el o) o(e! o) =(=1)0-1---1=1.
Végiil, ha ¢ € PERM,,, akkor mindig

D(Ug(1), - -+ Vo)) =" =G = 3 ()P TT g gy =H=70)

™ j=1

n
par(m) H Qo1 (k) _i=mo—1
k=1

> (=1
n n
Z(_l)par(ﬂo’) H g () = Z(_l)par(ﬁ)(_l)par(cr) H ko (k) =
9 v k=1

k=1
= (_1)par(0)(I)(,U1’ cee 7’Un) .

Ez mutatja, hogy a ® forma alternald.
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Kovetkezmény. Minden véges dimenziés térben vannak determinglé
formak, és az Osszes alternalo formak egy determinalé forma konstanss-

zorosail.
B1zoNYiTAS. Rogzitsiink egy tetszdleges (e, ..., e,) rendezett bézist és legyen @
az az alterndlé forma V-ben amelyre ®(eq,...,e,) = 1. Tekintsliink egy mdsik
f1s-++, fn) rendezett bazist és U alterndlé format, és legyen A := U(eq,...,ep,).

Elég belatni: 1) W = A®, 2) &(f1,..., fn) # 0.
1) A A := ¥ — \® forma is alterndld, és A(ey, ..., e,) = 0. Minthogy az = 0 forma
is alternald, a Tétel szerint ¥ — Ad = A = 0.

2) Ha ®(fy,...,fn) = 0 volna ®-nek egybe kellene esnie az = 0 forméval (ami
eltlinik (f1,..., fn)-enis). Ez 1 = ®(ey,...,e,) miatt lehetetlen.

Kovetkezmény. A ¥ forma pontosan akkor determinald, ha alternélé
és nem azonosan zéro.

Tétel. Ha A:V — V egy linedris leképezés, akkor a

O(Aeq, ..., Aey)
Dler,y ... en)
hédnyados fiiggetlen a ® determindlé formdk és (eq,...,e,) bdzisok

valasztasatol.
BizoNYITAS. Legyenek ®, ¥ # 0 alterndlé formék ill. (eq,...,en), (f1,--, fn)
rendezett bazisok a V' vektortérben. Beldtandé:

‘I)(Ael,... ,Aen) o \IJ(Afl,Afn)
<I>(el,...,en) o \I/(fl,,fn)

Az eléz6 Tétel szerint

W(Af1, . Af) _ ®(Afr- .. Af)
\Il(flafn) CD(flufn)

INAD U=XD, =

Masrészt

~

D (vy,...,0,) — P(Avy,..., Av,) alterndlé , = FJe K d=50.

Definicié. Az n-dimenziés V térbeli A € L(V, V) operator determinansa

O(Aey,. .., Ae,)

det(A) = [ dley,...,en)

: ®determindlé € L("V,IK), {e1,...,e,} bdzis C V}.
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Az o € Mat(n,n,IK) matrixot azonositva azzal a linedris IK — IK leképezéssel,
amelynek a métrixa IK" kanonikus bazisdban, definidljuk a det(a) matrix-deter-
mindanst.

Megjegyzés. Tehat az n x n-es matrixok terén a
Det,, k : Mat(n,n,IK) — K
a — det(a)

funkciondl a kovetkezoképpen jellemezhetd:
Det,, i az az alterndlé n-linedris funkciondl a mdtrizok oszlop vektorain, amely
a (627»)?].:1 egységmadtrizndl 1-et ad.

Propozicid. Az o = (ay;) matrix determindnsa

n
ij=1

det(a) = Z (_1)par(ﬂ')a1ﬂ_(1) o Ong(n) -
mePERM,,

B1zoNvYiTAS. Jeloljiik ex-val a k-adik egységvektort IK"-ben (kK = 1,...,n).* Ha
létezik, véve azt a @ : (IK")” — IK alterndlé n-linedris funkciondlt, amelyre
D(eq,...,e,) = 1, fennall

D(aey,...,ac,)
det(a) = —— 1 ) P(agy,..., ae,) =
etle) D(e1,...,En) (e, agn)
= CI)(041151 + -+ anEny .-, i€ -+ annEn) _® alter.
= Z (—I)Par(ﬂ')alﬂ.(l) © Qpr(n) (I)(El,...,e’:‘n) .
r€PERM,, NN

1

Kovetkezmény. Az A:V — V linedris leképezés determindnsa nem
mds, mint tetszéleges E := (e1,...,e,) rendezett V-beli bdzis szerinti
E'AE madtrixdnak a determindnsa.

B1zoNYITAS. Vegyiik azt a ® determindlé n-formdt a V téren, amelyre ®(E) = 1.
Most

a:= E'AE mellett Ae; = Zaijei (j=1,...,n),
i=1

D(AE)
®(E)
=®(ag1e1+ + Qrneny .-y Qpie + -+ Qppen) = det(a) .

det(A) = = B(AE) =

* Tehat e az a 1 X n-es matrix, amelynek k-adik soraban 1 all, mig a tobbi
helyein 0.
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Determinansok szorzastétele

Tétel. Ha A, B € L(V,V), akkor det(AB) = det(A)det(B).

BizoNYiTAS. Legyen n := dim(V). Tekintsiink egy tetszélegesen rogzitett @ :
V™ — IK determinél6 funkciondlt és egy {e,...,e,} bazist V-ben.

1) det(B) = 0 esete. Ekkor

®(Bey,...,Be,) =0, = {Bey,...,Be,} lin. fiiged , =
(ABey, ..., ABe,) lin. figgé , = ®(ABej,...,ABe,) =0, =
®(ABey,...,ABe,)

=0.
D(eq,... en)

det(AB) =

2) det(B) # 0 esete. Ekkor, mivel {Bey,..., Be,} bazis C V,

®(ABey,...,ABe,
det(4) = (<I>(Bel, . Bey) )
®(ABey, ... ABe,)/®(e1,...,ep)
" ®(Bey,...,Bey)/®ler, ... en)
_ det(AB)
~ det(B)

Kovetkezmény. det(af) = det(a)det(3) az a,3 € Mat(n,n,K)
matrixokra.

Transzponalt determindnsa

Tétel. det(A) = det(A’) minden A € L(V,V) operatorra ill.
det() = det(a’) minden o € Mat(n,n,IK) mdtrixra.

Bi1zoNYITAS. Elegendd métrixokra igazolni a tételt.

Legyen a egy n X n-es matrix. Az o transzponalt egyltitthatoéi ozgj =ay; (i,] =
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1,...,n). Az S := PERM, réviditéssel ekkor

det(a’) = Y (~1)P ﬁ Ofny = D (1P ﬁ (i) =
i=1 =1

TES Tes

= > (VPO ] taipmsrioy = = 0

Tes =1

=Y PO [T ey -

€S j=1

Eszrevétel: S = {r1: 7€ S} és par(nr~1) = par(n) (x € S). Igy

1y 1
det(a) = > (=1 I [ ajrmr(y =7 =7
n—leS j=1
= Z(—l)par(") H Qjo(j) = det(a) .
oceSs j=1

Determinans kiszamitasa eliminacidval

Megjegyzés. Ha az n x n-es a métrix ay; egyiitthatéi adottak, az elméleti je-
lent6ségli

det(a) = Z (_l)par(ﬂ-)alw(l) o anﬂ'(n) =
T€PERM,,
= Z (71)par(ﬂ')aﬂ_(1)1 o Qr(n)n
w€PERM,,

formulak* igen rossz hatdsfokiak det(«) kiszdmitdsdhoz.

Példa. Az elméleti formuldval egy 5 x 5-0s determindnst 4 - 5! = 480 szorzassal és
5! = 120 Gsszeadassal szamolhatunk ki. Ez kézzel 6ras nagysdgrendi munka lehet
még kis abszolut értékii egész «;; egyliitthatok esetén is.

Lemma. Egy métrix determindnsa nem véltozik, ha egyik oszlopahoz
hozzaadjuk egy masik oszlop valamilyen tobbszorését, ill. ha egy
sorahoz egy masik sor tébbesét adjuk.

* A maésodik abbdl adédik, hogy a transzpondlt determindnsa megegyezik az
eredetiével.
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BizonNYiTAs. Tudjuk: A (vq,...,v,) — det(vy,...,v,) forma* determinalé az nx 1-
es oszlopvektorok (IK"-nel azonositott) terén. Mivel determindlé formék alternélok,

det(vy,...,v_1,0; + AVj, Vigdy e o5 Ujyens ,Up) =
= det(vl,...,Ui,l,vi,vi+17...,vj,...,vn)+
+ A-det(ve,. .., Vim1, V5, Vi1, - -5 Vjy oo ey Un)
~——

0

Mivel a matrix transzpoziciéja a determinansat nem véaltoztatja meg, innen a
sorokra vonatkozé allitas a gondolatmenetet a transzponéltakra alkalmazva adédik.

Kovetkezmény. Gauss elimindciét végrehajtva egy mdtrix sorain
vagy oszlopain, a determindnsa nem valtozik.

Lemma. Felcserélve egy matrix két sorat vagy oszlopat, determinansa
elGjelet valt, egy sordt vagy oszlopat egy A(€ IK) szammal szorozva a
determinans \-szorosara valtozik.

BizoNYiTAs. Kozvetlen kovetkezménye annak a ténynek, hogy a (vi,...,v,) —
det(vy,...,v,) forma alterndlé n-linedris. (A sorokra vonatkozd rész itt is tran-
szpoziciéval jon).

Megjegyzés. Emlékeztetd: Az o := (o). ., matrixot felsd [ill. alsé] trian-

i,j=1
gularisnak mondjuk, ha nem-zéré elemei csak ]a féétl6jdban és folotte [ill. alattal
vannak, azaz a;; =0 (i < j) [ill. a5 =0 (i > j)].

Lattuk: A sorokon végzett Gauss eliminacioval és sor- és oszlopcserékkel minden
matrix felsé triangularis alakra hozhato.

Lemma. Trianguldris métrix determindnsa a féatlébeli elemeinek a
szorzata.

BIZONYITAS. Eszrevétel:
VrePERM, 7#[l—1,...,n—n]= 3ij w()<iésn(j)>j.

Ha o egy n X n-es matrix, ez azt jelenti, hogy amennyiben = € PERM,, és
Qr(1) *** Opr(n) Nem a f6atlobeli elemek a1y - - -y szorzata, akkor az

Qir(1)y -+ Onr(n) tényezOk kozott mind f64tld alatti, mind folotti elemek eléfor-
dulnak. Vagyis az a1 - - - apy szorzat kivételével az Osszes tobbi tagjai a

det(a) = > cpprm, Mn(1) *** Qnr(n) Osszegnek tartalmaznak 0 tényez6t valahdny-
szor « f0lsO- vagy alsé triangularis.

* Itt det(vy,...,v,) annak az n X n-es matrixnak a determindnsa, amelynek
oszlopai vy, ..., Uy.



118 Kifejtés adjungalt aldetermindnsokkal

Algoritmus. Gauss eliminaciot sor- és oszlopcserékkel végrehajtva, az o matrixot
egy « trianguldris matrixba vissziik. Minden sor- és oszlopcserénél a determindns
eléjelet valt, az elimindcids 1épéseknél nem véltozik. Végiil a trianguldris a f64t-
16beli elemeinek a szorzata adja a keresett determinanst a megfelel6 el6jellel, ha
nincs 0 sor vagy oszlop (anikor is det(a) = 0).

Tehat, ha o € Mat(n,n,IK) és az elimindcié pivotjai az (i1, j1),. .., (in,Jjn)
pozicidkban vannak,

det(a) = (_1>[cserék szémal det(d) = (_1)[cserék széuma]&ll&22 G, =

— (_1)par(7r)+par(a) H Qr(k)o (k) »
k=1

aholm:i=[k—ix: k=1,...,nl,0:=lk—jr: k=1,...,n].

Megjegyzés. Az elimindcick lefrhaték métrixokkal valé szorzésokkal is. Pl
K = IR estén n alkalmas 1 — 2(}", 82)_1(51 ...en)(e1 .. epn) alaku (—1) deter-
mindnsu titkrozés-matrixokkal szorozva egy o € Mat(n, n,IR) matrixot, egy & tri-
anguldris métrixot kaphatunk (1d. késébb az ”LQ eliminécié” alfejezetben). Vagyis
a determinansok szorzastétele alapjan

det(a) = (1)"det(@) = [ ] @ -
k=1

A Gauss eliminiciéval szemben az LQ elimindciénak a numerikus stabilitis az
elénye.

Jelolés. A det(a) kifejezés helyett szokdsos az |al-et is irni.

0 2 —4 2 0 —4 1 0 =2
Példa. |[-4 -1 5|=l22=—|-1 -4 5(=-2|-1 -4 5|="1"=
1 1 7 1 1 7 1 17
1 0 0 , 1 0 0
— 2|4 -1 3| =2HTP— 2|4 -1 0 |=-2.1-(—4)-32 =78
1 1 9 I

Kifejtés adjungalt aldetermindnsokkal

Szimbolikus algebrai kifejezések determinansai ill. kisebb szam-determindnsok ki-
szamitasat célszerl lehet kisebb méreti determinansok kiszamitasara visszavezetni.
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Definicié. Legyen o := (aij)?]‘:l egy IK folotti n x n-es métrix és 1 < p,q¢ < n.

Ekkor az a-bdl az p-edik sor és g-adik oszlop kihagyésdval kapott (n—1) x (n—1)-es
matrix .

det(p,q) (@) := det (asp(k)sq(f”k}z:l

ahol sp,(r) := [r har <m, r+1har >m]|

determindnsa az (i, j)-edik elem adjungalt aldetermindnsa a-nél.

Tétel. Legyen o egy n x n-es matrix. Ekkor

n

det(a) = Z(—l)k_loélkdet(l,k)(a) .
k=1

BizoNYITAS. Az S := PERM,, roviditéssel

det(a) = Z(_l)Dar(ﬂ') Haiﬂ(i) —
i=1

Tes
= Z Z (*l)par(ﬂ) HOém(l) )
k=1regk i=1

ahol k =1,...,n-nél az
S® .= In|{2,...,n}: m€S, (1) =k} .
Vezessiik be a
Qi :PERM,,_; — S

Y= [{27771}9]'_)Pk(¢(‘771))] s
ahol Py :iw—[ihai<k, i+1hai>k]

transzformdcidkat (k = 1,...,n). Vegyiik észre, hogy
Qk : PERM,,_; & S'k) és inv(p) +k—1=inv({1l— k} UQk(p))

mindig. Innen mivel (—1)P*(?) = (—~1)"v(?) minden permutaciéra,

det(a’) = Z Z (—1) ™y, Haia(i) =
i=2

k=1recS(k)
inv k—1
=> > Oy ] eigwwe) =
k=1 pcS(k) i=2

n

= (fl)kflalkdetu’k)(a) .
k=1
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Példa. Vandermonde determinansok. Legyen ag, a1, ...,a, € IK. Az
ag
ak;: (k:O71,7n)
ay
oszlopvektorok alkotta mdtrixot Vandermonde maétrixnak nevezik. Itt a? := 1
i =0,...,n, igy a® helyett szemléletesen 1-et irunk. Ennek a determininsit a

kovetkezd médon szamolhatjuk ki:

1 0 e 0
1 a1—ag -+ af —af
e 1 2 ny __k.oszl.— __ 1 0 _
V(ag,...,an) :=det(l,a",a%, ... a )_a’g-l.oszl__ : : : =
1 a,—ay --- a)—aj
a1 —ag - ay —ag
J— PR a _ n
KIFEJT._ | %2~ %0 42—
—1. sor - :
Gn —Qo -+ G —ag
. k ko k-1 k—1-p p . . . . 4
; - —_ 7 - _ N —_ DY ~ !
Mivel af — af (ai —ao)d>_p—o a; ag, itt i = 1,...,nre az i-edik sorbdl
(a; — ag)-at kiemelve
-1 -1
1 ai+ap -+ a7+ H4ag
1 ag+ag - ag‘_1+...+a67’_1
Viag,...,an) = (a1 —ag) -+ (an — ag
1 an+a0 a;”i_l_i_ ...+a871
Itt kivonjuk rendre a k = 2, ..., n-edik oszlopbdl az elsé af-szorosat. Ezzel az egyes
helyeken &ll6 6sszegek utolsd tagjai eltiinnek a masodik oszloptdl kezdve:
1 aq e a?_1+...+alag_2
n 1 as e ag_1+...+a’2a6”_2
Viag,...,an) = H(aj —ag)
j=1 . . )
1 Ay, a2_1+...+ana87
Tehat kivonva ezutan k = 3,...,n-re a masodik oszlop a§_2—szér68ét a k-adik
oszlopbdl,
1 a a@ - a4 tata)?
-1 -3
]_ a2 a[% e a,’g‘ _i'_..._i'_a%ag’

n—1 2 n—3
an +...+ana0
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Hasonldan folytatva, végiil eljutunk az

1 a a2

n 1 as a%
V(ao,...,a"):H(a]fao) :
j=1 :

1 a, a2

alakig. Eszrevétel: ez egy l-gyel kisebb méretii Vandermonde determindnst tartal-

maz, és igy

V(a()a 7a'n) = (Clk; - CLO) ' V(a'17 7a71) =
k=1
= I_I(a;C —ap) - H(ak —a1) - V(ag,
k=1 k=2
= [T (ar —ao)- [T (ar —a)
k=1 k=2 k=n—1
Kovetkezésképpen
V(G/Oa aan) = H (Clk; - CL@) .

n>k>0>0

Sakktabla-szabaly. Egy n x n-es matrix poziciéit lassuk el a bal-folsé saroktdl

+-szal kezdve sakktablaszeriien + el6jelekkel:

+

_|_

+

+

Ekkor egy |o¢ij ‘ijl determinanst a kovetkezéképpen is kifejthetjiik:

Véve egy tetszdleges sort [vagy oszlopot], dsszegezziik a sor [oszlop] elemeinek az ad-
jungdlt aldetermindnsaikkal vald szorzatdt az egyes elem pozicidgjandl levd eldjellel.

B1zONYITAS. Mivel az eléjel-sakktabla szimmetrikus a f64tléra, az oszlop szerinti
kifejtés esete visszavezethetdé a transzponalt matrix determindnsdnsa sor szerinti
kifejtésének esetére (hiszen transzpondlds nem valtoztat a determindnsok értékén).
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Kifejtés adjungalt aldetermindnsokkal

Vegyiik a p-edik sort. Ezt (p— 1) sorcserével dtvihetjiik az elsésorba gy, hogy

a tObbi sorok sorrendje ne valtozzék. Ezért

Q11 Q12 A1n
Q21 22 Qop
A(p1 Qp2 Qpn,
Qp+1)1 A(p+1)2 QAp+1)n
(67951 Qp2 Qnn

Q(p1 Qp2

11 12
= (1P agp-n1 op-1)2
Ap+1)1 X(p+1)2

anil [0779)

A Kifejtési Tételt a jobb-oldali determinédnsra alkalmazva, éppen

det(a) = (=1)P~! Z(—l)k_ldet(p’k)(a)
k=1

= Z(—l)p-"_kdet(p)k) (Oé) R

1

ami megfelel a ”sakktabla-szabalynak”.

Példa. Legyenek ), aq,a1,..
oszlop szerint kifejtve

A aop
1 A ax
1 A as
1 A Ap—2
1 A + an-1
1 A
1 A
_ (_1)n+1a0 ..
1 A
A
1 A
_|_(_1)2n71 s 1 A
H,l_/ .

= \"+ a,H)\"_l _ an72)\n—2 NI

yan—1 € IK tetszolegesen adottak. Ekkor az utolséd

A

1 A

+(=1)"2a -
1 A

A

1 A
on 1 A
+(—1) (/\—|—an_1) .
1

1
+ (_1)n—2a1)\ + (_1)n—1a0 .

Tehat tetszoleges polinomot megkaphatunk ilyen forméaban.




ALTERNALO FORMAK, DETERMINANSOK 123

Cramer szabdly

Probléma. Adjuk meg explicit médon ay, ..., a,,b € IK” terminusaival az
anzi+-+  apTn, = b ai;
: r101 + -+ Tpan =b =:qa;
Ap1%1 + ...+ AppTn = bn ahol j = 1, ..., n-re Qpj
egyenletrendszer x4, ..., x, megoldasat.

Jelolés. Szokds szerint IK™-et azonositjuk az n x 1-es oszlopvektorok halmazdval,
és vy,...,u, € K" mellett det(vy,...,v,) fogja jeldlni a vy, ..., v, oszlopvektorok
egymas mellé tételével kapott n x n-es matrix determinansat.

Tétel. (Cramer szabély). A fenti egyenletrendszerre
D VbeK" 3 (z1,...,2n) €K"Y, zpar=>b < det(ai,...,an)#

0,
2) det(ai,...,a,) # 0 esetén az xi1a; + ... + xpa, = b rendszer
megoldasa
det(a1, ey aj_l,b, Ajg1ye--, an)
€T, = - 1, . ,n
/ det(aq,...,an) U )
BizonyiTAs. Tudjuk: a D : (v1,...,v,) — det(vy,...,v,) forma determindld

IK™-en. (Nevezetesen az a determinél6 forma, amely a kanonikus egységvektorok
bazisén 1-et ad.)

1) Mivel a D forma determinélo,
{a1,...,a,} bézis C K" <= det(ay,...,an) #0.
Ha {ai,...,a,} bazis C IK", akkor vele a IK"™ tér minden b vektora egyértelmii

linedris kombindcidként 4ll eld. Ha nem bézis, akkor dimSpan{aq,...,a,} <n =
dim(IK"), azaz 3b € IK" b & Span{as,...,a,}.

2) Ez éppen a ”Determindlé formak” alfejezet Propoziciéja V' := IK"-re.

Megjegyzés. Az &ltaldnos

(%) dagzy=b  (i=1,...,m)
j=1
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egyenletrendszer a kovetkezéképpen oldhaté meg a Cramer szabéllyal a Kronecker-
Capelli tétel szerint.

Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy rank(aij)zlg?:l =7, ésa () egyen-

letrendszer elsé r oszlopa, azaz az a1, ... ,a, oszlopvektorok ill. elsé r
sora linedrisan fiiggetlenek. Ekkor, ha a (x) egyenletrendszer megold-
hato,
z1(C1y. vy Cper)
{MEGOLDASOK} = { : Dy €KY
Tp(Cly . oy Cpney)

ahol j =1,...,r — 1 mellett

o o (o} n—r ] o o
det(a1> s @i, b — Zkzlckar—i-k?a’j-‘rl’ R ar)
zi(cr, .. Cny) = Tot(a? O
et(ag,...,a2)
Tpg1(Cly oo yCpeg)i=C1y covy Tp(ClyevyCroy) i = Cpp
U1 U1
a’:v=\| . | —v2:=| . | vetitéssel
Um Uy

Megjegyzés. 1) Sor ill. oszlopcserékkel elérhetd, hogy az elsé r(=rangszam) sor
ill. oszlop linearisan fliggetlen legyen egy egyenletben.

2) A Kronecker-Capelli tétel szerint, ha egy métrix rangja r, akkor barmely r
linedrisan fiiggetlen sora és oszlopa talalkozasanal levé r x r-es részmétrix deter-
minansa # 0. Mivel egy négyzetes matrix sorai ill. oszlopai pontosan akkor linea-
risan fliggetlenek, ha a determinédnsa 0, egy matrix rangja a benne levé legnagyobb
nem-elt{ing determindnstd (nem feltétleniil szomszédos sororkbdl ill. oszlopokbdl
allé) négyzetes matrix mérete. Azaz

rank(aij)?;?:l =max{r: 31,J #I=4+#J=r, det(a;;)icr #0} .
- JjeJ

3) A Cramer szabdly kévetkezményében szereplé formuldbdl kiolvashaté az
alabbi is.

Kovetkezmény. Ha taldlunk egy megolddsit a doioqaijry = b (1<
i < n) egyenletrendszernek, akkor az Osszes megolddst dgy kapjuk
meg, hogy ehhez hozzddjuk a z;-lzl aijr; = 0 (1 < i < n) homogén
egyenletrendszer megolddsait, amelyek a IK" tér egy [n — rank(a;;)]-
dimenzios alterét alkotjak.



ALTERNALO FORMAK, DETERMINANSOK 125

Matrix inverze adjungalt aldeterminansokkal

Megjegyzés. Ha az a € Mat(n,n,K) métrix invertdlhaté, akkor az aa™! =

xq
(dpq)z’qzl reldci6é azt jelenti, hogy ¢ = 1,...,n-re ( : ) = [a™! ¢-ik oszlopa]

T

megoldasa az
oa1xi+ o+ oupxT, =014

Ap1T1+ -+ QppTn = 5nq
egyenletrendszernek (ahol 6,4 := [1 ha p = ¢, 0 egyébként] a Kronecker-9).

Propozicié. Az a € Mat(n, n, IK) métrix pontosan akkor invertahatd,
ha det(«) # 0. Ha det(a) # 0, akkor

n

= detl(oz) (=17 ety (@)

p,q=1

BizoNYITAS. Az "Inverz méatrix, GL(V)” alfejezet tétele szerint o pontosan akkor
invertdlhaté, ha az oszlopai linearisan fiiggetlenek. Ezek pedig pontosan akkor
linedrisan fliggetlenek, ha det(«) # 0.

Tegyiik fel, hogy det(a) # 0. A Cramer szabdly szerint

Oélll‘gq)—i- cee 4 aln.Iqu) = (Slq

N ZC(q) _ det(aoh sy, Oleg—1, 6Oqa Qeg+15---, a.n)
p det(ce1y .., len)

anlxgq)"_ st annx’SLQ) = 5nq

minden p,q = 1,...,n indexre. A Megjegyzés mutatja, hogy ekkor =\ az a~1
inverz métrix (p,q) indexti eleme. Itt a det(ce1,...,Qeq—1;0eqs Qegti;--- s Yen)
szamlalobeli determinédnst a ”sakktabla-szabaly” alapjan kifejtjiik a g-adik oszlopa
szerint.

Megjegyzés. Természtesen, egy n x n-es matrix inverzének egyiitthatéit célsze-
riibb szinte mindig a Lemmanak megfeleloen n egyenletrendszer eliminaciés médon
valé megolddsaval meghatdrozni, mint n? 4+ 1 determindnst kiszdmitani. Azonban
forditva hasznos lehet a formula. Ha mashonnan van informéciénk az inverz mat-
rixrél, akkor az adjugalt aldeterminansait egyszerre meghatarozhatjuk.

Példa. Legyenck az ay,...,a, € IK szdamok mind kiilonboézék. Ekkor az o :=

(af)zk:l madtrixnak a determindnsa Vandermonde tipusi, det(ar) =[] . (ag—ap),
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mint lattuk. Az « inverzérdl az tgynevezett Lagrange interpolaciés polinomok
adnak informaciét: Ezek a

A\ —
P : A H ATk (s=1,...,n)
s — Qg

k: k#s

polinomok trividlisan teljesitik a
Py(ax) = s (s,k=1,...,n)

kovetelményeket.* Rogzitsiik tetszélegesen az s indexet, és (kissé szokatlan médon)
jeloljik xq, ..., z,-nel a Ps polinom egytitthatéit. Ekkor

(=1)Predet(s ) (@)

Loy tarze+aies +--- +a) e, =0q 4
~ g s dot(a)

Lgitanmataleat - o= o, ) (p=1.....m).
Kovetkezésképpen minden p, s indexparra
det(s ) () = det(a) - [\?~! egyiitthatSja Py(X)-ban] =
_ Hk>€(ak_a2) (=1 Z @iy -,

—p .
as—a
IIk: k#s( s—ar) 1<y <-+<ip_p<n

Kulso szorzat

Megjegyzés. Ha @ egy alternlé p-forma, ¥ pedig egy alternalé g-forma a V
vektortér f6l6tt, akkor a ® @ U (p + ¢)-forma nem alterndld.

Cél: Egy ® ® U-vel természtes kapcsolatban levd alternélé (p + ¢)-forma kon-
strukcidja.

Definicié. A tovébbiakban Ty-vel jeldljiik a formaknak egy m permutécié szerinti
valtozécsere transzformaciéjit. Azaz ha ® egy p-forma (valamilyen vektortéren)
és m € PERM,,, akkor

T:®: (v1,...,0p) — U(vz(1),...,v(D)) -

* Jelent&ségiiket az adja, hogy tetszéleges by, ..., b, € K esetén az (egyediili)
P(ay) =by,...,P(ay) = b, feltételeknek eleget tevd (n — 1)-edfoki polinom éppen
by P+ -+ b, Py.
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Az egész alfejezet sordn feltessziik, hogy
1,141, 14141,...#0 a IK testben .
) ——
2 2
Minden n = 1,2,... és V vektortér mellett bevezetjiikk a V {6l6tti n-formékra a
1
= _1)par(m)
Py = — Z (-1) T,
TEPERM,,
operaciot™.
Propozicidé. A P, leképezés linedris L("V,IK) — {alt. nformék} pro-
jekcié. Nevezetesen P,® = ® az alternalé ® formakra.
BIZONYITAS. Eszrevétel: A T, operdcick triviglisan linedrisak, és
Tsigmao Ty =Ty, (m,0 € PERM,,) .
Igy tetszéleges ® € £("V,IK) forma és o € PERM,, permutécié mellett

1 r(m 1 r(m =To
TP = — > ()P, = ~ Yoo (T, e =Y
T€PERM,, wePERM,,

LS (e gy 0D (qyper(d) _qyper(e)
n.
YEPERM,

1
= (_1)par(o)a Z (=1)PNTy$ = (=1)P» (@ pd |
" 9ePERM,,

ami mutatja, hogy a P,® forma alterndlé. Vagyis P, : L("V,IK) — {alt. nformak}.
Tegyiik fel, hogy a ® € £("V,IK) forma alternalé. Belatand6: P,® = ®. Most

— 1

_ = _ ar(o) _ P alt.
P,® = o Z ( ]_)P T.& =
oc€PERM,,
1 1
Ly Capepeon, e L sz
™ cPERM, n

Gyakorlat. irjuk le a szimmetrizalast (Id. ”Szimmetrikus leképezések” alfejezet)
(e 1
a T, operacidkkal. (Ps = ZT”)'

* A félreértés veszélye nélkiil elhagyhatjuk az n-re ill. V-re valé utaldst a
jelolésben.
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Definicié. Legyen ® egy alternalé p-forma, ¥ pedig egy alternalé g-forma a V'
vektortéren. Ekkor a kiils6 szorzatuk a

DAV = P(d 3 T)
alterndlé (p + g)-forma.
Lemma. Ha ® egy p-forma, ¥ egy g-forma a V vektortéren, akkor

P,((Pa®) ® (P0)) = Pa(@® V) .

B1zONYITAS. Bevezetve a p-permutdcidk

_ T o(t) i<p }
O’.—[ZI—){Z_ IS (c € PERM,))

természetes PERM,,; 4-beli kiterjesztését,

P((P®)® V) = ! > Tﬂ{—, > (Tg@)e@\y}:

[
(p+q)! TEPERM, 44 P o€PERM,

_ 1 _TnT5=Ts,
TE€PERM, 4, c€PERM,,

1
= — o =1} Ty(Pe V)=
(p+q)'p! %P%ij{;?—}/ w(@®T)
pl
- — Y Ty(@eU) =P (@o0).

]
(r+9)! YEPERM,, 1

Megjegyzés. Analég bizonyitas adja, hogy ugyanigy

P.(2® (PV)) =P(@® V) .

Propozicid. A A kiilsé szorzat asszociativ miivelet.

BizZONYITAS. Legyenek @1, @2, @3 alterndlé formék ugyanazon V' vektortér folott.
Ekkor P,®y = O (kK =1,2,3). Igy

(q)I AN @2) AN @3 - Pa((q)l AN 4)2) & @3) = Pa([Pa((I)l ® @2)] ® @3) :Lernma
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Hasonl6 szamoléssal adédik a Megjegyzés alapjan, hogy
Py A (P A D3) = P[P @ (P2 @ P3)] .
Tudjuk: a formak tenzori szorzasa asszociativ. Vagyis

(@1 A Do) A D3 =Py A (P2 A D3) = Po[P1 @ Py ® B3] .

Kovetkezmény. Ha ®,. .., ®,, kiilénbéz6 formak V félott, akkor

PN NP, =P(P1®---@D,) .

B1zoNYITAS. Indukcié n szerint. Az n = 2,3 esetek mdr ismertek. Ha n-re az
allitas igaz,
PN AP =Pa((P1 A AD,) @ Pryr) =
= Pu([Pa(®1® - ® @) ® D) =VEMMA
=P(P1® - Q@Ppyq) .

Példa. Ha ¢1,...,¢, € V' (ezek 1-formak v f6l6tt), akkor

¢1A--~A¢7l — Z (71)Par(ﬂ')¢ﬂ(1) ®®¢ﬂ'(n) A

TmePERM,,

BIZONY{TAS. . Eszrevétel: Minden m € PERM,, permutdciéra

Te(d1 @+ @bn: (V1,...,00) = [$1 @+ ® | (Vn(1)s-- -+ Va(n))
és itt
(61 ® - @] (Vr(1), -+ Vn(n)) = D1 (Vr(1)) - Dn (Vr(1)) =
= Gr-1x(1) (Vr (1)) Srtm(m) (Vr(m)) =
= Gr-11)(V1) - Pr=1(n) (Vn) = [Pr-11) @ -+ @ D1 ()] (v1, ..., 0n) .
Innen

¢1 /\/\¢n = Z (71)par(ﬂ')Tﬂ_(¢1 ®¢n) =

T€PERM,,

= D Do) @ () =TT

T€PERM,,

= Z (_1)par(0')¢0(1) Q- ¢a(n) .

c€PERM,,

—1
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Propozicid. Az alterndls formak linedris funcionalok kiilsé szorzata-
inak linedris kombindcioi. Azaz

La(”V,]K) =Span{¢1/\.../\¢n: ¢17--~7¢n GV/} .

B1ZONYITAS. Az el6z6 Kovetkezmény szerint
Ea("‘/;]}() :Pd(vl®®vl) :Paspan{¢1®"'®¢n: ¢1;-~-a¢n € V/} =
N —

= Span{P,(d1 @ @ ¢p) : ¢1,...,0p € V'} =
=Span{d1 @ - @ ¢ 1 P1,...,0, €V'} =
=Span{p1 A...ANdn: ¢1,....,0p €V'}.

Definicié. Hasoléan, mint a vektorterek tenzori szorzatdnak definiciéjanal, csak
pl. V' {6l6tti line4ris funkciondlokként kell felfogni V' elemeit ahhoz, hogy a V' tér
V A ... AV alaki kiilsé hatvanyait értelmezziik.

Azaz vq,...,v, € V-re

VIA oAU =0y Ao A Dy,
ahol &, := [V' 3 ¢ (,v)] (veV);

/\V::Span{vl/\.../\vn: Viy..., Uy €V} (n=1,2,...).

Lemma. A (vy,...,v,) — v1 A ... A v, hozzdrendelés alternalé n-
linedris V" — N'V leképezés.

BI1zoNYITAS. Azonnali kovetkezménye a (Példa szerinti)
VIA ... NV, = Z (—1)par(ﬂ—)’vﬂ(1) R Q Un(n)
T€PERM,,

formulénak.

Tétel. Legyen (e1,...,e,) rendezett bézis a V térben. Ekkor
D{en Aoiheyt 1<ip<--<ig<n} (k=1,...,n),
2) NV ={0} (m=12...),

3) vj =aijer + - +anjen (j=1,...,k) esetén

k
A T E det(aqu)nqzlejl Ao Nej .
1<j1 < <jk<n
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BI1zZONY{TAs. 1) Mivel V = Span{ey, ..., e, }, minden k-ra fennall 'V =
Span}, ;. _i€j A...Aej. A Lemma alapjan ej, A...Aej =0, haaji,... jk
indexek koziil valamelyik ketté azonos. Ha pedig ji,...,Jr mind kiilonbozok, az
indexek i1 := Jg(1) ;.- In := Jy(x) sorrendbe rakésaval

ey, N...Nej, = (71)par(19)ei1 AN A 7 i <<,

ahonnan /\k V = 8pany<;, <..ciy<n€is N ... Nei,. Mdsrészt az ej, ® -+ ® e;, alaku
elemek linedrisan fiiggetlenek (&FV-ben), és igy az

1
€iy /\/\67k = y Z (—I)Par(ﬁ)eio(n ®-..®6¢0(k) S
" YEPERM,,

S Span{ej1®-~-®ejk : {jl,...7jk}:{i1,...,ik}} <i1<'~- < Z-k))
kiils6 szorzatok linearisan fiiggetlenek.

2) Ha j1,...,jn+m € {1,...,n}, akkor I p,q jp = jg, p # ¢, ahonnan e;, A... A
f +
Cirom =0. Igy N7V = Spanj, i . _jej A...Aej,,, =1{0}.

3) A kiils6 szorzat alternélé tulajdonsdga alapjan

n
(R AN AN Ve Z aljl"'akjkeﬁ/\"‘/\ejk:
Jiy--oik=1
_ a1, o (—DPF @ e AL A,
1],9(1) kl?(k:) J1 et Jk

1<j1 < <jr<n YEPERMy

k
det (aqu )p,qzl

a determindns kifejtési formuldja szerint.
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KARAKTERISZTIKUS POLINOM,
JORDAN NORMALFORMA

Kérdés. Egy adott A € L(V) operdtornak milyen a legegyszeriibb E’AE alaki
matrixa?

Nilpotens operatorok

Az egész alfejezetben V' egy tetszbleges (tehdt akéar végtelen dimenzids) vek-
tortér, A:V — V pedig egy tetszblegesen rogzitett linearis operdtor.

Definicid. Az A operator nilpotens, ha valamely n > 0 mellett A™ = 0.

Emlékeztetd. Egy B linedris operdtor O-tere ker(B) := {v : Bv = 0}, képtere
pedig ran(B) := {u: Jv Bv = u}. Ezzel nilpotens operédtorokra azonnal adédik
a kovetkezd.

Lemma. Ha A™ = 0, akkor

A:V —ker(A"1) — ker(A"7?) — .-+ — ker(A?) — ker(A) — {0} ,

s6t  ran(AF) C ker(A"7F)  (k=1,...,n).
Definicié. Egy B : V — V (nem feltétleniil nilpotens) linedris operator mellett
az {e1,...,en} vektorcsaldd B-ldnc, ha e, ... e, # 0 és

A:ejroegr— e, —0.

Példa. Legyen A : KK'? — IK' az egységvektorok E := {ei,...,e1a} bazisa
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mellett a (mdtrixdval azonositott)

= O
=)

operator. Ekkor A3 = 0, és az E bézis felbomlik az
er—ex—ez—0, eq—es—eg— 0 er—eg— 0, eg—e10—0 ,e11—0 , €12—0

A-lancokra.

Lemma. Ha A" = 0 és U olyan altér V-ben, amelyre U Nker(A"~! =
{0}, akkor az A leképezés injektiv U-n (azaz A : U «— AU) és (AU) N
ker(A"=2) = {0}.

B1zoNvYiTAS. Egy linedris leképezés pontosan akkor injektiv, ha nem-0 vektort
nem-0 vektorba visz. Ezért elég latni:

Au ¢ ker(A"?) 0#uel).

Tegyiik fel, hogy u € U olyan vektor, hogy Au € ker(A"2). Ekkor 0 = A"~ 2(Au)
= A"y, azaz u € ker(A"~1). Mivel U Nker(A"~ 1) = {0}, sziikségképpen u = 0.

Lemma. Legyen A" =0 és S C V olyan linedrisan fiiggetlen vektorc-
saldd, amelyre Span(S) Nker(A"~!) = {0}. Ekkor
1) az A operdtor injektiv Span(S)-en (A : Span(S) < Span(AS)),
Span(AS)ker(A"~2) = {0} és AS linfgtlen C V;
2) 3 Slinfgtlen C V S c S linfgtlen C V, V = Span(S) @
ker(A"—1).*

BizoNYiTAS. 1) Az U := Span(S) altérre a lemma szerint A : U < AU. Tudjuk:
injektiv linedaris leképezések vektortér-izomorfizmusok értelmezési tartomanyuk és

* Azaz Span(S) Nker(A"~1) = {0} és Span(S) + ker(A""1) = V.
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képteriik kozott. fgy A az U-beli linedrisan fiiggetlen vektorrendszereket linedrisan
fliggetlenekbe viszi.

2) Vegyiink fel egy (tetszbleges) H bézist a ker(A"~1) altérben.
Allitas: S U Hlinfgtlen C V.

BizonvirAs. : Ha ui,...,um € S, vi,...,v¢ € H paronként kiilonbozok és
m ¢
D img Qi + Zj:l B;v; = 0, akkor

m L
Zaiui =— Zﬁjvj € Span(S) N Span(H) = {0} ,
i=1

Jj=1

ahonnan oy = ---=q, =01 =---=F¢=0.

Az &llitas alapjan Hamel tétele szerint S U H kiegészitheté V-nek egy H bézisava.
Most
S:=H\H

mellett S O S, és mivel a H bézis az egyméstol diszjunkt S ill. H vektorcsaladok
egyesitése, V = Span(H) = Span(S) @ Span(H) = Span(S) & ker(A™™1).

Tétel. Ha A™ = 0, akkor taldlhaté olyan S bdzisa a V térnek, amely
felbonthaté egymdstdl diszjunkt, legfeljebb n hosszi A-lancok egyesi-
tésére.

B1zoNYITAS. Indukciéval n szerint beldtjuk a kovetkezot.

Ha A™ =0 és S olyan linedrisan figgetlen vektorrendszer, amelyre Span(S) N
ker(A"~1) = {0}, akkor taldlhaté pdronként diszjunkt A-ldncokbdl dll, S-et tartal-
mazo E bazisa a V' térnek.

Az n =1 esetben A = 0 (és ker(A°) = ker(id) = {0}). Ekkor Hamel tétele
szerint as S linedrisan fiiggetlen rendszert kiegészithetjiik egy F bazissa. Minden
e € E-re Ae = 0, azaz {e} egy-elemii A-lanc (és £ = J . p{e}).

Tegyiik fel, hogy (n — 1)-re igaz az &llitds, és legyen A™ = 0, SlinfgtlenC V,

Span(S) Nker(A"~1) = {0}. B

Lemma 2) alapjin S-et kibovitjiik egy olyan S vektorrendszerré, amelyre
S c Slinfgtlen C V', V = Span(S) @ ker(A™™') .

Az indukcios feltevés alkalmazasahoz legyen

Vi=ker(A"') , A=AV , S:=AS.

Valéban, A"~! = 0, és Lemma 1)-et S-ra alkalmazva

Slinfgtlenc V', Span(S) Nker(A"~2) = Span(AS) Nker(A"~2) = {0} .
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Az indukciés feltevés alapjan
IEbéziscV S c E=J{ diszjunkt A-léncok} .

Allitas: E := S U E megfelel (azaz EbdzisC V és S C E = |J{ diszj. A-léncok}).
BIZONY{TAS. : Mivel Span(E) = V = ker(A" 1), igy Span(S) N Span(E) = {0},

vagyis S linedrisan fiiggetlen E-t6l. Ezért
E = SUE linfgtlen C V.
Msrészt
V = Span(S) & ker(A" 1) == Span(5) & Span(E) = Span (S U E) = Span(F) ,

igy EbazisC V. _ )
Jeldlje D az E-t alkot6 diszjunkt A-lancok csaladjdt. Eszrevétel: Az

D, :={e, Ae, A%¢,..., A" %} (e € S)
A-lancokra
(%) D.eD , D.NDf=0 (e#f;efeS).

Ugyanis, ha e € g, akkor e € D pontosan egy D € D A-lancra, amelyre egy-
ben D, C D. Mésrészt A" 2e # 0 (hiszen e = Ag valamely g € S-re, és ezzel
A"2e = 0 esetén g € ker(A""1) volna, ami a 0 # g € Span(S) Nker(A"~!) = {0}
ellentmondéasra vezetne). Ezért az e, Ae, ..., A" 2e € V vektorok mind kiilonbozék
és nem-zérék. Csakhogy A"~V = {0}, vagyis V-ben nem lehetnek (n — 1)-nél
hosszabb A-lancok. Kévetkezésképpen D, = D lehet csak, azaz valéban D, € D.
Az el6bbi gondolatmenet mutatja, hogy S-beli elem csak kezdétagja lehet az &t
tartalmazé D-beli A-ldncnak. fgy e # fesetén f & D, ahonnan Dy # D, és ezért
Dy N D, =0 (mivel D paronként diszjunkt A-lancokbdl &ll).

Lemma 1) szerint A : S « S. Vagyis mindegyik e € S vektorhoz pontosan
egy g(e) € S taldlhat6, amelyre e = Ag(e). Ezzel a D, U{g(e)} halmaz egy A-lanc,
hiszen rajta A hatésa

A:gle)er Aers A%e— = A" %e > 0 .
Tehat (x) alapjan az E(S U E) bazis a paronként diszjunkt

D {De Ufg(e)} haD=D. (e€5) (D eD)
D egyébként

A-lancok unidja.
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Sajatvektorok, karakterisztikus polinom

Definicié. A v € V vektor az A € L(V) operéator A € IK sajatértékii sajatvektora,
ha
Av=Xv .

Propozicid. Legyen V egy véges dimenziés vektortér, A € L(V) és
M€IK). Ekkor

{eeV: Ae=Xe, e#0}#0 <= det(A—A)#0.

BizoNYITAS. A B := A\ — A operdtorral Ae = Xe < Be=0 (e € V).

Ha det(B) # 0, akkor B invertalhaté, és ilyenkor Be = 0 <= e = B~10=0.

Ha det(B) = 0, akkor B nem invertdlhatd, azaz nem injektiv. Véve olyan ey, es € V
vektorokat, amelyekre e; # eo és Bey = Beg, az e := e — eg vektorra Be = 0 # e.

Tétel. Ha V egy n-dimenziés vektortér és A € L(V), akkor a \ +—
det(A — A) fiiggvény n-edfoki polinom. Nevezetesen,

det(\ — A) = A" + Zn:(—n’“{ 3 det(aisit)itzl} Ak
k=1 1<y < <ip<n '

ahol (aisit ) :,t:l

rogzitett E bazisa szerint.

:= E'AFE az A operdtor matrixa V egy tetszSlegesen

BiZONYITAS. Jeldlje ay, ..., a, az (a;;)};—, métrix oszlopait, ill. ei,...,e, a K"
tér kanonikus egységvektorait (mint oszlopmétrixokat). Ekkor

det(A — A) =det(reg — a1,..., ey —ay) =
= det(Xey, Nea— ag, ..., Aep— ay) + det(ar, Aea— ag, ..., Aep— ay,) =

Z det ( —mhalel —a, hanel ) =
I1c{1,...,n} A haldl "7 A hangl [/
- halel a, hanel
_1k n—k a1 n _
;,_;zk( e det({lhal¢] oV lhangl )
- halel an, hanel
= A" _lkn_k “ PR " A
’ +;( A Z.det({lhalﬁl U 1lhangl )

I={i1,. i}
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Legyen k € {1,...,n} és legyenek az 1 < iy < s < --- < i < n indexek tet-
sz6legesen rogzitve, I := {i1,...,ik}. Legyen tovabbd j1 < jo < -++ < jn—j az
{1,...,n}\ I indexhalmaz elemeinek sorrendbe szedése, és 7 a

s (1<s<k)
ﬁ(s)._{js_k hEesh_

permutacié. Ezzel

d t({m halej},---7{a" hanel}) _ OSZLOPCSERE

lhalégl 1lhangl
SORCSERE
— (_1)par(7r)det(ai1, e Qi €y € ) =
Qiyiy T iy
par(m) Qi e Qg
e e e e
— Ajyiy T Ay, 1 OSZL.
1 . .
Ajp_pin """ gy i 1
Qiyiy 0 Gigiy
= det
Qigiy "0 Gigiy

Definicid. Véges dimenziés V vektortérben egy A € L(V) operator karakteriszti-
kus polinomja a
K 5 A det(A — A)

polinom. Az 1 < k <n :=dim(V) értékek mellett az A operator k-adrendii nyoma
traceg(A) == Z{E’AE (k x k-as szimmetrikus aldeterminnsai }
ahol F tetszbleges rendezett bazis V-ben.

Megjegyzés. 1) A Tétel szerint trace;(A), ..., trace,(A) jél-definidlt, koordina-
ta-fliggetlen mennyiségek, és

det(A — A) = \" + zn:(—l)ktracek(A)/\"_k M eK).
k=1

2) Szokdsosan, ha csak nyomrol beszéliink a rend megjelolése nélkil, akkor elsérendi
nyomot értiink alatta.
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3) Természetes médon beszélhetiink (az n x n-es matrixokat IK™ — K™ operéto-
rokkal azonositva) mdtrizok sajdtvektorai, sajatértékei, karakterisztikus polinomja
ill. nyomairdl.

Példa. Ha \q,..., )\, € K, az

AL
A2

An

karakterisztikus polinomja

Kovetkezmény. Ha o és 3 hasonlé n x n-es matrixok, azaz ha (3 =
ooo~! valamilyen invertalhaté o métrixszal, akkor tetszblegesen rog-
zitett 1 < k < n mellett az « ill. 3 matrixok f6atlora szimmetrikus
k x k-as aldeterminansainak dsszege megegyezik.

Bi1zoNYiTAS. Tudjuk: van olyan @algebrailag zart test, amelynek részteste IK.
Természetesen, «, 3,0 € Mat(n, n,IK) is.
Eszrevétel: a determindnsok szorzastétele szerint

det(A — B) = det(Aoo ™" —oac™") = detlo(A — a)o '] =
(deto)det(\ — a)(deto) ™ =
=det(\ — ) A\ eK) .

Vagyis az [ métrix karakterisztikus polinomja IK fol6tt egybeesik 3-éval. I/gy7
a IK test algebrai zirtsiga miatt az egyiitthatéik csak ugyanazok lehetnek. A
tétel szerint pedig egy n x n-es mdtriz karakterisztikus polinomjdban [\ — \"~F]
egyiitthatdja = (—1)* S°{(k x k)-s szimmetrikus aldetermindnsok } .

Propozicid. Pontosan akkor van minden K félétti véges dimenzids
vektortéren értelmezett linearis operatornak sajatvektora, ha a IK test
algebrailag zart.

BizoNYITAS. Legyen V egy n-dimenziés IK folotti vektortér és A € L(V). Ha a
K test algebrailag zdrt, akkor a A — det(A — A) polinomnak (mint bérmelyik nem
0-foku polinomnak) van legaldbb egy gyoke, és ehhez (az eléz6 proozicié szerint)
nem-0 sajatvektora is.

Tegyiik fel, hogy a IK test nem zart algebrailag. Ekkor van olyan 1 féegytitthatéja
p: IK — K polinom, mondjuk

n—1
p: )\r—>)\”+Zak)\k ,
k=1
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amely sehol sem tilinik el. Eszrevétel: Az

00 ... 0 —agp

1 —ay

A= 1 —a2
1 —ap—1

matrixszal azonositott A : IK"™ — IK"™ operdtor karakterisztikus polinomja (ha
,,,,, 8 az A-val analég m x m-es mdatrix karakterisztikus polinomja, ahol az
utolsé oszlopban (i, ..., G, all)

det(A—A) =AP_o, —a_,(N) + (=) ag(-1)" ! =
=AMAPogs—an N+ (=1D)" a1 (-1)"7?) + ag =

=AY e T =p() (VeK).
k=1

Ha valamely e # 0 vektor A\g(€ IK) sajétértékili sajatvektora volna A-nak, akkor
p(Ao) = det(Ag — A) = 0 volna ellentétben azzal a feltévéssel, hogy a p polinom
sehol sem tiinik el IK-n.

Jordan blokkok

Definicié. Altaldban is, az e € V vektor az A € £L(V) operétor k-adrendii A(€IK)
sajatértékii sajatvektora, ha

(A=XNFe=0 k=min{m: (A—\)"e=0}.

Ha nem utalunk egy sajatvektor rendjére, automatikusan 1-rendi sajatvektort
értiink alatta. (Valéban, (A — A)le =0 < Ae = Je).

Megjegyzés. Ha e k-rendii sajdtvektora A-nak a )\ sajatértékkel, akkor (A —
A)™e =0 <= m > k. A 0-vektor minden operdtor 0-rendii sajdtvektora.
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Propozicié. Legyen e(€ V) az A(€ L(V)) operdtor n-edrendii sajat-
vektora a A\ sajatérték mellett. Ekkor az

er = (A—NFle (k=1,...,n)
vektorok linedrisan fiiggetlenek. Az A operator hatdsa rajtuk

A ep— dep + epa (k=1,...,n=1), e, Ae, .

BizoNYITAS. Nyilvan e 11 = (A=Xeg (k=1,...,n—1)és (A=N)e, = (A—\)"e =
0. Innen Aey = Ae + ep+1 (K <n), és Ae, = Aey,.

Tegylik fel, hogy ey, ..., e, nem linearisan fiiggetlenek. Ekkor az
U := Span{ey,...,en}

altérre dim(U) < n volna. Mivel A—A:ej—epr— e, — 0, A—A: U—U
és (A — \)"U = {0}. Vagyis a B := (A — \)|U(€ L(U)) operétor nilpotens. Igy
van B-lancokbdl &ll6 F' bazisa az U térnek. Csakhogy béarmelyik F-beli B-lanc
legfeljebb dim(U) elembdl allhat, hiszen linedrisan fliggetlenelemek alkotjdk. Ezért
BY™(U) = 0, azaz

Adim(U)U _ {O} ,

ami a dim(U) < n indirekt feltevésnek ellentmond, hiszen A"~le; = e,, # 0 miatt
AU #£{0}. dim(U) < n volna.

Kovetkezmény. A Span{es,...,e,} alteret A énmagédba viszi, és ra-
jta az (e1,...,e,) rendezett bézis szerinti matrixa

A

1 A

1 A
(%) :
1 A
1 A

Definicid. A (x) alaki n x n-es métrixot n-edrendfi A sajatértékii Jordan blokknak
nevezziik, és J(n, \)-val jeldljiik.
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Kovetkezmény. Ha dim(U) < oo és B € L(U) egy nilpotens operétor,
akkor talalhatoé olyan F rendezett bazisa az U térnek, amely B-nek a
0 sajtértékii magasabb rendii sajatvektoraibdl &ll, és vele B métrixa

J(nl,O)

F'BF =
J(’I’Lg7 0)

alaku.

Jordan normalforma

Az egész alfejezetben V egy tetszblegesen rogzitett véges dimenzids vektortér
egy algebrailag zdrt IK test folott.

Megjegyzés. Ha B : V — V egy linedris operétor, akkor B¥v =0 = BFt™y =0
(k,m >0, veV), azaz
ker(B) C ker(B?) C ker(B*) C --- .
A n6vé k +— dim(ker(B*)) < dim(V) fiiggvény valahonnantél kezve konstanssa
valik, és igy
dim(V) <oo = 3In ker(B) C ker(B?) C --- C ker(B") = ker(B"*) = ...

Lemma. Legyen B € L(V). Ekkor
ker(B") = ker(B"™) =... = V =ran(B") @ ker(B") .
A ran(B"™), ker(B™) alterek sajdtalterei a B operdtornak™.

BizoNyiTAs. Tegyiik fel, hogy ker(B") = ker(B"*1) és v € ran(B") N ker(B").
Veheté v = B™w valamely w € V mellett (mivel v € ranB"™). Feltevés szerint
B"v = 0 (uis v € ker(B™")), ahonnan B?"w = 0. Eszerint w € ker(B?") = ker(B"),
azaz v = B"w = 0. Ezzel belattuk, hogy ran(B™) Nker(B™) = {0}.

Tudjuk: dim(ker(B™)) 4+ dim(ran(B")) = dimV.* Mivel ker(B™) Nran(B") =
{0}, fenndll dim(ker(B") 4 ran(B"™)) = dim(ker(B")) 4+ dim(ran(B™)) is. Tehat

dim (V') = dim(ker(B™)) + dim(ran(B")) =
= dim(ker(B") 4 ran(B")) , =V =ker(B") ®ran(B") .

* Ld. a ”Matrixok rangszam-tétele” alfejezet.
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Végiil Bran(B") = ran(B"*!) C ran(B") ill. Bker(B") C ker(B" 1) C --- C
ker(B).

Megjegyzés. Végtelen dimenzidban &ltaldban nem igaz a lemma allitdsa, mivel
ekkor lehetnek injektV de nem sziirjektiv operdtorok. Ha pl. V az R folotti poli-
nomok tere, B pedig az z = [5 — ¢] fiiggvénynyel vald szorzds, akkor ran(B) =

{p € B: p(0) =0} # B és ker(B) = {0}.

Propozicid. Legyen A € L(V), dim(V) = n < co. Ekkor taladlhaték
olyan Uy, ...,U,, sajdtalterei A-nakés olyan A1, ..., A\, € IK konstan-
sok, amelyekre

VelUi® ®Un, (A-X)"Ue={0} (k=1,....,m).

BizoNYiTAs. Teljes indukcié dim(V') szerint. A dim(V) = 1 eset trividlis.
Tegyiik fel, hogy dim(V) = n, és az Osszes n-nél kisebb dimenziéju tereken
értelmezett operatorokra igaz a Propozicié allitasa. Legyen

Artetsz. € {A € IK: det(A— A) =0}, B:=A-)\ .
Mivel a IK test algebrailag zért, {\ € IK : det(A — A) = 0} # (). Az alfejezet elején
levé Megjegyzés szerint ker(B™) = ker(B"*!) = - ... Vagyis

V=UeW, ahol U; :=ker(B"), Vj:=ran(B")

és B(Uy) C Uy, B(Vy) C Vi a Lemma alapjan. Mésrészt A = B + Aq, {gy
AZU1—>U1 5 V1—>‘/1

Mivel pedig A; sajétéréke B-nek, ker(B) # {0}, azaz dim(U;) # 0 és dim(V1) < n.
Tehat az indukcids feltevést alkalmazhatjuk az A; := A|V; operdtorra, ahonnan

dm  J X9, ..., Am
V=U1€BV1=U1€B(U2€B"'€BUm),
AU, = iU, C Ui, (A= Xp)"Ui = {0} (k=2,...,m).

Definicidé. Az oy € Mat(my, ng, IK) (k= 1,..., N) méitrixok direkt dsszege az

aq
a1 D---Day =

an
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(m1+4---+mpy) X (ny + -+ + ny)-es matrix.
Példa. 12)e (38 ()=

1 2

7
ahol szokasosan az iires helyeken 0-k allnak.

Tétel. Jordan norméalforma) Legyen A € L(V), dim(V) = n. Ekkor
taladlhato olyan E rendezett bdzisa a V térnek, amely szerint az A
operator matrixa

E'AE = J(n1,() @ -+ @ J(nar, Car)

alaku alkalmas ny,...,ny rendii (ny+---+ny =n)ésaq,...,ay €
K sajatértékii Jordan blokkokkal.

Bi1zoNYITAS. Legyenek Uy, ..., U, a Propoziciéban megkonstrudlt alterek, és le-
gyenek Aq,..., A\, azok a sajatértékek, amelyekkel

BZ—O, ahol By ::A7/\k|Uk€£(Uk) (k:1,...,m).

Tudjuk: mindegyik Uy altérben van olyan Fj rendezett bazis, amelyben

J(d;",0)

F/BF, = = J(dP,0) @@ J(dP,0) .

J(d),0)
Ekkor az ¢ x f-es egységmatrixot 1,-lel jelolve,
FL(A|Ux)Fy, = FL(B + A\,idy, ) F, = FLBF), + A\, Flidy, Fj, =
k

= [Jd”. 0@ e @, 0] + M [Lym @ Lw] =
= [J(dgk), 0) + )\kld(lk)] DD [J(dl(,li),()) + /\kldf,kk)] =
= J(@d, M) @ - @ T(d), M) -

Az Fy, ..., F,, rendszerek egymés utdn tételébdl kapott E := (Fy, ..., F,,) rendszer
rendezett bazisa a V =U; & - -- @ U,, térnek. Ebben tehat

E'AE = Fl(A|U)FL @& F (AUp) Fp = JdP, M) @ - @ J(dF) A

v 0
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Kovetkezmény. Ha a € Mat(n,n,IK) egy négyzetes mdtrix, létezik
olyan invertdlhaté o € Mat(n,n,K), amellyel a caoc™! matrix Jordan
blokkok direkt Osszege.

Kovetkezmény. Az A € L(V) operdtor hasonlé a dudliséhoz, azaz
A" = SAS~! valamely linedris S : V < V' leképezés mellett.

B1zoNYiTAS. Alkalmas E rendszerrel az o := E’AE matrix Jordan blokkok di-
rekt Osszege. Ekkor E”A'E’ = o/ az el6bbi Jordan blokkok transzponéltjainak a
direkt Osszege. fgy elég csak kimutatni, hogy egy Jordan blokk hasonlé a tran-
szponaltjahoz. Ez azonnal addodik a kévetkezd észrevételbol.

Lemma. Tetszbleges n és A mellett, a mellékdatléban 1-eseket tartal-

. n . .
mazo € := (51?71*1)@]‘:1 matrixszal
,

eJ(n,Ne =eJ(n, Nt =J(n,\) .

Cayley-Hamilton tétel

Lemma. Hang,...,ny >06és A,..., v € IK,

det('](nla)\l) @@J(?’U\h)\]\ﬂ) = )\?1 A"X[N i

Bi1zoNYITAS. Mivel a Jordan blokkok alsé-trianguléris métrixok, ilyenek direkt
Osszege is alsé-triangularis. Tudjuk: trianguldris méatrix determindnsa a féatlébeli
elemei szorzata. A J(ni, A1) @ --- @ J(nn, Ay) métrix féatléjanak elemei

Kovetkezmény. Az o := J(n1,\1) & -+ & J(nn, A\y) matrix karak-
terisztikus polinomja

det(A1 — a) = (A — Ap)™ -+ (A — An)"™ .
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Tétel. (Cayley-Hamilton) Egy operdtort a karakterisztikus polinomja-
ba helyettesitve a zéré-operdtort kapjuk. Azaz, A € L(V), n = dim(V)
esetén

> umA™ =0, ahol det(Nidy — Z LA™ (A € K) .

B1zoNYiTAS. Vélasszunk egy olyan E rendezett bazist V-ben, amely szerint A
maétrixa Jordan blokkok direkt Osszege:

= EIAE:J(n1,)\1)@"'@J(nN,)\N) .

Legyen 71,...,7, az a matrix f6atlobeli elemeinek a felsoroldsa. Ezzel A karakter-
isztikus polinomja

N n n
det(Nidy — A) = [T =)™ =[O =7) = Y ttondam -
k=1 m=0

=1
ahol g, = (=)™ Z Tiy * " Tipy—m -

1<ii<---<p<n—m

Eszrevétel: A szorzat kifejtésekor

N n n
[Te-xnn™ =T[(a=m1) =) pma™
k=1 =1 m=0
Tehat
n n N
IS iA1= 3" e = [[0— A1y
m=0 m=0 k=1
Csakhogy itt
N N N
[T 20 =[] 70w\ =)™ @& [[] Tw, Ay = A)"] =
k=1 k=1 k=1
=0@---d0,
mivel tetszéleges j € {1,...,n} indexnél

N
J(?’Lj,O)nj =0,=> HJ(nj,)\j—/\k)nj =0.
k=1

Gyakorlat. Ha ay, € Mat(ng, ng, IK) (k= 1,..., N) négyzetes métrixok, det(a; ®
S BDay) = Hivd det(ag).
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ASSZOCIATIV ALGEBRAK

Asszociativ algebrdk, reprezentdcidik

Altaldban is, algebra alatt olyan vektorteret értiink, amely el van latva egy
kétvaltozés mivelettel, amely kompatibilis a vektormiiveletekkel. Ebben a fe-
jezetben a klasszikus linedris algebraval kapcsolatos tulajdonsagait targyaljuk az
asszociativ algebraknak.

Definicié. Tehét az A, e struktira asszociativ algebra, ha

A vektortér (egy IK test folott a szokdsosan jelolt + Gsszeaddssal és a vektorok
skaldrokkal valé szorzdsaval),

e AXxA—- A
(a,b) > aeb

kétvéltozdés miivelet, amelyre minden a,b,c € A és A € IK mellett

ae(b+c)=aeb+aec, (disztributivités)
(Aa) eb=ae(AD) (homogenités)
(aeb)ec=ae(bec). (asszociativitds)

Az alstruktirdk altalanos fogalmanak megfeleléen az A, e algebrdban a B C A hal-
maz részalgebra, jelolésben Balg. C A, ha B-bdl nem vezetnek ki a miiveletek. Ha
A, Z két algebra, a ¢ : A — Z leképezés algebra-homomorfizmus, ha mivelettarto,
azaz ha ¢p(Aa) = A®(a), ®(a+b) = ®(a) + 2(b), D(ad) = P(a)®(b) (a,be A, N €
K). A @ algebra-homomorfizmus izomorfizmus A és Z kozott, ha & : A — Z.

Megjegyzés. Ha Balg. C A, akkor BaltérA-ban a vektormfiveletekre nézve, és az
A-beli o : A x A — A szorzds B x B-re vald ez megszoritottjdval a BB, eg struktiira
asszociativ algebra.

Konvencié: A terminoldgia egyszertisitése végett, ahogy az sok miiben szokésos,
a tovabbiakban asszociativ algebra helyett algebra a hasznalatos kifejezés roviden.
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Ha a félreértés veszélye nem &ll fonn, a kortilményes A, e tipust jelolés helyett a
miiveleti jel nélkiili A-t {rjuk egy (asszociativ) algebra esetén. (Maga az A, e jelolés
is ilyen rovidités: eltekint a vektormiiveletekre és a hozzajuk tartozd IK alaptestre
val6 utaldstl.) Hasonléan, mint a skaldrral valé szorzdsndl, a e miiveleti jelet
altalaban elhagyjuk. Magat a e miiveletet az A-beli szorzasnak fogjuk nevezni.

Megjegyzés. A e miivelet disztributivitdsa és homogenitdsa nem més, mint az
a tény, hogy e egy 2-linedris A x A — A leképezés. A e miivelet asszociativ,
disztributiv, de NEM FELTETLENUL KOMMUTATIV.

Emlékeztetd. Egy V vektortérnél £(V) := {linedris V — V leképezések}.
Tudjuk: 1) £(V), o (operétor &sszetétel) algebra

2) Ha dimV = n(< o0) és E := (eq,...,e,) rendezett bazis V-ben, akkor az
operatorokhoz az F-szerinti matrixukat hozzarendel6 R leképezésre

R:A— E'AE  izomorfizmus  L(V) < Mat(n,IK) ,

ahol Mat(n,IK) := {n x n-es IK {616tti matrixok} elldtva a szokdsos matrix szor-
zéssal. Ugyanis

R(A)R(B) = (E'AE)(E'BE) = E'(AB)E = R(AB)  (A,B e L(V)) .

Definicié. Az A, e algebraban az a € A elem bal- ill. jobb reprezentaciéi az
Lo:A>xz—ax , Ry: A3z za
operatorok. Az A algebra bal- ill. jobb-reprezentécidja

Lp={L,: ac A} , Rp:={Rs: ac A}.

Megjegyzés. L., R, € L(A) (a € A).

Tétel. 1) L4 részalgebra L(A)-ban.
2) Az [a — L,] megfeleltetés A — L 4 homomorfizmus.

Bi1zONYITAS. Ha a,b € A tetszblegesen rogzitettek, akkor minden z € A és o, 3 €
IK mellett

LoLy(x) = abx = Lap(x)
Loatpp(z) = (aa + Bb)z = a(ax) + B(bx) = aLy(x) + BLy(z) .

Azaz az a — L, leképezés linedris A — L 4.
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Kovetkezmény. [a — L,] izomorfizmus & VaeA a#0=Jx¢€
A ax#0.

B1zoNYITAS. Egy linedris leképezés pontosan akkor kolesonosen egyértelmii, ha
nemzér6 elemeket nem-zérékba visz. Ugyanakkor L, #0 < JzxeA ax#0.

Definicié. 2, (A) :={z€ A: za=0 (a€ A)} az A algebra bal-zéréi. Mivel
Lo(b+ Z(A) =ab  (a,be A),
a Tételbol azonnal adédik az alabbi.

Kovetkezmény. Az A/Z;(A) faktor-algebra jél-definidlt és izomorf
LA—Va].

Definicié. Altalaban is, ha A egy algebra és V egy vektortér, a & : A — L(V)
(linedris) leképezés A-nak reprezenticidja, ha algebra-homomorfizmus, azaz ha

O(aa+pb) = a®(a) + fP(D) , P(ab) = P(a)P(b) Ya,b,a,f.

A ¥ : A — Mat(n,IK) tipust reprezentdciok A méatrix-reprezenticioi.
A ® reprezentécié hii, ha injektiv (azaz ha ® : A< ®(A) izomorfizmus).

Példa. 1) Az EmlékeztetSbeli R reprezentacidja L£(V)-nek (tetszélegesen rogzitett
E bézis mellett) hii métrixreprezentécio.

2) Ha V tetsz6leges vektortér és A(#£ {0}) egy algebra, az a — 0 leképezés
reprezentécidja A-nak L£(V)-ben, amely azonban nem hi.

Idedlok, faktoralgebra

Definicid. A faktorstruktirdk altaldnos definiciéjanak megfelelden, ha ~ egy az
A algebra 0sszes miiveleteivel kompatibilis ekvivalencia relacié*, akkor az

A :={a®: a€ A}, ahol a¥ ={z€eA: arx}
alaphalmaz a
Ad™ = (Aa)®, 407 :=(a+b)7, aFb¥ :=(ab)” (a,be A, X e K)

miiveletekkel jél-definialt algebra.

Elnevezés: A~ az A algebra =~ szerinti faktoralgebraja.

* Azaz aa + b~ ad’ + b és ab ~ a't’ valahdnyszor a ~a’, b~ ¥V, o, € K.
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Lemma. Legyen ~ egy, az A algebra miiveleteivel kompatibilis ekvi-
valencia. Ekkor az I := 0% ekvivalenciaosztaly altere A-nak (a +, \-
vektormiiveletek szerint), és

a“=a+1 (a€A) azaz A =A/I.

B1zONYITAS. A "Faktortér” alfejezet eredményei alapjdn azonnal kovetkezik abbdl
a ténybdl, hogy ~ kompatibilis A vektormiiveleteivel.

Kérdés. Mely alterek lehetnek 0% tipustiak?
Definicié. Egy I halmaz ideal az A algebraban, ha

TaltérCc A és AILIACI.

Tétel. A faktoralgebrdi pontosan az A/I alakiiak, ahol IidedlC A.

B1zoNYITAS. Legyen =~ egy, az A miiveleteivel kompatibilis ekvivalencia, és I :=
0%. Tudjuk: IaltérC A. Mésrészt 0 =0-a = a -0 = za ~ ax valahdnyszor z € I
(azaz x = 0) ésa € A. Tehdt za,ax € I (a € A, x € I), vagyis AI, 1A C I. Tegylik
fel, hogy IidedlC A. Legyen a =~ b%a —bel (a,be A). Mivel most feltevés
szerint [ altérC A, az = relacié a vektormiiveletekkel kompatibilis ekvivalencia, és
A% = A/I. Még csak annyit kell beldtni, hogy =~ kompatibilis a - szorzéssal is.
Legyen a~a', b~ V. Ekkora—a' ~0,b—b' ~0, ahonnana’ €a+ 1,0 €b+1,
és igy

abte(a+D)b+I)Cab+al +Ib+1*Cab+I+T+T=ab+1, =db ~ab.

Tétel. Ha ® : A — B algebra-homomorfizmus, akkor

e L(ADB), ker®idedl C A, ran® alg. C B és A/ker® ~rand .

B1zONYITAS. Az, hogy ® tartja a vektormiiveleteket, a linearitdsat jelenti. Vagyis
az I := ® {0} halmaz nem mds, mint a ker & altér A-ban. Igy elegendd latni,
hogy AI,IAC I. Haa € Aés x € I, akkor ®(az) = ®(a)P(x) = ®(a)-0=0, és
hasonléan ®(za) = 0.

Megjegyzés. Ha IidedlC A, akkor az a — a + I leképezés egy olyan A — A/I
algebra-homomorfizmus, amelynek magja ker ® = I. Tehat minden idedl magja is
valamilyen algebra-homomorfizmusnak.
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Példa. 1) Ha X # 0 és Aalg.C {X — KK fiiggvények} (a pontonkénti +,-
miiveletekkel), akkor tetsz6leges x € X pontndl I, := {f € A: f(z) = 0}idedlC
A. Ttt I, az f — f(x) homomorfizmus (A — IK) magja.

2) Ha az A algebra kommutativ (azaz ab = ba a,b € A), akkor tetszdlegesen
rogzitett ¢ € A mellett cA(:= {ca: a € A})idedlC A.

3) Hadim V<oo, az L(V') operator-algebrdanak csak két ideédlja van: 6nmaga és {0}.

Gyakorlat. 1) I, Iyidedlc A, = I, + IideslC A.
2) T C {A idedljai} ,= [ Z idedlC A.
3) Ha Span(I - I) C I, akkor [idedlC JidedlC A, = [idedlC A.

Egységelem, inverz

Ett6l kezdve, a fejezet végéig A egy (tetszOlegesen rogzitett) algebrat jelol.
Definicié. Az e € A elem egységelem A-ban, ha ea = ae = a (a € A).

Lemma. Egységelemes algebra bal- és jobb-reprezentacidja hii.

BizoNy{TAs. Ha eegysége A, akkor trividlisan L,(e) = R,(e) = a # 0 valahdny-
szor 0 # a € A.

Lemma. Legfeljebb egy egység van A-ban.
B1zoNYITAS. Ha e, e’ egység € A, akkor ee’ = L.(e') = ¢ = Re/(e) = e.
Megjegyzés. Egy V vektortér esetén L(V) egységeleme idy .

Tétel. Tegyiik fel, hogy A-ban nincs egység. Ekkor is belefoglalhatd
A egy 6t részalgebraként tartalmazo egységelemes A algebraba.

BizoNyiTAS. Heurisztika: Ha van ilyen A algebra e egységelemmel, benne

(a+ae) - (b+Pe)=ab+ab+ fa+aB e
cA cKe

valahényszor a,b € A és a, 8 € IK. Ennek alapjan legyen A x IK {6l6tt

(a,a) - (b,B) := (ab+ ab+ Ba,af) ((a,a), (b, 8) € AX K) .
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Ezzel a miivelettel A x IK algebra, s6t az a — (a,0) leképezés A — A x {0} izo-
morfia, és (0,1) egység € A x IK. Tehdt azonositva az (a,0) elemet a € A-val, azaz

bevezetve az
a ha a=0

100 ={{0) (a0
leképezést, megfeleld valasztas
A:=AU{(a,0): a€ A, 0#acIK}
[I(a,a)] e [I(b, )] := I(ab+ ab+ Ba,as) (a,be A, a,f € K).

Lemma. Ha eegysége A ésa € A, akkor a {b € A: ab = ba = ¢}
halmaz legfeljebb 1-elemi.

B1zoNYITAS. Legyen b, két, a halmazhoz tartozé elem. Ekkor
ab=ba=e=ab =ba, =
ab—ab' =0, = alb—b)=0, = ba (b—b)=0,= b—-b=0.
—

€

Definicié. Az e egységelemes A algebrdban az a € A elem invertalhaté, ha
Jbe A ab=ba =e. Egy invertdlhat6 a € A elem inverze

al:=beA: ab=ba=c¢].

Propozicié. Legyen V egy vektortér, A pedig olyan részalgebréja
L(V)-nek, amelyre idy € A. Ha ainvertalhaté € A, akkor

Ha: VeV, 2al=law—v: veVl].

BizoNYiTAS. Az 1) = 2) implikécié trividlis.
1) Beldtandé: a) ran(a) =V, b) ker(a) = {0}.
a) V =idy (V) = aa= (V) = aV =ran(V).
b) v € ker(a), & a(v) =0, & v=a"lta(v) =0.

Megjegyzés. A Propoziciébeli 1) tulajdonsig nem mds, mint az a operdtor in-
vertdlhatdsdga L£(V)-ben. A forditottja ennek nem igaz dltaldban. Egy L£L(V)-ben
inverdlhat6 a € A operator nem biztos, hogy A-ban is invertalhatd!

Példa. Legyen V := {IR — IR fiiggvények} és legyen My = [V > g — fg]
(f € V). Ekkor az My operator pontosan akkor invertédlhaté £(V')-ben, ha az f
fiiggvény sehol sem tiinik el, és ekkor (M;)~! = My Az A:={M, : p polinom}
operétorcsalad részalgebraja L(V)-nek. Az a := M 2 operdtor A-ba tartozik,
és invertalhaté L£(V)-ben, hiszen 1 + 22 > 0. Csakhogy a nem lehet invertalhaté
A-ban, hiszen az 1/(1 + x?) fiiggvény nem polinom.
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Felcserélhetdség

Definicié. Az a,b € A elemek felcserélhetdk (az A algebraban), ha ab = ba.

Teljes indukcidékkal azonnal adédnak a kovetkezd azonossagok.

Lemma. Ha az a,b € A elemek felcserélheték, akkor

ak b£1 . aknbfn _ ak1+"'+knbf1+'“+ln — bel+"'+£nak1+'“+kn

(a+b)" = (Z) akprk

k=0

tetszéleges n, k1,01, ..., kn, €y > 0 mellett. S6t, az els6 azonossagban
ki,...,kn <Ol £1,...,¢, <0 is lehet, ha a ill. b invertdlhato.

Lemma. Legyenek a,b € A felcserélheté elemek. Ekkor
abinvertalhatée A <= a,binvertalhatée A.

BizoNYIiTAS. Ha a,binvertédlhatée A, akkor (ab)(b~ta™1) = (b~ta=1)(ab) = 1.
Tegyiik fel, hogy abinvertalhatée A. Tudjuk: ekkor Lo, = LoLpy = LyL, : A — A.
Megmutatjuk, hogy most L, : A « A (azaz ainvertalhatée A).

BI1zONYITAS. : ker L, = {0}, mivel L, = 0 esetén csak x = (LyLy) *LyLax = 0
lehet. Mésrészt ran L, = A, ugyanis ran L, D Lo(LpA) = (LyLy)A = A. A belem
invertdhatésaga a gondolatmenetben a < b cserével bizonyithaté.

Kovetkezmény. Egy (akdrhdny tényezés) kommutativ szorzat pon-
tosan akkor invertdlhaté A-ban, ha mindegyik tényezdje invertdlhatd.

Propozicid. Legyen V egy vektortér és A,B € L(V) felcserélhets
operatorok. Ekkor B az A operator sajataltereit sajatalterekbe viszi.

Azaz
A(BU) C BU (AU CU altérC V) .

S6t tetszoleges A € IK mellett

B{v: Av=X v} C{v: Av=)v}.

BizoNY{TAs. Ha U sajétaltere A-nak, AU C U,= A(BU) = B(AU) c BU. Igy,
haU:={veV: Av= v} ésu € U, akkor ABu = B(Au) = BAu = A(Bu).
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Definicié. Egy V vektortér A € L(V) operdtora diagondlis, ha a sajatvektorai
kifeszitik a teret, azaz Span{fv € V: 3N €K Av=Xv}=V.

Tétel. Legyen V egy vektortér, {A; : i = 1,...,n} C L(V) egy
diagondlis operdtorokbdl dll6 kommutativ csaldd (A;A; = AjA;

(i,j =1,...,n)). Ekkor létezik olyan E bézis a V térben, amely az A;
(i=1,...,n) operdtorok kézos sajatvektoraibdl 4ll.

B1zONYITAS. Legyen
UM, o dn) ={veV: Ajv=X\o,...,Av = \ov} M, eK) .

Alitas: V = SpanlU,, e U1, An).
B1zoNYITAS. : Indukciéd n szerint. Az n = 1 eset az épp az A; operdtor diago-
nalitésa.

Tegyiik fel, hogy n — 1 operdtorra belattuk az &allitast. Eszrevétel: a Propozicié
szerint, tetszolegesen rogzitett A € IK mellett

A, AR V() = V() ahol V(A):={v: A,v=Xv}.

Az indukcids feltevést tehdt alkalmazhatjuk az {A;|[V(\) : i = 1,...,n — 1}
operator-csalddra minden rogzitett A € IK mellett. Innen

V = Span U V(A =
AeK
= Span U Span U {fveV(\): Ajv=Nuv,...,Ap_1v=\_1v} =
MK Ar,An_1€K

=Span | V(Ao Auo1, M) |
A e An—1

ami bizonyitja az allitast.
Vegylink mindegyik olyan V(Aq,...,\y) altérbdl, amelyik nem csak egyediil a 0
vektorbdl &ll, egy E(A1,...,\,) bazist. Az Allitds alapjén az

E:=U{EO, ..., \) s dimV(Ay,...,\,) >0}

vektorrendszerre Span(F) = V. Csak F linedrisan fliggetlenségét kell még beldt-
nunk. Ez pedig azonnal kévetkezik az alabbi, 6nmagéban is érdekes lemmabdl.

Lemma. Legyen {A; : i € I} C L(V) operdtorok egy csalddja és
az minden w : I — K fiiggvényhez legyen U(w) := {v € V : Aw =
w(i)v (i € I)}. Ekkor pdronként kiilonb6zé U(wy),...,U(w) al-
terekbdl vett uy, ..., uy, # 0 vektorok mindig linedrisan fiiggetlenek.
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BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy az allitdssal ellentétben az (uq,...,u,) rendszer
linedrisan fiiggs. Legyen ekkor (ug,,...,ur,, ) egy legkisebb linedrisan fliggd része
(u1,...,un)-nek. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil veheté ky = 1,..., &k, = m.

Mivel uy # 0 mindegyik k indexre, m > 1. Masrészt m definicidja szerint
aiuy + - F oy, =0 Jag,...,0;m #0 .
Ekkor mindegyik i € I indexre
0=A;(arus + -+ amim) = cqwi (Dug + -+ + @pmwm ()t
Mivel wy # wy,, van olyan ¢ € I, amelyre wy (i) # wy, (). Vehetd wy, (i) # 0. Most
1
wm (7)

/ /
=aur + -+ o, Um—1 ,

0= (aqus + -+ amum) — (crwr (Dug + - + Wmwm (D) t,) =

ahol o), == ay (1—wy (i) /wm (i) (k=1,...,m—1). Mivel o} #0, az (u1, ..., Um—1)
rendszer linearisan fiiggd, ellentmondédsban m definiciéjaval.

Megjegyzés. Végtelen sok operdtorra dltaldban nem igaz a Tétel allitasa.

Példa. Az A := {véges értékkészleti R — 1R fgv—ek} fiiggvény-algebra (a szokdsos
Osszeaddssal és szorzassal) szorzds-reprezenticiéja felcserélheté diagonalizalhatd
operatorokbdl all. Ezek kozos sajatvektorai az egyetlen ponton kiviil eltiiné fiigg-
vények. Bel6liik nem vélaszthaté ki A-nak bézisa.

Polinom-kalkulus

Ettél kezdve feltessziik, hogy az A algebra egységelemes. A egységelemét
(hamarosan kideriild célszer(isége miatt) a félreértés veszélye nélkil 1-gyel jeloljik,
ugyanazzal a szimbdlummal, mint a IK alaptest multiplikativ egységelemét. Sét,
altalaban is, A € IK-ra A-t frunk az A-beli egységelem A-szorosat jelolendd.

Emlékeztetd. Egy p: IK — K fiiggvény polinom-fiiggvény, ha

N
Jag,...,ay €K p:CHZaka.
k=0

Tudjuk: p: ( +— fo;o apCt, q:C— Zévjo B¢t esetén

Ap+pq: Gy Aan +pBa)C" pg:C— Y (D arBe)",
n=0 n=0 k+l=n

ahol AN 41, ON 42, ... 1= 0 és ﬁN2+1,ﬁN2+2, .= 0.
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Megjegyzés. Altaldban (haIK # IR vagy €) egy polinom-fiiggvény nem hatérozza
meg egyértelmilen az egytitthatait.

Példa. K := {0,1} folott ¢ — ¢(1 - ¢) =¢—-¢%=0.
A polinom-fiiggvények helyett célszeriibb az alabbi formélis polinomokat hasznélni.
Definicié. Egy K test f6ltti polinom egy formalis > - ayz® alaki kifejezés,

ahol z egy véltozé-szimb6lum, o, v1,... € K ésIN any1 =anqga=---=0. A
p(z) == e arz” és q(z) == 3,2, Bz’ polinomok kdzti mitveletek

D+ pal(2) = 3" O+ )", [pal() = D0 anfi)a”
n=0 n=0 k+{l=n

A p polinom fokszama deg(p) := min{n : a, =0} — 1. Jelolés:

Polk := {IK-f6l6tti polinomok} , Pol, k := {p € Polk : deg(p) < n} .
Megjegyzés. Abban a matematikai felfogdsban, amely csak halmazokat (és fiigg-
vényeket) enged definidlni, szokdsosan

Polk = {(aw,1,...): ag,a1,... € K}

ellatva a A(CMQ, . ) + /J,(ﬁo, .. ) = ()\040 + ,U,ﬁm . ) ill. (Ot()7 aq, .. -)(50761; .. ) =
(Zk+€:n arfBe: m=0,1,...) miiveletekkel.

Direkt szdamolédssal adédik az alabbi alaptény.

Tétel. Polk algebra a bevezetett formalis linedris kombindciékkal és
szorzassal.

Definicié. Mindegyik p € Polk, p(z) := > po, axz" polinom és a € A mellett

értelmezziik az a elem -
pla) := Z aa®
k=0
polinomjat. A IK f6lotti a-polinomok csalddja
Polk(a) := | J Pol,k(a) , ahol Pol,x(a):= {p(a) : p € Pol, k(a)} .
n=1

Konvencié: A Polk ill.Pol, k jelolés helyett a révidebb Pol ill.Pol,-et fogjuk
hasznalni, ha az alaptest a kontextusbdl egyértelmii.
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Tétel. Minden régzitett a € A mellett ® : p +— p(a) az az egyediili
Polk — A algebra-homomorfizmus, amelyre

®(z") = a* (k=0,1,...).

BizoNyiTAs. A ®(zF) = a* (k=0,1,...) kévetelmény a ® : Polx — A leképezés
linearitasa folytdn maga utdn vonja, hogy

@(Zakzk):Zak-ak (neN, ag,...,an) .
k=0 k=0

Innen ® egyértelmiisége azonnal adodik. Eszrevétel: @ a fenti formuldval egy az
egész Pol téren jél-definialt linearis leképezés. S6t

n m n+m r
<I>( Z apz® Z 6@22) = (I’[Z (Z akﬂrfk)zr] =

k=0 =0 r=0 k=0
n+m r n m

=D IOMUTETTES S TR
r=0 k=0 k=0 £=0

= ‘P(Z akzk) . (D(Z ﬂgzz)

k=0 =0

Kovetkezmény. Tetszélegesen rogzitett a € A mellett

1) { Az a altal generdlt részalgebra A-ban } = Polk(a),

2)p: (= (C=M) - (C=An), = pla)=(a—X)...(a= ),
3) pla) =30y ZpP (N (a—A)*  (p € Pol(K), A € K).

Megjegyzés. A formélis polinomok és a polinom-fiiggvények kozott kolesondsen
egyértelmtl a Y27 g apz” — [¢— D72 i¢*] megfeletetés, ha a skaldrok IK teste
algebrailag zart [mint pl. a IK = € esetben], azaz ha IK-ban minden nem-0-
adfokd polinom gyoktényezOs alakd. Ugyanis ilyenkor p(z) # ¢(z) esetén vagy
p(2) — q(z) = const - z° # 0, vagy n :=deg(p —q) >0ésFJa#03(,...(n€K
p(z) =« H?:1(Z —(;). Mivel algebrailag zart test nem lehet véges*, igy tetszdleges
CE KNG, Cu} # 0 mellett p() # a(<)-

* Ha IK = {\1,..., A}, akkor a p(z) := 14 [[;—,(z — A\x) polinomnak nincs
gyoke IK-ban.



158 Spektrum

Megjegyzés. Minden p(z) := > p—, axz" polinomra jél-definidlt a

P (z) = Zkak zF 1
k=1

derivalt. Ha a IK test O-karakterisztikdju (azaz ha IK-ban 1+ --- + 1 # 0 tet-
sz6leges hosszusagi Osszegekre), akkor formdlis algebrai szdmoldssal igazolhatd, a
Taylor formula:

o) =3 o) -0 (A e).
k=0 "

Spektrum

Definicié. Legyen a € A és 1 € Balg.C A. Az a elem spektruma a B részalgebra
szerint az

Spgla) ={AeK: AbeB (a—ANb=0bla—A)=1}.
Példa. A ”Karakterisztikus polinom” alfejezet szerint, ha dim V < oo és A€ L(V),
akkor Sp,(y)(A) = {A € IK: det(A — Aidy) = 0}.
Lemma. Ha a € A és binvertalhatée A, akkor

Sp(bab™') =Sp4(a) ,  Sp4(ab) = Sp4(ba) .

BizoNYiTAS. Mivel b, b~ linvertalhatée A, a bab=! — X = b(a — A\)b~! szorzat
pontosan akkor invertdlhaté (A-ban), ha a — X invertdlhaté. Tehdt Sp 4(bab™t) =
Sp 4(a). Mésrészt ba = b(ab)b~*.

Lemma. Spg, (a) O Spg,(a) (a € By alg. C By alg. C A) .

BizoNYiTAS. Legyen A € IK tetsz6leges. Tegyiik fel, hogy b € By (a — \)b =
b(a — X\) = 1. Ekkor trividlisan 3b € By (a — A\)b=b(a — A\) = 1.

Kovetkezmény. Spp,(,)(a) D Spg(a) (a € Balg. C A).



ASSZOCIATIV ALGEBRAK 159

Lemma. Az a € A elem pontosan akkor invertalhaté A-ban, ha a bal-
(ill. jobb-) szorzds-reprezentdcidja A < A operdtor.

BI1ZONYITAS. =: Ha ab = 1 valamilyen b € A mellett, akkor L Ly, = L, =
id4, ahonnan ran L, D L,(LyA) = A, azaz ran L, = A. Ha ba = e valamilyen
b € A mellett, akkor ker L, C ker LyL, = ker L1 = keridy = {0}. Tehdt ha
ainvertalhatée A, akkor L, (analég médon R,) injektiv rdképezés A-ra A-rél.
<: Tegyiik fel, hogy pl. L, : A « A. Tekintsiik ekkor a b := L (1) elemet. Ezzel
ab = L,(b) = 1. fgy LoLy = Loy, = Ly = id 4, azaz sziikségképpen L, = L.
Vagyis Ly, = LyLy = L;'L, = idg = L. Mivel egységelemes algebra szorzés-
reprezentacioi hiiek, innen ba = 1 is all.

Tétel. Spektral-leképezési tétel) Ha a IK alaptest algebrailag zért, az
a € A elem tetszbleges p(z) := Y, _, auz” polinomjdra

Spa(p(a)) = p(Spala)) -

B1zoNYiTAS. Akdrmilyen A € IK mellett
pla) =p(N) =) ax(a® = A") =
k=0

= Zak(a - )\)[ak_l + Aab—2 4+t )\k—l} _
k=0

= (a — AN)ga(a)

egy alkalmas (n — 1)-edfokd ¢, polinommal. Mivel az a elem Gsszes polinomjai
felcserélhetdk, igy a p(a) — p(A) elem pontosan akkor invertdlhatd, ha gx(a) és
a— A\ egyszerre invertdlhaték. Tehdt, ha A € Sp 4(a), akkor p(\) € Sp 4 (p(a)), azaz
p(Spa(a))  Spa(p(a)).

Tekintsiik végiil azt az esetet, amelynél p € Sp 4(p(a)). Beldtands: 3 A € Sp 4(a)
1= p(N).

B1zoNYITAS. : A KK test algebrailag zart, ezért p — p: ¢ — v [[1_, (¢ — Ag) irhaté
alkalmas v, A1, ..., A\, € IK mellett, ahol v = [p f6egyiitthatdjal # 0. Mivel most a

pla) —p=(a—=A) - (a—An)

kommutativ szorzat nem invertalhato, valamelyik tényez6je nem invertdlhat6. Azaz
Im A € Spy(a). Ezzel azonban p(A\y,) =+ [Tie; (Am — M) = p.

Propozicié. Ha a invertdhaté A-ban, akkor Sp 4(a™*) = (Sp4(a)) -
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B1zoNYITAS. Feltevés szerint 0 & Sp 4(a). Ha A € IK\ {0} és a— A invertdlhatée A,
akkor az

alt =Xt =x"1ta" (A —a)

kommutativ felbontds mutatja, hogy a a=' — A~! elem invertdlhaté A-ban. Ez azt

jelenti, hogy Sp,(a™t) C (SpA(a))fl. Ugyanezt az észrevételt a helyett az a=!

elemre alkalmazva kapjuk a forditott tartalmazast.
Projekcidk

Definicid. Legyen S egy tetszoleges halmaz. A P : S — S leképezés projekcié, ha
P(x)==x (x e ran(P)) .

Bar a bizonyitasa trividlis, a kovetkezé Lemma alapveto fontossdgi, mivel operé-
tor-algebrai kifejezéssel irja le a geometriai jellegli definiciét.

Lemma. A P: S— S leképezés pontosan akkor projekcid, ha
PoP =P.

Definicié. A p € A elem projekcié (algebrai értelemben), ha p? = p.

Megjegyzés. Ha p € A projekcié algebrai értelemben, akkor tetszéleges @ :
A — L(V) reprezentaciéjaban az A algebrdnak a p-t reprezentdlé ®(p) : V — V
operator geometriai értelemben is projekcié a V tér egy részhalmazdara, hiszen
o(p)* = (p*) = 2(p).

A projekcidk érdekességét algebrai szempontbdl a kdvetkezd egyszerii tény adja.

Lemma. Ha A; egységelemes részalgebréaja A-nak, akkor A, egysége
projekcié A-ban. Forditva is, mindegyik A-beli projekcié valamilyen
egységelemes A-beli részalgebra egysége.

BizoNYITAS. Ha e; egység € A;, akkor eja; = a1 (a; € A;) miatt €2 = e;. Ha
pedig pproj.€ A, akkor a P := IKp altér részalgebrdja A-nak, és p(Ap) = (Ap)p =
Ap (A\p € P).

Gyakorlat. Ha pproj.c A, akkor a pAp(:= {pap : a € A}) halmaz a legnagyobb
olyan részalgebrija A-nak, amelynek p egységeleme.
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Tétel. Legyen py, ps két A-beli projekcié. Ha a skaldrok IK testében
1+1#0, akkor

1) p1 + p2 projekcié <= pips = pop1 =0,
2) p1 — p2 projekcié <= pips = pap1 = Pa-

BizONY{TAS. 1) Ha p1ps = p2 = 0, akkor (p1+p2)? = pI+p3+p1p2+p2p1 = p1+pe.
Tegyiik fel, hogy (p1 + p2)? = p1 + p2. Ekkor

p1+p2 = (1 +P2)2 = p% +p1p2 + p2p1 + pg
~ ~~
p1 P2
p1p2 +p2p1 =0 /p1- p1
pipep1 + pipep1 = (14 1)pipep1 =0
pipep1 =0 (=1+1#£0).

A kapott p1ps + pap1 = 0ill. p1pap; = 0 reldciékbol

P1p2 = —p2p1 / pP1- P2

pips = —pipap1p2 = 0.
~—~ ——
P1pP2 0

2) Ha pips = pap1 = pa, akkor (p1 — p2)? = p? + p3 — p1p2 — pap1 = p1 + P2 —
2py = p1 — pe. Ha q := p1 — pa projekcid, akkor a mér bizonyitott 1) szerint
p2q = qp2 = 0 (mivel p1 = pa + q). Azaz most 0 = pa(p1 — p2) = pap1 — p2 6s
0 = (p1 — p2)p2 = pP1P2 — Pa2-

Megjegyzés. Ha IK karakterisztikdja 2 (azaz 1 + 1 = 0 IK-ban), akkor a = —a
(a € A). Ekkor pf = p1, p3 = p2 esetén (p1 £ p2)® = p1 £p2 < pip2 = pop1.

Tétel. Legyen V egy vektortér, P € L(V). A P operator pontosan
akkor projekcio, ha taldlhatok olyan K, R alterek V-ben, amelyekre

KNR=1{0}, V=K+R,
Pv = [(v+ K) N R egyetlen eleme] (veV).

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy P? = P, és tekintsiik a
K :=ker(P), R:=ran(P)

altereket. Ha u € K N R, akkor egyrészt u = Pu (mivel u € ran(P)), mésrészt
Pu = 0 (mivel u € ker(P)), tehdt csak v = 0 lehet. Azaz K N R = {0}. Véve
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tetszoleges v € V' vektort,
Pv=P>»,= Pv—Pv)=0, = v-PveK,6 =
v=(v—Pv)+ Pv e K+ R és

€R
Py =v—(v—Pv), =
~~ ~——
ER €K

Pve(v+K)NR.
Most K N R = {0} miatt (v+ K)N R = [K N R eltoltja] is 1-elemii.
Tegyiik fel, hogy 3K, Raltér CV KNR={0}, V=K+R, Pv=[(v+K)NR
egyetlen eleme]. Ha most v € V tetszbleges, akkor
P*v=PPv)c RN(Pv+K)CRN((w+K)+K)=Rn((w+K)={Pv}.
Tehit P2 = P, azaz P projekcié.
Kovetkezmény. Ha A részalgebrdja L(V)-nek, akkor a P € A ope-

)
rdtor pontosan akkor projekcid, ha ker(P) + ran(P) = V, ker(P) N
ran(P) = {0} és Pv = [(v + ker(P)) Nran(P) egyetlen eleme].

Tétel. Legyenek a Py, P, : V — V operatorok projekcick, ahol V egy
vektortér egy nem 2-karakterisztikaju testen. Ekkor ekvivalensek

1) P1 + P2 projekcié,
2) 4 Ri,Ry,KaltércV V=R &Ry K ,

ran(Pl) = Rl, I'&H(PQ) = RQ, ker(Pl) = R2 D K, ker(PQ) =
Ry & K.

BizoNY{TAS. 1) = 2): Legyen
R; :=ran(P;), K,:=ker(P) (i=1,2), K:=K NK,.
Feltevés szerint Py + P5 is projekcid, igy
PPo=PP =0,= R, CK;, R CK>.
Az el6z6 tétel szerint
V=R®&K =R:®Ky, = RiNRyC R NK;={0},
tehat az Ri, Ry alterek Osszege direkt. Masrészt a Py + P projekciéra

P,=(Pi+P)P,, = R;=ran(P) Cran(P1+ FP) (i=1,2)
Ri,Ry Cran(P1 + P) CPV 4+ PV =R ®Ry .

P,=P (P +P), = K;,=ker(P)Dker(P,+P) (i=1,2)
K1, K» O ker(Py + Py) O ker(Py) Nker(Py) = Ky N Ky = K .
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Innen
ran(Pl—l—Pg):RlEBRg, keI‘(Pl—‘rPg):KlﬁKQ:K,

V=ran(Pi+ P) @ ker(PL+P,) =R &R0 K ,
ker(P1 + PQ) D) ker(Pl) n ker(PQ) =KiNKs,.

Ugyanakkor P1 = P12 + P1P2 = Pl(Pl + P2) miatt Kl = ker(Pl) D ker(P1 + P2)
Hasonléan Ky D ker(P; + Py). Azaz K1 N K; D ker(P; + P,) is 4ll. Tehat
ker(P1 +P2) = K1 OKQ.

2) = 1): Csak annyit kell beldtnunk, hogy Py P, = P,P; = 0. Ez most a
PlPQ(V) = P1R2 C P1K1 = {0}
ill. a hasonlé P, P; (V) = {0} relaciébdl kovetkezik.
Kovetkezmény. Ha P,..., P, : V — V projekciék, K; = ker(P;),
R; :=ran(P;) (i =1,...,n), akkor ekvivalensek az aldbbiak
DV=(KnN-NK,)OR & DRy,

2) > i1 Pi projekcié (I C {1,...,n}),
3) PPj=P,P,=0 (1<i<j<n).
B1zoNYiTAS. Indukciét végziink n szerint. Az n = 2 esetet a Tétellel beldttuk. Az
indukcids 1épésben P, ..., P41 mellett a
Pll = P1 g ey Pvlzfl = Pn,1 5 P,rll = Pn+Pn+1

projekcidkra alkalmazzuk az indukciods feltevést.

Algebrai direkt Osszeg

Emlékeztetd. Egy V vektortér direkt dsszege a Vi, ..., V,, altereinek (jelolésben:
V=Vi® - -@V,),haa(vi,...,v,) — v1+- - -+, leképezés kdlesondsen egyértelmi
Vix - xV,<V.

Megjegyzés. Ha Ay, ..., A, algebrék, akkor A; x --- x A,, a komponensenkénti
(al, e ,an)(b]_, ey bn) = (albl, ey anbn)
szorzdssal algebra. Ezt Ay, ..., A, szorzatalgebrajinak nevezziik.

Definicié. Az A;,..., A,alg. C A részalgebrak algebrai direkt Gsszege a B
részalgebra, jelolkésben:

B=A& BA, ,
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ha az (a1, ...,an) — a1+ - -+a, leképezés izomorfizmus az A; X - - - X A, szorzatal-
gebra és B kozott. A definicié részletes kifejtésébél azonnal adédik a kovetkezo.

Lemma. Pontosan akkor 41l B = A1® e @An, ha mint vektorterekre
B=A1® - DA, és

(CL1—|-' . "mn)(bﬁ" : "’bn) =aibi+- - -+anby (Cll,b1€ -Ala ceey ambne An)-

Definicid. Az Ay,..., A, részalgebrik algebrailag direkt 6sszegezhetdk, ha A, +
e+ A, = A DA, Az aq, ... a, € A elemek direkt Gsszegezhet6 elemek,
ha talalhatdk olyan algebrailag direkt Osszegezhetd A, ..., A, részalgebrak, ame-
lyekre a; € A; (i = 1,...,n). Jeldlésben: b = a1 ® - - - ®a,, ha b az A-ban direkt
Osszegezhetd ay, ..., a, elemek Osszege.

Tétel. Legyenek ai,...,a, € Aésa:= Y., a;. Ekkor ekvivalensek

Da=a1®--- @an és talalhatok olyan algebrailag direkt dsszegezhetd
egységelemes A, ..., A, részalgebrdi A-nak, amelyekre

ai EAl,...,an E.An,

2) taldlhaték olyan py,...,p, € A projekcick, amelyekre

BiZONYITAS. 1) = 2): Legyenek A, ..., A, algebrailag direkt osszegezhetd részal-
gebrédi A-nak, a; € A;, p;egysége A; (i =1,...,n). Tudjuk: py,...,p, projekciok,
és pia; = a;p; = a; és igy a; = p;a;p; (i =1,...,n). A Lemma szerint

piv; = (Y Oapr) (Y Gjepr) = ) Sikbikpr =0 (i #j) .

" 0

2) = 1): Tegyiik fel, hogy pi,...,p,projekcié € A, pip; = d;;pi, a;i = pira;p;
(i =1,...,n). Ekkor az A; := p; Ap; alterekre a; € A; alg. C A és p; egysége A;
(i =1,...,n). Azt kell még megmutatnunk, hogy Aj,..., A, algebrailag direkt
Osszegezheték. Legyenek by, c1,dy € Ay, ..., by, Cn,dy € A, tetszilegesen adottak.
Belatandé:

a)by=---=b,=0hab + - +b,=0,
b) (14 +en)(di+ - +dy) = crdy + -+ cpdy.
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Ad a): Ha Y )_, by, = 0, akkor tetsz8leges ¢ indexre
mn n
0=pi Z br. = pi Zpkbkpk =
k=1 k=1
n
= Zpipk bipr = pibip; = b; .
~

Ad b):

n
Prck pepe depe = > prcrpi prdipi -
—~— —— ——

! OkePk k=1 Ck dy,

Kovetkezmény. Ha ay,...,a, direkt ésszegezhetSk, akkor a;a; =0
(¢ # j). Hapi,...,pnprojekcide A és p;p; =0 (i # j), akkor a p :=

ZZ=1 pi elem projekcié ésp = p1® - - - Bp,. Projekciok algebrai direkt
osszege projekcié. Ha a p1,...,pn projekcick direkt osszegezhetdk, az
altaluk generalt részalgebraja A-nak a IKp; @ --- @ IKp,, altér.

Példa. Ha V vektortér, V =V, @ --- @V, akkor az
A ={AeL(V): AV, CV;, AV; =0 (j #1)} (i=1,...,n)

részalgebrai L(V)-nek algebrailag direkt 0sszegezhet8k.

Propozicié. Az A,..., A, operdtorok pontosan akkor direkt éssze-
gezhetSk L(V)-ben ugy, hogy A; € A; (i = 1,...,n) valamilyen egy-
ségelemes algebrailag direkt dsszegezhetd Aq, ..., A, részalgebrdival

L(V)-nek, ha taldlhaték olyan Vi,...,V, 11 alterei V-nek, amelyekre

V=Vie - &V, AV, CV;, AiVj:O (]75’&)

B1zONYITAS. Az el6bbi Példabdl 1atjuk, hogy a V; alterekre szabott feltétel ele-
gendOségét.

Sziikségesség: Tudjuk, hogy az Ay,..., A, operdtorok pontosan akkor foglalhatok
bele algebrailag direkt Osszegezheté L(V)-beli egysélemes részalgebrédkba, ha

PPy =0;P , Aj=PAP (i, = 1,ldots, n)
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alkalmas P,..., P, : V — V projekcidk mellett. Ha P;P; = 0;;P; (i,j =1,...,n),
akkor a P; + --- + P, operétor és igy a

Pop1i=idy —(PL+--+PF)
operator is projekcidja V-nek. Mivel
Pyy1P;= PP, 1 = Pfidy — (P, +---+ P,)]= P, — ;%%: P,—P,=0
az i = 1,...,n indexekre, a "Projekciok” alfejezet utols6 Kovetkezménye szerint a
V; :=ran(F;) (t=1,...,n+1)

alterekre V =V} @ V;,41 és ker(P;) = . Vi (t=1,...,n). Ha tehdt A; =
P;A;P;, akkor A; : V; = V;, V; =0 (j#i=1,...,n).

Félig egyszerli elemek

Definicié. Egy B algebra egyszerii, ha nincs méas részalgebraja, mint a trividlis
{0} ill. B. A beleme az A algebranak egyszerti, ha van b-t tartalmazé egységelemes
egyszeri A-beli részalgebra.

Lemma. Egységelemes egyszerti algebra 1-dimenzids.

B1zoNYiTAS. Ha eegysége B, akkor {0} # Kealg.C B. Ha tehdt B egyszer,
akkor sziikségképpen B = Ke.

Kovetkezmény. A egyszerti egységelemes részalgebrai a IKp alakiak,
ahol p tetszéleges A-beli projekcié. Tehat egy algebra egyszeri elemei
a benne levé projekcick tobbszérosei.

BizoNYiTAS. Tudjuk: A részalgebriinak az egységelemei pontosan az A-beli pro-
jekcidk. Ha pedig 0 # pprojekciée A és 0 # X € IK, akkor IKp egy 1-dimenzids
egyszerl részalgebraja A-nak a p egységelemmel.

Definicié. Egy B algebra félig egyszerii, ha véges sok egyszerii részalgebraja-
nak az algebrai direkt Gsszege. Az a € A félig egyszerii elem A-ban (jelolésben:
af-egysz.€ A), ha belefoglalhaté A-nak egy egységelemes félig-egyszer(i részalgeb-
rajaba.
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Propozicid. A egységelemes félig egyszerti részalgebrai pontosan a

(IKpl)Gé e @(len) (p1,...,pn alg. direkt 6ssz.-hetd projekcidk)
alakuak.

BI1ZONYITAS. A (]Kp1)® . EB(]Kpn) alakti részalgebrak trividlisan félig egyszeriiek.
Ha B egységelemes félig-egyszerii részalgebraja A-nak, és

B:BleB@Bn ) PegySégGB )

akkor p-nek a
p=p1+-+pn, p1 € Bi,...,pn € By,

felbontasaban sziikségképpen

p1egység € By, ..., pnegység € By,
mivel most

bi+ - +by=pbi+---+b,) =
=Pt pa) (bt bn) =

:p1b1++pnbn , =
= b1:p1b17'~'7bn:pnbn (bleBla-”ybnEBn)-

Kovetkezmény. Az A algebra félig egyszerti elemei algebrailag direkt
Osszegezhets projekciok véges linearis kombinacioi. S6t

afegysz. € A <= I py,...,ppproj. €A IA,..., N\, €K
GZZ/\ipm Xi#E XN, pipj =0

i=1

(i#£j=1,...,n).

Bi1zoNYITAS. Csak annyit kell a Tétel utdn még megmutatnunk, hogy amennyiben
p= Z}l:l 1;q;j, ahol qi,...,qy, algebrailag direkt Gsszegezhetd projekciok A-ban,
akkor a = Zi\il Aip; is irhaté alkalmas paronként kiilonbozé A; egytitthatékkal
és algebrailag direkt Osszegezhetd p; projekcidkkal. Véve a pq, ..., p, sorozatban
eléforduld kilonbozd szémok egymds uténi Aq, ..., Ay felsoroldsat (pl. (1, ..., tn)
=(1,1,2,1,2,3,2,3,1) esetén (A1,...,An) = (1,2,3)), megfelel

pi= Y ¢ (i=1,...,N).

Ji o=
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Kovetkezmény. Ha V egy vektortér,

Afegysz. € L(V) <= I Vp,...,Vyaltér CV I Nq,... 0, €K
V=Wvi®---aV,, AV,=N\idy,
(i=1,...,n).

Gyakorlat. 1) A egyszertic L(V) <= A=0vagy 3\ €K\ {0} ala—\)=0.
2) Af-egysz.€ L(V), dim(V) < 0o, = I E bédzis E’'AFE diagonalis métrix.

Lemma. Legyen a = Zf\; Aipi, ahol py,...,pN algebrailag direkt
Osszegezhet$ projekciok A-ban. Ekkor

B1zONYITAS. Mivel p1,...,px algebrailag direkt osszegezhet8k A-ban, tetszdleges
a;, B; egyttthatdk mellett

N N N N
O i) (O Bip) =D @i} =D ifipi -
i=1 i=1 i=1 i=1

Ezt iterdlva, (Zf\il /\ip,-)n = Zf\il A'p; (n = 1,2,...), ahonnan linedris kom-
binaciok vételével adodik az allitas.

Definicid. Adott Aj,..., Ay € IK paronként kiilénbozé szdmoknal

zZ— )\
l = ! k=1,...,N
() H Ak — A ( oo )
i £k
a (A1, ..., An) rendszerhez tartozé Lagrange-féle interpoldciés polinomok.

Megjegyzés. Hany,...,ny € K tetsz6leges szdmok, Ziv:l Nl egy olyan (N—1)-
edfoku polinom, amely a \; helyen épp az adott 7 értéket veszi f6l mindig.

Kovetkezmény. Ha a = ZkN:1 MeDis Ni #Xj (1 #J) éspr,...,pN
A-ban algebrailag direkt ésszegezhetd projekcick, akkor

pr = {r(a) (k=1,...,N).
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Tétel. Aza € A elem pontosan akkor félig egyszerti, ha valamely, csak
egyszeres gyokokkek rendelkezé polinomja eltiinik.

B1zONYITAS. =: Tudjuk: az a = Z]kvzl Ak - pi (ahol A; # A; (i # j) és p1,...,pN
A-ban algebrailag direkt osszegezhetd projekcidk) félig egyszerii elem tetszdleges p
polinomja p(a) = Z]kvzlp()\k)pk + p(0)[1 — (p1 + -+ - + pn)] alaki. Tehét a csupa
egyszeres gyokokkel rendelkez p(z) := [[\c(0.1,,.. 2y} (Z — A) polinomra p(a) = 0.

<: Tegyiik fel, hogy p(a) = 0, ahol p(z) := (z— A1) ... (z—An) ésar,...,. Ay € K
gyokok paronként kiilonbozék. Tekintsiik a

a—Aj

p = L(a) = Ay

(k=1,...,N)

Lagrange polinomjait a-nak. Megmutatjuk, hogy

plp]:Oa pgzpl (27&]:177]\7)’

azaz, hogy p1,...,pn algebrailag direkt Osszegezhetd projekcidk A-ban. Vehetd
i =1, j = 2. Hasznélva a ¢(z) := H,ZCVZQ(Z — A\k) segédpolinomot,

(a—A1)g(a) =pala) =0,
(a—Ak)g(a) = [(a— A1) + (A — M)]g(a) =
= (At — A1)q(a) (k=1,...,N).

Innen

N

pips = const - g(a)(a = M) [[(a= M) =0,
0 k=3

N

N
Ak = A1) %q(a)” = TTO% = M) % g(a)(a = A2) [J(a— M) =

k=2 k=2 k=3
(A2=A1)q(a)

::]z

pi =

[
=
=

(A = A1) 722 = A)a(a) [ (a—Ax) =
k=2 k=3
N N
= [T = 2) 720 = M) (As = A)a(a) [ (@ = x) =
k=2 k=4
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Végiil beldtjuk, hogy a = chvzl Aepr. Most
N N
Z)‘kpk =r(a), ahol r:= Z Mol
k=1 k=1
Csakhogy
rOw) =M =I0\) (k=1,...,N), ahol I:¢ws(.

Marpedig két N-nél kisebb fokszamu polinom N kiilénb6z6 helyen csak gy vehet
fel azonos értékeket, ha egybeesik.* Tehat valéban Zi\;l Mepe = 1r(a) = 1(a) = a.

Nilpotens elemek és hatvanysoraik

Emlékeztetd. Egy A € L(V) operatort nilpotensnek mondunk, ha valamelyik
hatvanya eltiinik.

Definicié. Az a € A elem nilpotens (jelolésben: anile A), haI N >0 o =0.
Egy nilpotens a elem nilpotencia-foka deg(a) := min{N > 0: " = 0}.

Lemma. Ha a,bnile A és ab = ba, akkor a + bnile A.

BizoNYITAS. Legyen a = bM = 0. Mivel ab = ba, az (a + b)M TV hatvany
kiszamitasara alkalmazhatjuk a binomidlis tételt.

M+N
(a+Bb)MHN — Z <M+N>akbM+Nk _
k=0 k
N M+N
=Y <M+N>akbM+N—k+ 3 <M+N) oF pMAN—F _
per AN 0 k=N+1 k 0

Megjegyzés. Ha IK folott nincs topolégia adva, a ¢ — > oo a,¢" hatvanysor-
fiiggvények nem értelmezhetdk dltaldban a ¢ # 0 helyeken. Ezzel szemben akdrmi-
lyen anile A mellett a > 2 a,a™ Osszeg jol-definidlhatd, hiszen most csak véges
sok tag nem-zérd ebben a végtelen Osszegben.

N N-1 . s
nem-zéro voltabol.

* Ez kovetkezik a Vandermonde-féle det()\Z‘) e 1m0
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Definicié. Tetszéleges ag, a1, . . ., € K sorozatra bevezetjiik a oo, ov,z" forma-
lis hatvanysort, a formélis hatvanysorok kozott pedig a linedris miiveleteket és a
szorzatot a kovetkez6 moédon:

ianz" = ([C»—> ﬁ:angn] : N = 0,1,2,...)
n=0 n—0

Y ana 4y B =Y (A + uBu)z"
n=0 n=0 n=0

oo

(Z akzk) . (Z /Bgzg) = Z( Z akﬁg)z" .
k=0 =0 n=0 (k,0): k+L=n

A (IK-beli egyiitthatés) formélis hatvanysorok csalddjét Pols k-val fogjuk jeldlni.

Azonnal adédik a polinomok szorzds-azonossdgabdl az alabbi.
Propozicid. A fenti miiveletekkel a Pol, i tér algebra, mégpedig az
1=1-2245"7, 02" egységelemmel.

Lemma. Az 1 — z formdlis hatvanysor invertalhaté Pols, k-ban, és

(17z)*1:1+z+z2+~~:2z”.
n=0

B1zonYiTAs. (1—-2z)) " jz"=(1+z+2z*+ ) —(z+2z>+ ) =1

Definicié. Minden anile A és p(z) := > o2 | a,z" € Poly k mellett

N
p(a) := {Z apa”™: N > deg(a)] .
n=0

Koénnyen addédik az aldbbi fontos tény.

Tétel. Legyen az anile A elem tetszélegesen rogzitve. Ekkor a
Yooy anz™ = Y o ana™ leképezés egy Pols k — A algebra-homo-
morfizmus.

Példa. 1) Az exp(z) := Y .7, z" exponencidlis fiiggvény analizisbdl megis-
mert tulajdonsagai valgjaban a formélis sorfejtésének az algebrai tulajdonségain

alapulnak. Nevezetesen, az analizisbeli ismert bizonyitast lemésolva kapjuk, hogy

exp(a + b) = exp(a) exp(b) (ab="ba, a,bnil € A).
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2) Az (1—2z)~! formdlis sorfejtését egy a/\ alakii nilpotens elemre alkalmazva
kapjuk, hogy

(=N =-A1(a/N] =AY e/ =
n=0

= —Z)\_("H)a" (anile A, XeIK\{0}).
n=0

Tehéat az (a — \) ™! elem egy (deg(a) — 1)-edfoki polinomja a nilpotens a-nak.
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ALGEBRAI OPERATOROK

Az egész fejezeten &t feltessziik, hogy az A algebra egységelemes és a IK
alaptest algebrailag zdrt. Szokésos médon, az A-beli egységet és IK multiplikativ
egységelemét 1-gyel jeloljik.

Algebrai elemek

Definicié. Az a € A elem algebrai, ha dim Pol(a) < co. Jelélés: a alg.€ A.

Megjegyzés. Az elnevezés eredete: Ezek a véges algebrai eszkozokkel lefrhaté
elemek.

Lemma. Felcserélhet algebrai elemek Gsszege és szorzata algebrai.

B1zONYITAS. Legyen a,balg.€ A és ab = ba. Ekkor valamilyen N > 0 mellett

¥t aNT2 e Span{l,a,...,aN} , BNTLWNF2 € Span{0,b,...,bV} .

Mivel ab = ba, most minden n-re

(ab)™ = a"b" € Span{a*dt’ : k,0=0,...,N},
(a+b)" = Z (Z)akb"k € Span{a*b*: k,=0,...,N}.
k=0
Vagyis dim Pol(ab), dim Pol(a + b) < (N + 1)? < oo.
Kovetkezmény. Felcserélheté algebrai elemek (tobbvaltozds) poli-

nomjai algebraiak.

Lemma. Algebrai elem inverze mindig polinomja az illeté elemnek.
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Bi1zoNYITAS. Ha a alg.€ A invertalhaté A-ban, akkor L,L,-1 = L,-1L, = Ly =
id, azaz L, = L;! € L(A). Mésrészt L, : Pol(a) — Pol(a). Mivel

dim Pol(a) < oo és mivel az L, (és {gy L,|Pol(a) is) injektiv, a véges dimenzids
L,|Pol(a) operétor invertalhat6. Azaz

Lo : Pol(a) < Pol(a) , = L,1 = L' :Pol(a) « Pol(a) ,
= a '=L,11¢€L;"(Pol(a)) = Pol(a) .

Példa. 1) Ha dim(V) < oo, akkor £(V) minden eleme algebrai.
2) Altaldban is, véges dimenzids algebra csupa algebrai elemekbdl All.

3) A félig-egyszerii és a nilpotens elemek algebraiak.
Minimal-polinom

Tétel. 1) Az a € A elem pontosan akkor algebrai, ha valamely p # 0
polinomra p(a) = 0.

2) Legyen aalg. € A. Ekkor van egy egyértelmiien meghatdrozott 1
féegyiitthatdju p, € Polk polinom, amelyre

{p € Polk : p(a) =0} =p, - Polk (={pa-q: ¢ €Polk}).

Bi1zoNY{TAS. 1) Tegyiik fel, hogy dim Pol(a) < oo. Ekkor az (1,a,a?,a?,...) rend-
szer nem linedrisan fiiggetlen. Ezért 1étezik egy legkisebb N > 0, amelyre linedrisan
fiiggé az (1,a,...,a") rendszer. Ezzel {1,a,...,a" "1} lin.fgtlen C A. Vagyis

N-1
aN = E aga®
k=0

valamely egyértelmiien meghatarozott «yg,...,any—_1 € IK egyiitthatékkal.
Eszrevétel: Pol(a) = S5 K - a*.

BIZONYITAS. : Beldtjuk indukciéval, hogy a” € S p o K -a¥ (n=0,1,...).
Az n < N esetekre ez trivialisan igaz. Masrészt

N-1 N N-1
a”GZ]szk,ﬁ a”“GZ]Kﬂk:Z]K-akJrlKoaNC
k=0 k=1 k=1

— N-1

N-—1 N-—1
CY KabP+KY K-a"=> K-a".
k=0 k=0 k=0
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2) Legyen az el6bb bevezetett (egyértelmil) ap,...,an—1 egylutthatékkal p,(z) :=
zN — ZkN:_Ol azk. Most

N—
pala) = a¥ — ara® =0,= [ps-q|(a) = Pi(a)-q(a) =0 (q € Polk) .
k=0

i

Tegyiik fel, hogy p € Polk és p(a) = 0. Ekkor
Jg € Polk, r € Poly_1 K PD=Da-q+T.
(Nevezetesen ¢ a p/p, Euklideszi osztds hanyadosa, r pedig a maradéka). Ezzel

0=p(a) = [pa - gl(a) +r(a) = r(a) .

Az r polinom r(z) = Zg;ol BrzF alaki. Mivel az (1,a,a?,...,aV ") rendszer
linedrisan fiiggetlen, az r(a) = sz_Ol Bra® = 0 relacié maga utdn vonja, hogy
Bo=-=pPn-1=0,azaz r = 0.

Definicid. Az a € A algebrai elem rangja ill. minimal-polinomja

rank(a) := dim Pol(a) ,
pa = [p € Polk : [p foka] = rank(a), [p {6 egyiitthatéja] =1, p(a) =0] .

Kovetkezmény. Haa alg. € A akkor Sp 4(a) =Sppoy(q) (@) ={pa gySkei}.
BizoNYITAS. Tudjuk: Sp4(a) = Sppi(e)(a). A spektral-leképezési tétel szerint

0=25p4(0) = Sp4(Pa(a)) = pa(SpA(a)) -

Innen Sp 4(a) C {p, gyokei}.

Tegyiik fel, hogy p,(A) = 0, de A & Sp4(a). Ekkor egy p,-ndl 1-gyel alacsonyabb
fokd ¢ polinommal p,(z) = (z — A)q(z) és q(a) = (a — N\)"!p(a) = 0 volna, ami
ellentmond p, minimél-polinom voltdnak.

Megjegyzés. 1) A Tétel alapjan a p, minimal-polinom minden algebrai elemre
jol-definidlt.

2) {p: p(a) =0} = pPol(a)(:= {paq : q € Polx}).

3) Konstans faktortdl eltekintve p, az egyetlen legkisebb fokszdmu polinom, amely
nulldzza a-t. Innen az minimal-polinom elnevezés.

4) A Pol(a) algebra KOMMUTATIV. Ezért L,|Pol(a) = R,|Pol(a)
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5) A minimél-polinomot
N—
pa(z) =2V — oz’
k=0

=

alakban felirva,
E:={1,a,a?,...,a" "'} bazis C Pol(a) .

Az E bézison a hatésa L, : 1—ar— a2 —ad®— - — gVl = Eljj;()l aya®.
Vagyis L, matrixa E szeint
0 (675}
1 0 Qaq
1 (%)

1 0 aN_2
1 an_1

Mivel ennek a métrixnak a karakterisztikus polinomja A — A — Zg;ol ap\F, vagyis
éppen A — p,(A), az L, — Aid|Pol(a) operdtor és igy az a elem spektruma a p,
polinom gyokeinek halmaza akkor is, ha nem tessziik fel a IK test algebrai zartsagat.

Gyakorlat. Az I :=p, - Polk altér idedl Polk-ban, és Pol(a) ~ Poly /1.

Jordan bazis

Ettol kezdve, egészen a fejezet végig a egy tetszOlegesen rogzitett algebrai
eleme A-nak, amelynek minimél-polinomja

Pa(z) = (2= M) (2= A"

ahol a A1,..., Ay € IK gyokok paronként kiillonbozok.

Megjegyzés. Mivel feltevés szerint az A algebra egységelemes, az L,, R, repre-
zentaciok hiiek és egybeesnek a kommutativ Pol(a) részalgebréan. Tekintve, hogy
dimPol(a) = [p, foka] = ny + --- + ny, innen kénnyen kévetkezik a ”Jordan
normélforma” alfejezetbdl, hogy Pol(a) alkalmas bézisdban L,|Pol(a) mdtrixa
J(n1, 1)@ - -®J(nn, An) alakid lehet csak. Most a p, polinom osztéibél megadunk
egy ilyen bazist.

Definicié. A tovébbiakban legyen

HOEICEPWE | CEPHLEE
J: j#Fm
em.k ‘= Gm.k(Q) (m=1,....,N; k=1,...,n,) .
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Minthogy az e, elemek a p, minimél-polinomndl alacsonyabb fokid polinomjai
a-nak, azonnal adédik a kovetkezo.

Lemma. Minden m index mellett e, ,,, # 0, és

Lo—Mm €m,1 "= Ep2t— "= ECnn, — 0.

Propozicié. Az E := (6m,k :1<m<N,1<k< nm) vektorrend-
szer (rendezett) bézis Pol(a)-ban.

BizonY{TAs. Mivel #E = YN _ n,, = dimPol(a), elég csak megmutatni E
linearis fliggetlenségét.

Tegyiik fel, hogy >°, ;. Ymk€mr =0. Beldtandé: y11="---=7nny =0.
Tegyiik fel indirekte, hogy m egy olyan index, amelyre {i : ~5,; # 0} # 0, és
legyen ~

k:=min{i: 5, # 0} .

Eszrevétel:

(a—Am) em k= pa(a)-(a— A )T =m = ha r>n,, —k>0.

0

Az észrevétel alapjan

b= (Srmsens) T] (- 3o Ao

m,k J: jF#EM

= T, k6. k H (a - /\j)nj (Cl - )‘ﬁz)nﬁlifc :LEMMA

s s

Mivel (a — Ap)emnm—1 = 0, fenndll
(a = wemnnm—1 = [(@ = An) + (A — W)]emng -1 =
(/\ﬁv - H)eﬁl,nm .
Ezt hasznalva,
rnn | (@=2)" = ] Qm—2)" emm, #0.
ji j#m ji j#mT :’0"

Innen a 0 = v, e 7 # 0 ellentmondésra jutunk.

m,k
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Definicié. A Pol(a) tér
Ey,:=(emr: 1<m<N, 1<k<ny,)

rendezett bazisit Jordan bdazisnak nevezziik. A Lemmadabdl azonnal kovetkezik az
aldbbi.

Pro pOZI’Ci(’) A kommutativ Pol( ) részalgebrain az a elem szorzds-rep-

s e

El[Ly|Pol(a)|Ey = J(n1, A1) @ - & J(nn, An) -

Topliz bazis

Definicié. Egy négyzetes 7 € Mat(n,n, IK) matrix Tépliz métrix, ha a fo4t16-
jéval parhuzamos vonalain ugyanazok az értékei, azaz ha 7;; = 74, valahdnyszor
i—k = j—{. Az n X n-es Topliz méatrixok halmazét Top(n, IK), az alsé-trianguldris
Topliz matrixokét Top; (n, IK) fogja jeldlni.

'f

3.2 1 300

Példa. 1) (4 3 2| eTép3,R). 2) (4 3 0] € Tép,(3,R).
5 4 3 5 4 3
€

Tépy, (n,IK) mindig.

BizoNYiTAS. : A J(n,0) Jordan blokk olyan A operdtor métrixa egy (eq, ..., ey,)
bézis szerint, amelynek hatdsa A : e; — ey +— --- — e, — 0. Mivel AFe; =
leivk ha i +k < n, 0 hai+k > n], a J(n,0)* matrix f64tl6 alatti k-adik, a
f64tl6val parhuzamos vonaldban 1-esek dllnak, a tobbi helyen 0. Tehéat J(n,0)"
To6py (n,IK) mindig. Igy

J(n, )" =[A-1,+ J(n,0)]" = (;) AR J(n, 0% € Top(n, K) .
——
h=0 €Top, (n,K)

Kovetkezmény. A Pol(a)-beli elemek Jordan bézis szerinti métrixa
also-trianguldris ny Xnq, ... ny Xny-es Topliz matrixok direkt Gsszege.
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Tétel. Minden V) € Tép; (ny,IK),..., BN € Top, (ny,IK) matrix-

s s

nak a matrixa a Jordan bazis szerint

ELE,=fYa&. .0 .

BizoNYiTAs. Tudjuk: mivel a Pol(a) algebra egységelemes, rajta a b — Ly szorzds-
reprezentécié hii, azaz egy injektiv linedris Pol(a) — L(Pol(a)) leképezés. Az elézd
Kovetkezmény szerint

{Lp|Pol(a) : b e Pol(a)} altér C
c {B e L(Pol(a)): E.BE, € Tép, (n1, )@ --- & Topy (ny, K)} .

Csakhogy itt mindkét tér dimenzidészama ni + - - -+ ny, igy egybeesnek. Vagyis az
a b — Ly reprezenticié Pol(a) és kozottitk 1 — 1-megfeleltetést 1étesit.

Definicid. Jelolés: k = 0,1, ...,n-re T(n, k) az az n xn-es Tépliz matrix, amelynek
a foatld alatti k-adik vonaldban 1-esek allnak, a tobbi helyein 0.

A tovédbbiaban m =1,..., N és 0 < k < n,, mellett

=0®--- 0T (N, k 0 ---d0eTo ,IK - To ,IK
Tm,k O DO0DT (N, k) DOD--- @ op,(n1,K) © -+ @ Topy (nn, K)
m—1 N—m

tmk = [b€ Pol(a): ELLyEy = Timy] -

AT, := (tm’k :m=1,...,.N; k=0,...,n,p — 1) rendszert a Pol(a) tér Topliz
bazisanak nevezziik.

Megjegyzés. Az 8ket reprezentdls 7, métrixokbél azonnal kiolvashatdék a ko-
vetkezo relacidk:

1) T, bézis Pol(a)-ban,

2) t1,0,...,tn,0 algebrailag direkt 6sszegezhetd projekeidk,

3) tm,1nil € Pol(a), és tym,x = tk, | az Osszes lehetd indexekre,

4) Pol(a) = (Spanzlzotl,k)@-~~®(Spa11220tN,k) .

5)a= (Mtio+ti1)+ -+ (Antno+in) -
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Chevalley tétele

Tétel. Minden o algebrai elem egyértelmiien felbonthaté A-ban egy
egymassal felcserélheté nilpotens n,, és félig-egyszerti s, elem Gsszegére.
Sziikségképpen, ng, s, € Pol(a).
BI1ZONYITAS. Az eléz6 alfejezet Megjegyzése alapjan
a = ()\1t1’0 + tl,l) +---+ ()\NtN,O + tN,l)
és az
Sq:=Mtio+ -+ AntNo, Nai=tin+-+ina

polinomjai a-nak megfelelnek.

Tegyiik fel, hogy a = s + n, ahol sf-egysz.€ A, nnile A és ns = sn. Most n, s
felcserélhetd a(= s + n)-val, és igy a barmely polinomjéaval is. Tehdt az s,n, sq, ng
elemek kommutdlnak (barmely kett6 koziilik felcserélhetd). Trividlisan

N—"Ng=58,—S5 .

Tudjuk: Felcserélhet6 nilpotens elemek Osszege nilpotens, felcserélhetd félig-egy-
szerll elemek Osszege féleg-egyszeri. Vagyis s, — s nilpotens féleg-egyszerii elem.
Igy a tétel kovetkezik az alabbi, 6nmagaban is érdekes lemmabdl.

Lemma. Ha bnil, f—egysz. € A, akkor b = 0.

B1zoNYITAS. Alkalmas algebrailag direkt 6sszegezhetd py, ..., pe € A projekcidkkal
és (1, ..., 0 € IK konstansokkal

b=pfip1+-+ Bepe .
Mivel b nilpotens is, valamilyen r > 0 mellett
0="b"=pBip1+-+Bpe,

fgy D1, ... ,p¢ linedris fliggetlensége miatt 8] =--- =6 =0, azaz B; = --- = B¢ =
0.
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Kovetkezmény. Végtelen dimenziés V' vektortér esetén is &ll az alge-
brai operdtorok kévetkezd, Jordan-tipusu leirdsa. Ha Aalg. € L(V),
SpA(A) = (At AN} 5 g(A) = (A — )™ o (A — Ay)™ = 0,
akkor van olyan

N
E = U U {egl),eg)...,eiz()i)}

m=11€l,,

bazisa a V térnek, amelyen az A operator hatdsa

A: egi) — )\megi) + eg)

egi) — )\meg) + egi)

(i €1, ,

’ m=1,...,N).
ef“i()i)—l = )‘meii()i)—l + ey()i)
enty = Mmerly
Itt max{r(i): i € L} <nmym (m=1,...,N).

Bi1zONYITAS. Vegyiik az A operdtor A = s4 + ny felbontdsdt Chevalley tétele
szerint. Most valamely algebrailag direkt Osszegezhetd Pi,..., Py € L(V) pro-
jekcidkkal

SA:)\1P1+"'+)\NPN, idV:P1+"'+PN.

Legyen V,,, := P,V (m=1,...,N). Ekkor
V=vie---aoVy, Vo,={veV: Av=A\wv} (m=1,...,N).

Mivel az n 4 operator felcserélhetd s4-val, annak sajatvektorait azonos sajatérték-
hez tartozé sajatvektorokba viszi

na: Vi — Vi (m=1,...,N).

Mivel na nile L£(V'), az na|V,, operdtorok is mind nilpotensek. Ezért mindegyik
m index mellett van olyan

U {e(li), ce eff()i)} bézis C V,,, ,
i€l

amelyen

nA:egi)Heéi).—)...n—)ef()i)HO (t€ly) .
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Miésrészt s |V = Amidy,

m?

azaz

SA e§i) s /\meg‘i) (Z €lpn; j=1,... ,’/‘(i)) .
Az A = sa + nya reldciébdl Aey) = )\megi) +(1- 5j,r(i)+1)e§‘:)_1 (G =1,...,r0),
vagyis a Span{e(li), el eii()i)} alteret A onmagdba viszi,és rajta az (egi), ... ,egi()i))
rendezett bazis szerinti mdtrixa a J(r(i), A;,) Jordan blokk valahényszor i € I,,,.
Tehét a g(A) = 0 relacié csak tgy teljesiilhet, ha ¢(J(r(i),A\m)) = 0 (i € Ip,) is
mindig. Ez pedig csak tgy lehet, ha (i) < n,, (i € I,,).

Megjegyzés. Explicit médon: ¢, = gm.x(a) a
nj—l

() = (o =) TT 13 (1))

jij*#£m  d=0 J
(m=1,...,N; k=1,...,n,) polinomokkal.

Ugyanis, méatrix-alakban, ha o := J(n1, A1) ® - @ J(nn, An), akkor tetszdle-
gesen rogzitett m indexnél

I[ e-x)=0e-a0a] [[ J0umAn—2)"] 008 -0 .

J: j#Em m—1 J: j#m M—m

A formélis sorfejtést hasznalva,

nj—1
—n; —11—n; 1 . J m;O nj
J(nm7)\m - )\]) = [J(nma/\m - )‘]) 1] T = [)\ _)‘j Z ()\(n_ )\j))d] :
m d=0 m

’ ) i—1 _ dymn; .
Bzért im0 = Tljjesm(@ = X)) Tlem [t ko (£52%5)7]™ hiszen az
a — Ay, métrix direkt 6sszeg alakjdban az m-edik komponens a J(n,,0) Jordan
blokk. Végiil az dltalanos formula a 7, k = (@ — A )*¥ 7y 0 Teldciébdl adédik.
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ORTONORMALT RENDSZEREK

Ettél kezdve a IK test a valés szamok IR vagy a komplex szamok C teste.
Ezeknek az altalanos esettel szemben két fontos specialitasuk van:

1) IR-en adott a < Dedekind-teljes rendezés,

2) C-n adott a — konjugélas.
Ez a struktura egyben az analizis integral- és differencial-kalkulusdnak az alapja,
amelynek a trigonometrikus fiiggvényeit alkalmazni fogjuk.

Belso-szorzat terek

Definicid. Legyen H egy vektortér. A kétvaltozds (, ) : H x H — IK miivelet
bels6-szorzat H {6l6tt, ha

(11 + oz, y) = a1 (z1,y) + (22, 9) (1, 22,y € H, aq, 3 € IK)
(y,z) = (z,y)— (z,y € H)
(x,z) >0. (0#£z€H)

Itt (x,y)™ az (x,y) szdm konjugaltjat jeloli (a nehézkesebb (x,y) helyett).
A belsé-szorzattal ellatott IR ill. € folotti vektortereket valds ill. komplex bels6-
szorzat tereknek, koziiliik a véges dimenziésokat Euklideszi tereknek nevezziik.

Emlékeztetd. A H vektortér véges dimenziés, ha

AN Jxy,...,ay € H H = Span{x1,...,zN} (::{E:; QpTg: al,...,aNEJK}).
Minden ¢ € K skaldrra (¢ = [(|? € Ri(:={¢ e R: ¢ >0}). AK =R
esetben minden szdm konjugdltja 6nmaga. Egy ¢ € € komplex szdm valds része

Re( := (¢ + ¢)/2, komplex része Im ¢ := i(C — ¢)/2.

Példa. IK"-en a ((&1,...,&0), (715 -+ s mn)) == Yy &7k miivelet bels6-szorzat.
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Megjegyzés. Ha V egy IK folotti vektortér és E bazisC V, akkor a kovetkezd
kanonikus médon lehet megadni egy (, )g bels6-szorzatot V' {616tt:

(u,v) g = Z e )  (uveV),
e'eE’

ahol F’ az E bézis dudlisa. Tudjuk: ezekben a formélisan végtelen Osszegekben
csak véges sok tag # 0.

Lemma. <Z akxk,zmyz> = Zzakﬁe@k’yﬁ :
k=1 (=1

k=1+¢=1

B1zoNYiTAS. Azonnal adédik a belsé-szorzat els6 két tulajdonsigabdl n és m sz-
erinti indukcioval.

Kovetkezmény. (0, H) = (H,0) = {0}.

Valds realizacié, komplex kiterjesztés

Mostantél H, (, ) egy tetszOlegesen rogzitett belsd-szorzat tér.

Emlékeztetd. Mivel R részteste C-nek, a H komplex vektorteret felfoghatunk
valds vektortérként is (a konstanssal valé szorzdsok {[H > = — Az] : X € C}
csalddja helyett csak {[H 2 = — Az] : A € R}-rel ellitva a H alaphalmazt).
Szokasosan Hp jeloli a H tér valos vektortérként felfogottjat.

Propozicié. A Hg téren a Re( , ) miivelet bels6-szorzat.

B1zoNYITAS. Minden oy, oy € IR konstansra és x,x1, 22,y € H vektorokra

Re(a1m1 + azwa, y) = Re(ai(z1,y)) + Re(aa(r2, y)) =
= a1Re(z1,y) + a2Re(z2,9) ,
Re(z,y) = Re({z,y)”) = Re(y, z) ,
Re(z,z) = (z,z) >0 (x #0).

Definicié. A Re(, ) belsé-szorzattal ellatott Hi tér neve: a H,( , ) tér valés
realizacidja.
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Megjegyzés. Ha H,( , ) eleve IR-folétti bels6-szorzat tér, akkor Hg,Re( , )
azonos H, ( , )-val.

Kérdés. Egy IR-folétti H,({ , ) bels6-szorzat tér kibévitheté-e C-folotti belss-
szorzat térré?

Megjegyzés. Ha H,( , ) egy komplex (C-folétti) belss-szorzat tér és H valds
altérC H (azaz RH + RH C H), akkor az Osszes uy,us,v1,v2 € H ill. o, € R
mellett

(Ul + Z'LLQ) + (1)1 + ’L"Ug) = (Ul + ’01) + Z(’LLQ + ’Ug) y
~—— ——
c€H €H
(a+if)(v1 +ive) = (avy — Pua) + i(Bvr + avs)
——— ——
eH €H

(u1 + tug, v1 + ivg) = (ug,v1) + i{ug, v1) — i(u1, va) + (ug, va) .
Ez az észrevétel motivélja az aldbbi definiciot.
Definicié. Egy R-folétti H, (, ) bels-szorzat tér mellett
H&iH :={v1 ®ivy: v1,v3 € H} |

ahol a v; @ vy alaku kifejezések formadlis szimbdélumok ellatva a kovetkezd +, A-
(A € €) miiveletekkel:

(u1 D ’L’LLQ) -+ (’Ul D iUz) = (Ul + Ul) D Z(UQ -+ ’02)
(a+iB)(v1 @ iv2) := (a1 — Poz) & (Bu1 + aws)

az Osszes ui,us,v1,v2 € H vektorokkal ill. «, 3 € IR konstansokkal.

A H & iH elemparjaira bevezetjik a
(ur ® dug, vy ® va) g = (u1,v1) + i(ug,v1) — i(u1, v2) + (u2,v2)
kiterjesztését a (, ) bels6-szorzatnak.

Tétel. A H@iH tér C-folétti vektortér a +, A (X € € ) miiveletekkel.
Ebben H & 0 valds altér, amely izomorf H-val (a trividlis h — h @0
leképezéssel) és H @ iH = (H ®0) +i(H ©0). A (, )q mivelet
(C-folstti) belsé-szorzat H & iH-n, amelyre (, ) = (, )q|H x H.

B1zoNYITAS. Kozvetlen verifikdlds, amely imitalja a Megjegyzés formuldinak lev-
ezetését.
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Definicié. Ha IK = IR, a H,(, ) valés belsé-szorzat tér komplex kiterjesztése a
H®iH,(, )4 komplex bels6-szorzat tér, amelyet egyszertien Hy, (, )-val jeloliink
(a félreértés veszélye nélkiil). Minden h € H vektort azonositunk a Hg-beli h @ 0-
val.

Megjegyzés. A H = H @& 0 azonositas szerint iH = i(H ©0) = (0@ H), és {gy
Hy = H+iH.

Propozicié. Ha H, K valés vektorterek, minden linedris A : H — K
leképezésnek van egy egyértelmii komplex-linearis Ay : Hy — Ky
kiterjesztése.

BIZONY{TAS. Tegyiik fel, hogy A : Hy — Ky olyan komplex-linedris leképezés,
amelyre
Az = Ax (x € H = H ®0). Ekkor sziikségképpen

Az + iy) = Az +iAy = Az + iAy(= (Az) @ i(Ay)) (z,y € H)

lehet csak. Ez mutatja A egyértelmiiségét, mivel

VEEHd Az, y e H h=z+iy(=zdiy) .

Mésrészt az Ay : x @iy — (Ax) ©i(Ay) leképezés valéban C-linearis H @ iH —
K oK.

Pythagoras tétel, Schwarz egyenl6tlenség

Definicié. Az z,y € H vektorok merdlegesek egymaésra, ha a belsé-szorzatuk
0. Az x € H vektor normdja (vagy hossza) az énmagdval vett belsé-szorzatdnak

gyOke. Jelolésben:

zly € (2,y)=0,

2| = (a,2)'2 .

Lemma. (Pythagoras tétel). z Ly = |z +y|* = [|=]® + ||y|*
BizoNYiTAS. Ha (z,y) = 0, akkor {y,z) = (z,y)” =0=0 és

(+y,z+y) =(z,2) + (x,9) + (¥, 2) +{(y,y) .
=
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Tétel. Fennéllnak a kévetkez6 alapvetd relacick:

|az| = |af - [z (HomoGENITAS)
‘<5177y>‘ < ||«'EH . ||y|| (SCHWARZ EGYENL(")TLENSEG)
Hx + y” < ||33‘H + ||yH (A - EGYENL(")TLENSEG)

minden x,y € H és a € IK mellett.

B1zonyiTA4s. 1) ||laz|? = (az, az) = aa(z, ) = |of?||z|*

2) Az x = 0 ill. y = 0 esetek trividlisak. Tegyiik fel, hogy =,y # 0. Tekintsiik az

er:=zl| Tz, ex:=lylTly

vektorokat. A bels6-szorzat harmadik tulajdonsiga (definit volta) miatt ||z|* =

(z,x) > 0, azaz ||z|| > 0, és hasonléan |jy|| > 0. gy ey, es jél-definialt, s6t
lex =1 (k=1,2)
a méar bizonyftott 1) alapjén. Eszrevétel:
@yl <llzll-llyll < [ew,e2) <1
Az |{e1,e2)] <1 relacié bizonyitdsihoz legyen
p1i:=(es,€1)e1, p2i=ex—pi.
Ekkor

pitpr=e2, p1lps <= (pa,e1)=(ea—p1,e1)=
= (e, e1) — (p1,€1) =
= (e2,€1) — ((e2, e1)e1,61) =
ea,e1) — ez, e1) [lea]|* = 0.
——

1

o~ o~~~

A Pythagoras tételt alkalmazva,

(e, e2)” = lIpoll* < [lp1]l* + [lp2]l* = flea]* =1 .
3) Fennéll
o+l = (o +y, 2 +y) = {@,2) + (2.9) + (y,2) +H{y.y) =
——
(z,y)
= [l#[|* + 2Re(z, y) + [ly[|* <
<l ll* + 2l [l Iyl + lyll* = (=l + lly)* -
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Tavolsdg, a miveletek folytonossiga

Definicié. Az z,y € H pontok tavolsaga d(z,y) := ||z — y].

Emlékeztetd. Altaldban is, egy d : X x X — R4 fiiggvény metrika az X halma-
zon, ha

d(x,y) = d(y,x) 0,
d(z,y) +d(y, z) = d(z, 2) ,
dlz,y) =0 <= z=y (r,y,z€ X) .

(\VANIV

Egy vektortér transzlacidi az x — x + a alaku eltolasok.

Tétel. d transzlicié-invaridns metrika H-n.

Bi1zoNYITAS. Minden a,x,y, 2 € H esetén

dz+a,y+ta)=|(x+a)—(y+a)l|=lz—-yl=dzy),

sty = dzy) =lz—yl=@-yr-yn?=y-zy—2z) =dyz) >0,
d(z,z) = ||z —z[ = [|0] =0,

d(z,y) +d(y,z) =z =yl +lly =2l = [(z —y) + (y = 2)|| = |z — 2[| = d(z, 2) .

Emlékeztetd. Ha X,d és X', d’ metrikus terek, egy f : X — X’ leképezés
folytonos a d, d’ metrikék topoldgidja szerint, ha minden z, x1,x2,... € X sorozat-
ra

d(@n,x) >0 = d'(f(zn), f(x))  (n—o00).

Tétel. A H-beli (z,y) — x+y, (a,2) — ax, (z,y) — (z,y) miiveletek
folytonosak™.

Bi1zoNYITAS. Legyen x,21,%2,... € H, y,y1,¥y2,... € H ill. a,a1,as,... € K
sorozatok. Tegytk fel, hogy

d(xn7x)ad(ynay)7‘an_a| —0 (n_) OO) .
Ekkor az wu,, := x, — x, vy := Yp — Y, On := q, — « sorozatokra

lwnll, [[vnlls [0n] — O (n —o0) .
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Ezekkel n — oo mellett

d(@n + Yo,z +y) = [[(@n + yn) — (@ + Y| = [up + vall <
< MJun|l + lonl — 0,
d(anty, ax) = ||anz, — az|| = ||(a+ 0,)(z + uy) — az|| =
= ||6nz + auy, + Onun|| <
< 0nzll + llown || + [|dnun | =
= [6n] - =l + la] - lunll + [0n] - [lun] — O,
(@0, yn) — (T, 9)| = [(T + Un,y +vn) — (2,9)| =
= [z, vn) + (un, y) + (un, vn)| <
< Kz vn)| + [(un, )]+ un, vp)] <
< 2l - floall + lluall - [yl + luall - lvall — 0.

Kovetkezmény. A norma és a tavolsagfiiggvény folytonos H-n.

B1ZONYITAS. A Tétel szerint = — ||z|| = (z,2)'/2, (z,y) — d(z,y) = ||z + (=1)y||
folytonos leképezések Gsszetételei.

Ortogonalis rendszerek

Definicié. Az E C H vektorrendszer ortogondlis (réviditve: ORT), ha e L f
(e # f,e € E). Az egységnyi hosszi vektorokbdl &ll6 ortogondlis rendszereket
ortonormdltnak (roviditve: ORTN) nevezziik. Azaz

{61,...,€n} orrny C H def
& (ej,ex) = Ok (J,k=1,...,n).

Lemma. Ha 0 ¢ S := {z1,...,2,} ORT C H és minden z € S
vektorhoz kp € IK olyan konstans, hogy |ki| = 1/||z||, akkor E :=

{K1Z1,...,KnZn} olyan ortonormélt rendszer H-ban, amelyre
Span F = Span S.

B1zONYITAS. Az E rendszer ortonormaélt, ugyanis

kjzsll = k5] - lzsll =1, (kjaj, kpar) = KiRE (x5, 26) =0 (GFk =1,...,n).
——

0
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Masrészt Span B = 37| IK - (rj25) = >5_ (K - kj)a; = 37 IKz; = Span S.
Lemma. Legyen E := {e1,...,e,} oron C H és ¢ € H. Ekkor az

U := Span{ey, ..., e,} altérbeli vektorok E szerinti felbontdsa egyér-
telmii. Nevezetesen

h:Zakek: ap = (hyer) (1<k<n).
k=1

B1zoNYiTAS. Barmelyik k indexre

(h,ex) = <Z ajej,en) =
j=1
= Zaj (€j,€k) =y .

J=1 N——
Ojk

Kovetkezmény. Ortonormalt rendszerek linedrisan fiiggetlenek.

BizonNYiTAS. Ha {e1,...,en}orenC H és Are; + -+ + Ape, = 0, akkor A\, =
(0,ex) =0 (k=1,...,n).

Propozicid. (Parseval-formula). Ha E ORTN C H és xz,y € Span E,
akkor
(@,y) =D (z.e)-(y,e)" .

ecl

BizoNYITAS. Legyen z,y € Span E. Ekkor van olyan n(€ IN) és vannak olyan

ey, ...,en € F paronként kiilonbozé vektorok, hogy
n n
T= Erex . Y= Tkek
k=1 k=1

ahol &k = (z,ex) , me=(y,ex) (1<k<n).

Ha e € E\ {e1,...,e,}, akkor (z,e) = Y7 &len,e) = Y p_, &0 = 0, és ha-
sonléan (y,e) = 0. Ezért
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n

Z<$,€>'<y,€>7 = Z<l’,€k>~<y,ek>7 —

c€E k=1
n n n
= G = Y GOk = Y &kl ee) =
k=1 k=1 kyf=1

= (Zﬁkek,wa> =(z,y) .
=1 =

Megjegyzés. Az elmélet gy is felépithetd, hogy linedrisan fiiggetlen rendszerek
helyett ortonorméltakat hasznalunk, mint latni fogjuk.

Kérdés. A 3, (h,ex)er vektor nemesak a h € Spangey, esetben képezhetd. Mit
jelent altalaban?

Tétel. Legyen {ey,...,e,}orenC H, U := Spangey, és h € H. Ekkor
az u:= ). (h,er)er vektor a kovetkez6 moédokon jellemezhetd:

1) u=[veU: d(h,v)=mind(hU)],
2) u=[welU: h—vlU].
Azaz geometriai szempontbdl u az U altér egyediili legkozelebbi pontja

h-hoz, ill. az az egyediili pont U-bdl, amelybdl a h-ba mutaté vektor
merdleges minden U-beli vektorra.

B1zoNYITAS. Legyen v := ", Orey az U altér egy tetszéleges eleme.

2) (h—u,ex) = (h,eg) — (u,ex) =
= (hyer) = (32, (hoej) €5, ex) =
5
= (h,er) — (hyex) =0  VEk,
(h—u,v) =3 Br(h—u,er) =0.

1) Mivel u,v € U, az U altér volta miatt u — v € U, és igy a bizonyitott 2) szerint
h—u L u—wv. Vagyis a Pythagoras tételt hasznélva,

d(h,v)* = [|h = v|* = [|(h — u) + (uw—v)|* =
= l(h=w* + [(u =) > [(h=w)]*  (urv).
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Gram-Schmidt ortogonalizacié

Tétel. Legyen z1,...,z, € H. Tegyiik fel, hogy
210, z ¢Span§;11zj (k=2,...,n).
Ekkor

I {ey,...,en}toren C H Span?zlej = Span?zlzj és
(er,zK) >0 (k=1,...,n).

BiZONYITAS. Legyen (a Zje@ u; := 0 konvencidéval) k = 1,2,...,n mellett rendre
(%) ex == ||Zkl 712 ahol Zp =z — Z (2K, ej)e; -
g i<k

Indukciéval megmutatjuk, hogy az ey vektor jél-definidlt (azaz zp # 0) mindig, és
hogy ey az egyediili olyan vektor, amelyre

llexll =1, ex Ley,...,ex—1, (ex,2x) >0, Span?zlej = Span?zlzj ,

ha mar {e;: j<k}ORTN C H és Span,, ;_pe; = Span;. ; ,z; -

A k = 1 eset kovetelménye e;-re az, hogy (Spane; = Span z; miatt) valamilyen

a € K-ra e; = az legyen, és ezzel 1 = |le| = |a| - ||z1] ill. 0 < {e1,21) = af|z1 >
Ezek a feltételek pontosan o := [|z1]|~!-re, vagyis az e; := ||z1]|7tz1 = ||Z21]| 7121

valasztara teljesiilnek.
Tegyiik fel, hogy {e; : j < k}ORTN C H és Span;?;llzj = U1 := Spanfgllej.

Legyen uy, := Z;:ll (zk,e;)ej. Mivel definicié szerint uy € Ug_1 és mivel 2z, ¢
Spanf;lzj = Uy_1, szitkségképpen uy # zi, azaz ||Zx|| = ||zx — ukl| > 0, és igy az
ey vektor jol-definidlt és ||ex|| = 1. Az ”Ortogonélis rendszerek” alfejezet Tétele
szerint

Ek:Zk—UkJ_Uk_l.

Teh&t, mivel {ey,...,ex—1} ORTN C Ui_1, innen {ej,...,ex} ORTN C H. Més-
részt
(ex 2k) = 2kl (B, 2+ un—1) = (Zks Zk) = 12l > 0 .
Mivel pedig ej, = ||z — u ||~ (25 — ux) € Span({zx} UUx_1) és 21, = up_1 + |21 —
ug|lex € Span(Uk—1 U {ex}), fennall
Span;?:lej = Span({ex} U Span?;llej) = Span({ex} UUi_1) =
= Span({zx} UUk_1) = Span({z;} U Spanztllzj) = Span?zlej .
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Tehét az ey, vektor teljesiti a kivdnalmakat. Tegyiik fel, hogy e} szintén teljesiti a

kivédnalmakat. Mivel most e}, € Span?zlzj = Span;?:lej, és az {ey,...,e,} rend-
szer ortonormalt, e} = Z?:1<6;€, ejrej. Az e Lei,... ex_ feltétel igy azt jelenti,
hogy e}, = aiex, ahol ay, := (e}, ex). Az |e}|| =1 feltétel szerint |oy| = 1. Végiil,

mivel zj, = ||z —ug|lex +uk, a (€}, zx) > 0 feltételbdl 0 < a(er, 2k) = allzr —uk
Tehdt oy > 0 és innen oy, = 1, azaz e), = ey, lehet csak.

Kovetkezmény. Teszdleges 1, ..., 2, € H sorozathoz taldlhaté o-

lyan legfeljebb m elemt E ORTN C H, amelyre Span{z1,...,zy} =

Span E.
BizoNYiTAS. Elhagyva az x1,...,%, sorozatbdl azokat a tagokat, amelyek az
Oket megeléz6 tagok linedris kombindciéi, a maradé z1 (= Zp,,...,2n ‘= Tk,

részsorozatra alkalmazhatjuk a Tételt.

Gyakorlat. A {vy,...,v,} vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
vy #0és vy & Span?;%vj (2<k<n).

Definicié. A z,...,2z, € H vektorsorozatbdl a () rekurziv formuldval képzett
(e1,...,en) ortonormélt rendszer(z1,. .., z,) Gram-Schmidt ortogonaliziltja. Ma-
ga a (%) rekurzi6 végrehajtdsa a Gram-Schmidt ortogonalizacié.

Megjegyzés. A Gram-Schmidt ortogonalizdcié lehetévé teszi, hogy a belsé-
szorzattal ellatott vektortérben a linedrisan fiiggetlen rendszereket velilk algebrai
szempontbdl ekvivalens ortonormalt rendszerekkel helyettesitsiik. Ugyanis, ha
{#z1,...,2zn}linfgtlenC H, akkor a (z1,...,z2y,) sorozat(ey,...,e,) Gram-Schmidt
ortogonalizdltjat véve, a h — >.7_ (h,e)e, leképezés linedris és Spanj_;z, =
Spany_, e <> Spanj_, zj.

Példa. Legyen w : [~1,1] — IR egy tetsz6legesen rogzitett pozitiv értékii folytonos

fliggvény. A valds polinomok Polg terén a

(P, G = / pOUEWEE  (p.q € Polg)

—1

miivelet belsdszorzat. Az {1,z,z2,...} sorozatra mindig alkalmazhatjuk a Gram-
Schmidt ortogonalizécit { , ), szerint. Kovetkezésképpen létezik (pontosan egy)
olyan pg ., P1,w,P2.w, - - - polinonsorozat, amelyre

1
/(; Prw (g)pm,w(g)w(g)df =nm 5 deg(pn,w) =n

minden n,m = 0,1,2,... indexre. A p, ,, polinom neve a w sulyfliggvény szerinti
n-edfoku ortogonalis polinom.
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Gyakorlat. Hatdrozzuk meg az S : & — 1 stlyfiiggvény szerinti psy k = 0,...,5
in. Legendre polinomokat.

Teljes ortonormdlt rendszerek

Definicié. Az E ORTN C H rendszer teljes (H-ban), ha tovdbb nem bdvithe-
t& ortonormélt médon, azaz ha 2 e € H\ E EU{e} ORTN C H. A 7teljes
ortonormélt rendszer” kifejezésre a TON roviditést fogjuk hasznélni.

Lemma. Pontosan akkor ETON C H,ha Af€ H 0#f L E.

BizoNYiTAS. Ha E ORTN C H és 0 # f L E, akkor az e := || f||~}f vektor
jol-definidlt, |le|| =1 és e L E. Tehat ilyenkor E # FEU{e} ORTN C H.

Kovetkezmény. Ha E ORTN C H és Span E = H, akkor E TON C
H.

B1zONYITAS. Tegyiik fel, hogy H = Span E és © 1. E. Ekkor z € Span E, és igy a
Parseval formula szerint ||z =Y g [(z, €)el> =3 50 =0, azaz 2 = 0.

Tétel. Bels6-szorzat térben barmely ortonormalt rendszer teljessé bé-
vithetd.

B1zONYITAS. Egy vektorrendszer pontosan akkor ortonormalt, ha barmely 1- és 2-
elemi részrendszere ortonormalt. Tehat a H tér részhalmazainak ortonorméltsaga
végesen meghatarozott tulajdonsig.* fgy a Teichmiiller-féle logikai axiéma sz-
erint (ami a Kivalasztdsi Axiéma egyik ekvivalense) a H tér minden ortonormdlt
részhalmaza belefoglalhaté egy maximalis ortonormélt részhalmazba.

Kérdés. Igaz-e hogy E TON C H esetén mindig H = Span E?
Vilasz: Altalaban NEM.

Példa. A négyzetesen Gsszegezhetd szédmsorozatok

= {(E &) Y 1l < o0}

n=1

* Ld. a ”Linearis fliggetlenség, bazis” alfejezetben.
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tere a koordindtdnkénti linedris kombindcidkkal vektortér, amelyen (a Schwarz
egyenlétlenség kovetkeztében) jél-definidlt és belsé-szorzat a

<(€17~--)7(7717-")> = Z&zﬁ?

miivelet. Itt az egységvektorok

E:=1{(1,0,0,...), (0,1,0,...),...}

€1 ()

csalddja TON. Bizonyitds: Ha (&,&2,...) L E, akkor minden k mellett 0 =
((&1,&2,...),ex) = &. Ugyanakkor

Span E = {(£1,&,...) : Am Enyr =Emaa = =0} £ 2.

Lemma. Ha KK = € és E TON C H, akkor EN (iE) = () és EU
(ZE) TON C Hp.

Bi1zONYITAS. Ha e # f,e € E, akkor

Re(e,ie) = Re(—i) = 0 ,Rele, f) = Re(0)
Re(e,e) = Re(ie,ie) = Re(if,if) = Re(1) =

0 = Re(e,if) ,
1

Ez mutatja, hogy az F U (iF) rendszer ortonormélt

Tegyiik fel, hogy x Lr E U (iE) a Hr térben. Ekkor 0 = Re(x,e) = Re(x,ie)
e € E, ahonnan (z,e) =0 e € E. Azaz x L E H-ban, és igy = 0.

Euklideszi tér ekvivalencidja K"-nel

Lemma. Ha Evéges ORTN C H, akkor ekvivalensek:
1)ETON CH, 2)SpanE =H.

BizoNYITAS. Legyen E := {eq,...,en}.
1) = 2): Tegyiik fel, hogy z € H \ SpanE. Ekkor az 7 := x — > ;_ (%, ex)ex
vektorra 0 # x L eq,...,e,, vagyis az E ortonormalt rendszer nem teljes H-ban.

2) = 1): A "Teljes ortonormalt rendszerek” alfejezetbeli els6 Kovetkezmény.

Tétel. Euklideszi térben mindig van véges teljes ortonormalt rendszer.
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B1zONYITAS. Feltevés szerint van olyan véges 0 # x1,%s,...,xx € H sorozat,
amelyre H = Span{xzi,...,zxn}. Elhagyva kozillikk azokat a tagokat, amelyek
az el6zbek linearis kombindcidi, vehet x; ¢ Spanf;llxj (2 < k < N). Gram-

Schmidt ortogonalizéciét végrehajtva az x1,...,xyN sorozaton, kapunk egy olyan
ortonormélt eq,...,exy € H vektorsorozatot, amelyre zj = Zf Hew, e5)e; (k=
1,...,N). Ezzel H = Spank 1Tk = Span —1€j, és gy a Lemma szerint {e1,...,en}
TON C H.

Kérdés. Ugyanannyi elembél dllnak-e mindig egy Euklideszi tér TON rendszerei?
Vélasz: IGEN, mint l4tni fogjuk a ”Householder tétele” alfejezetben.

Definicié. Legyen E := (e1,...,eny) ORTN C H. Az XF : h— (h,e;) fiige-
vények a H bels6-szorzat tér E-szerinti k-adik koordinataja (k =1,..., N).

Propozicid. Legyen H Euklideszi tér és E = (ey,...,en) TON C H.
Ekkor az E-szerinti X¥ : h — (XF(h),...,X{(h)) koordindtézds
tavolsagtarto linearis H « KN leképezés, amelynek inverze

(§17 HRR agN) = Efcvzl gkek-

BizoNYiTAS. A koordinéta-fiiggvények linearis H — IK funkcionalok, igy X :
H — K" linedris. A Parseval-formula szerint

N

N
I = (k) = 3" (h,ex)(hyen)™ = 3 [(hsex) 2 =

k=1 k=1
=N IXEFM)P = |XPW)*  (heH).
k=1

Tehat X P normatarté, és ezért tavolsagtarté is. Tavolsdgtarto leképezés injektiv
(kiilonb6z8 pontokat kiilonbozékbe visz). Legyen (£1,...,&x) € IKY tetszéleges.
Ekkor a h := Z]kvzl Erer vektorra X (h) = (h,ex) = & (Vk), mivel az E rendszer
ortogonalis.

Tétel. 1) Linedris leképezés Euklideszi téren folytonos.

2) Euklideszi téren folytonos valds fiiggvénynek van maximuma és minimuma az
egységgdmbon.
BizoNYiTAS. 1) Legyen {e1,...,en} TON C H és A: H — K linedris. Ekkor

N N
Ax:A(erkek erkAek (re H) .
k=1 k=1
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Vagyis a bels6-szorzat és a vektormiiveletek folytonossiaga miatt A véges sok foly-
tonos leképezés Osszetétele.

A Propozicié szerint az egységgomb topolégiailag ekvivalens a IKY tér {€: |¢,]2 +
et EN)E =1} egységgdmbjével (a bevezetett tavolsdgok szerinti topolégidban),
tehat kompakt. Igy rajta a folytonos fliggvények folveszik széls6-értékeiket.

Tukrozések

Emlékeztetd. Az Euklideszi sikot egy Descartes koordindtarendszer segiségével
IR?-vel azonositva, az u egységvektorra meréleges és origén dthaladé egyenesre valé
tiikrozés az @ — x—2(z, uju transzformdacié (ahol a belsé-szorzat ((£1,&2), (m1,72))
=&i& +mne).

Definicié. Az u € H, ||u|| = 1 egységvektorra a
Ty: z—x—2(z,u)u
leképezés (H — H) az u-titkrozés.

Lemma. A tiikrézések reflexiv belsé-szorzat tarté transzformécidk.
Azaz u € H, ||ul]| = 1 esetén

1) idg =T2(:=T,oT,), 2) (Tyx,Tyy) = (z,y) (z,y € H).

BI1zoNYITAS. 1) Tetszdleges © € H mellett
T2(z) = Tu(z) — 2(Ty (), u)u =

=z — 2(z, uyu — 2(z — 2(z, u)u, u)u =

:x—2[<z,u>+<z,u>72<x,u)\|\uﬂ =x.

2) Legyen x,y € H. Ekkor

<Tu(x)7Tu(y)> = <£L‘ - 2<x,u>u,y - 2<y7u>u> =
= <$7y> - 2<$7’U,> <u7y> —2(y,u>_<x7u> + 4<:L‘,u><y7u>_ ||’LL‘ =
P el

= (2,y) .

Kovetkezmény. T, : H <~ H és T,;* = T,. Tehdt ha uy,...,un
egységvektorok, Ty, ---Ty,, : H — H és (Ty,--- T, ' =T, - T, 1.
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Lemma. (T,(z),z) e R (x € H).

BizonyITAS. Fennill

(Tu(x), ) = (x — 2(z,u)u,z) = lz]|? — 2(x, u){u, x) =
= |l2l|* = 2/(z,u)| € R .

Propozicié. Az egymétdl kiilonbézé x,y € H vektorok pontosan
akkor vihetSk dt egymdsba tiikrézéssel, ha ||z| = |ly|| és (x,y) € R.
Ez utébbi esetben az u := ||y—x|| 1 (y—x) egységvektorral T,, : x < y.

B1zZONYITAS. A feltétel sziikségességét mar tudjuk.
Tegyiik fel, hogy = # v, ||z|| = ||ly|| és (=, y) € R. Ekkor

U= v mellett
ly — =
y—T \ y—=
T (z) zx—2<m, > =
ly — ||/ ly — |
_ 2 _
_ (1 L olmy :172>)x 2y z)
ly — || ly — ||
Itt )
(r,y —x) _ {z,y) — ||| _ya)=(ey)ER
[y —2® ~ TolF (g 2) = (@9 + [o? tel=ivl
o —lel? 1
2[|z)? - 2(y,2z) 2
ahonnan T(x) = (1 -2 %)x - 2(f%)y =u.
Kovetkezmény. Ha |le|| = ||f|| = 1, akkor Iétezik r € IK, ame-
Iyre |k| = 1 és e dtvihetd K f-be egy olyan T, tiikrozéssel, ahol az u

egységvektor e és f linedris kombinacidja.

BizoNYITAS. Ha e = f, akkor —f = T,(e). Az e # f, (e, f) € R eset ismert.
Ha e # f, {e, f) ¢ IR, akkor

<6,/if>:—|<€,/€f>|<0 ahol IQI:—<€,f>/|<€,f>‘.

Mivel most [|&f|| = |&]| - [|f]| =1 = |le]| és {e,kf) < 0 miatt e # kf, a Propozici6
szerint T, (e) = kf, ahol u := (e — kf)/|le — kf]|.



ORTONORMALT RENDSZEREK 199

Householder tétele

Kérdés. Tiikrozések egymasutanjival atviheté-e egy ortonormalt rendszer egy
maésik, ugyanannyi tagi ortonormalt rendszer vektorainak a tobbszoroseibe?

Tétel. (Householder). Legyen ay,...,a, € H egy tetszbleges vektor-
sorozat és E := (e1,...,e,) ORTN C H. Ekkor

Juy,...,un Ty, Ty, ar € Span?zlej (k=1,...,n).
Sét, itt ug Le,...,ex—1 (K=2,...,N) is vdlaszthato.

B1zONYITAS. Az el6z8 Kovetkezmény szerint minden a € H vektor dtvihetd egy tet-
sz6legesen adott e € H egységvektor valamilyen ||a|| abszolut értékii tobbszorosébe
Ty, u € Span{a, e} alaku tiikrozéssel. Ezért

Ju; € H 3k €K luill = |k1] =1 Tu,(a1) = k1llaz]ler -
Tegyiik fel, hogy méar megkonstrudltuk az uq, ..., u, egységvektorokat ugy, hogy
w Lej (<€), Ty Ty (ar) =Ty Ty (ar) € Spangzlej (1<t<t<E).

Vegytiik ezutan az

k
(%) a1 =Ty, - Tuy Q1 — E (Tup -+ Tuyart1,€50e; Ler, ... ex
j=1

vetiiletét a Ty, - - Ty, arp+1 vektornak (amely geometriailag nem mas, mint a
Span?zlej altérre meréleges komponense). Ekkor

| U1 € Span{&kH, €k+1} d ke € IK

uesill = |Er1l =1 Tuy(aks1) = Brrrllaptrllersr -
Mivel ag41 L eq,...,ex,

Uk+1 Lel,...,ek,Tw-nTul(at) (1§t§€§k‘), =

Tuprr - Tuy(ar) =Ty -+ Ty (ay) € Spanz»:lej (1<t<k),
k
Tuk+1 o Tu1 (ak-l-l) = Tuk+1 (ak-i'l) + Z<ak+17 ej> Tuk+1 T Tul (ej) € Spanfillej :
——_——— —_—

Jj=1
€Ker41 =e;
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Householder tételének dont6 fontossdgu kovetkezménye az aldbbi tény.

Tétel. Euklideszi térben minden teljes ortonormalt rendszer azonos
szdmu véges sok elembdl dll. Sét, ha (ey,...,en) TON C H, akkor
minden N-elemii ortonormalt rendszer teljes H-ban.

B1zoNvYiTAS. Legyen H egy Euklideszi tér. Tudjuk: H-ban van egy véges TON
rendszer, mondjuk E := {ej,...,en}. Legyen F := (f1,...,fn) ORTN C H.
Beldtand6: 1) ha n < N, akkor F' nem teljes H-ban , 2) ha n = N, akkor
FTON C H, 3)n> N lehetetlen.

Ad 1) Householder tétele szerint
n<N= Fuy,...,u, Ty, - Ty (F)CSpan,_jer # H .
Tudjuk: T, : H < H (V k). Ezért

T: H—H ahol T:=1T,, T, ,
Span F' C T~ (Spanj_,ex) # H .

fgy Span F' # H, vagyis az F rendszer nem teljes H-ban.
Ad 2) Az n = N esetben

Jvy,...,on Tyy--- Ty, (E) C Span F .

Mivel U := Ty Ty, : H < H, most H = U(Span FE) C Span F. Tehat H =
Span F', vagyis ' TON C H.
Ad 3) A beldtott 2) szerint mar az (fi,..., fv) részrendszere teljes F-nek. Teh&t
fN+1 1 f17 ey fn lehetetlen.

Definicié. A H Euklideszi tér TON rendszereinek tagszdma a tér dimenzi6ja.
Jelolés: dim(H).

Megjegyzés. A fenti TON rendszereken alapulé definicié nincs ellentmondédsban
a "Dimenzié” alfejezet bazisokon alapuld definicigjaval. Ugyanis az ortonormalt
rendszerek linedrisan fiiggetlenek, a teljes ortonormélt rendszerek olyan linearisan
fliggetlen rendszerek, amelyek kifeszitik H-t tehat H bazisai.

Householder tétele automatikusan adja az IGEN valaszt a Kérdésre:

Propozicié. Ha (a1, ...,a,) és (e1,...,e,) ORTN rendszerek H-ban,
akkor a Householder tételében megkonstrualt T, ,...,Ty, tlikrézések
mellett

Jk1,...,6n €K Ty - Ty, (ar) = kger , |kl =1 (k=1,...,n).
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B1zONYITAS. A tiikrézések belsd-szorzat tarték az elsé Lemma szerint. Igy a
T, T, Osszetétel is belsé-szorzat tarto. Ezért

(fi,--sfn) ORTN C H ahol fy:=Ty, - Ty, (ax) (k=1,...,n).

Tudjuk: fx € Span;<e; (V k). Specidlisan, fi € Spane;. Azaz 3 k; € K
Ji=rrer. Mivel Jlar|| = [[f1ll = llex]] = 1, itt [k1] = [[mrea]l = [ f1l] = 1.
Tegyiik fel, hogy f;kje;, [k =1 (j < k). Mivel fi, € Span;,e;, fthaté

k
fr = E e
j=1

alkalmas aqy, ..., arr € K egyiitthatékkal. Csakhogy

ka—fla"'vfk—l y =
0=<f]€,/€j€j>=ajk,‘€7j, ajr =0 (j=1,...,kj—1),

fro = agrer .

Ekkor || fx|| = 1 miatt |axr| = 1, vagyis a k1 := g valasztds megfelel.
M3atrixok teljes ortonormalt rendszerek szerint

Ett6l kezve H mér nem &ltaldnos bels6-szorzat teret, hanem egy tetszolegesen
rogzitett N-dimenzids Euklideszi teret jelol.

Emeékezteté Az m x n-es IK-f6l6tti métrixok {1,...,m} x {1,...,n} — K fiigg-
vények, amelyekre a kovetkez specidlis jelolést hasznaljuk: o € Mat(m, n, IK)-ra
a11 . q1n
a: (kl) — age a= = (ajk);n:lzzl .
Am1 .- Omn

Mint a szamértéki fiiggvényeknél altaldban, természetes médon vehetjiik matrixok
Osszegét és szammal val6 szorzatat.

Definicié. Legyen E := (ey,...,en) egy (rendezett) TON rendszer H-ban. Az
x € H vektor matrixa F szerint az

(z,e1)
E*(z) = € Mat(N, 1,K)

(z,en)
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N x 1-es IK folotti métrix.
Megjegyzés. Tudjuk: z = Zivﬂ(:m ex)er. Azaz x = Zgil[E*(x)}kek.

Definicié. Legyenek H, K Euklideszi terek*, E := (e,...,ey) TON C H,
F := (f1,...,fm) TON C K. Egy K-beli (g1,...,9n) (rendezett) vektorrend-
szer matrixa

F*(g1,...,9n) :i= (F*(gl) . F*(gn)) = (<9’f’fj>)jjvi1::1 € Mat(M, n,IK) .
Ha A : H — K egy linedris leképezés, az A operator matrixa az F, F' koordiné-
tarendszerek szerint

F*AE := F*(AE) = F*(Aey,..., Aey) =
= (F*(Aey)--- F*(Aeyn)) =

= ((Aex, £)) 10 p, € Mat(M, N, K) .

Példa. 1) Az idy : * — 2 métrixa tetszéleges E TON szerint az egységmatrix:

EridpE = (0j1) ),

N

2) Ha az u € H egységvektor métrixa E*(u) = (ux),_, € Mat(N,1,1K), akkor az

P, : . — (x,u)u vetités E-szerinti mitrixa

E*P,E = (uT5) -

3) AT,z x—2(x,u)u tikrozés F szerinti mdtrixa 1) és 2) alapjdn
* __\N
E*T,E = (01 — zujuk)j’k:1 .

Lemma. Haz € H, A€ L(H,K) és & := E*(z), a := F*AE, akkor

* M
Fr(Az) = (320, Oéjkgk)j:l :
B1zoNYITAS. Amint megjegyeztik, z = Zszl Epen. Igy

N N
=Y GlAen, i) =D agré -
k=1 k=1

* A IK test folott. A bels6-szorzatot minden eléfordulé térben a félreértés
veszélye nélkiil ugyanazzal a (, ) szimb6lummal jel6ljiik a tovdbbiakban.

N
[F*(ASC)]] = <AI,f]> = <AZ£kek7fj> =
k=1
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Tétel. Legyenek H,, H,, Hs Euklideszi terek, E, := (e(f)7 ) ,e%ﬁ)
TON C H, (r=1,2,3). Ekkor az

AIH3<—H2, BZH2<—H1, ABZH3<—H1
linearis operatorok
a:=FEj;AE, , [B:=FE;AE, , ~:=E;(AB)E;

matrixai kozott az alabbi Osszefiiggés van:

Vie= b (G=1,...,Ns; L=1,...,Ny) .

B1zONYITAS. Tetszéleges j, ¢ indexpérra

e = ((AB)e, ef”) = (4 Be?% §)>»
N>

ahol  Bel!) =3 (Bef! ef?)e ZB e .

k=1
Innen

Vje = AZﬁkeek ) ] Zﬁktz (Ae?) el e; R

k=1
€77

Emlékeztetd. Az a € Mat(m,n,IK) méatrix szorzata 8 € Mat(n, p, K)-val az
n m p Jo
af = (3py ajkﬁkg)jzuzl matrix.

Kérdés. Mi a kapcsolat ugyanannak az operatornak a kiilonbéz6 TON rendszerek
szerinti matrixai kozott?

Legyen A : H — K, E® = ({7, ... ")) TON c H, F® = (£, ... 1)
TON C K és o) := F(O"AE(™ (r = 1,2). Ekkor
2 (1 1 2 1 1
o) = (4c? ff <A2ek et el S A ) =
1
—Z e e F0) (Al fV) =
—_———
e
st

= 3D, FO) 0D, oDy

s,t
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Matrix-szorzassal is meg tudjuk adni a kapott kifejezést.

Propozicié. Legyen o := FI'F® = ((f¥ fbl)))” Ll T o=

EMW'E@ = ((e}f%ei”))tk , @ (2) indexii koordindta-vektorok e-
gyltitthatdi az (1) indextiek szerint. Ekkor

(2) § : §
OsjCx st Tt]f - Ujsast Ttk =

= Fa(l)T]jk (],k:l,...,N) ,

a® =57aMr

Vektorok operdtori szorzata

A maétrixok és a leképezések kozotti kapcsolat az alabbi operatorokon alapszik.
Definicié. Az e € H és f € K vektorok operatori szorzata az
fee : xz— (x,e)f
linearis H — K leképezés.

Propozicié. Ha a egy M x N-es IK fol6tti matrix, pontosan
Zjlvil ZkN:l a;if; ® €} az linedris H — K operdtor amelynek az E =
(e1,...,en) TON C H ill. F := (f1,...,fm) TON C K rendszerek

szerinti matrixa c.

B1zZONYITAS. Legyen A := ZJM:1 Z,ivzl ajifj @ €;. Ekkor

Aekufj Zzamnfm®e ex) f] Zzamnekaem <fn7fj>

m=1n=1 m=1n=1
<5k>€7n>fn, Sk’m 57”

minden j, k indexpérra, azaz F*AE = a.
Ha egy B operatorra szintén F*BE = «, akkor

F*(B-AE=a—-a=0 ,= ((B-—Aefj))=0 (Vjk)
= (B—A)e,=0 (Vk) ,= B-A=0
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Lemma. Haec Hy, fi,f, € Hy és g € Hs,

(e® fi)(f2@9") = (fo, fr)e®@g" .

B1zoNYITAS. (e ® f1)(fa @ g%)x = (e @ [1)((x, 9) f2) = (%, 9){f2, 1) = ({f2, fr)e ®
g9"(x) (x € Hy).

Megjegyzés. 1) Altaldban is, ha H, K Euklideszi terck az E = (ey,. .., ey) ill.

F := (f1,..., fm) TON rendszerekkel, és az e € H, f € K vektorok métrixai

E*(e) := (5k)iv:1 ill. F*(f):= (cpj)jle, akkor

F*(f®e)E = (wﬁ)jﬂilszl :

Vegyiik észre, hogy ez matrix szorzassal

P1€1 ... PIEN 1
F*(f®e")E = : : =| : |(E...en) .

PYMEL .. PMEN Pm

Vagyis a transzponalast '-vel jelolve,

Fi(foe)E=F(f) E*(e) .

2) Specidlisan, a P, projekcié ill. T, tikrozés matrixa (az 1y := (5j’“);'\.fk=1
egységmadtrixszal)

E*P,E =E*(u)-E*() , E*T,E =1y —2E*(u) - E*(u) .

Householder eliminacid

Emlékeztets. Geometriai szempontbdl a IK-folotti

a1 xy  +--0 Fap®, =by

an1T1 +-0 T, =by

n

egyenletrendszer jelentése: Keresendd olyan z € IK™ vektor, amelyet egy (ajk)j o1

matrixd IK” — IK” linedris leképezés egy adott b € IK™ vektorba visz.
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A Gauss eliminécié ebben a kontextusban a kovetkezéképpen interpretalhaté: Ha
V egy KK 6l6tti véges dimenzids vektortér, minden linedris A : V' — V operatorhoz
taldlhat6 olyan linedris L : V « V., amellyel LA méatrixa felsé-trianguléris egy
adott bazis szerint.

Megjegyzés. A B € L(H) operdtor méatrixa az E := (e, ...,e,) TON rend-
szer szerint pontosan akkor fels6-trianguldris, ha a f84tlé alatti [E*BE];, (j > k)
elemek eltiinnek. Azaz
E*BE fels6-trianguldris <= (Beg,e;) =0 (j > k)
< ¢; L Bey (j>k)
<= Bej € Span?zlej VE).

Propozicié. Legyen A € L(H) és E := (e1,...,en) TON C H.
Ekkor

Jug,...,un E* (TuN e TulA)E fels6-triangularis .
Sét, itt ux Leqp,...,ex—1 (k=2,...,N) is vdlaszthatd.
BizoNYiTAS. Householder tétele az ay, := Aey (k=1,...,N) vektorokra.

Algoritmus. (Householder eliminécid).

A Householder tétel bizonyitdsa konstruktiv. Az ug41 € Span{ag41,er+1} egység-
vektort (amelynek csak a létezését haszndltuk ki a bizonyitds sordn) explicite a
kovetkezd médon adhatjuk meg: Formélisan @y := a1-bdl indulunk ki. Egymés
utdn a k =0,1,..., N — 1 indexeknél ap41-et (x) szerint definidljuk, és

1) ha eleve @yy1 € Spaneyy1, akkor ugyq := ep41 megfelel (sét nincs is sziikség

a T, ., tikrozés hasznalatdra, helyette idg is vehetd),
2) ha agy1 &€ Spanegy, akkor a kg1 = (Gr+1,€x+1)/]{Gr+1,€x+1)| konstans
mellett*

fik+1|\ak+1 H€k+1 - ak+1

U411 = — — .
H’fk-&-1|‘ak+1H6k+l - ak+1||

Ennek alapjan az Az = b egyenletrendszert a kovetkezd eliminacios eljardssal old-

hatjuk meg:

1. 1épés) Képezziik az u; vektort az E szerinti « := E*AFE métrix elsé oszlopa
alapjén. Kiszamitjuk a T, A operdtort és a T,,,b vektort az ay := (E*T,, E)a ill.
01 = (BE*T,, E)E * (b) matrix szorzatok kpzésével. Az ay = E*(T,, A)E métrix
els6 oszlopdban a 2. helytdl kezdve csupa 0 all.

* A 0/0 := 1 konvencidval.
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(k + 1)-ik 1épés) A mar kiszamitott ay = E*(T,, - - - Ty, A)E métrix (k + 1)-ik
oszlopa alapjén képezziik az uyy1 vektort. Kiszdmitjuk a Ty, ., - - Ty, A operdtort
és a Ty y -+ Tu, b vektort az gy = (E*Ty,  E)oy ill. Byyr := (B Ty, E)Br
matrix szorzdsok alapjan. Az ay41-hez vezetd szorzasnal az elso k oszlop mar nem
valtozik, és a f64tl alatti elemei 0-k. Az apiy = E*(Ty,,, - Ty, A)E matrix
(k 4 1)-ik oszlopdban is csupa 0 &ll a f64tl6 alatti helyeken.

Befejezés. A felsé-triangularis métrixid ayé = Oy egyenletrendszert visszahe-
lyettesitéssel megoldjuk &-re (mint a Gauss eliminécié végén). Az Az = b egyenlet

megolddsa az az x vektor, amelyre E*(x) = £ (azaz x = Z;VZI &e;).

Megjegyzés. A ”Mitrixok teljes ortonormélt rendszerek szerint” alfejezet utolsé
Pédaja szerint az E*T,, FF métrixok konnyen kiszdmithaték. Ennek ellenére a
Householder eliminacié kézi szamoldsra nehézkes. Ennek ellenére gyakorlatilag
nagyon jelentds az eljaras a sok (30-nal tobb) ismeretlenes valds ill, komplex egytitt-
hatés egyenletrendszerek gépi megoldasanal. Ugyanis, szemben a Gauss eliminé-
ciéval, a Householder elimindcié numerikusan stabil. A legtobb szamitégépes pro-
gramcsomag a valds linedris egyenletrendszereket Householder eliminaciéval oldja
meg. fgy a jobb numerikus stabilitds érdekében egy N ismeretlenes komplex
egyenletrendszert célszerti lehet 2V ismeretlenes valds egyenletrendszerként kezelni.
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OPERATOROK EUKLIDESZI TEREKEN

Hermite-formak

Emlékeztetd. Ha f: IRY — IR egy 2-szer folytonosan differenciglhaté fiiggvény,
akkor a Taylor formula szerint

N N
of 1 o*f
f(l"):f(o)+’23x.’0xj’+§ Bzrkxz’0
j k=1

j=1

Kérdés. Hogyan lehet az itt fellépd objektumokat koordinatafiiggetleniil targyalni,
ill. milyen célszerli koordinatarendszereket lehet itt bevezetni?
N 9
Azxe Y 6Tf_7»
tagnak is van linearis eredete: az

x; figgvény egyszeriien egy linedris funkcional. A mésodik
0

Megjegyzés. Az (x,y) — (Az,y) funkciondl linedris a-ben, y-ban azonban a
konjugaltja linedris.

Definicié. A & : H x K — KK leképezés Hermite-forma a H, K tereken, ha

Qo1 + w2, y) = o ®(x1,y) + a2 ®(z2,y) (x,x1, 20 € H, y, 41,52 € K
O(x, fryr + Bay2) = L1®(x, y1) + B2 P(z, y2) ar,ag, B, B2 € K).
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Ugyantgy, mint a bels6-szorzatndl (ami maga is egy Hermite-forma) 4ll az aldbbi
disztributivitas.

Lemma. Ha ® egy Hermite forma, akkor mindig

m n

(I)(Z;:zl é-kxlm J 1 77;1/; Z gkn] xknyj) .

j=1k=1

Tétel. Legyen ® : H x K — IK Hermite-forma a H, K Euklideszi
tereken. Ekkor

NAeL(HK) O(z,y) = (Az,y) (xeH, yeK).

BizoNY{TAS. Legyen E := (ey,...,e,) TON C H, F := (f1,..., fm) TON C K.
Ha van ilyen A operator, akkor a matrixa sziikségképpen

F*AE = ( (ekvfj))jwljcv 1

Maésrészt az
M N
Z D lex, f)e; @ e
=1 k=1
operatorral a Lemma szerint az x := ), &rep € H, y := Zj n; f; € K vektorokra

(Az,y) = (3, &der, >, nif5) = waﬁ (Aer, fj) =
————

3.k F*AFE
=D amlen, f;) = (X, e, X, 0ifi) =
J.k
= ®(z,y) .

Megjegyzés. A Tétel bizonyitdsa mutatja, hogy az A operdtor F*AE : (j,k) —
(Aeg, f;) métrixa mintegy ”csontvéza” a @ : (z,y) — forménak.

Kvadratikus alakok

Definicié. Egy Q : H — KK fiiggvény kvadratikus alak a H (bels6-szorzat) téren,
ha
3®: H x H— IK Hermite Q:x— P(z,z) .
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Propozicid. (Polarizéciés formula). Ha ® : H x H — € egy Hermite-
forma és Q : x +— ®(x,x), akkor

1

@(x,y)zZZDQ(wx—Fy) (r,y € H) .

wi=1

BIZONYITAS. Az {w € € : w* = 1} = {£1,+i} egységyok-halmaz az i(= /—1)
szam hatvanyaibdl all.

Q(i*z+y) = (ifx+y, iz +y) = iFiFd(z, 2) + O(y, y) +iF®(z,y) + iF(y,2) =
=Q(z) + Qy) + " @(x,y) + i*®(y,2)  (k=0,1,2,3).

Innen

3
S EQMFr +y) = (X0, iF)(Q2) + Q) +4%(x,y) + (X0 (-1)")B(y, ) .
k=0 R/_/ %,—/

0 0

Kovetkezmény. Komplex téren egy kvadratikus alak egyértelmiien
meghatdrozza azt a Hermite-formdt, amelynek a diagonalizalasdbdl (a
két véltozdja egybefogdsdbdl) adédik. Specidlisan
13
(@y) =Y i FllFe+yl>  (x,y€H).

4
k=0

Megjegyzés. A IK = R esetben kellemetlenebb a helyzet: Pl. IR? folott a
D (z,y) — zy2 ill. ¥ : (2,y) — xoy1 formdkra ®(z,z) = VU(r,z) = z129
(x € R?).

Definicié. A ¥ : H x H — IK Hermite-forma szimmetrikus, ha

U(y,z) =V(2v,y)” (z,y€H).

Példa. A (, ) belsé-szorzat mindig szimmetrikus Hermite-forma.

Lemma. Szimmetrikus Hermite-forma diagonalizéltja valés-értékii.

BizoNyiTAs. Ha W szimmetrikus, ¥(z,z) = ¥(z,z)",= ¥(z,z) € R (z € H).



212 Kvadratikus alakok

Propozicié. Kvadratikus alak pontosan akkor valés-értékii, ha szim-
metrikus Hermite-forma diagonalizaltja.

BizonNYiTAs. Tegyiik fel, hogy ¥(z,y) = ¥(y,x)~ és Q(x) = ¥(z,z) (z,y € H).
Ekkor Q(z) = ¥(z,z) = \I!(:r,x)* =Q(x)",azaz Q(z) e R (z € H).

Tegyiik fel, hogy @ : H — IR a ¥ Hermite-forma diagonalizaltja.
1) IK = IR esete. Ekkor

Q(x) = ¥y(x, x) (r € H), ahol

1 1
U o (z,y) — §\I’(x,y) + §\I’(y,x)

szimmetrikus Hermite-forma.

2) IK = C esete. Polarizdciéval

4V (z,y)” = Z wQwr+vy) = Z wQ(wz +y) ,

wi=1 cR wi=1
4\I/(y,,13) = Z EQ(wy + l’) :Q(az):‘aFQ(z)
wi=1
— Z wQ(w(wy —|—x)) = Z wQ(y + wx) _o=w
wt=1 wi=1
=3 aQoz +y) = V(r,y)”  (xyeH).
at=1

Megjegyzés. A K = IR esetben

Qr +y) = ‘I'(x+y,w+y) U(z,z) + ¥(z,y) + ¥(y,z) + ¥(y,y) =
() + ¥(2,y) + U(y,z) + Qy) =
Q(— :r+y) (z) = ¥(z,y) — ¥(y,z) + Qy)

Qr +y)-Q(—z +y) =2¥(z,y) +2¥(y,z) = 4¥;(z,y) (x,y € H) .

Mivel {w € R: w* =1} = {£1}, a szimmetrizalt ¥, forma pontosan a komplex
eset formuldjaval kaphaté meg:

@@

Kovetkezmény. (Valés polarizdcié). Ha Q : H — IR kvadratikus
alak, akkor

OOy =7 Y BQwrty) (nycH)

welK: wi=l

szimmetrikus Hermite-forma, melynek diagonalizaltja Q: x+— Q) (z, ).
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Kérdés. Hogyan mutathaté ki kozvetleniil, hogy egy @ : H — IK fiiggvény
kvadratikus alak?

Emlékeztetd. Az IR? térben érvényes az
lz +ylI? + e —yl* = 22> + 2lly|>  (x,y € R?)

uin. Paralellogramma-szabaly.

Tétel. (Neumann-Jordan). Egy Q : H — IR folytonos fiiggvény pon-
tosan akkor kvadratikus alak, ha

Q(az) = o*Q(z) (€K, z€ H),
Q(z+y) +Qz —y) = 2Q(z) +2Q(y) (z,y € H) .

B1zONY{TAS. VAZLAT. Ha Q egy ¥ szimmetrikus Hermite-forma diagonalizaltja,
akkor a két azonossag azonnal kovetkezik az alfejezet els6 Lemmajabol.

Tegyiik fel, hogy a Q fiiggvény teljesiti a két azonossagot. Verifikaljuk, hogy a Q2
valos polarizalt szimmetrikus Hermite forma.

1) A QP(y,2) = Q¥(z,y)", QW(iz,y) = QP (z,y) & QP (azx,ay) =
|a2Q® (2,7) (a € K, z,y € H) relacidk rogtén adédnak.

2) Indukciéval belatjuk: tetszélegesen rogzitett x, y-ra
Q(ma +ny) = m2Q(x) + 2mnRe QP (z,1) +n?Qy)  (m,n=10,1,2,...) .
3) Innen az 1)-beli tulajdonsigokkal

Qaz+8y) = o/’ Q(x) +205Q (2, 1) +18PQy)  (a,f € Q +iQ , z,y € H) .
4) A Q fiiggvény folytonossdga miatt a fenti formula &ll minden a, 8 € KK egytitt-
hatéval. Vagyis ) minden 2 vektor altal kifeszitett altéren kvadratikus alak.

5) Legyen V egy 3 vektor altal kifeszitett altér, és legyen wu; olyan egységvektor,
ahol a @ fluggvény felveszi a maximumdt az S := {z € V : |z|| = 1} gémbon.
A 7Fétengely-tétel” alfejezet tételét a Span{ui,v} (u; L v € V) 2-dimenziés al-
tereken a () imméar kvadratikus alakra alkalmazva,

VoeV:vluy, |v=1 T, €R
Q(auy + Bv) = A\ |0®] + 1| 5% (o, 0 € K) .

6) Valasztva olyan us € V egységvektort, amelynél @ felveszi maximumét a {v €
Vv Lug, |[v]] =1} gébmbén, és egy ug, us-re merdleges us € V egységvektort, 5)
szerint

3
A, A, 3 €R Q(&rur + Soug + E3ug) = Z/\k-|§k|2 (&1,62,8 € K) .
=1
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7) Vagyis @ minden 3-dimenzids altéren kvadratikus alak 6) alapjén. Ennyi mér
elegendé: Q) teljesiti az

QP (ax + By, 2) = aQP(x,2) + QP (y,2)  (a,f €K, x,y,z € H)

azonossagot is az 1)-beliek mellett, vagyis Hermite-forma.
Fotengely-tétel

Kérdés. Milyen TON rendszer szerinti koordinatékkal a legegyszeriibb alaki egy
valds értékii kvadratikus alak felirdsa?

Példa. Az IR* beli
Q: (z,y) — 522 + 6xy + 5y
kvadratikus alak az
1 1 1 1
E:=(e1,e3), e1:=(—=,—), €1 :=(——=,—
Cre) . er=(755) a=0C7%7)
TON rendszer szerinti koordinatdkkal
Q(z,y) =52° + 6y +5y° =4(x +y)* + (—z +y)* =
——
z
— 4(\/§<z7 e1)? + (\/5(2, eg)? =
=8X{(2)’ +2X5(2)> (z€R?),
Q = 8z 4+ 27° ahol 7:=XF | 7:=XF .

Emlékeztetd. Minden valés-értékii kvadratikus alak egy szimmetrikus Hermite
forma diagonalizaltja.

Az egész alfejezeten 4t H egy N-dimenziés Euklideszi tér, ¥ : H x H — K

egy Hermite-forma és

Qx) = V(x,x), V(y,z)=V(z,y)” (z,ycH).

Megjegyzés. Mint latni fogjuk, a legkevesebb nem-zéré vegyes koordindtaszorza-
tot tartalmazo felirashoz vezet6 EF TON rendszerek szoros kapcsolatban vannak az
alabbi szélsé-érték feladattal:
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Keresend¢ olyan e € H vektor, amelyre

lell =1, Q(e) = max Q(z) .

llzll=1

Lemma. Hae € H, |le|| =1 és Q(e) = max =1 Q(z), akkor
Ule, f)=0 ek, fle).
B1zoNvYiTAS. Legyen f € H, f L e tetszblegesen rogzitve. Vehetd | f]| = 1.
Tekintsiik az
e(p) :==cosp-e+sing-f, |le(p)] =cos?p+sin®p=1 (p eR)
egységvektorokat. Ezekkel

Q(e(p)) = V(cosp-e+sing- f,cosp-e+sing- f) =
— o U(e, ) + cos psing - [B(e, f) + U(f,e)] +sin? pU(f, f) =
= cos? - Q(e) + 2cos psing - Re¥(e, f) + sin? pQ(f) (peR).

Mivel feltevés szerint ¢ — Q(e(y)) maximum-helye 0 = ¢ (hiszen e = e(0)),

%‘OQ(e(g&)) =2ReU(e, f)=0.

A komplex esetben, azaz IK = C-nél if L e, ahonnan ReU(e,if) = 0 is, azaz
ReU(e, f) =ImU(e, f) = 0.

Kovetkezmény. Az egységgémbén a @ forméat maximalizalé e vek-
torra

Qée+ ) =1EPQe) +Q(f) (€K, fle).

BizoNYITAS. Ha f L e és ¢ € IK, akkor
Q(ée+f) =V(te+ f.le+ [) = €[ U(e,e) + 2Re(E (e, f)) + Q(F, f) -
0

Lemma. Euklideszi tér egységgémbjén valés-értékii kvadratikus alak
felveszi maximumat.
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BizoNYiTAs. Tudjuk: ¥ : (z,y) — (Az,y) {rhaté valamely linedris A : H — H
operatorral. A bels6-szorzat és a linedris operatorok folytonosak Euklideszi téren,
fgy a Q : x— (Ax,z) fliggvény folytonos. Masrészt Euklideszi tér egységgombjén
folytonos fiiggvények felveszik széls6 értékeiket.

Tétel. (Fétengely-tétel). Legyen Q : H — IR egy kvadratikus alak, a
U(=Q®@): HxH — K szimmetrikus Hermite-forma diagonalizaltja.
Ekkor

3E:=(617...,€N)TONCH FAM 2> > Ay eR
Q=M(XT)?+ -+ An(XR)?
\Il(ejvej):)‘ja qj(ejaek)zo (]%k7 ]akilvaN) .

B1zONYITAS. Legyen
HY =g, §O.= {z € HW . |z =1} .
Az el6z6 Lemma szerint

Je e SW Q(e1) = max Q(e) .
ecSM)

Legyen egy ilyen extremalis e; egységvektorral
H? ={zeHY: z1e}, SP:={ecH?D: |e|=1}.

Eszrevétel: dimH® = dimH® —1 = N — 1, és HM helyett H®-re is alka-
Imazhatjuk az el6z6 gondolatmenetet. Innen

ey e S@ Q(e2) = max Q(e) .
ecS(2)

Folytatva ezt az eljarast, kapunk egy
H=HY>SH® S...5 gW) 5 g+1) _ {0}
altérsorozatot és vele egy olyan
ereS® =f{ecH® : |ef=1} (k=1,...,N)
egységvektor sorozatot, amelyre

e, LH®D - Q(ex) = Ay, ahol
Ak := max{Q(e) : 3 ES(k)} (k=1,...,N).
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Mivel e, L eg (k< ¥) ésdimH = N,
(61,...,6]\]) TON C H .

Mivel pedig S 5 5@ 5 ... 5 SV X} > Ay > --- > An(€ R). Mivel e a Q
fiiggvény maximumhelye a H*) tér egységgombjén, és mivel ep L e, (k < /), az
els6 Lemma szerint

\I'(ek,eg) =0 (k < é) .

Innen

O
=
5
Z
I
S
8
8
E
I

¥ XT (@)ej, o Xi (x)er) =

I

S
Ny
i

XE(@)XE(x) - U(ej, ) =V (er)=0 G#K)

<
=

I I
= 5=
=

E(x)‘2 ey, ex) (r € H) .
)\.

=
Il
—

Definicié. Egy olyan E := (ey,...,en) TON rendszer, amelyben a Q : H — IR
kvadratikus alak Q = Zszl A (XE)2, A1 > -+ > Ay € R alaki, Q egy fotengely-
rendszere.

Megjegyzés. Bér a fétengely-rendszerek tobbféleképpen véalaszthatok, a A\; >

- > ANy > 0 értékek egyértelmiien meghatarozottak. Ugyanis, k szerinti in-
dukciéval belathaté Foétengely-tétel bizonyitasa kozben az aldbbi, igynevezett
Rayleigh-Ritz minimax elv:

max  Q(v) > max ||Ae|| ha dimV =N+1-k, V altér C H
veV: ||v||l=1 ecS (k)
Ak = min max{Qv): veV, |v|=1}.

=N+1—k

Algoritmus. A tétel bizonyitds a kovetkezd analitikus eljarast kinalja @Q egy
(e1,...,en) f6tengely-rendszere szerkesztésére.

1. 1épés) e; egy megolddsa a Q(z) — MAX, (||z||* = 1) szélsé-érték feladatnak.

Véve egy tetszOleges (egl), cee eg\p) TON rendszert H-ban, ez a

Q(fleﬁ” +-- +§Ne§\1,)) — MAX (&1 4+ ]en2=1=0)

numerikus feladatotot jelenti. Iterdcids gépi eljardsok léteznek az f(x) — MAX,
(c1(z) =0,...,¢cs(x) = 0) tipusi IR™-beli problémdk megolddsara.
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(k+1). lépés) Ha méar megkonstrualtuk az eq,...,ex € H vektorokat, ex egy
megolddsa a Q(x) — MAX, (HJ)HQ =1, x L ey,...,ex) szélsé-érték feladatnak.

Gram-Schmidt eljarassal 1étrehozunk olyan egk), e ,eglf\z_ k) vektorokat, amelyekkel
(e1y... ,ek,egk), o ,eglf\;_k)) TON C H

és az (N — k)-valtozés numerikus
Q(&re; ... En—reny) — ([&l* + -+ [Env—kl"=1)
probléma egy (5{’“), e %Czk) megolddsaval e, := Z;V:_lk fj(-k).

Gyakorlat. 1) Ha az A operdtor métrixa o az E rendszer szerint, akkor

Qa = [z (Az,z)] = ZaijjEX,f .
j.k

2) Ha B : H — K métrixa @ := F*BE, akkor

g (wy) = Y BiX[ (y) X (x) .
ik

Adjungdlas

Emlékeztets. Egy vektortér dudlisa a linedris funkciondljainak a tere, azaz

H':= L(H,K) = {linedris H — K leképezések} .

Definicié. Minden h € H vektorhoz legyen
h:xe— (z,h) .
A h* € H' lineédris funkciondl a h vektor adjungaltja.

Lemma. (Riesz). FEuklideszi tér minden linedris funkciondlja egy
egyértelmiien meghatarozott vektor adjungaltja.
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BizoNYITAS. Legyen (eq,...,eny) TON C H. A Parseval formula szerint
N
h*(l’):2<m76k><hvek>i (h,z € H) .
k=1

Legyen a ¢ € H' funkciondl tetszélegesen adott. Ekkor
N

p(x) = d(N | (z,en)er) = Z@a@k)d)(@k) (reH).

k=1
Kovetkezésképpen
p=h" <= ¢(x)=h"(z) (x€H)
N

N
— Z<x7€k>¢(€k) = Z<$7€k><h,€k>_ (z € H)
k=1 k=1
N

[

Definicié. Ha Vi, Vs vektorterek, az A : Vi — Vs leképezés konjugalt-linedris, ha
A(au + Bv) = aA(u) + BA(v) (o, e K) .

Példa. 1) A h+— h* adjungalds konjugélt-linearis, mivel minden x € H-ra
(Oélhl —|—042h2)*(13) = <1‘7Ot1h1 —|—042h2> = 0471<1‘7 h1>—|—072<17, h2> = (Tlh”{(:c)—i-ngh;(x) .
2) A ®: (z,y) — P(z,y) Hermite-forma linedris z-ben és konjugélt-linedris az y
valtozdjaban.

Kovetkezmény. H' = H*(= {h* : h € H}, s6t a * : h — h* ad-

Jjungdlds konjugdlt-linedris H < H' leképezés. Tetszlleges (e1,...,en)

ORTN C H rendszert véve, a H — H' adjungdlds inverze a

¢y dler)en

k=1

konjugalt-linedris leképezés.
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Definicié. A félreértés veszélye nélkiil

¢ =[heH: i*=¢] (pecH).

Megjegyzés. Ha U,V vektorterek és A : U — V egy lineéris operator, a V', U’
funkciondl tereken van A-nak egy természetes reprezentécidja, az

A p—1oA

operator, amely tehat a forditott irdnyban, V’'-b6l U’-be hat. Mivel a vektor-
adjungélassal azonosithatjuk barmelyik Euklideszi teret a dudlisaval, ilyen médon
minden Euklideszi terek kozt haté A : H — K linearis operatorhoz tarsithatunk
egy olyan K — H operatort, amely A’ hatdsat reprezentélja.

Definiciéd. Legyenek H, K Euklideszi terek. Az A : H — K linedris operator
adjugalt operatora az
A"y e (Ay)
K—H
leképezés.
Lemma. Két konjugélt-linedris leképezés dsszetettje linedris. Linedris

és konjugalt-linearis ill. konjugalt-linearis és linearis leképezések ssze-
tettje konjugalt-linearis.

B1zoNYiTAS. Legyenek A;, As konjugdlt-linesris ill. B, B lineéris leképezések
(valamilyen vektorterek kozott). Ekkor

A1A2(Oé$ —|— ﬁy) = A1 (&Agx + BAgy) = E A1A23§‘ + E
~ ~—

AlBQ(aZ + /BU)) = Al(aBgz + ﬂBQU)) = aAlBQZ + BAlBQw

BlAQ(OtU + ﬂv) = Bl (EAQU + BAQU) = &BlAgu + BBlAQ'U

valahdnyszor az Osszes kifejezések értelmezve vannak.

Kovetkezmény. Linedris operdtor adjungaltja linedris.

B1zONYITAS. Az A* leképezés tehét a kovetkezOképpen faktorizdlhatd

’

Ay sy A A s (A

konj. konj.
K J J

)G < i S 5 o

Kiilonosen fontos az adjungalt operator kovetkezd jellemzése a bels6-szorzattal.
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Tétel. Legyen A: H — K egy linedris operator. Ekkor egy B : K —
H linearis operatorra*

B=A" < (Az,y)=(z,By) (€ H, yeK).

B1zONYITAS. =: Tetszbleges v € H és y € K mellett
(Az,y) = y"(Az) = [A'y"](z) = (2, [Ay"]") = (z,A"y) .
<: Tegyiik fel, hogy (Ax,y) = (x, By) (v € H, y € K). Ekkor
(x, Ay) = (x, By)

(#,(A"=B)y) =0 (zeH, yckK)
(A" = B)y||* = (A" = B)y, (A" = B)y) =0 (ye€ K),

ahonnan A* — B =0, azaz A* = B.

Megjegyzés. A Tétel szerint az A: H — K és A* : K — H operéatorok ugyanazt
a Hermite formét (a @ : (x,y) — (Ax,y) = (x, A*y) formdt) irjdk le: egyik a H
térbdl, a K-bdl kiindulva.

Sok mii ebbél e tulajdonsig alapjan definidlja az adjungdlt operdtort, s6t szokasos
operatorok dudlis parjait (az (A, A*) par) egyszerre bevezetni is.

Definicié. Egy a € Mat(M, N, IK) métrix adjungélt matrixa

N M
k=1j=

o ::E:(aTj) 1€Mat(N,M,]K).

Kovetkezmény. 1) Ha E TON C H és F TON C K, akkor A*-nak
az (F, E) rendszerek szerinti matrixa nem més, mint A (E, F)-szerinti
matrixanak az adjungaltja, azaz

(%) E*A*F =a" ha «a:=F"AE.

2) A" = A . 3) (AB)* = B*A* ha A € L(Hy,Hs) és B €
L(Hy, Hy) .

BizoNYiTAS. 1) Legyenek E := (eq,...,en) ill. F:= (f1,..., far). Ekkor minden
lehetséges j, k indexparra
Qjf = fJ/(Aek) = <Aek7fj> ’
(E*A™F)jr. = (A", fr. €5) = (fi, Aej) = (Aei, f5) = ;-
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2) Hax € H és y € K, akkor
(Az,y) = (z, A%y) = (A"y,z)” = (y,A™2)” = (A72,y) .
3) Tetszbleges © € Hy € Hy és x5 € Hs mellett

((AB)z1, x3) = (A(Bx1), 23) =
= <BCC17A*CC3> = <£C17B*(A*l‘3)> =
= <JJ1, (B*A*)Z‘3> .

Lemma. Az e € H és f € K vektorok operdtori szorzatdnak ad-
jungaltja
(foe) =ea [

B1zONYITAS. Minden x € H és y € K-ra

(f@e*(x),y) = <:E6f,> ,
(z,e® [*(y)) = (x,(y, fe) = fce> (z,e)(f,y) -

Onadjungélt operatorok

Kérdés. Hogyan frhaték le a valds értékii kvadratikus alakokat szarmaztaté
linearis operdtorok?

Emlékeztetd. Minden ® Hermite-forma (egyértelmtien) megadhaté @ : (z,y) —
(Az,vy) alakban, és gy minden @ kvadratikus alakra @Q : z — Q) (x, z), ahol Q(?
szimmetrikus Hermite forma.

Definicié. Az A € L(H) operator nadjungdlt, ha A* = A.

Lemma. Ha A € L(H), a kovetkezé tulajdonsagok ekvivalensek:
1) A énadjungdlt , 2) (Az,y) = (x, Ay) (z,y € H),

3) alK = C esetben (Az,z) € R (x € H),

3) alK =R esetben*

(A7, 7)) eIR (A:u@iv— A®iAv, 7€ Ha®iH).
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BizonNyiTAs. Tudjuk: B = A* <= (Axz,y) = (z,By) (v,y € H). Innen az
1) & 2) ekvivalencia.

2) = 3): Ha 2) teljesiil, (Az, z) = (z, Az) == (Az,z)~. Egy szdm pontosan akkor
valds, ha megegyezik a konjugdltjaval.

3) = 2): A Polarizdcds tétel azonnal adja.

2) = 3'): Ha u,v € H, akkor (Au,v) = (u, Av) = (Av,u) = (v, Au) és

(Au @ iv),u®iv) = (Au, u) + i(Av,u) — i(Au, v) +(Av, v) .

0

3') = 2): Ekkor az A operator teljesiti 3)-at a C-folotti H @ iH téren.

Kovetkezmény. Egy operdtor pontosan akkor énadjungélt, ha egy
szimmetrikus Hermite-formabdl szarmazik.

Az 6nadjungaltsag matrix-jellemzése kozvetleniil adédik az adjungalt operdator mét-
rixat leird, az 7 Adjungalds” alfejezetbeli (x) formuldbol.

Lemma. Az A € L(H) operdtorra ekvivalensek:

1)3IETON C H  [E*AE]* = E*(A")E,
2)VETON CH  [E*AE]* = E*(A*)E.

Definicié. Az A € L(H) operator kvadratikus alakja ill. Hermite-formaja
Qa:x— (Ax,x)
< ) >A : (xay) = <A$,y> .

Példa. Ha E := (e1,...,en) TON C H és A = S0, Mey © ef, akkor az A
operator matrixa az F rendszer szerint atlos, az A1, ..., Ay szdmokkal a féatléban.
fgy A pontosan akkor énadjungdlt, ha A1,..., Ay € IR. Az A operédtor kvadratikus
alakja és Hermite-formaja

Qa=M(XP)? 4+ An(XR)?
(Z,y)a = MXT (@)X (y) + -+ AXN (@) XK (y)  (z,y € H).

Propozicié. A H — IR kvadratikus alakok és az énadjungalt H — H
operatorok kézott kolesénosen egyértelmii kapcsolat az

A—Qa (A bnadj. € L(H))

hozzarendelés.
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B1zONYITAS. Minden valés-értékii @ kvadratikus alak egyértelmtien meghatarozza
azt a szimmetrikus Hermite-format, amelynek a diagonaliziltja (nevezetesen, ez a
Q®@ forma). Masrészt lattuk, hogy minden Hermite-forma egyértelmtien megad-
haté (z,y) — (Az,z) alakban. Innen az elsé Lemma 3) ill. 3’) pontjai alapjan
adédik az 4lltds.

Kovetkezmény. Ha Aénadj.€ L(H) és (Az,z) = 0 (x € H), akkor
A=0.

Tétel. (Fétengely-tétel). Legyen A € L(H) onadjungalt, dim H = N.
Ekkor

3(61,...,€N)TONCH I >--->2AveRR

AL
Y * * N Ag
A=) Neer@ep azarn E*AE=(\;dj1) ;) _,=

k=1
AN

Bi1zoNYITAS. Tekintsiik a Q4 kvadratikus alakot. Az A operdtor 6nadjungdltsiga
miatt Q4 valés-értékli (Q4 : H — TR). Igy alkamazhatjuk rd a valds értéki
kvadratikus alakok Fotengely-tételét.

Legyen F := (e1,...,en) egy fétengely-rendszere @ 4-nak, és ebben

Qa=M(XT)+ -+ An(XR)?.

Bszrevétel: a Példa szerint

N
Qa=Qp ahol D:= Z)\kek ® e, .
k=1
fgy a Propozicié alapjén A = D.
Definicié. Az olyan (ey,...,exy) TON rendszerek, amelyekben az A operdtor

méatrixa diagonalis, A fotengely rendszerei. Emlékeztet6: x € H sajatvektora
B € L(H)-nak, ha Bz € Kz.
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Kovetkezmény. Egy operator pontosan akkor énadjungélt, ha a mat-
rixa valos diagonalis valamilyen TON szerint. Egy onadjungalt opera-
tor fotengely-rendszerei pontosan a kvadratikus alakjanak a fétengely-
rendszerei. Ha Ao6nadj.€ L(H) és (e1,...,en) TON rendszer a Q4
forma egy fotengely-rendszere, akkor az ey, vektorok sajatvektorai A-

nak,
A = = 1
er = Ager  ahol Ag dim‘r/rgjr\lf_k_H max (Azx, x)
xeV
(k =1,...,N). Specidlisan, a Q4 forma maximum-helyei az S :=

{z € H: ||z| =1} egység-gombon sajatvektorai A-nak.

Algoritmus. Fotengely-transzformécio algebrai sajatvektor meghatarozassal.

Mivel az A 6nadjungélt operator fétengely-rendszerei sajatvektorokbdl dllnak, le-
hetéség van a tiszta algebrai eszkozokkel valé meghatdrozasukra. A ”Karakter-
isztikus polinom” alfejezetben latjuk, hogy a A1,..., Ay értékek egy olyan poli-
nom gyokei, amelynek egyiitthatdit A-nak egy tetszéleges rendszerbeli a(= F*AF
alaki) métrixabdl kiszamithatjuk elemi miiveletekkel (aldetermindnsokkal). Ha Ag
ismert, az Aer, = Agey egyenlet ey ismeretlen vektordanak & := F*(ey) koordindtait
az

(a1 —Me)&r + a2y + -+ anéy =0
a21&1 (oo — )& + -0+ oaonény =0
ani§1 + an2bs + - Flanvy —M)én =0

egyenletrendszerbdl kapjuk. Ezt eliminacioval fels6-triangulédris alakra hozva, at-
tekintheté moédon jutunk az 0sszes & megoldashoz.

Spektral-tétel

Megjegyzés. Minden 6nadjungalt operdtornak tobb fétengely-rendszere van (hi-
szen ha F f6tengely rendszer, akkor —F is az). S6t az id : x — x identitds-opera-
tornak minden TON rendszer fotengely rendszere.

Kérdés. Milyen egyértelmii objektumok térsithaték a fétengely rendszerekhez?

Definicié. Legyen A € L(H) egy operétor és A € IK. A

Hay:={xe H: Ax = Az}
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altér A-nak az A-sajataltere. Az A operator pont-spektruma

Sp,(4) = {ANeK: Hay#{0}}.

Tétel. (Spektrél-tétel). Legyen A 6nadjungdlt € H, dimH = N.

Ekkor
Jre{l,...,N} I )\,... ;. €R
Spp(A):{A17...7>\T}, A1 > > A
Tetszbleges E := (eq,. .., en) fGtengely rendszerét véve A-nak,
P = [meréleges vetités Ha , —re] =
= Z er ® ey, (Gj=1,...,r),
k: @keHA,a]-
”
A=>"\P;
j=1
BizoNYIiTAS. Tudjuk: A = Zszl ager ®ej, valamilyen o, ..., ...ay € IR sorozat-

tal, ahol ugyanaz az érték tobbszor is eléfordulhat. Az {ap : 1 < k < N}
szamhalmaz elemeit egy A\ > --- > )\; sorozatba rendezhetjik, ahol 1 < ¢ < N.

Ezzel
A:ZX]- Z er Qe .

J=1 k: ak:Xj

by
Tudjuk: minden z € H-ra a I%(:E) =2 -, (x, ex)er pont az x pont merdleges
vetiilte a
U; = Spank: =X, ek
altérre. Eszrevétel: Az Uy, ..., U, alterek mer6legesek egymasra, igy

rely,= Pia)=0 (j#0),= Av=> \lz,e)Pi(z) = \Pi(z) = Az,
J
{0} AU CH, 5, o MESP(A)  (E=1,....1).

Csak annyit kell még belatnunk, hogy

Spy(A) C {Ae: £=1,...,t}.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy A € Sp,(A) és 0 # =z € H, Az = Az. Legyen

matrixa E-ben a (51@):]:1(:: E*(z)) oszlopvektor. Mivel A E-beli métrixa atlds,
az aq,...,an elemekkel a féatléban,

&1 ay &1 a1éy
Al ] = Sl = :
En an 1N anén

Innen Ay = ax&, minden k indexre. Mivel = # 0, van olyan k, amelyre &, # 0, és
ezzel A = oy € {ay,...,an} ={A1,.. ., At}

Kovetkezmény. Onadjung&ilt operator sajatalterei merdlegesek egy-
madsra és kifeszitik a teret.

Pozitiv definitség-

Kérdés. Hogyan lehet egy Q4 kvadratikus alakndl az énadjungalt A operdtor
métrixdbdl eldonteni, vajon Qa(z) > 0 (z # 0).

Definicié. Q : H — K pozitiv definit kvadratikus alak (jelélésben: @ > 0), ha
Q(z) >0 (0#£ze€ H).

A € L(H) pozitiv definit operdtor (jelolésben: A > 0), ha Q4 > 0, azaz ha
(Az,z) >0 (0 £z € H).

a € Mat(N, N, IK) pozitiv definit mdtriz (jelolésben: « > 0), ha valamilyen pozitiv
definit operator matrixa egy TON rendszer szerint.

Megjegyzés. A definiciébdl azonnal kivetkezik, hogy

1) ha Ae L(H), ETON C H és a = E'AE, akkor a >0 <= A > 0;

2) ha o € Mat(N, N,IK), akkor a > 0 <= £*af >0 (zi € IK" mint oszlpovek-
tor).

Emlékeztetd. A determindns az n x m-es métrixokon olyan funkciondl, amely
triangularis métrixhoz a f6atldja elemeinek szorzatit, matrixok szorzatdhoz a té-
nyezok determinansainak szorzatat és matrix konjugaltjdhoz a matrix determinan-
sanak konjugaltjat rendeli hozza.

* Ez az egyetlen alfejezet az egész fejezetben, amelyhez a matrixok és deter-
minansok mélyebb el6zetes ismerete sziikséges.
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Definicié. Egy a € Mat(N, N, IK) métrix bal-fels§ féminorait a kévetkezéképpen
jeldljiik:
Q11 Qan

alp = : (n=1,...,N).

An1 - Qpp

Propozicié. Ha o € Mat(N, N,K), a = a* és det(al,) # 0 (n =
1,...,N),

I, .., A #0317 felsd triang. € Mat(N, N, IK)
A1

AN

B1zoNYITAS. Indukciéval n = 1,..., N-re megmutatjuk, hogy

3 7, felsé triang. € Mat(n,n,IK) 39, € Mat(n, 1,IK)
A

(*n) * . (Tn—l 1971)
O“n =Tn . Tn Tn = 1 5
AN

ahol 71 := (1), A := aqy és Ay, 1= det(aly)/det(alp—1) (k=2,...,N).

B1zONYITAS. : Az n =1 eset trividlis, mivel a|; = (an) = (1) (an) (1)
Eszrevétel: Az

A1 9,
oz|n+1—(z;<< 1) A, (T 119> 9= 19 =7, =7
A n
egyenletnek van egy egyértelmii megoldasa, ha
At
7 € Mat(n,n,IK) , 7~ T.
An
Nevezetesen, a két oldalt kiszamitva
Q11 At
aln : — T*AT
Opnt1 AnQin nt1

Q1 n+1 te Anpn+l1l  Ontlntl A1191 e )\nﬂn Qn41,n+1
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ahol

An
Innen az egyediili megoldés
ﬁk:ak7n+1/>\k (kzl,...,n)
A= Qn41,n+1 — Z ‘ak,n+1‘2/)\k .
k=1

Ha tehdt belattuk a (x1), ..., (+,) allitdsokat, akkor az Eszrevétel alapjan (s,41)-
hez mar csak a A = det(a|,+1/det(al,) relacidt kell megmutatni. A 7541 =

(T" 191") felépté miivelet szerint a 75, (k < n + 1) métrixok mindegyike fels§ trian-

gularis csupa l-esekkel a f84tl6jaban. Igy det(r,41) = det(r; ;) =1, és
det(alpi1) = det(r,,)det <A A) det(Tnat) = 1- (Ag == ApA) - 1 =
det(af2) det(a|,)

P det(aInfl))\ = det(alu)X
_det(alus)
det(aln) e

Lemma. Pozitiv definit métrix determindnsa pozitiv.

BizoNYiTAS. Legyen o € Mat(N, N,IK) egy 0 < A € L(H) operdtor matrixa
valamilyen £ TON C H rendszer szerint. Tudjuk: det(A) = det(a). Mivel
A* = A, a Fétengely-tétel szerint taldlhat6 olyan F := (fy,...,fn) TON C H
A1
rendszer, amelyben A métrixa F'AE = =: A alaki. Vagyis
AN
det(A) = det(A) = A1 -+ An. Itt azonban A\, = </\kfkafk> = <Afk7fk> = QA(fk) >
0.

Tétel. Legyen a € Mat(N, N,IK), o* = a. Ekkor ekvivalensek:

Ha>0, 2) al1,ala, ..., aln >0,
3) a=a* ésdet(aly) >0 (k=1...,N).

BIZONYITAS. 1) = 2): Tetszbleges 1 < k < N és 0 # & € IKF mellett

k N _
Quin (€)= ajeojei& = Y juajii&e = Qal(§) 2o ;

=1 j =1
ahol & :=(&,...,&,0,...,0) e KV .
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2) = 3): A Lemmé&bdl azonnal adédik.

3) = 1): A Propozici6 szerint @ = 7*Ar, ahol 7 olyan fels§ trianguldris métrix,
amelynek a f6itldja 1-esekbdl &ll, A pedig diagondlis métrix, egy A1,..., Ay >
0 szamsorozattal a féatldban. Legyen 0 # & € IKY tetsz6legesen adott. Mivel
det(7) = det(7*) = 1 # 0, a 7 métrix invertdlhatd, és igy n := 7€ # 0. Marpedig

N
Qa(§) = QA(&) = NP > mjilfl)\j||ﬂ||2 >0.

=t
n J

Megjegyzés. A Propozicié bizonyitédsa a ” Trianguléris felbontds Gauss elimind-
ciéval” alfejezet meggondolasainak tovabbvitele. Ugy interpretalhaté a Propozi-
cié, hogy egy pozitiv definit matrixon a Gauss eliminaciét mindig elvégezhetjiik az
(1,1),...,(V, N) indexii pivotokkal, amelyek mindig pozitivok. S&t, az elimindciét
leiré alsé trianguldris matrix oszlopait alkalmas konstansokkal szorozva és az eli-
minaciébdl nyert fels6 triangularis matrix sorait ugyanezen konstansokkal osztva,
a moédositott matrixok egymds adjungaltjai lesznek.

Normdlis operatorok

Ebben az alfejezetben végig H egy komplexr Euklideszi teret jelol (azaz kiza-
rélag IK = C€).

Kérdés. Mikor van fétengely-rendszere egy nem-valds értékii kvadratikus alaknak?

Megjegyzés. A kérdés megvalaszoldsidhoz célszeriibb az operatorokon keresztiil
valé megkozelités.

Definicié. A C € L(H) operator normalis, ha valamilyen H-beli teljes ortonor-
malt rendszerben atlés matrixa.

"
Megjegyzés. Ha E*CE = =: v, azaz ha C = Yo yer ©
TN
e;, akkor az 6nadjungalt A := Zszl Revyrer ® e} ill. B = Zszl Imyger ® €}
operatorokra
C=A+iB,
N
AB=BA=> |nlex®ej .
k=1
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Lemma. Altaldban is, minden C € L(H) operdtor egyértelmiien
folbonthaté egy 6nadjungélt operdtor és egy énadjungalt operator i(=
v/—1)-szeresének Gsszegére.

B1zoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy
C=A+iB, ahol A*=A, B*"=B.

Ekkor B
C*=A"+(iB)" =A"+iB*= A" —iB",
2A=C+C* , 2iB=C-C*
A=1C+1C* , B=LC+ LC*

lehet csak. Az %C + %C* ill. %C’ + %C * operatorok valéban onadjungaltak, mivel

cr,
c*.

(1€ +3C7)" = (O + () =10+
(£C=5C")" = (F)C" = (1)C = #C -

i

Nl
o=

vl

7

Definicié. A C € £L(H) operator valés ill. képzetes része
ReC:=1C+1iC*, ImC:=LC - LC*.
Megjegyzés. ReC az az operator, amelynek = — Re(Az, ) a kvadratikus alakja,

Im C pedig az, amelyé = — Im(Ax, z).

Lemma. Ha A, Bonadj.€ L(H) és AB = BA, akkor A és B egymads
sajataltereit onmagukba viszik. Azaz

B{zre H: Az=Xx}C{z € H: Az =)z} (A€ Sp,(4)) .

Bi1zONYITAS. Ha Az = \x és AB = BA, akkor
A(Bz) = (AB)x = (BA)x = B(Az) = B(Az) = ABz .
Tétel. Ha A, B 6nadjungalt € H és AB = BA, akkor Iétezik olyan

E TON rendszer H-ban, amely szerint A ill. B matrixai, az E*AF,
E*BE egyszerre atlosok.
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B1zONYITAS. Legyen A-nak a Spektral-tétel szerinti el6allitdsa

A= i APy,
j=1

ahol a P; operédtorok a
Hj={zxeH: Az = \z} (Gj=1,...,7r)
sajatalterekre valé mer6leges vetitések. A Lemma szerint
B:H; — Hj; (Gj=1,...,7r).
Mivel a B operator énadjungélt, trividlisan (Bz,y) = (Bz,y) € R (z € H;), azaz
B; := B|H; 6nadj. € L(H}) G=1,...,r).
A Fotengely-tételt alkalmazva egy tetszéleges B; részoperatorra,
3 (”,....e9)) TON c H;
367,89 e RBef) = Byef = el (t=1,....n).

Tekintsiik az
E = (egl), et ,e:(LT), e 6(7'))

» g o »“n,.

€H, €H,

vektorrendszert. A H; sajatalterck miatt az £ rendszer ortonormalt. Masrészt A
sajatalterei kifeszitik az egész H teret. Igy
) . () €] .
Span E = Spanj_, (Span;zle(j)) _(ereilf) TONCH,;
=Span,_H;=H ,= FETONCH.

Specidlisan, N = dim H = #F = ny + --- + n,. A B operétor hatdsa az £ TON
rendszeren

Begj) = Bjegj) = ﬂt(j)egj) (t=1,...,n5), j=1,...,7) .
Ugyanakkor a H; alterek definicidja szerint
AeD) = ) el ((tfl n;), j=1
t — Ut T Syt Jv]* 7"'7T)'

Tehdt az A, B operdtorok mdtrixai az E rendszer szerint diagondlisak (a fé4tléban

Ao s Aoy Aoy AL B0 gD g g
——

ni Ty
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egyltthaté-sorozatokkal).

Kovetkezmény. Ha az énadjungélt A, B : H — H operatorok felcse-
rélheték (azaz AB = BA), akkor

3(61,...,6N)TONCH Jdaq, B1,...,aN, BN

N N
A:Zakekééez, B:Zﬁkek@)e,ﬁ.
k=1 k=1

Megjegyzés. A ”Felcserélhetéség” alfejezetben belatjuk ennek az itteni eredmé-
nyek messzemend dltalanositasat.

Tétel. Legyen C € L(H). Ekkor ekvivalensek
1) C normalis,

2) C és C* felcserélheték (azaz C*C = CC*),
3) ReC és Im C felcserélhetdk.

BizZoNYiTAs. 1) = 2): Lattuk az els6 Megjegyzésben.
2) = 3): Felcserélhetd operdtorok linedris kombingcidi felcserélhetdk.
3)=1):

A:=ReC , B:=ImC

operatorok matrixa atlés egy kozos teljes ortonormalt rendszerben ”6nadjungalt
operatorok” alfejezet szerint. Tehat létezik olyan F := (ej,...,eny) TON C H,
amelyre

N

N
A:Zakek@)ez , B:Zﬂkek@)ez
k=1 k=1

alakd (és ay,01,...,an, By € R). Ezzel

T

N

C:Z(ak—l—iﬁk)ek@ez, E*CE =
k=1

Yk TN
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Kovetkezmény. (Normalis operdtorok fétengely- és spektral-tétele).
HaaC e L(H) és C*C = CC*, akkor

3(61,...,€N)TONCH 3’}/17...,’}/]\/‘6(':

N
C=> mex®ep= > AP,  Sp,C={m,...,w},
k=1 C

€SP,

ahol P, := [merleges vetités {z : Cx = ya}-re] (v € Sp,C) .

BIZONYITAS. Eszrevétel: A ”Spektral-tétel alfejezetbeli meggondoldsok tetszdleges
4tlés matrixi operatora érvényesek (ott csak a valds-atldjuakra alkalmaztuk Sket).

Unitér operatorok

Kérdés. Hogyan jellemezheték azok a linearis H — H leképezések, amelyek TON
rendszereket TON rendszerekbe visznek?

Definicié. Az U : H — H linedris leképezés unitér, ha H-beli teljes ortonormalt
rendszereket K-beli teljes ortonormalt rendszerekbe visz. Egy matrix ortogonalis
matrix, ha egy unitér leképezés métrixa. Azaz

a ortog. € Mat(NV, N, 1K) def
& d1H

JETON C H 3U unitér € L(H)
4E=N, a=EUE.

Mivel az Euklideszi terek véges dimenzidsok, benniik tisztdn a bels6-szorzat termi-
nusaival is le lehet {rni az unitérséget.

Propozicié. Egy U € L(H) operdtor esetén ekvivalensek:
(i) U wnitér , (i) |Uzl| = [z (€ H), (i) {Uz,Uy) = (z,y)
(z,y € H).

BizoNYiTAs. (i) = (ii): Az egységvektorok egy-elemii ortonormalt rendszerek, igy
ortogondlis operdtor egységvektort egységvektorba visz. Vagyis [|[U(z/]|z|)|| = 1
(0# 2 € H), azaz |Uz|| = ||z|| (x € H), ha U ortog.€ L(H, K).
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(ii) = (iii): Tudjuk: (z,y) = 1> i, wllz 4+ wyl? (z,y € H(ill. K)). Ezért,

1 s 1 2 _9)
U 0) =2 3 wlUa + oty = 1 3 wllU(e+wp)? =

wi=1 wt=1

1
=3 X el el = (@)
wt=1
(i) = (i): Legyen (e1,...,en) TON C H. Ekkor (Ue;,Uer) = (ej,ex) =
(V 3,k). Azaz (Uey,...,Uen) ORTN C H. Csakhogy az N-elemii ortonormalt
rendszerek teljesek H-ban.

Kovetkezmény. 1) A tiikrézések unitér leképezések.

2) Unitér leképezések Gsszetétele unitér. Ortogonalis mdtrixok szorzata
ortogonalis.

BizoNnyiTAs. 1) Tudjuk: (T,,(z),Tu(y)) = (z,y) (Jul] =1, z,y € H).
2) Ha [|Uyz]| = |Uzz| = [|z|| (z € H), akkor [|[Uy(Uzz)|| = |[Usz|| = ||z (z € H).

Kovetkezmény. Egy U € L(H) operdtor pontosan akkor unitér, ha
(iv) U valamelyik TON rendszert TON rendszerbe viszi.

BizoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy F := (e1,...,en), F = (f1,...,fn) TON C H és
UFE = F. Ekkor (ii) teljesiil:

el = 0(X xE@en) | =[S xE@we| =
k k

= HZXE(Q;)kaQ _FTONCH_ Z|X£(x)|2 _ HIHQ (x c H) .
k k

Megjegyzés. A Propozicié igazsdga azon milik, hogy egy N-dimenziés Euklideszi
térben egy N-elemi ortonormalt rendszer mindig teljes. Végtelen dimenziéban mas
a helyzet. Az

U: (517527 o ) = (07517627 o )
eltolds-operator a ”Teljes ortonormalt rendszerek” alfejezet Példajaban bevezetett
02 = {(&1,&,...) + Yopey |&k]? < oo} sorozattéren az {er : k = 1,2,...} TON
rendszert a nem-teljes {e, : k= 2,3...} rendszerbe viszi.

Mivel a tiikrozések unitér leképezések (egyébként végtelen dimenziéban is), House-
holder tétele az Euklideszi térbeli unitér operatorok kévetkezé csoportelméleti jel-
lemzéséhez vezet.
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Propozicid. Legyen E := (ey,...,ex) TON C H. Ekkor a H tér
minden unitér leképezése eléall N tiikrézés és egy E-szerint diagonalis
matrixi H < H operator ésszetételeként.

BizoNYITAS. Legyen fi := Uey (k = 1,...,N). Mivel az (f1,..., fn) rendszer
ortonormélt, Householder tétele szerint (1d. a ” Tiikrozések” alfejezetbeli Propozi-
cio)
Juy,...,uy FK1,...,kNy |k = =|en| =1
TuN"'Tul(fk):Kkek: (k’:l,,N),

aT,:=idy —2u®u* ||ul| =1) tiikrozésekkel. Vagyis, mivel mindig T}, * = T,,,

Uep = fr = Tu, - Tuy (krer) =
:Tul...TuN(Z;V:1ﬁjej®e;(ek)) (k:177N) )
U=Ty - TuyT ahol T:=3%" rje;@e; .

Itt a T operator is unitér, mivel TE = (k1e1,...,kyen) TON C H.

Kovetkezmény. Valés Euklideszi tér minden unitér leképezése véges
sok tiirozés egymasutanja.

Megjegyzés. A tiikrozések onadjungaltak, hiszen (T,(z),z) € R (z € R) a
7 Tiikrozések” alfejezet szerint. Ez a tény lehetOséget ad az unitérség igen egyszerii
operator algebrai jellemzéseire.

Kovetkezmény. Unitér operdtor invertdlhaté és a IK = @ esetben
normalis. Nevezetesen egy unitér operator inverze az adjungaltja.

BizoNY{TAS. Legyen U unitére L(H) ésU =T, - - - Ty, T a tétel bizonyitdsa sordn
hasznalt tikrozési eléallitds. Tudjuk: T, = T,' = Ty (Vk) é T* = T
Ezért (az (AB)* = B*A* és az nemcsak linedris leképezésekre érvényes A1 B! =
(AB)~! azonosségokkal)

U* = (Tuy Ty T) =T"T;, -+ Ti, =
ST T = (T T T)

UN

=U*t.

=

Propozicié. Egy U € L(H) operdtor esetén ekvivalensek:
()Uunitér , (v) U*U =idy , (vi)U*=U"1, (vii) U* unitér.

BizoNyfTAs. (iii) < (v): Adddik az adjungalt belsd-szorzatos jellemzéséb6l.
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Tehét az (i),(ii),(iii),(iv),(v) tulajdonsigok ekvivalensek. (vi) = (v): Trividlis.

(i) = (vi), (vii): Az el6z6 Kovetkezmény. Ezzel (i), ..., (vi) ekvivalensek.

(vii) = (v): Ha U* unitér, rd alkalmazva az el6z6 Kévetkezményt, (U*)~! = U** =
U, azaz U*U = idg.

N

Kovetkezmény. 1) a ortog. € Mat(N, N,IK) <= ao*a = ((5jk)j 1

2) Ha az o métrix ortogondlis, akkor a* és igy o' (= a*) is ortogonalis.

Megjegyzés. A fenti 2) 4llitds messze nem trividlis. Elemi titon mér azt is nehéz
bizonyitani, hogy egy 3 x 3-as valés matrix oszlopai IR®-nak egymésra meréleges
egységvektorai (ez a métrix-ortogonalitds definicidja), akkor a sorai is egymésra
meréleges egységvektorok IR*-ban. Ez a tény jelentés a Descartes-féle koordinata-
geometria megalapozasanal.

Lemma. Ha U unitér € L(H), 0 # x € z és Ux = kx, akkor |k| = 1.
B1zoNYITAS. ||z]| = ||Uz| = ||kz|| = |&] - [|=]|-

Tétel. (Unitér operdtorok fétengely- és spektral-tétele).
Ha U : H — H egy unitér operator, akkor

J(e1,...,en) TONCH 3Fk1,...,68€C |r1]=-=|rn|=1
N

U=Zﬁkek®62: Z &P, , Sp,U = {k1,..., N},
k=1 K KESPL,U

ahol P, := [merdleges vetités {z : Uz = ra}-re] (k € Sp,C) .

B1zoNyiTAS. Tudjuk: Az unitér operatorok normalisak. A Lemma szerint Sp,U C
{k € € : |k| = 1}. Innen a tétel a normélis operdtorok spektrdl- és fGtengely-
tételének specidlis esete.
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Altaldnos operator kettds fotengely-rendszerei

Ebben az alfejezetben H és K két tetszblegesen adott Euklideszi tér. A belso-
szorzat ill.norma jel6lése ( , ), || || mindkett&ben.

Kérdés. Egy A: H — K linedris operdtornak milyen H-beli E ill. K-beli F TON
rendszerben legegyszeriibb az F* AE métrixa?

Megjegyzés. Mint latni fogjuk, a legkevesebb nem-zéré elemet tartalmazé F* AE
métrixhoz vezeté E,F TON rendszerek szoros kapcsolatban vannak az alabbi
szélsé-érték feladattal: Keresendd olyan e € H wvektor, amelyre

llell =1, [l Ae|]| = max [[Az] .
lell=1

Megjegyzés. Az x — ||Ax|? funkciondl kvadratikus alak H folott. Ugyanis
|Az||? = (Az, Az) = (A* Az, z) = Qa-a(2) (xe H).

Ugyanigy Qaa- : y +— ||A*y||? a K tér folott.

Lemma. Ha A*Ae = \e ése L h € H, akkor Ae L Ah. S6t, ha A # 0,
akkor az f := Ae(€ K) vektorra AA*f = \f.

BizoNY{TAS. (Ae, Ah) = (A*Ae, h) = (Xe,h) = e, h) = 0.
AA*f = AA*(Ae) = A((A*A)e) = A(Xe) = Me.

Tétel. (Kettds fotengely-tétel). Legyen A : H — K egy linedris
operator. Ekkor

I(er,...en) TONCH 3 (f1,...,frr) TON C K
Jon>az >+ > amingu,ny 20
min{M,N}
A= Z apfr ® e, .

k=1

Itt Eés F aQuaea:x— |Az||? ill. Qaa- :y+— ||A%y||? kvadratikus
alakok fétengely-rendszerei.
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BizoNYITAS. Vehetd A # 0. Legyen E := (e1,...,en) egy f6tengely-rendszere
a Qa- 4 valos kvadratikus alaknak (a Fétengely-tétel garantdlja a létezését), vagy
ami ugyanaz, az A*A onadjungdlt operatornak. Tudjuk: ezzel

I >...>2An 20

N
Qa-alw) =D M| XE (@),
k=1
A*Aek:)\kek (k=1,,N)

A Lemma szerint Aeq, ..., Aey paronként merblegesek egymdsra. Mésrészt
| Aex > = Qa-a(er) = Ag (Vk). Vagyis az

1
= ——A k=1,...,N
fk m €k ( ) ) )

ahol 7 :=max{k: Ay > 0}

vektorok ortonormalt rendszert alkotnak a K térben, és veliik

Az = A(Y, XE(@)er) =40 =D=N"XF (1) Ae, =
k=1

=Y Valme i ==Y VMfi®ep(x) (veH),
k=1 ke
A= Z\/gfkééez .
k=1

Egészitsiik ki az (f1,..., fr) rendszert egy F := (f1,..., far) TON rendszerré K-
ban. Ezzel tehat

min{M,N}
A= Y afi®ep ahol api= [V (k<r), 0 (k>7)],
k=1
min{M,N}
AN fi= > el fe® fi(f) =l f; G=1,...,M).

k=1

Definicié. Az A operator kettdés fotengely-rendszere egy olyan £ TON C H,
F TON C K rendszer-par, amelyeknél az F*AFE matrix f6atléja egy csokkend
nem-negativ szamsorozat, azon kiviil az 6sszes eleme 0.

Figyelembe véve a kvadratikus alakok f&tengely-rendszereinek a konstrukcidjat, a
Tételbol a kovetkezo lefrast kapjuk.
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Kovetkezmény. Ha r := dimran(A) (= dim{Az : = € H}) és k =
1,...,n mellett e; maximum-helye az © — ||Az| funkciondlnak az
{e:eLe; (j<k)} altér egységgbmbjén, akkor az ay, = || Aeg|| (k=
1,...,r) szdmok pozitivok és az f := a,zlAek vektorok ortonormalt
rendszert alkotnak, amellyel

A= Zakfk ®62 .
k=1

Itt ran A = Spanj,_, fi és (Spanzzlek)J' =kerA(= {z: Az = 0}).
Tehat dimran A + dimker A = dim H.

Megjegyzés. Az iménti Kovetkezmény mutatja, hogy a IK = C€,IR specialis
esetekben ”Rangszamtétel” alfejezet eredményei olyan bazisokkal is allnak, amelyek
teljes ortonormélt rendszerek.

Kvazi-inverz

Kérdés. Jéllehet, az Az = b egyenletnek (ahol H, K Euklideszi terek, A € L(H, K)
és B € K) nincs mindig megoldésa, a ran A := AH(= {Ax : x € H}) altérnek
mindig van legkdzelebbi pontja b-hez. Milyen x € H-ra ||Az —b|| = min, ||Az —b||?

Tétel. Ho A=Y, _, ayfr®e}, aholay,...,ap > 0ésaz (e1,...,en),
(f1,-.., fm) par kettds f6tengely-rendszere A-nak, akkor

. s _ r -1 *
{zeH: ||Az—b|| = Izréll{}HAz—bH} = (7, o ter® i (b))+ ker A
{z: Az=0}

BizoNY{TAS. Tudjuk: (f1,...,fr) TON C ran A = AH. Igy az Az alaki, tehét
ran A-beli vektorok koziil

bi=">"(b, fa) fi

k=1

van b-hez legkozelebb. Most
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Az=b ZakfkébeZ(b) =b
k=1

Do anlzenfi =D (b fr)fi
k=1

k=1
ap(z,er) =, fr) 1<k<r)

S

!

!

!

dhLley,...,e, z=h+ (z,ek>ek:h+2alzl<b,f;€>ek

< Jhekerd z:h+za;16k®f§(b) :
k=1

Kovetkezmény. Az ||Az — b|| = min,cp |Az — b|| feladat optimalis
megoldésa, azaz a legkisebb normaéju olyan vektor, amely minimalizalja
a z+ ||Az — b|| funkciondlt, a >, _, o ‘e, ® fi(b) vektor.

BizoNY{TAs. Legyen x := >, a; ‘ex @ f(b). Mivel z € Spanj,_, e, és ker A =

(Spanzzlek)l, fenndll x | ker A, tehat x a legkisebb normé&ju az = + ker A sokaség
vektorai koziil.

Kovetkezmény. Jél-definidlt linedris leképezés az

AT s [x; | Az — b|| = min||Az — b|| és
z€H

) i ! Az’ —b in||Az —b
il = min{ fla']| |42’ — bl = min [ 4= ]

Definicié. A (x) formulaval értelmezett linedris A=Y : K — H operédtor az
A(: H — K) operator kvazi-inverze.

Megjegyzés. Fennall
i Z oy ' fr ®ej valahdnyszor A=Y axer ® fr
k=1 k=1

alkalmas (eq,...,e.) ORTN C H, (f1,...,fr) ORTN C K ésay > -+ > a. >0
mellett.



