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Ez a jegyzet elsGsorban a Szegedi Tudomanyegyetem molekularis bionika szakos
hallgatéinak tartott Kalkulus I. és a biomérndk hallgatoknak tartott Matematika
1. cimi kurzus gyakorlatahoz késziilt, ugyanakkor jol hasznalhato az informatikus
hallgatok Kalkulus I. gyakorlatdhoz is.

A hallgatok a targy elsajatitasahoz sziikséges elGismeretek meglétét ellendriz-
hetik a

http://www.math.u-szeged.hu/~fulopv/eloism.pdf
feladatainak megoldéasaval. A helyes eredményeket a
youtube.com/playlist?list=PLm_ pNdtN9Bap82U1dvkOT1uUX ovYNnsUl

linken lathatjak.
A példatar a gyakorlati orak anyagat kovetve 13 fejezetet tartalmaz. A fejezetek
mindegyike 3 részbdl all.
A Hdazi feladatok részben a gyakorlat anyagat ismételjiik at, mélyitjik el, a
feladatok megoldasat részletesen ismertetjiik.
A Kuvizek rész lehet6vé teszi a felkésziiltség ellenérzését. A megoldas megadasaval
az elvart részletességet hangstlyozzuk.
A Tovdbbi gyakorls feladatok részben az eddigiekkel azonos nehézségii feladatok
szerepelnek, de itt mar csak a végeredményt adjuk meg.
A példatar nem tartalmaz a gyakorlat anyagéan talmutato, gondolkodtatobb és
Osszetettebb példakat, ezért az érdeklédsknek tovabbi tanulasra ajanljuk az alabbi
feladatgytjteményeket, tankonyvet, illetve videds segédanyagot:
1. SzaBO TaAMAs: Kalkulus I. példatar informatikusoknak, Szeged, Polygon,
2017.

2. NEMETH JOZSEF, NEMETH ZOLTAN: Analizis 1. feladatgytijtemény, Szeged,
Polygon, 2008.

3. GEORGE B. THOMAS, MAURICE D. WEIR, JOEL HAss, FRaNK R. GIOR-
DANO: Thomas—féle Kalkulus, Budapest, Typotex, 2006.

4. http://www.math.u-szeged.hu/~szbtmsz/vm1kl/vm1kl.html

Eziton is koszonom kollégaim Bogya Norbert, Tekeli Tamas, Szilas Laszlo és
Dr. Szabdé Tamaés segitségét.

Szeged, 2019. januér

Filop Vanda
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1. 6ra

Ertelmezési tartomany, polinomosztas,
elemi tortekre bontas

Hazi feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg, majd abrazoljuk szamegyenesen a kovetkezs fliggveé-
nyek értelmezési tartoméanyat.

2I
a) ——
(2) 2+
Megoldas. Az értelmezési tartomany megadasakor (kikotés vizsgalat) harom do-
logra kell figyelniink: tortre, négyzetgyokre és logaritmusra.

Egy tort nevez6je nem lehet nulla, igy ebben az esetben

24+ x#0
z(x+1)#0,
ahonnan
r#0 é x#-1.
-1 0
(b) v2z +1
Megoldas. Négyzetgyokét csak nemnegativ kifejezésnek vehetjiik, tehat
20 4+12>0
S 1
T>—=.
- 2




(c) logy(z® —4)
Megoldas. Logaritmusat csak pozitiv kifejezésnek vehetjik, ezért

22 —4>0.

Az f(z) = 2® — 4 = (v — 2)(x + 2) parabolat abrazolva

\ /

— 2

leolvashaté az egyenlGtlenség megoldéasa: x > 2 vagy x < —2.

sinz
zlogy /3@

Megoldas. Figyelniink kell a tortre és a logaritmusra is, azaz

zlog sz #0 és x>0
z#0, logy;sz#0 és x>0
x#0, v#1 és z>0.

.............................. O O
0 1
() V3i—=x
x3+1
Megoldas.

3—x>0 é 2P +1#0
3>z és x3 # —1
3>z és x#—1.



-1 3
) logs(3z + 4)
v1-—5z
Megoldas.
3r+4>0 és vV1—5x #0 és 1-52>0
x> —4/3 és 1-52#0 és 1/5>
x> —4/3 és 1/5#x és 1/56 > .
Osszefoglalva:
—4/3 <z <1/5.
................... O O T T T T T
4 1
3 5

2. Feladat. A maradékos osztas ismétlése utan végezziink polinomosztést.
(a) 5732:37
Megoldas. A maradékos osztas alapjan

57'3'2" : 37 = 154

203
182
34
ahonnan 5739 34
— =154+ —.
37 e 37

(b) (2% +5x+2): (z+2)
Megoldas. A polinomosztas hasonléan torténik:
(22 +5x+2): (x+2)=2+3
— (22 + 27)
3z + 2
—(3z + 6)
—4



alapjan

(c) (2> —x+1): (z—1)

Megoldas.
(@ —z+1):(x—-1)=22+x
—(2° —a?)
22—z +1
~(a? — )
+1
alapjan
P —z+1 2 4 aq 1
= T+ —
z—1 -1

(d) Bz® —a2? —z—1):(z—1)

Megoldas.
Bz?—a2?—z—-1):(z—-1)=322+2z +1
— (323 — 32?)
222 —x — 1
— (222 — 2x)
z—1
- 1)
0
alapjan

323 —z? —x—1
T 342w+ 1.

rx—1

(e) (z° =323+ 22 +4x+1): (22 — 22 + 3)
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Megoldas.

(2 =323+ 2?2 +4x+1): (22 —20+3) =23 +222 - 20 -9
—(2® — 22* + 323)
224 — 623 + 22 +4r +1
—(22* — 423 + 622)
— 223 — b +4x+1
—(— 223 + 422 — 62)
— 922 + 10z + 1
—(— 92 + 18z — 27)
— 8z + 28

alapjan
2 =33+l 44 +1 3 9 —8x + 28
= 20 — 20 — 9+ ———.
2 — 22 +3 T x Jr302—296—1—3

3. Feladat. Bontsuk elemi tortekre az alabbi tortfliggvényeket.

(a) 5
(x —1)(x+3)
Megoldas. A tort nevezdje két kiillonbozé elséfokn tényezs szorzata, igy a felbontés:

5) A B

(x —1)(x+3) x71+:17+3'

Hozzunk ko6zos nevezdre:

5 A B A(x+3)+ Bz —1)

@-1)@+3) o-1"253  @-D@+3)

Tehéat
5=A(x+3)+B(x—1).

Az A és B paraméterek meghatéarozéasa torténhet a nevezs, (x — 1)(x + 3) gyokei,
x =1 és © = —3 helyettesitésével:

Az x =1 helyettesitésével kapjuk, hogy
5
5=A-4, ahonnan A= 1
Az x = —3 helyettesitéssel irhatjuk, hogy

5=DB-(—4), ahonnan B:fg.



Igy

5 _5/4 =54 5 1 5 1
(x—1(z+3) 2-1 2+3 4 z—-1 4 x+3°
3+
b) — 2"
(b) 2z +5)(z+4)
Megoldas.
3+ A n B A(x+4)+ B(2x +5)
(22 +5)(x+4) 22+5 x+4  (2v+5)(z+4)

Tehéat
3+z=A(x+4)+B2z+5).

Az x = —5/2 helyettesitésével kapjuk, hogy

3 1
§—A-§, ahonnan A—g.

Az x = —4 helyettesitésével

1
—1=B-(-3), ahonnan Bzg
adodik. Igy
3+ 1 1 1 1
v . + = .
2x+5)(zx+4) 3 2z+5 3 z+4
2z -1
) —

Megoldas. Ekkor

20 -1 2x-1 _A+ B A(l-=x)+ Bz
r—22 z(l-2) 2 1-z  2z2(1-2)

alapjan
20 —1=A(1 —x)+ Bzx.
Az x = 0 helyettesitésével

az x = 1 helyettesitéssel

Igy

r — 22 x l1l—a



@) s

(x+2)(z—3)
Megoldas.
2 A B C
@ —3) = z+z -3
_ A(x +2)(x —3) + Bx(x — 3) + Cx(z + 2)
N x(z +2)(z — 3) '
Tehat

2=A(x+2)(x —3) + Bx(z —3) + Czx(z +2).
Ha x =0, akkor 2= A - (—6) , ahonnan A = f%,

haxz—Z,akkoerBlO,azazB:%,
ham:S,akkor2:C~15,C:135.

2 11

Azaz
1 2 1

1
ax+m@73Y‘st+5'x+2+m r—3°

2—zx
€ 5———=
2 —2x+1
Megoldas. Ebben az esetben a tort nevezéje az x — 1 els6foku tényezd négyzete,
igy a helyes felbontas:

2—x 2—x A B Alz—-1)+B

x2—2x—|—1:(x—l)Q_x—l+(x—1)2_ (x —1)2

Tehat
2—z=A(z—-1)+B.

Az A, B paraméterek meghatarozasa torténhet az egyenls egyiitthatok modszerével
is. Ezt altaldban akkor hasznaljuk, ha az ismeretlenek szama nagyobb mint ahany
zérushelye van a nevezdének, mint példéaul ebben az esetben. Elgszor felbontjuk a
zardjelet majd csoportositjuk az egynemi kifejezéseket:
2—xz=A(zx-1)+B
—1-2+2=Axr— A+ B.

Az egylitthatok Gsszehasonlitdsaval kapjuk, hogy

—1=4
2=-A+B,



amibsl A = —1 és B = 1. Igy
2—x 1 1

(x—12 (z—1)2 z-1°

1
o
®) 3 + 322
Megoldas.
1 _ 1 _§%¥§+ C  Ax(x+3)+ B(x+3)+ Ca?
w3 +322  22(x+3) 2z 22 x+3 22(x + 3) '

Tehat
1=Azx(z+3)+ Bz +3)+Cx? = (A+C)2* + (3A+ B)z + 3B.
Az egylitthatok Gsszehasonlitdsaval kapjuk, hogy

0=A+C
0=3A+B
1=3B

amibsl B=1/3, A= —1/9és C =1/9. Igy
1 1/9 1/3 1/9
IRV RV

x2(x + 3) x z2  x+3

3r+1
(8) ——v a0
(z+1)(22+2)
Megoldas. A tort nevezdGje egy elssfoku és egy olyan masodfoku tényezd, amelynek
nincs valos gyoke, igy a helyes felbontés:

3r+1 A Br+C  A(a?+2)+ (Bx+C)(z+1)

@+&xﬁ+&)_x+1+;ﬁ+2'_ (z+1)(z2 +2) ’

aZaAZ
3r+1=(A+B)2*+(B+C)x+24+C.

Az egylitthatok Gsszehasonlitdsaval kapjuk, hogy

0=A+B
3=B+C
1=24+C,

amibsl A = —2/3, B=2/3 és C =7/3. Igy
3z +1 _=2/3  (2/3)z +(7/3)

(z+1)(2242) z+1 x?+2
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Kvizek

A csoport

2 _
1. Feladat. Hatéarozzuk meg, majd abrazoljuk szamegyenesen a 271; fiiggvény
xT—

értelmezési tartoményat.

—1
2. Feladat. Bontsuk elemi tértekre az ———— racionalis tortfliggvényt.
(x —7)(x —5)
B csoport

1. Feladat. Hatérozzuk meg, majd abrézoljuk szamegyenesen az fiigg-

log,(3x + 1)
vény értelmezési tartomanyat.
-3

2. Feladat. Bontsuk elemi tortekre az ————————— racionalis tortfiiggvényt.
(z+2)(z2 + 1) ggveny

C csoport

3x3 + 422 + 5z — 2
22+ 42+ 4

Feladat. Polinomosztés utan hozzuk a tanult alakra a kifeje-

zést, majd a kapott tortfiiggvényt bontsuk elemi tortekre.

11



A csoport megoldasa

1.
2—x>0 és 2z—a>#0
2>x 65 x(2—2%)#0
2>x és x A0, x°#£2
2>z 65 x#£0, z#+V2.
) ) ) . ............ >
V2 0 V22
2.
z—1 A n B Alx—5)+B(x—T)
(x—T)(z—-5) 2-7 x-5  (z-T7)(x—05)
tehét
r—1=A(x—-5)+B(x—-7).
x =7 esetén 6=A-2, azaz A=3,
x=>5 esetén 4=B-(-2), azaz B=-2.
Igy

12



B csoport megoldasa

logo(3x +1) #0 és 3z+1>0
Bx+1)#1 és 3z+1>0
x#0 és x>—-1/3.

-3 A +Bx+C_A(x2+1)+(3x+0)(x+2)
(x+2)(z2+1) x+2 224+1 (z+2)(z2 +1)
(A+ B)2? + 2B+ C)z + A+2C

(x+2)(224+1) ’

azaz

—3=(A+B)2*+(2B+C)z+A+2C.

Az egylitthatok Osszehasonlitasaval 0 = A+ B, 0 =2B+ C, —3 = A+ 2C adodik.
Az els6 egyenletbsl A = —B, a masodikbol C' = —2B, ezeket visszairva a harmadik
egyenletbe:

—-3=-B+2-(-2B)=-5B azaz B=3/5

amib6l A = —3/5 és C = —6/5. Tehat

-3 _ —3/5  (3/5)z—6/5
(x+2)(z2+1) x+2 2+1

13



C csoport megoldasa

(323 +42% + 52 — 2) : (2% + 4w +4) = 32 — 8
— (323 + 1222 + 122)

— 822 —Tx —2
—(—82% — 32z — 32)
25z + 30

Osztas utan kapjuk, hogy

3m3+4x2+5x—2_3 sy 250 +30 _ _8+25x+30

x? + 4z +4 - 2 tdz+d (x+2)2°
250 +30 A N B Alx+2)+B
(x+2)2 z+2 (x+2)2  (z+2)2

azaz
25z +30 = A(x +2)+ B

r=—2 esetén 25-(-2)+30=28
—-20=1R
z =0 esetén 30=24+B=2A-20
50 =24
25 =A
Igy
323 + 422 + 5 — 2 25 20
=3x -8+ - .
x?+4x+4 x+2 (z+2)?

14



Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatéarozzuk meg, majd abrazoljuk szamegyenesen a kovetkezs fliggveé-
nyek értelmezési tartomanyat.

(a) logs(3 — 4z) (d) x:(;o_s:;x &) Sllel'
V1= 22 V3r +1
(b) V1 (e) e (h) 237
1 1 . 1
(c) 22— 4z +3 ®) Y22 —5 (0 xrlg3z

2. Feladat. Végezziink polinomosztast.

(a) (@2 —ax—T7):(z+4) (e) (3z* —4a3 —5): (22 +3)
(b) (23 +5x+2): (z+2)
f) (x—4): (z+5
(c) (@ —a2? —xz+4): (x—1) 0 ( ): (@ +5)
(d) (23 —22+3): (2?2 —2-2) (g) Bx—1):(2x+3)

3. Feladat. Bontsuk elemi tortekre az alabbi tortfiiggvényeket.

3 5 +1
® TR O ey Y y
4xr +5 .
) O e
(c) N
B—z)(z+2) () 33_72233
. 1 x° 4 4x* + 4x
(d) 2 — 3x K —z
5-a ® =1
() 4 — a2
1
2r —3 1) ——
() PR —] 23 + bx
() 63—;%%:02 (m) x3+2i2+2x

15



Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) z<3/4
—32 ...............
(b) ~1<z<1
......... : .1—I
() z£1ész#3
1 3

(d) x #4+3ésx#0

-3 0 3
(€) z>—-1/3
~1/3

(a) x—5+x1_§4
(m;ﬁ—2x+9—;¥%
(c) x2—1+%
@t

3. Feladat megoldasa.

/3 1/3

@) s

16

A

o)
°
Y




4/5 _ 1/5

3—x x+2

s 13

r—3 x

3/4 7/4

2—x x+2

11/6 1/6

r+4 x-—2

11/5 _ 4/5

2—x x+3

2/3 7/6 1/2
r—1 44—z x+4+2

6 5
(x+3)?2 x+3

(i)

0 % - x3i42 - (3122)2
() xiQ a (x—22)2 733i1
(m) 12 (1/2)z+1

x 2 4+ 22 + 2

17



2. ora

Sorozatok hatarértéke definicidé szerint

Hazi feladatok

1. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk a kévetkezs hatarértékeket.
n+2 3

i -
() Jim o =7 =3

Megoldas. Amennyiben a sorozat hatarértéke véges, lim a, = a, azt kell megmu-
n—roo

tatnunk, hogy |a,, — a| tetsz8legesen kicsi, ha n elég nagy, azaz
lan, —a| < e, ha n>N.

Tehat egy abszolutértéket és paramétert tartalmazo egyenlGtlenséget kell megolda-
nunk, melynek végén azt kell kapnunk, hogy n nagyobb mint egy olyan kifejezés,
amelyben szerepel az € paraméter.

3n+2 3| _[28n+2)-3@2n—-1)| |6n+4-—6n+3
2n—1 2| 2(2n — 1) N 4n — 2
= 7 = ! <e
Cl4n—2| 4n-—2
azaz .
- <4n -2,
€
ahonnan
7/€—|—2<n
4
Ezért N = [7/€+2].
4
(b) lim Mf§
n—oo 4n2—5 4

Megoldas. A hatarérték véges, ezért most is az |a, — a] < &, ha n > N egyen-
16tlenséget kell megoldanunk amelynek soran tulajdonképpen a N—et hatarozzuk
meg:

3n? —2n 3| |4(3n® —2n) —3(4n* —5)| |12n* —8n —12n% 4+ 15
4n? -5 _4‘_‘ 4(4n? - 5) ‘_‘ 16n2 — 20
:‘—8n—|—15‘: 8n — 15 ha m> 1.
16n2 — 20 16n2 — 20’

18



Innen becsléssel folytatjuk a megoldast. Ennek soran a kifejezések nagysagrendjét
megtartjuk, illetve egy lépésben csak egy becslést végziink. A szamolast konnyiti
az is, hogy n € N.

A szamlaléban: 8n — 15 < 8n minden n esetén.
A nevezében: 16n% — 20 > 15n2 ha n? > 20, vagyis ha n > 4. Igy
8n — 15 8n 8n 8

< < =—, h > 4.
1602 —20 " 16n2—20 " 15m2  1pm° ="

Azaz becslést hasznalva egy egyszerd egyenl6tlenséget kell megoldanunk:

8
m <e
Igy
i <n
15¢
oo ]}
Ezért N =max<4, |—| ;.
15¢
() tim S5m0
n—oo 2n2 + 1 2
Megoldas.
3n—5n% 5| [2(8n—5n?)+5(2n% +1)| [6n—10n%+10n? +5
2n2+1+2‘_' 2(2n2 + 1) '_ 4n? 42
| 6n+5|  6n+5
B 4n2+2‘ C 4n?2 42

Becsléssel kapjuk, hogy 6n + 5 < Tn, ha n > 5, tovabbéa 4n? + 2 > 4n? minden n
esetén, ezért

RS T S
An2+2 4n2+2 T 4n2  4n’ ’

Igy

4n 4e

Azaz N = max {5, {7} }
4e

19



2 +n+1 _

R i
Megoldas.
3n?+n+1 5 = 3n?+n+1-3n2+15
n2 -5 B n2—>5
n+ 16 n+ 16
= n2—5’: T 5 ha n>2.
A szdmlaloban n + 16 < 2n, ha n > 16.
A nevez§ becsiilhets példaul n? — 5 > n?/2-vel, ha
1
TL2 —5> 5”2
2n? — 10 > n?
n* > 10
n>3J.
Ezért 16 5 5
n n n
=—, h 16.
n2—5<n275<n2/2 p? 2R
Igy

4 4
—<eg &= -<n,
n €

4
Azaz N = max {16, {] }
€

2. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk a kévetkezs hatarértékeket.

(a) 1 n2+3n_
. nl—>ng<> 5n + 2 -

Megoldas. Amennyiben a sorozat hatarértéke végtelen, lim a, = oo, akkor az
n—oo

an, > K egyenlGtlenséget kell n—re megoldani.

Mivel a szamlald és a nevezs is pozitiv minden n esetén, igy példaul a kovetkezs
becslést irhatjuk. A szamlaloban n? + 3n > n? minden n esetén, a nevezében
5+ 2 < 6n, ha n > 2, ezért

n? + 3n n? n?

n
> >—==>K <= n>6K.
5n+2  Sn+2  6n 6 "

Azaz N = max{2, [6K]}.

20



Cond—4dn? -1
() Jim — g =

Megoldas. A sorozat hatarértéke végtelen, tehat most is az a,, > K egyenlGtlensé-
get kell n—re megoldani.

A szamlaléban
n®—4n® —1=n*(n—-4)—-1>0, ha n>4.
Tovabba

1
n3—4n2—1>§n3

2n —8n —2>n
n® —8n*-2>0
n*(n—8)—2>0, ha n>8.
A nevezében n? + 5 < 2n? ha n? > 5. Tehat amennyiben n > 8, akkor

nd —4n? -1 n/2 _n3/2 n
=—-—>K < n>4K.
n?+5 n2+5" 2n2 4 "

Azaz N = max{8, [4K]}.

3. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk hogy
3n—nd+7
lim ——— =
(a) nl~>n;0 n2 —2n

Megoldas. Amennyiben a hatarérték minusz végtelen, akkor az a,, < K egyenlGt-
lenséget kell n—re megoldani.

—00

Negativ kifejezések becslése konnyen elronthatd, ezért a sorozat —I1-szeresét
vessziik:
3n—n®+7 n®—3n-7
n2—2n n2-2n

)

és err6l, ahogy azt az el6zd két példaban tettiik, megmutatjuk, hogy tetszdélegesen
nagy lehet, azaz —a, > —K.

A szamlaléban n® — 3n — 7 > n3/2 han > 3.

A nevezében 0 < n? —2n < n? ha n > 2. Igy, amennyiben n > 3, akkor

nd—3n—-17 n3/2 n3/2 n
=—>-K «— —2K.
n? —2n >n2—2n> n2 2> n=

Ezért, ha n > N = max{3, [-2K]}, akkor

3n—nd4+7

< K.
n? —2n
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Kvizek

A csoport

3n2 +2n

1. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk, hogy lim ——— = —.
nsoobn?—n—1 5

n?—5n+1
= 00.

2. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk, hogy lim ————
n—00 2n—1

B csoport

2
-2
1. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk, hogy lim 4n2ﬁ =
n—oo 4n, n

1

1

3

3 2
-2 1

2. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk, hogy lim L L 1 Z ;r =—
n—oo — on
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A csoport megoldasa

1.
3n% +2n 3] |5(3n? +2n) —3(5n% —n —1)
5n2—n—1_5‘_ 5(5n? —n —1) ‘
1502 +10n =150 +3n+3| | 13n+3
25n2 —b5n —5 ’_’25712—571—5’
13n+3 14n 14n 7

- - 3
BnZ —b5n—5 -~ 2n2 —bn—5 " 24n2  12n’ 2T

ugyanis a szamlaléban 13n + 3 < 14n, han > 3.
A nevezében
25n% — 5n — 5 > 24n?
n®—5n—5>0
n(n—5)>5, ha n>5.

lgy
L <€g <— L <n.
12¢
Azaz N =
zaz max{ [125} }
2. A szamlalo n? — 5n +1 = n(n — 5) + 1 alapjan n > 4 esetén, a nevezd pedig

minden n esetén pozitiv.
A szamlalo becslése lehet

1
n275n+1>§n2
2n? —10n+2 > n?

n?—10n+2>0
nin—10)4+2>0, ha n>9.

A nevezében 2n — 1 < 2n minden n esetén. Ezért ha n > 9, akkor

n? —5n+1 n?/2 n?/2 n
=—>K <— 4K .
m—1 ~om—1_ 2 4~ n=

Azaz N = max{9, [4K]}.
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B csoport megoldasa

1.
=2 1| |4(n*=2)-(4n*+5n)| | -8-5n |  5n+8
4n? +5n 4| 4(4n? 4 5n) 1602 4+20n| 1612 + 20n
6n 6n 3
=—, ha n>8§,

S T6n2+20n " 1602 8n

ugyanis a szamlaléban 5n + 8 < 6n, ha n > 8, a nevezdben 16n2 4 20n > 16n2,
minden n esetén. Igy

Azaz N = max {8, {3} }
8¢

2. A sorozat —1 szeresét vizsgaljuk.

i<5 <~ i<n
8n 8¢ '

4—5n2 = 5pn2—4

nP—2n24+1 n>—2n2+4+1

A szamlalo n® — 2n? +1 = n?(n — 2) + 1 alapjan n > 1 esetén, a nevezd pedig
minden n esetén pozitiv. Igy példaul a kovetkezs becslést irhatjuk:
A szamlaloban

1
nd—om?+1> 577,3
on® —4n? 42 >n?
n?(n—4)+2>0, ha n>3.
A nevezében 5n? — 4 < 5n? minden n esetén. Ezért n > 3 esetén

n®—2n% +1 n/2 n3/2 n
O ~10K .
52 —4 Bl —4° BnZ 10 = n=

Azaz N = max{3,[-10K]}.
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk a kovetkezs hatarértékeket.

. nZ + 3n 1 . n + 3n2 3
(@) N T =5 (d) fim Tz =3
. on2 —3n+1 2 . 8—3n_
(b) i o2 7 3 () Jim 5oy =0
A +3n+2 4 2n2 + 10n
lim ——=— f) lim —— " —
(c) noo  Bn2 — 6n 5 ® noroo 2 +3n+5

2. Feladat. Definici6 alapjan igazoljuk a kévetkezs hatarértékeket.

() 1 2n? —3n+10 © I nd+n?-1
¥ oEeT m—7 % omzys 0
(b) lim Stn—n® _

3. Feladat. Definicié alapjan igazoljuk a kovetkezs hatarértékeket.

2 _ 3.2
(a) lim n+on-1_ (b) lim non®+5 _

n—00 4 —3n n—00 6 — n?

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) 15n — 4 > 0 minden n-re, 15n — 4 < 15n minden n-re.
25n2 + 20 > 0 minden n-re, 25n2 + 20 > 25n% minden n-re.

- 3
Iey N =|—|.
w N = |2

(b) 17n — 7 > 0 minden n-re, 17n — 7 < 17n minden n-re.
9n? 4+ 12n — 6 > 0 minden n-re, 9n? + 12n — 6 > 9n? minden n-re.

. 17
Igy N =|—|.
w N =i ]



(¢) 39n + 10 > 0 minden n-re, 39n + 10 < 40n ha n > 10.
25n2 —30n > 0 han > 1, 25n2 — 30n > 24n2 ha n > 30.

Igy N = max {30, [5] }
3e

(d) 4n+ 3 > 0 minden n—re, 4n + 3 < 5n ha n > 3.
16n% — 4 > 0 minden n-re, 16n? —4 > 15n% ha n > 2.
. (1]
IgyN:maX{S, — }
_36_
(e) 3n —8 >0 han > 2, 3n — 8 < 3n minden n-re.

2n%24+1>0 minden n-re, 2n% 4+ 1 > 2n? minden n-re.

. 3
Igy N = max {2, —
2¢ |

(f) 4n —10 > 0 ha n > 2, 4n — 10 < 4n minden n-re.
n® +3n+5 > 0 minden n-re, n* + 3n + 5 > n? minden n-re.

. 4
Igy N = max{2, s] }

2. Feladat megoldasa.

(a) 2n2 — 3n + 10 > 0 minden n-re, 2n? — 3n + 10 > n? minden n-re.
5n —7>0han > 1, 5n — 7 < 5n minden n-re.
Igy N = max{1,[5K]}.

) n2—n—-5>0han>2n?>—n—-5>n2/2han >4,
2n—3>0han > 1, 2n — 3 < 2n minden n-re.
Igy N = max{4, [4K]}.

(c) n® +n? —1> 0 minden n-re, n®> +n? —1>n3 han > 1.
2n? + 5 > 0 minden n-re, 2n2 +5 < 3n? ha n > 2.
Igy N = max{2, [3K]}.

3. Feladat megoldasa.

(a) 2n2 4+ 5n — 1 > 0 minden n-re, 2n% + 5n — 1 > 2n? minden n-re.
3n—4>0han>1,3n—4 < 3n minden n-re.

. K
Igy N = max{l, {—32} }

(b) n3 —n? +5 > 0 minden n-re, n®> — n? +5 > n3/2 minden n-re.
n? —6>0han > 2, n?—6<n? minden n-re.
Igy N = max{2,[-2K]}.
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3. 6ra

Sorozatok hatarértéke formalisan |I.

Hazi feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékeét.

n? —2n
3n2 -2

(a)

Megoldas. ” 29 alak. A szémlaléban és a nevezében szerepld kifejezés legnagyobb

00
kitev6ji (dominans) tagjat kiemelve, az els6 szorzotényezs egyszertsitése utan kap-
juk, hogy

n®—2n n? 1—2/n_1—2/n_>1
32 -2 n2 3-2/n2 3-2/n2 "3’

n — 2n3 + 5n?
()
n

Megoldas. ” 2 alak. Emeljiik ki a szamlaloban és a nevezében szerepld kifejezés

00
legnagyobb kitevéji (dominans) tagjat, az elss szorzotényezd egyszerisitése utan:

n—2n°+5n% n® 1/n*—2+5/n  1/n>—2+5/n -2

- = — = - — = -2,
1+4n3 n3 1/n3+1 1/n3+1 1
n — 3n?
©) s5——7%
3ns +n -|-\/5

Megoldas. A szamlaloban és a nevezében a dominéans tagot kiemelve, az elsd szor-
z6tényezl egyszertisitése utan kapjuk, hogy
n — 3n? n? 1/n—3 1/n—3 -3

1
_noent _— ~0.-2 0.
33 4+n2++v5  nd 34+1/n+V5/m3 1 3+1/n++/5/nd 3

4n3 — 2n
4) =2 T2
(d) n2—n+mw
Megoldas. Az el6z6 feladatokhoz hasolndan kapjuk, hogy
4n3 — 2n n? 4 —2/n? 4 —2/n?

—_—mm—— T — = . _>” Pp— f— .
n2—n+7m n?2 1-—1/n+x/n? " 1-1/n+7/n? T >
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n—n*—4nd

(e)

2n2 + 3n3
Megoldas.
n—nt—4n® 0’ 1/nt—-1/n—-4 2/ —-1/n—-4 | -4,
= — =n° =700 —" = —0.
2n2 + 3n3 n3 2/n+3 2/n+3 3
2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét.
(a) n? —2n+3
a) Y
vn3 —2n+1
Megoldas. »2» alak. A szamléloban és a nevezében szerepld kifejezés dominans

00
tagjat kiemelve kapjuk, hogy

n? —2n+3 n? 1—2/n+3/n?

Vid—2n+1 Vnd \J1-2/n?+1nd

1-2 3/n? 1
1/2 /Tl+ /Tl 0 -

VI—2/n® + 1/n3 Vi

figyelembe véve, hogy
2 2 4/2
n n n
_n e

V3 T 032 T p3/2

vn?2 —5n+1
(b) 4 5
2n° — 1

Megoldas. A dominans tagokat kiemelve kapjuk, hogy

Vn2-5n+1 Vn? {Y1-5/n+1/n2

Vs =1 Vs 2—1jmp
1 fiEmayw Y1
= e Vi —>0-\4/§—0,

ugyanis
2 p2/3 nd/12 1
imp  mB/A T pls/1z T 7/

3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét.

3.7+ 23n—1
(a) n+l _ En
3 5
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7

Megoldas. ” alak. A szamlaloban és a nevezGben szerepld kifejezés dominans

818

tagjat kiemelve kapjuk, hogy

3.77 49231 3.nygn/2 8" 3.7n/8" 4 1/2

3n+1_5n - 3n.3 _hn 75n. 3n/5n,3_1
8\" 3. "
N R L Ve V- N
5 (3/5)"-3—1 -1
22n+n4
(b) =53
n—n?+4n
Megoldas.
220 4 pt 4n 4 pt e At 1
= == —— 00 =" =00.
n—n2+4n3 n—n2+4n3 w3 1/n?2-1/n+4 4

4. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét.

(a) vV2n—1—+3n+5

Megoldas. "oo — 00” alak. A dominans tagot kiemelve kapjuk, hogy

Van—1-3n+5=n- (\/271/71—\/3+5/n>
—>”oo-(\f—\/§)”:—oo,

hiszen \f — \/§ < 0.

(b) Vn2 —3n—+vn2+4n—5

Megoldas. A dominéns tagot kiemelve, figyelve arra, hogy vn? = |n| = n,

\/n2—3n—\/n2+4n—5=m-(\/1—3/n2—\/1+4/n—5/n2>

700-0” alaku hatarértéket kapunk, azaz ez a moédszer most nem miikodik. Ebben az
esetben az eredeti kifejezést az elsé 1épésben "gyoktelenitjiik", majd az igy kapott

”

00
—7” tipusu feladatot a szokasos modon megoldjuk:
00

\/n2—3n—\/n2+4n—5

73 ¥ in—5
=(\/n2—3n—\/n2+4n—5)~‘/” Vit dn
V2 =3n+vn2+4n—5
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~ (n*=3n)—(n*+4n—-5) -mm+5
V2 =3n+vn2+4n—-5 Vn2—-3n++vVn2+4n->5

_on —-7+5/n
Vn2 \/1-3/n+/1+4/n—5/n2
—7+5/n -7 7

V1=3/n+/1+4/n—5/n? TVievio 2

(c) vn?2—=2n+3—n
Megoldas.
Vi 13
\/n2—2n—|—3—n:(\/n2—2n+3—n)~ r ntstn
vn?=2n+3+n
~ (n*=2n+43)—n?* —2n+3
vn?=2n+3+n Vn?—-2n+3+n
_n —2+3/n
vn? /1-2/n+3/n%>+1
—-2+3/n -2
= N J——
VI=2/n+3/n2+1  V1+1
d YL -1

vnd —nt+1
Megoldas. A szamlalo "oo — co” alaki.

VnZ—1-n=n- (\3/1/717 1/n3 — 1) =700 (—1)" = —o0
alapjan a tort 7 —7” alaku. Ezért
00

Vn?—1—-n  n  1/n—1/n3-1
vnd—nt+1  Vnt ¥1/n—1+1/n?
Yn—1/n? -1 1
_n1/5. /n /n 70 - 77200’

B /T/n—1+1/nt /1

mert

n n nd/5
51 45 o4/
n n n

/5
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5. Feladat. Hatarozzuk meg a kiovetkezs sorozatok hatarértékét.

(o) VA2
2-2%2

0
Megoldas. A hatarérték ” 6” tipust. Ilyenkor szorzatta alakitunk, majd egyszert-
sitiink. Az /2 = a helyettesités esetén /4 = a?, igy irhatjuk, hogy

{"/41—C/ﬁ_a2—a_a(a—1)_—a(l—a)_—a_—{’/ﬁ_) 1

2922 2-2a 2(1—-a) 201-a) 2 2 2"
V9 — /27
® 5y

Megoldas. Az {/3 = a helyettesités esetén /9 = a? és /27 = a® igy irhatjuk,
hogy

V9-327 a®*—d® d*(1—a) d*(1—a)  a
V3- 27 a—a3  a(l—a?) a(l—a)(l4+a) 1+4+a
V3 11

= — =—.
1+¥¢3 1+1 2
6. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét.

(a) VT —4n
Megoldas. ” §/00” alak. Az n-edik gyokjel alatti kifejezésbdl kiemelve a dominéns
tagot, majd az els§ szorzotényezst egyszertsitve kapjuk, hogy

Y —an = /(1 —dn ) = VT 1 —4an )T =7 31— (4)T)".

4 n
1—(= 1
<7> % 7

1 4\" 3
2<1—<7> <§, ha n elég nagy,

és ekkor a hatvanyfiiggvény monotonitiasa miatt

\/7 <{/l-1{z \/7 ha n elég nagy .

Mivel {/1/2 — 1 és {/3/2 — 1, ezért a renddrelv alapjan {/1 — (4/7)" 1,

vagyis az altalunk vizsgalt sorozat hatarértéke:

VT — A =71 — (4/T) - 7-1=7.

Mivel

igy
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(b) /nb +23n+2 3. 77
Megoldas.

Ynd 423042 _3.70 = Y/nd +4.8" —3.70 = {/8n(nB/8" + 4 — 3. 77 /8")
=8. {/n5/8n +4 -3 (7/8)".

Mivel

ha n elég nagy, akkor

n® "
3< —+4+4-3-| = <95,
i ()

V3 < {/n/8n +4-3-(7/8)" < V5.

De /3 — 1 és /5 — 1, igy a rendérelv szerint {/n5/8" +4—3-(7/8)" — 1,
vagyis az altalunk vizsgélt sorozat hatarértéke:

Ynb 42302 3. 70 =8. ¥/n5/8" + 4 -3 (7/8)" —+8-1=38.
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét.

n? —3n%+1 281 _ 4n 1— /25
(a) 4 3 (b) n+1l _ 22n (C) n n
V2n3 + 6n ) 3 +1 V25 — /5
B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét.

(a) n—+vn2+3 (b) n® — 22+l (C) VT — 5+ 2
3n+1 _ ’I’L5

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatéarértékét.

(@) n? 4 2n —n3 (b) VnZ—3n—/n2—2 (c) ¥/23n+l _pd _

5—3n —2n2

1
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A csoport megoldasa

(a)
n’ =3’ +1  n’ 1/n-3+1/m* o, 1/n—-3+1/n°
Vi ton Vmb YziemE Y2162
—>”oo~\:/—:%”:—oo,
ugyanis
nt o
&3 n3/4
(b)
231 _ 4n 8™ — 4" 8" 1—4m/8"

B3 41 5.5n—9n4+1 97 5.57/97 —141/9n

8\" 1—(4/8)" 1
- <9> 5-(5/9)" — 1+ (1/9)" —0 =0

(c) Az /5 = a helyettesités esetén /25 = a2, igy

1-¥25  1-a> (1-a)(1+a) —(a—1)(1+a) —(1+a)

V25— /5 a?—a  ala—1) ala —1) N a
_1+(‘/5_>_g__2
V5 1 '
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B csoport megoldasa

(a)

(= a3 VR (024
n++vn?2+3 n+vn?2+3

-3 -3 -3

— _>77 »” :777” :0.
n++vn2+3 00 + 00 00
(b)
n3_22n+1 n3_2.4n qn 77/3/4”—2
3t —pd  3.3"—nd 30 3—nd 3"
4\" n3/4n_2_>” _277
=z T/ 00 —" = —00.
3 3 —nb/3" 3
(c)
Y1 —pn 2= /T (1 =571 +2/7") =7 /1 — (5/T)" +2/7".
Mivel
1-(B/nH"+2/T" =1,
fgy
1/2<1—(5/7)"+2/7" < 3/2, han elég nagy,
ahonnan

Y/1/2 < {/1—(5/7)" +2/7" < {/3/2, han elég nagy.

Mivel {/1/2 =1 és {/3/2 — 1, a rend6relv miatt

Y1—(5/T)"+2/7" =1,

vagyis

Vi —5n 4 2=17- 31— (5/T)"+2/7" - 7-1=T7.
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C csoport megoldasa

(a)
n2+2n7n3_n73 1/n+2/n% -1
5—3n—2n2 n2 5/n%—3/n—2
_ 1/n+2/n2_1_>75 _177_
TS —3m—2 @ 3 T
(b)
2 2
(\/n273n7\/n272).\/n273n+\/n272: (n®* —3n) — (n* —2)
V2 =3n+vn2—2 Vn2—-3n++vn2-2
B -3n+2 _n —3+4+2/n
V2 =3n+vn2-2 Vn2 /1-3/n+/1-2/n?
B -3+2/n L3 3
V1=-3/n+y1-2/mn2  Vi+v1 2
(c)
Y23l —pd —1=%/2.8n —pt — 1
= {/8n(2 —nt/8" — 1/8") =8 {/2 —nt/8" — 1/8".
Mivel
2—nt/8" —1/8" — 2,
igy
1<2-n/8" —1/8" <3, han elég nagy,
ahonnan

V1< %/2-n4/8" —1/8" < /3, han elég nagy.
Mivel ¥/1 — 1 és /3 — 1, igy a rendérelv szerint

Y2 —ni/8n —1/8" — 1,

vagyis

/28t _1=8. 32 _ndjgn —1/8" +8-1=8.
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkez6 sorozatok hatéarértékét.

5n2 + 4
n2 4 2n

(a)

n—2n%—4
3n3 +1

2n2 —ns

n® —3nt+3n2 -7

(d) 2n% +1—n?
gnt —n3 +3n2 -4

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékeét.

(a) n—m d 3/n2 + md — 1
Vi —2n R ey e
(b) vVn® — 3n + 6n2 vn3 +2n2 -1
2n — n?2 (€) vn + 4nb
(© V2n? +5n — 2 ) n—+1+n3
c) ——— v
V14 8n2 vn?+2n3 -5
3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatéarértékét.
on _ 3n 3n — 22n
(@) & T (&) — 35—
(b> 4 .97 + 32n—1
2 4 Hntl ¢ 92n=3 _ 3
()n4—n3+4 ®) nd + 27
) L 0 T
3" —n2+3
qn — TL4 2271—3 —92.3n
) sm =7 ©)
2 +n—-1 m*+3-4

And +1—nt
2n5 +3n2 —n

()
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4. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét.

(a) VAn+1—+/3n—38 (d) vVnZ+n+4—+vn2+3
(b) vVn2 -3 —+vn2 -1 () n—+vn?—8n+3
(c) V3nZ+n—+3n2+4 (f) V3n2+4n+2—+vn2+3n—1

5. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékeét.

(@) V9 -3 (@) 333-3
Vo -1 V9 — /27
(b) v2- ¥ (e) Vi-1
V8- V1 V241
1-¥8
(€) —=——
Va—1
6. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét.
(a) V/23n — 3n (d) YRn —n 4 gn
(b) V3T —pi—2
(¢) Vn—m 32 () V¥ =5

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.
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3. Feladat megoldasa.

5. Feladat megoldasa.

(b) —1

N | =

(a)

6. Feladat megoldasa.

b
2v/3
3
(c) D)
(¢) 9
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4. ora

Sorozatok hatarértéke formalisan II.
Sorozatok monotonitasa, korlatossaga

Hazi feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatéarértékét.

(a) 3n+2\"
a
n —5
Megoldas. "a’"” alak, amelyben a kitevs hatarértéke oo, és az alap hatarértéke

3n+2 n 3+2/n 3+2/n 3 (_6)

8

= . = %
dn—-5 n 4-5/n 4-5/n 4

ami 1-nél kisebb pozitiv szam. Igy példaul

5 dn+2 7

8<4n—5<§7 ha n elég nagy,

és ekkor a hatvanyfiiggvény tulajdonsaga miatt
§ n B In + 2 n B z n
8 dn —5 8)

5 n n
Mivel 3 — 0és (8> — 0, igy a renddrelv szerint az altalunk vizsgalt sorozat

3n+2 n%()
dn —5 '

hatéarértéke is 0, vagyis

(b) m + 7 5—2n
3n—1

Megoldas. "a’"” alak. A kitevs, 5 — 2n hatéarértéke —oo, ezért a hatvanyozas azo-

nossagai alapjan atirjuk az

2+ 7\ (30— 1\"°
3n—1 S\ 2n+7

40



alakra, igy az uj kitevs hatarértéke oco. Az 0j alap hatarértéke

m+7 n 2+7/m 2+7/m 2 \_ 4

ami 1-nél nagyobb szam. Ezért

3n—1_n 3-1/n 3-1/n 3 (_6)

-1 5
— a n eleg na,
m+7 4’ & nagy,

In—1 2n—>5 N 5 2n—>5
2n+7 4 ’

n 2n—>5
)
Mivel (4> — 00, ezért barmely részsorozatanak, specialisan <)

és igy

—nek is co
a hatarértéke. Igy az altalunk vizsgalt sorozat hatarértéke is oo, azaz

2n + 7 5_2"_>
3n—1 oo

3n+4 nt3
(c)
In+2
Megoldas. A kitev hatarértéke oo, az alap hatarértéke

3n+4 n 3+4/n  34+4/n

= —. = —
In+2 n 3+2/n 3+2/n ’

pontosan 1. Ekkor az

<1 + h(ln))h(n) —e, h(n)— +oo

nevezetes hatarérték segitségével oldjuk meg a feladatot. Az alapot a kovetkezd
alakra hozzuk:

n+4 3In+2+2 2
3n+2  3n+2 3n+2
3nt2 Fgs
1 1 2
=1+ 3nt2 l(lJr 3n+2> ] :
2 2
Ugyanis ekkor
2
h(n):3n2Jr 00
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miatt a szogletes zardjelben levd kifejezés hatarértéke

3n+2

1 pl
(1 + 3n+2> — €.
2
2 .(n+3)

= (14—
<3n—|—2> ( +3n;2) ]

és mert a kiils6 kitevs hatarértéke

2n+6 n 24+6/n 24+6/n
(n+3)= =—- = —
3In+2 n 3+2/n 3+2/n

Tehat

3n+2.

kapjuk, hogy az altalunk vizsgalt sorozat hatarértéke e/, vagyis

n+3
(3”13) — 23,
n

o2n —5\""
d
(@) <2n + 3>
Megoldas. A kitevs hatarértéke oo, az alap hatarértéke

2n—5 n 2—-5/n

=—- —1.
2n+3 n 2+4+3/n

on — 5\ m+3-8\" —8 \*
2n+ 3 2n + 3 2n+3

2n+3 %'4'0
1 —8
<1 + 2n+3

-8

Ekkor

A szogletes zarojelben levs kifejezés hatarértéke e, hiszen

2 3
h(n) = nt — —00.
-8
A kiils6 kitevs hatarértéke
-8 —32n n —32 32
A4n = =— —— 5 —— =-16.
m+3 ' 2m+3 n 2+3/n 2

Igy az altalunk vizsgalt sorozat hatarértéke e=16.
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2. Feladat. Monotonités és korlatossag szempontjabol vizsgéaljuk a kdvetkezs so-
rozatokat. Készitsiink abrat, majd adjuk meg inf a,, és sup a,, értékeket is.

5—n
2n —5

(a) an =
Megoldas.

MONOTONITAS.

5—(n+1) 5—n 4—n 5—n
2n+1)—5 2n—-5 2n—-3 2n-5
_ (4—n)2n—-5)—(5—n)(2n —3)
(2n —3)(2n —5)
(8n — 20 — 2n% + 5n) — (10n — 15 — 2n? + 3n)
(2n+3)(2n+1)

Ap41 — Gn =

5
@n-3)2n_5) ~ 0 W=

hiszen a szamlaloé negativ, a nevez6ben 2n — 3 > 0, ha n > 1 illetve 2n — 5 > 0, ha
n > 2. Tehat

Gpt1 —Gp <0, ha n>2,

azZaz

Gpt1 < Gp, ha n>2]

vagyis n > 2 esetén a sorozat monoton csokkend.

KORLATOSSAG.
5-n n 5/n—1 1

-5 n 2-5/n 2’

azaz a sorozat konvergens, igy korlatos.
1
Mindezek alapjan a sorozat az = 2-t6l kezdve monoton csckken —ifig. Tovabba

as el6tt véges sok (kettd) elem van, ezeket ki kell szamolnunk:
4
alz—g, a2:—3.

igy min a,, = inf a,, = —3 és maxa, = supa, = 2.
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e A3

1 _ 2% % % e e 6 e 0 e e 0_
2
e (1
o 2
1+ n?
b) a, = ——
(b) a 5—2n
Megoldas.
MONOTONITAS.
I+n+1)%2 1+4+n®> n?+2n+2 1+n?
Ap4+1 — Qp = = -

5-2(n+1) 5—2n  3—2n 5—2n

(n? +2n +2)(5 —2n) — (1 +n?)(3 — 2n)
N (3 —2n)(5 —2n)

(5n% — 2n3 + 10n — 4n? + 10 — 4n) — (3 — 2n + 3n2 — 2n3)
(3—2n)(5—2n)

-2+ 8n+7
B_20)(5_2n) ~ 0 o h

ugyanis a nevezében 3—2n < 0, han > 1illetve 5—2n < 0, han > 2, a szamlaloban
—2n2 +8n+7=—2n(n—4)+7 <0, han > 4. Azaz a sorozat monoton csékkeng,
han > 4.

KORLATOSSAG.
1+n2 n? 1/n%+1 1/m?2+1 .
= —t— =N — — Q- — = —00
5-2n n  5/n—2 5/n—2 -2

miatt a sorozat alulrél nem korlatos, igy minimuma, infimuma sincs.
Az els6 6t elem

2 17 26
a2 = 5) asz = _103 a4y = ——F, A5 =

“=y 3 "5

és ezt kovetGen a sorozat monoton csokkend, ezért a sorozat felilr§l korlatos,
max a, = sup a, = b.
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o (o

n2-—5
3n—4

(c) an =
Megoldas.

MONOTONITAS.

(mn+1)?2-5 n>-5 n?’+2n—-4 n?-5
Up41 — Gp = =

3n+1)—4 3n—4 3n—1  3n—4
(n?+2n—4)(3n—4) — (n> -=5)(3n - 1)

- (Bn—1)(3n—4)

3n? —bn+11

Gn-D@Bn_4) 0 "= h

ugyanis 3n—1 > 0, minden n-re, illetve 3n—4 > 0, han > 1, tovabba 3n%2—5n+11 =
n(3n —5) + 11 > 0, minden n esetén. Azaz a sorozat monoton névs, ha n > 1.

KORLATOSSAG.

n?—5 n? 1-5/n? 1-5/n* 1
=—- =n- — 70027 =00

3n—4 n 3—4/n 3—4/n 3

alapjan kapjuk, hogy a sorozat feliilr6l nem korlatos, igy maximuma, szuprémuma
sincs.

Tovabbé a1 = 4, as = —1/2, és ezt kdvetGen monoton n6évs, ezért a sorozat alulrol
korlatos, mina,, = infa,, = —1/2.
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as
3
d) ap= 2~
3n+1
Megoldas.
MONOTONITAS.
(n+1)—3 n-3 n—2 n—3
Ap+1 — Ap = - - -
3m+1)+1 3n+1 3n+4 3n+1
_ (m=2)Bn+1)—(n—3)(3n+4)
B (3n+4)(3n + 1)
_ Bn?—6n+n—2)—(3n?—9In—+4n—12) 10 ~0
N (3n+4)(3n+1) C (Bn+4)(Bn+1) ’
minden n-re, azaz a sorozat monoton névé és igy mina, = infa, = a3 = —1/2.
KORLATOSSAG.

n—3 n 1-3/n 1-3/n 1

= — f— %7
3In+1 =n 3+1/n 3+1/n " 3°

azaz a sorozat konvergens, igy korlatos, de a monotonitasa miatt maximuma nincs,
szuprémuma pedig a hatarértéke, sup a,, = lima,, = 1/3.
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Kvizek

A csoport
3_9n 2n+3
1. Feladat. Hatéarozzuk meg a (5 5 ) sorozat hatarértékeét.
—2n
: : o n®—3
2. Feladat. Monotonitéas és korlatossag szempontjabol vizsgaljuk az a,, = Il
n
sorozatot. Adjuk meg inf a,, és sup a,, értékeket is.
B csoport
5n— 1\
1. Feladat. Hatarozzuk meg az sorozat hatarértékét.
4n 46
n?—1
2. Feladat. Monotonitas és korlatossag szempontjabol vizsgaljuk az a,, = 1 on
—2n
sorozatot. Adjuk meg inf a,, és sup a,, értékeket is.
C csoport
dn — 1 2n+1
1. Feladat. Hatarozzuk meg a (3 2) sorozat hatarértékeét.
n—
2. Feladat. Monotonités és korlatossag szempontjabol vizsgaljuk az a,, = y—
n —

sorozatot. Adjuk meg inf a,, és sup a,, értékeket is.
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A csoport megoldasa

1. A kitevs, 2n + 3 hatarértéke oo, az alap hatarértéke

3—2n  3/n—2
5—2n  5/n—2

Ekkor

2n+3
3 o 2n 2n+3 B 5 o 2n _ 2 2n+3 B 1 N 72 2n+3 B 1 N 1
5—2n S\ 5-2n B 5—2n B 5=2n

5—2n- == (2n+3)
p)

1\
<1+5—2n> *)62,
=

mert a szogletes zarojelben levs kifejezés hatarértéke e, a kiilss kitevd hatarértéke

-2 —4n—-6 —4—-6/n
(2n+3) = =
5—2n (2n+3) 5—2n 5/n—2

(n+1)?-3 n*-3 n*+2n—2 n®-3
3n+1)+1 3n+1  3n+4  3n+1
(n?+2n—2)(3n+1) — (n? — 3)(3n + 4)
Bn+4)(3n+1)
(3n3 +n? +6n2 +2n — 6n —2) — (3n3 + 4n? — 9n — 12)
(Bn+4)(3n+1)

Ap+1 — Qp =

3n? +5n+ 10 . _
= > 0, minden n-re, azaz a sorozat monoton néveé.
Bn+4)(3n+1)

Ezért alulrol korlatos, és igy inf a, = a1 = —2/4 = —1/2. Ugyanakkor

n273_n72 1-3/n? 1—3/n2_>” 1,
3ntl1 n 3+1/m " 3+1i/m '3 ° %

miatt a sorozat feliilr6l nem korlatos, igy szuprémuma nincs.
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B csoport megoldasa

1. A kitevs, 1 — 2n hatarértéke —oo, ezért
sn—1\'7*"  [an 46\
dn+6 S \Bn-—1 '
Az 1j alap hatarértéke

dn+6 n 446/n 4—|—6/n_>4( 8)
5 3

5n—1 n 5—1/n 5—1/n

~ 10

ami 1-nél kisebb pozitiv szam. Igy példaul

l<4n+6<g
10 H5n—1 10’

l 2"_1< 4n +6 271_1< 3 o ha n elég na,
10 5n—1 10 : & nagy.

7 2n—1 7 n 9 2n—1
Mivel (10> — 0, hiszen (10) -nek részsorozata, <10> — 0, hiszen

9 n 4 6 2n—1
<10> —nek részsorozata, igy a rendérelv szerint (5n + > — 0.

ha n elég nagy,

n—1
2.
_(n4+1)2-1 n*-1 n’42n 1+n?
S 1-2(n+1) 1-2n —-1-2n 1-2n

(n? 4+ 2n)(1 —2n) — (n? — 1)(—1 — 2n)

(=1 —=2n)(1—2n)
(n? —2n% +2n — 4n?) — (—n? — 2n® + 1 + 2n)
(=1—=2n)(1—2n)
—2n? —1

S Cioonyi—zn <%

Gp41 — an

jol lathat6an minden n—re, azaz a sorozat monoton csékkend. Ezért feliilrél korlatos,
és igy supa, = a; = 0. Ugyanakkor
n*—1 n? 1-1/n? 1—1/n? 1

= —. =n — 700 —" = —00,
1-2n n 1/n-—2 1/n—2 -2

miatt a sorozat alulrél nem korlatos, igy infimuma nincs.
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C csoport megoldasa

1. A kitevs hatarértéke co. Az alap hatarértéke

n—1 n 4-1/n 4-1/n 4 ( 8>
%g - B

3n—2 n 3-2/n 3-2/n

6

ami 1-nél nagyobb szam. Ezért példaul

dn — 1 o 7 L y
_2" 6’ a n elég nagy,
és igy
Ap — 1\ 21 N 7\ 2nl . y
pTe— 5 , han elég nagy.
7 2n+1 7 n 4 1 2n+1
Mivel | = — 00, hiszen | — | —nek részsorozata, igy " — Q0.
6 6 3n—2
2.
5(n+1) 5n 5n+5 5n
Up+1 — Gp = =

An+1)—9 4n—9 4dn—-5 4n—9
_ (5n+5)(4n—9) —5n(4n —5)  (20n? — 45n + 20n — 45) — 20n? + 25n
N (4n — 5)(4n — 9) N (4n — 5)(4n — 9)
—45
(4n — 5)(4n — 9)

<0, ha n>2,

ugyanis 4n —5 >0, han > 1,4n—9 > 0, ha n > 2, azaz a,, monoton csdkkend, ha

n > 2.
5n n 5

-9 n 4-9/n 4’

azaz a sorozat konvergens, igy korldtos is.

Tehat a sorozat ag = — = 5 —t6l kezdve monoton csokken 5/4-ig.

5 10

a; = 5= -1, as = == —10 szerint inf a,, = —10 és supa,, = 5.
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs sorozatok hatarértékét.

w ()

5n — 7 3n+4
(b) <4n + 3)

2. Feladat.

o (353)
o ()

Monotonitas és korlatossag szempontjabol vizsgaljuk a kovetkezs
sorozatokat. Adjuk meg inf a,, és sup a,, értékeket is.

@ (353

o ( 52‘3’;)%

) 5—3n

n+1 2—n 1 —n2
n — d n — =
(@) an =5 —= (d) an =237 (8) an =5 —
4—n n?+1 1—2n?
b n — n — =
() an =275 () an =375 ) an =55,
3n+1 n? 3n? +1
= f = —-— 1 =
(©) e =75, ® an =775, (0 on — 3
Gyakorlé feladatok megoldasa
1. Feladat megoldasa.
(a) e (b) oo (c) oo (d) 0 (e) e (f) 0
2. Feladat megoldasa.
(a) csokkend, ha n > 3, korlatos, inf a, = —4 és supa, =5
(b) csokkend, korlatos, infa,, = —1 és supa, =1
(¢) no6vs, ha n > 3, korlatos, inf a,, = —13 és supa,, = 10
(d) novs, ha n > 1, korlatos, inf a,, =0 és supa, = 1/2
(e) novs, han > 2, alulrol korlatos, inf a,, = —2, feliilrl nem korlatos, ezért sup a,,

nem létezik

o1



(f) csokkend, ha n > 4, alulrél nem korlatos, ezért inf a, nem létezik, feliilrsl
korlatos, sup a,, = 4

(g) csokkend, ha n > 2, alulrol nem korlatos, ezért inf a,, nem létezik, feliilrsl
korlatos, sup a,, = 0

(h) név6, han > 3, alulrol korlatos, inf a,, = —7, feliilr6l nem korlatos, ezért sup a,,
nem létezik

(i) n6v6, han > 2, alulrol korlatos, inf a,, = —4, feliilrsl nem korlatos, ezért sup a,,
nem létezik
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5. ora

Rekurziv sorozatok, linearis
fiuggvénytranszformacio

Hazi feladatok

1. Feladat. A tanult moédon vizsgaljuk az alabbi rekurziv sorozatokat (monotoni-
tas, korlatossag vizsgalata, hatarérték megadasa):
(a) a1 =3, 6a,=a2_,+8 (n>1)

Megoldas.
1. LEPES: Tegyiik fel, hogy az a, sorozat konvergens és hatarértéke A, azaz

lim a, = A. Ekkor a hatarértékre vonatkozo miiveleti szabalyok alapjan
n—oo

6a, —6A é a’_ | +8— A*+8

vagyis
64 =A% +38,

ahonnan A% —6A +8 = 0. Ezt megoldva azt kapjuk, hogy a hatarérték vagy A = 2
vagy A = 4 lehet.

o A=4

ai
o A=2

2. LEPES: Vizsgaljuk a sorozat monotonitasat.
ai+8 3248 17

18
Ha a; = 3, akkor as = < ay = —, azaz azt sejtjiik, hogy a

sorozat monoton csokkend. Bizonyitsuk ezt n-szerinti teljes indukciéval:
(i) n =1 esetén kiszamoltuk, hogy a; > as.
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(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz a,, > an4+1 teljesiil. Ekkor
ellenérizve, hogy a,, > 0, kapjuk, hogy

Ap > Ap41
2 2
a,, > Qi1

az +8>a’,, +8

a2 +8 - aZz, +8
6 6 ’
azaz
Any1 > Apy2 -

(iii) Tehat megmutattuk, hogy az allitas igaz (n + 1)-re, igy az allitas igaz
minden n-re.

Azaz a sorozat monoton csokkend. Igy a; = 3 miatt a hatarérték nem lehet 4.

®A=14

3. LEPES: Vizsgaljuk a sorozat korlatossagat.
Mivel a; = 3, a sorozat csokkend és a lehetséges hatarértékek A = 2, ezért azt
szeretnénk belatni, hogy 2 < a,, < 3. Ezt is teljes indukciéval bizonyitjuk:
(i) n =1 esetén természetesen 2 < a; < 3.
(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éallitas, azaz 2 < a, < 3 teljesiil. Ekkor
figyelembe véve, hogy a,, > 0, kapjuk, hogy
2<ap, <3

4<a,21§9
12<a2+8<17
2
an+8 17 _18 _

2< —
-6 6

3,

azaz
2 < ap+1 < 3.
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(iii) Igy igazoltuk, hogy az allitas teljesiil (n + 1)-re, tehat az allitas igaz
minden n-re.

Ezért a sorozat korlatos.

4. LEPES: Osszefoglalva:
A sorozat monoton és korlatos, igy konvergens és a fentiek alapjan lim a, = 2.
n—o0

(b) a1 =17/9, an, =+ban_1—6 (n>1)
Megoldas.

1. LEPES: Tegyiik fel, hogy az a, sorozat konvergens és hatarértéke A, azaz
lim a, = A. Ekkor feltéve, hogy 5a,, —6 > 0

n—oo

V5a,-1—6—V5A—-6 ésigy A=+V5A-6,

vagyis
A% =5A4-6,

ahonnan A2 —5A4 + 6 = 0. Tehat a hatarérték vagy A = 2 vagy A = 3 lehet.

17/9 | 0 A=2

ai

2. LEPES: Vizsgaljuk a sorozat monotonitasat.

Ekkor
_ 17 289 s T o /3L 279
M= TR 2T 9 "" Vo V=
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alapjan azt sejtjiik, hogy a sorozat monoton csokkend. Bizonyitsuk ezt n-szerinti
teljes indukcioval:

(i) Amint azt lattuk, n = 1 esetén az allitas igaz, a1 > as.
(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz a,, > an4+1 teljesiil. Ekkor
feltéve, hogy 5a,, —6 >0
ap > Qi1
9y > dp41
54y —6 > danpy1 — 6

V5a, —6 > \/ba,11 — 6,

azaz
Ap+1 > Ap42 -

(iii) Tehat megmutattuk, hogy az allitas igaz (n + 1)-te, igy az allitas igaz
minden n-re.

Azaz a sorozat monoton csékkend. Igy a; = 17/9 miatt a hatarérték nem lehet sem
3, sem 2, azaz a sorozat nem lehet konvergens.

17/9:7(7. 7777777777777777777777 ®A:2

MEGJEGYZES: Az 5a,, — 6 > 0 feltétel n = 8 esetén méar nem teljesiil, azaz a,, mér
nem definialt n > 9-re.

. 6a,_1+5

© ar=3, ay= R s )

Megoldas.
1. LEPES: Tegyiik fel, hogy lim a, = A. Ekkor
n—oo

6an—1+5 6A+5

A#£ =2
an71+2 — A+2 ( 7é )7
vagyis
A
A=OATS 2 o4 6ats,
A+2
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tehat vagy A = —1 vagy A = 5. De a képzési szabaly miatt a,, > 0, igy a hatarérték

csak A = 5 lehet.

cA=5
31 e
ai
QR A=-1
2. LEPES: Monotonitas.
Mivel a; = 3, igy
6a; + 5 6-3+5 23> 15
ao = = = — a1 = —
2T a2 342 5 7T 50

ezért azt sejtjiik, hogy a sorozat monoton névs. Bizonyitsuk ezt teljes indukcioval.

Ehhez irjuk a,-t a kévetkezs alakba:

_ Gan1 5 6an1+2) T 7

fn = an71+2 B a/nfl'f'2 CLnfl'i_2.

(i) n =1 esetén ellendriztiik, hogy a; < as.

(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz a,, < an4+1 teljesiil. Ekkor

an, > 0 alapjan kapjuk, hogy

ap < Gpt1
an +2<ap+1+2
1 1
an + 2 >an+1+2
7 7 - 7
an + 2 An+1 + 2
7 7

<6— ——,
an + 2 Gn+1 + 2

azaz

An41 < An42 -
(iii) Tehat megmutattuk, hogy az allitas igaz (n + 1)-re.

Ezért a sorozat monoton nova.
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3. LEPES: Korlatossag.
Mivel aq = 3, a sorozat nové és a hatarérték csak A = 5 lehet, ezért azt szeretnénk
belatni, hogy 3 < a,, < 5. Teljes indukcioval kapjuk, hogy:

(i) n =1 esetén természetesen 3 < aj < 5.

(ii) Tegyiik fel, hogy n-re igaz az éallitas, azaz 3 < a,, < 5 teljesiil. Ekkor,
figyelembe véve, hogy a,, > 0, kapjuk, hogy

3< an, <5
5 < an + 2 <7
1 S 1 - 1
57 an +2 7

T < - ! < -1
5~ an + 2

23 7

3< —< — <5, tehat
5 ay + 2
3 S Ap+1 <5H.
(iii) Azaz bizonyitottuk (n + 1)-re.
Tehat a sorozat korlatos.
————— . 0 @ @ — — — — - — -~~~ ——— o A=5

4. LEPES: Osszefoglalva:
Monoton, korlatos sorozat konvergens. Igy lim a, = 5.
n—oo
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2. Feladat. Linearis fiiggvénytranszforméciok segitségével abrazoljuk az alabbi
fliggvényeket:

(a) fla)=2el/"71

Megoldas. Bonyolultabb fiiggvénytranszformacioé eredménye megkaphato tobb egy-
szer( transzformacio egymaés utani végrehajtasaval. Az egyes lépésekhez tartozo ab-
rakon jol lathato, hogy az adott lineéaris transzformacioé hogyan mozgatja a fiiggvény
grafikonjat. Ezért egy d4braba mindig csak egy transzformécios lépést rajzolunk, to-
vabba jelezziik a mozgas iranyat is.

Az alapfiiggvény: fo(x) =e®.

Egy lehetséges lépéssorozat példaul a kovetkezs:

1. LEPES: fo(z — 1) =e*~ !t = fi(z)

1+

2. LEPES: fi(z/5) = /971 = fy(x)

-

3. LEPES: 2f5(2x) = 2e(*/5) -1 = f(x)
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) fa) = -

Megoldas. Az alapfiiggvény: fo(z) = /.

Egy lehetséges 1épéssorozat:

1. LEPES: fo(z +1) =V + 1= fi(x)

/]

2. LEPES: f1(22) = V2x + 1 = fo(x)
V2 +1
/ va+1

-1 _1
2

3. LEPES: fo(—z) = =22+ 1 = f3(x)

V2xr+1

7N

—V2x+1
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4. LEPES: f3(z)/3 =

(c) f(z) =1+ logy(2 — 3z)
Megoldas. Alapfiiggvény: fo(x) = log, x
Egy lehetséges 1épéssorozat:

1. LEPES: fo(z +2) =logy(z +2) = fi(x)

logy(x + 2

|
%2 71 1
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2. LEPES: f1(3z) = logy(3z + 2) = fa(x)

I — | -

log, (32 + 2)

log, (2 + 2)

3. LEPES: fo(—z) =logy(—3x +2) = f3(x)

<

log,(—3x + 2)

log,(3x + 2)

4. LEPES: f3(z) + 1 =1logy(—3z+2)+ 1= f(z)

1+ logy(—3z + 2)

logy(—3x + 2)
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Kvizek

A csoport

Feladat. A tanult médon vizsgiljuk az

a1 =6, ap=+/Tan_1—10 (n>1)

rekurziv sorozatot (monotonitas, korlatossag vizsgéalata, hatarérték megadasa).

B csoport

1. Feladat. Monotonitéis szempontjabol vizsgéaljuk az

_ 3a,_1+2

>1
ap—1+ 2 (n )

ar =3, ap

rekurziv sorozatot.

2. Feladat. Az fy(z) = lnx alapfiiggvénybdl kiindulva linearis fiiggvénytranszfor-

méaciok segitségével abrazoljuk az f(z) = In (1 — %) fliggvényt.

C csoport

1. Feladat. Korlatossag szempontjabol vizsgaljuk az
ay =2, 4dap,=a>_,+3 (n>1)
rekurziv sorozatot.

2. Feladat. Az fy(x) = e® alapfiiggvénybdl kiindulva linearis fliggvénytranszfor-
maciok segitségével Abrazoljuk az f(z) = —e?*73 fliggvényt.
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A csoport megoldasa

1. LEPES: Tegyiik fel, hogy lim a, = A. Ekkor feltéve, hogy 7a, — 10 > 0
n—oo

A=+V74A-10
A2 =TA—-10

0=A%2-7A+10

T+V49-40 743
2 o2

2. LEPES: Monotonités.
(i) n=1esetén ag =+/7-6 — 10 = /32, a1 =6 = /36, azaz a; > as.
(ii) Tegyiik fel, hogy a,, > an+1 teljesiil. Ekkor, feltéve, hogy 7a,, — 10 > 0

Ai o tehat vagy A =5 vagy A =2.

Qp > Qi1
Tan > Tap41
Tap, —10 > Ta,4+1 — 10
V7a, — 10 > \/7an+1 — 10, azaz

Ap4+1 > p42 -

(iii) Bizonyitottuk (n + 1)-re, tehat a sorozat monoton cstkkend.

3. LEPES: Korlatosséag.

Mivel a; = 6, a sorozat csokkend és a hatarérték vagy A = 5 vagy A = 2 lehet,

ezért teljes indukcioval megmutatjuk, hogy 5 < a,, < 6.

(i) n =1 esetén természetesen 5 < a,, < 6.

(ii) Tegyiik fel, hogy 5 < a,, < 6 teljestil. Feltéve, hogy 7a,, — 10 > 0 kapjuk, hogy

5 < an <6
35 < Tan <42
25 < Ta, — 10 <32
5=V25< Ta,1 —10 <V32<V36=6, azaz

5 < Ayt <6

(iii) Bizonyitottuk (n + 1)-re, azaz a sorozat korlatos.
4. LEPES: Osszefoglalva:

Monoton, korlatos sorozat konvergens, és 5 < a, < 6 miatt lim a, = 5.
n—oo
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B csoport megoldasa

1. Mivel aq = 3, igy

CBai+2  3-3+2 11

) 15
as = = = — ay = —, sejtes: Cso €no.
2T m+2 342 5 @ )

Teljes indukciéval bizonyitunk.

3ap_1+2 3(an-1+2)—4 3 4 lania
— — = — alapjan
Gp—1+ 2 ap—1+ 2 ap—1+ 2 PJ

Qn

(i) n =1 esetén ellendriztiik, hogy a; > as.
(ii) Tegyiik fel, hogy a, > an41 teljesiil. Ekkor a, > 0 alapjan kapjuk, hogy

Ay > Qptq
an + 2 > Ap+1 + 2
1 < 1
ay + 2 an4+1+ 2
4 4
J— >7
an+2 an+1—|—2
4

>3—7, azaz
a7l+2 an+1+2

Ont1 > A2 -

(iii) Igy az allitas igaz (n + 1)-re, azaz a sorozat monoton csokkend.

2. Alapfiiggvény: fo(x) = Inz. Egy lehetséges lépéssorozat:

1. LEPES: 2. LEPES: 3. LEPES:
folx+1) =In(z +1) fi(=z) =In(—z+1) fo(x/3) =In(—z/3+ 1)
= filx) = folx) = f(x)
In(z + 1) ' ln(—:n-l)k —
e In(—z+1) ; In(z +1)

‘
a1 1 1 11
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C csoport megoldasa

1. Tegyiik fel, hogy lim a, = A. Ekkor
n—oo

4A = A% +3
0=A2—-44+3

4+/16—12 4+2
2 o2

Ao = tehat vagy A =3 vagy A=1.

Korlatossag. Mivel a; = 2, és a lehetséges hatarértékek vagy A = 3 vagy A = 1,
ezért teljes indukcioval igazoljuk, hogy 1 < a, < 3.

(i) n =1 esetén természetesen 1 < ay < 3.

(ii) Tegyiik fel, hogy 1 < a, < 3 teljesiil. Ekkor

1< an <3
1< a? <9
4< aZ+3 <12
az+3
4
1< apgr <3.

1< <3, azaz

(iii) Bizonyitottuk (n + 1)-re, azaz a sorozat korlatos.

2. Alapfiiggvény: fo(x) = e*. Egy lehetséges lépéssorozat:

1. LEPES: 2. LEPES: 3. LEPES:
fo(a;‘ — 3) — %3 fl(2x) — o223 1. f2 .23) — _e22-3
= fi(x) = fa() = f(=)
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. A tanult modon vizsgaljuk az alabbi rekurziv sorozatokat (monotoni-
tas, korlatossag vizsgalata, hatarérték megadésa):

(a) a1 =1, ap=+ap-1+2 (n>1)
(b) a1 =3, an=+van-1+2 (n>1)
(¢) a1 =6, an=+6ap_1—5 (n>1)
(d) a1 =4, a,=+06a,_1 -5 (n>1)

)
(e) ay =1, 6a,=a%2_;+8 (n>1)
(f) a1 =5, 6a,=a2_1+8 (n>1)
(8) a1 =5, Tap=a2_,+6 (n>1)

6a,_1+5

(h) ay , Gy o 12 (n>1)
: 6an71 + )
(i) a1 , a o 12 (n>1)

2. Feladat. Linearis fiiggvénytranszforméciok segitségével abrazoljuk az alabbi
fliggvényeket:

(a) f(z) = cos(2z + T) © fla)=] (2?: )
7 =3/ +1 () f(x) =~

(c) f(z)=—sin(3 +m) (g) flz) =In(1+2z)+1

(d) f(z) =2e'"" (h) f(x) =log,/y(4 — 3x)
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Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) 1 <a, <2, n6v6, lim a, =2
n—oo

(b) 2 < a, <3, cs6kkens, lim a, =2
n—oo

(¢) 5 < an <6, csokkend, lim a, =5

n— oo
(d) 4 <a, <5, nov6, lim a, =5
n—oo
(e) 1 <a, <2, n6v6, lim a, =2
n—oo
(f) 5 < apn, n6vs, lim a, nem létezik
n—oo
(g) 1< a, <5, csokkens, lim a, =1
n—oo
(h) 5 < a, <6, csokkens, lim a, =5
n—oo
(i) 4 <a, <5, n6v6, lim a, =5
n—oo
2. Feladat megoldasa.

(a) Alapfiiggvény: fo(z) = cosz

Egy lehetséges 1épéssorozat: cosz  cos(2z+ %)
1. LEPES: fo(z + 5) = cos(z + §) =

fo AV AR

2. LEPES: f1(2z) = cos(2z+3) = f(x)

(b) Alapfiiggvény: fo(z) = vz

Egy lehetséges 1épéssorozat:

1. LEPES: fo(z+1) =vVa+1= fi(z)
2. LEPES: f1(%) = /2 + 1= fa(z)

2. LEPES: 3fa(x) =3 - /5 +1= f(x)
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Alapfiiggvény: fo(x) =sinz

Egy lehetséges lépéssorozat:
1. LEPES: fo(x + m) = sin(x + 7)

fi(z)

2. LEPES: fi1(5) =sin(§ +7) = fo(x)

3. LEPES: —fo(z) = —sin(% + )

f(=)

x

Alapfiiggvény: fo(x) = e*.

Egy lehetséges 1épéssorozat:

1. LEPES: fo(z +1) = et = fi(x)
2. LEPES: fi(—z) = e T = fo(x)

3. LEPES: 2 - fo(z) = 2¢72F! = f(x)

Alapfiiggvény: fo(x) =Inz.
Egy lehetséges 1épéssorozat:
2. LEPES: fi(—z) = In(—z + 2)

fa(z)
fo(x)  In(—z+2)

3. LEPES: 5 = = f(x

3

Alapfiiggvény: fo(z) = e”.

Egy lehetséges 1épéssorozat:

1. LEPES: fo(z —1) = e ! = fi(2)
2. LEPES: f1(3z) = 37! = fo(x)
3. LEPES: —fo(x) = —e3* 71 = f(x)

sinx

—sin(§ + )

In(—2+2)
3

1. LEPES: fo(z+2) = In(z+2) = fi(x) f

\

)

/

69



(2)

70

Alapfiiggvény: fo(x) = Inz.

Egy lehetséges lépéssorozat:

1. LEPES: fo(z+1) = In(z+1) = fi(x)
2. LEPES: f1(22) = In(2z+1) = fo(
3. LEPES: fo(z)+1=In(2z+1)+1 =
f(x)

Alapfiiggvény: fo(z) = log; o z.

Egy lehetséges lépéssorozat:

L. LEPES: fo(z +4) = logy)o(x +4) =
fi(z)

2. LEPES: f1(3z) = log »(3x +4) =
fa(2)

3. LEPES: fo(—z) = logy jo(—3z+4) =
f(=)

In(2z +1)4+1

nl=

—

log, /»(4 — 3z)

43
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6. Ora

Fliggvényhatarérték

Hazi feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs hatéarértékeket.

. T — 223
(a) Jim ==

Megoldas. Végtelenben vett hatarérték. Ilyenkor a sorozatoknél tanultak szerint
oldjuk meg a feladatot.

00
Ez egy ” —7 tipust hatarérték. A szamlalo és a nevezd dominéns tagjat kiemelve,
00

az elsd szorzotényezdt egyszertisitve kapjuk, hogy

I r — 23 .oz 1?2 I a2 -2 | =2
im =lim - - 4t——=lmz-+———="00-—" = —00.
z=00 54 22 500 22 5/x2+1 T—00 5/x2+1 1

x — 223

NUFLL S )
Megoldas. Minusz végtelenben vett hatarérték. Mivel a feladatban nincs négy-

b2

o)
zetgyokos kifejezés, ezért itt is a sorozatoknél tanult modszerrel dolgozunk. ” —
00

tipus.
i z — 22° i 23 1/z? —2 i 1/z? =2 -2,
im = lim — *—-—= lim z--5——="—00-—" =00.
z—o-00 54122 ao-ccx? 5/224+1 wo-co 5/z241 1
(¢) lim (1 +z+V x2)
T—r—00
Megoldas. Minusz végtelenben vett hatarérték. ” — oo + 00” alak. A tanult moédon
. 3 . 1 1
lim (1+:1:+Vx2) = lim z(-4+14+—=]="—-0-1"=—-0.
T——00 T——00 €T \3/5
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(d) lim (x4 va?+2z—5)
o)

T——
Megoldas. Minusz végtelenben vett hatarérték. ” —oo+o00” alak. Mivel a feladatban
van négyzetgyokos kifejezés, ezért célszert az x = —y helyettesitéssel visszavezetni
a feladatot +oo—ben vett hatarértékre (u. is Va2 = |x|):

lim (z+ V22422 —5) = lim 0 (—y + V(=y)2+2(-y) —5)

r—r—00

= hm —y+ Y2 -2y —

VE-2
= lim (\/y2 -2y —5— i y—5+y
yee VP =2y —5+y

y?—2y—5—y° —2y—5
= lim = lim
y—roe \/y —2y—5+y v \yP-2y—-5+y
_ —2-5/y
yﬁoo Vi1 —=2/y—5/y? +1
—2-5/y -2

= = —1,
yﬁoow/l—2/y 5/y% 4+ 1 RV
ugyanis y — 0o, ezért y > 0, tehat /y2 = |y| = .

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kiovetkezd hatarértékeket.

2—x
(a) i1—>mz 4+ 22
Megoldas. Végesben vett hatarérték. A "hely" behelyettesitésével megallapitjuk a
hatarérték tipusat.

Esetiinkben x helyére 2-t frva elvegezhets miveletet kapunk, igy ez lesz a hatarér-
ték is:
. 2—=x 2—-2 0 0
m-——-=——-=-=0.
e—24+ 22 4422 8

2—x
() ig4_x2

Megoldas. Végesben vett hatarérték. Behelyettesitve a 2—t kapjuk, hogy a hatar-
érték 7 =" tipust. Ebben az esetben az eredmény barmi lehet. Ilyenkor szorzatta

alakitunk, majd egyszertsitiink. Ezt kovetSen az egyszertsitett kifejezésbe tjbol
behelyettesitiink.

I 2—35_1. 2—x i 1
e d—22 a5 (2-2)2+w) w224z 4
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B |
© J

0
Megoldas. Végesben vett ” 6” tipusd hatarérték.

o oxt—2z+1 . (x—1)2 (x —1)2 x—1
lim = lim —— = lim =
1 x—x2 e=>lz(l—2) 2—-1—z(xz—1) 291 —z
. 222 +5x-3
(d) x1—1>r23 24+ x—6
Megoldas.
22% + 5z — 3 (x+3)(2x—1) 20 -1 -7
m = lim m —— =
z—-3 24+ —6 r——3 (x—|—3)(m—2) z—-3 T — 2

-5
. Ar—2?-3
(€) ilinl 3+ 22 — 2z
Megoldas.
R —1)(3 = —1)(3 =
lim dr —a® -3 lim (x—1)B—x) ~ lim (x—1)(3—x)
e=1x3 + 22 -2 2ol z(22+2-2) aoilz(z—1)(z+2)
33—z 2
=lim — = .
a=lz(z+2) 3
. sin4dx
(&) 3}% 3z

0
Megoldas. ” 6” tipusu trigonometrikus hatarérték. Ekkor b&vitéssel a

. sinax . le%H
lim = lim — =1
z—0 QX z—0 SIn ax
nevezetes hatarértéket alakitjuk ki:
. sindx sin 4x sin4x sin4x 1 1
lim im im =1 —
z—0 31 z—0 % .3z z—0 4 - % z—0 4dx 3/4 3/4
(g) lim 2z - ctg bz
z—0

7

Megoldas. 70 - 0co” tipusu trigonometrikus hatarérték. Azonossag alkalmazaséval

visszavezetjiik az el6z6 feladatban hasznalt nevezetes hatarértékre.

5
lim 2z - ctg bz = lim 2z - C?S ‘ m — - COS DT
z—0 z—0 sinbxr  z—0sinbx
5x 2 2
=i L2 FBr=1.-2.1=2.
xl—r&) sinbr 5 o8 oF 5 5
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3. Feladat. Hatarozzuk meg a kiovetkezs hatarértékeket.

-3
Megoldas. Végesben vett hatarérték, helyettesités utan ” T” tipus adodik. Ebben

az esetben harom lehetdség van, a hatarérték 4+oo, —oo vagy nem létezik annak
megfeleléen, hogy tudjuk-e garantélni a kifejezés elGjelét a hely kornyezetében.
Errdl a féloldali hatarértékek vizsgalataval gy6zédiink meg.

Ha z < 1, akkor 1 — z > 0, ezért

: $2 B 4 b _37’
lim =7 "= -0
z—1- 1 —x 0+
Ha z > 1, akkor 1 — z < 0, igy
: xz B 4 2 7377
lim ="—"" =00
z—o1t 1 —x 0~

33‘2

1—2z

. 1
(b) 3312 x2 — 22

nem létezik.

Vagyis lim
rz—1

1
Megoldas. A hatéarérték ” 6” tipusu.

Az 22 — 2z = z(z — 2) fiiggvényt abrazolva
a grafikonroél leolvassuk a nevezd elGjelét a
.. , % — 2z
2 pont kornyezetében:
3 1 b 1 ”
lim ——="—"=—00,
z—2- 212 — 21 0-
és
li 1 b2l 1 b2l - 4@
im ———="—"=00.
z—2+ 12 — 21 0+ @ 9
Vagyis lim nem létezik.
r—2 x

2 —
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(¢) lim e m
z—2
Megoldas. Nézziik elGszor a kitevs hatarértékét. Az el6zs feladat alapjan

1 . 1
=—00 és im ——— =
r=2—- 12 — 21 z—2+ 12 — 21 ’

ahonnan az exponencialis fliggvény grafi-
konjanak ismeretében .

i _
lim e*?-22 =7~ =0,
T2~

illetve

1
hm ez2—2z — 7760077 = 00. /J/

T—2+ t

. 1
Igy lim e=?-2= nem létezik.
r—2

2

. 1—=z
(d) ilinl (x —1)3

0
Megoldas. A hatéarérték ” 6” tipust.

i 277 gy Lm0 0) (e - D4
el (z—1)3 221 (z—1)3 z—1 (x —1)3
)

ol (z—1)2

—2
Az igy kapott hatarérték ” T” tipustu. A nevezd elGjele jol lathatoan nemnegativ,

tehat
7(1 + l’) ) 7277

lim —— % 2%
woi- (z—12 0+ >
és ) 5
g —A+2) =2,
zo1+ (x —1)2 0+
. . 1— 22
Ty :15111 (x—1)3 >
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket.

. c—4 3 2
(a) lim (2*+ ¥/x) (b) lim e7 173 . x® =322 422
T——00 T—2 (c) lim 22 _ 4
B csoport
Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket.
.-z —2
gﬂm, ahol A——OO7 —].7 ].7 2.
C csoport
Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatarértékeket.
22 r—9 sin 7z
. . 5 3 .
(a) 11—1}?1 1-— 332 (b) wEIPOO (\/l’ e \/ZL' + 1) (C) ili% 6x
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A csoport megoldasa

(a) "oo — 0" tipus.

1
lim (mQ—&—%): lim 22 <1+ . ):”oo-l”:oo.
T— —00 T——00 $5

-2
(b) A kitevs hatarértéke ” ——" tipusi. A nevezd elGjele az 12 — 4z +4 = (x — 2)?

azonossag miatt jol lathatéan nemnegativ, tehat

1' x _4 ” _2’7
im ———— = "—" = —oo0,
r—2- 12 —4x +4 0t o
:1:74 b 7277

im ——m = "—7 = —0.
et 22 —4a + 4 0+
Vagyis lim ———— = —oo.

WS N drra R

7

Igy az exponencialis fiiggvény grafikonjanak ismeretében

lim eﬁ = "eT0" — ().
r—2
0
et )
(c) 0 ipus
g 32 e —3e 42 e(e -2 1)
r—2 1,‘2 — 4 r—2 ($—2)($+2) r—2 (x_Q)(£+2)
_ r(x—1) 2-1
_z—>2 x4+ 2 - 4 —2.

7



78

B csoport megoldasa

e A=—00
, 2 —x—2 22 1-1/x—2/2°
lim ——— = lim — . —F——
e——oo 2 —3x 4+ 2 a—-ccx? 1—3/x+2/x?
1-1/z—2/2* 1
— lim M:,:L
w—>—00173/;z:+2/:v2 1
e A=-1 ) )
oy Foe=2  (CDP-(-D-2 0 _
a—-122—-3x+2 (-1)2-3-(-1)4+2 6
-2
A=1 7—" tipus.
o o tipus
A nevezs 22 — 3z +2 = (v —2)(x — 1) 22— 3z +2

elGjelét a grafikonrdl leolvasva kap-
juk, hogy

. 2 —x—2 » =2,
lim ————="—" = —00,
e—1- 22 —3x+2 0+
2
¢ —x—2 -2
li —_n_Tn _ )
b 22 —3x+2 00— 0
Vagyis
I 2 —x—2
im

z—1 22 — 3z + 2

0
e A=2 ”6” tipus.

2?2 —x—2 . (z=2)(xz+1

nem létezik.
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C csoport megoldasa

0
(a)” 6” tipus.

.2 —x—2 . (x=2)(z+1) . or—2 =3
lim ————— = lim ———~ = lim =
z——1 1 —z2 z——1 (1 — aj)(l + ,7;) z——-11—12 2

(b) 0o — 00” tipus. Az x = —y helyettesitéssel:

lim (\/m2+4x—\/x2+1> = lim (\/y2—4y—\/y2+1)
T—r—00 Y—00
2 _ 2
:hm <\/y —4y—\/y +1)~\/y 4x—|—\/y 1

V2 —dy+ 2+ 1

_ (" —4y) -+ _ —dy—1
Y—>00 \/y2_4y+\/y2+1 Y—00 \/y2_4y+\/y2+1
—4-1/y
y%"\/ VI 4y + /Ty
~ lim —4—-1/y —4 _ o
Y—>00 \/1—4/y+\/1+1/y 2 '
(c) ”g” tipus.
sin 7x sin 7x sin7x 1 1 7
im = 5 =1 — =1 ==
z—0 6z e=0Tg-2  a—=0 Tz  6/7 6/7 6
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs hatéarértékeket.

22 — bz (1) tim (22 -3Va?)

Tr—r—00

(a) rlggo 22 -9

(b) lim 2% () lim (Va? 5 20— a)

x — 223 (h) lim (:c +va? -3z + 1)
(C) T—+—00

lim —
s 21 + 4a?

(d) $1er;0% () lim (Vo2 —2- Va2 =20+ 1)

(x2 — 3\3/x72> j 7~2x2—|—5x

(j) lim

(e) lim pam

Tr—r00

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket.

(a) 1i 2x — 4 2 -

acl—>H12 Q?S + 2132 (g) lim

=4 4 —z
) I, 3 ) iy e
2 _
@ gy () tim =5
(d) $lin}3 % (i) lim sin 7z
3+ 422 + 32 o
© Jim g 0 Jim 5
URIE ) fmsr-cge

3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértékeket.

. r+2 . r—3 . 2—x
(a) EE%Qfa:Q () xLHP%erélaﬂ () 11—1392 (z+2)?
2
x—3 . oxt 42— 2 z+1
et d) llm —— ) lim ——— —
(b) rll—%z+4x2 ()$—>0 || ()rllg%)xQJrzf?
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z—4 z—1

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

1 Cc) —O0 e) o0

(a) 3 (c) (e) (g) 1

(b) 0 (d) 0 (f) oo (h) ;

2. Feladat megoldasa.

a 1 1 ,
(a) 0 (@ 3 (8) § G)
(b) % (e) 1 (h) 4 (k)
(c) 9 () 7 (i) 3 Q)

3. Feladat megoldasa.

(a) nem létezik, ugyanis lim f(z) = o0 és lim f(z) = —c0
z—3~ z—3+

(b) nem létezik, ugyanis lim f(x) = oo és lim f(x) = —oc0
z—0~ z—0t

(¢) nem létezik, ugyanis lim f(z) = —oc0 és lim f(z) =00
x—)—i7 :c—)—%Jr

(d) —oo

(e) oo

(f) nem létezik, ugyanis lim f(z) = —oco és lim f(z) =
z—1- z—1t

(g) nem létezik, ugyanis lim f(z) = —oco és lim f(z) = 0
z—0~ z—0t

(h) nem létezik, ugyanis lim f(z) =0és lim f(z) =0
r—4- r—4+

(i) 0

cos 3z (h) lim e7—3 (i) lim 7oz

. 1
() 5
() v2
7
8
3
2
5
8
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[. ora

Folytonossag, differencialhanyados

Hazi feladatok

1. Feladat. Adjuk meg a és b paraméterek értékét agy, hogy az

3r+a, ha x<1
flr) =<4, ha z=1
222 +bxr+10, ha z>1

fliggvény az x = 1 pontban folytonos legyen.
Megoldas. Az f(x) fiiggvény folytonos az 1 pontban, ha

lim f(z)=f(1)= lim f(x).

r—1— rz—1+t
Mivel f(1) = 4, ezért ahhoz, hogy a fiiggvény folytonos legyen az 1 pontban,
teljesiilnie kell, hogy

lim f(z)= lim (3z+4+a) =4,

r—1— x—1-

azaz 3 -1+ a = 4, ahonnan a = 1. Hasonléan

lim f(x) = lim (222 + bz + 10) = 4,

rz—1t rz—1t

alapjan 2-12 +b-14+10=2+b+10 = 12 + b = 4, ahonnan b = —8.

Tehat az a = 1 és b = —8 valasztas esetén az f(x) fliggvény folytonos az 1 pontban.
222 — 8z + 10
4 1
3z +1
/ 1
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2. Feladat. Definici6 szerint hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények adott pontbeli
differencialhanyadosét.

.13():1

0
Megoldas. Mivel f(1) = —1, igy a definici6 alapjan, ami mindig egy ”6” tipusa
hatarérték, kapjuk, hogy

1 1+(2—-32) 3—3z
~ (1 +1 1+(2—3z)
P I A il (O NS = Tk T = TR N =1
z—1 r—1 z—=1 x—1 z—=1 x—1 z—1x —1
g 3-8z 1 3(1-a) 1
= lim . = lim .
e=12—-3z z—1 2-1 2—3z —(1—1x)
3
= lim —_— = - = 3 .

a—1—(2—-3z) 1

(b) f(z)=V3z—2?, wo=2
Megoldas. Mivel f(2) = v/2, igy

f@-f@) _ o V-2 -2
x—2 r—2 _:L’L)HlQ r—2

im V3z—22 -2 3z —a22+ 2
z—2 T —2 V3zr — 22 +v2
3z — 12?2 (z—2)1—2)

Y P Ve T B YOV B
1—=x -1

e=2 (V3z — 22 +v2) 22
3. Feladat. Formaélisan derivaljuk a kovetkezd fiiggvényeket.

(a) 20 —21/3 +4
Megoldas.

!/ !/ 1
[:Cﬁ — /3 —|—4} = [.1‘6]/ - [wl/ﬂ + [4] = 62° — 596_2/3 +0.

logy

(b) 5sinx — 3tgx + 1

Megoldas.

logy

/
1
[SSina: - 3tgx + ] =5-[sinz]) — 3 [tgz] + 1 [log, x]’

1 1 1

—5.-cosST—3-—— + . .
cose COSQ$+4 zln?2
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1
39z

4 7
(¢) 3vVad + — t
x
Megoldas.
7 17 1 '
s 0 _ 5/4 3_ 1 13
3Vzx +z3+—3\3/5} {Sx + Tx 330 ]
—3. [x5/4}/ 4+ 7. [$3]/ _ % ) {x—l/:}}/

0 D 1/ o 1 1\ a3
=3 433 +7-3x 3 3 T .

(d) 3cosx —cos3 +x1n4
Megoldas.

[3cosz—cos3+xInd] = 3-[cosz] —[cos 3] +In4-[x] = 3-(—sinz)—0+In4-1.

(e) z?arcsinz

Megoldas.
2 . / 27/ . 2 . / . 2 1
x? -arcsinz] = |z°| -arcsinx + z° - [arcsinz]’ = 2z - arcsinz + ¢ - —— .
[ /' = [27] [ ] =2
(f) 2*\/x
Megoldas.

/ !/ 1
27 - \/ﬂ/ _ |:2fr -xl/ﬂ = [20] .21/ 4 20 [xl/Q} _ov 1n2-x1/2+2m~§x_1/2.

20+ 7
®) 3=
Megoldas.
20 +7) 2047 -(3-2a?) - 2v+7)-[3— 2%
3—ax2] (3 —x2)?
2-(8—a?)— (2047) - (—2x)
B (3 — x2)? '
3cosx
h) 2P
() 14sinz
Megoldas.
3cosz |' [3cosz] - (1+sinw) —3cosz - [1 + sina]
l+sinz| (1+sinz)?
_ —3sinz - (1 +sinz) —3cosz - cosw
B (1+sinz)?
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ety

(i) Inx+2
Megoldas.
efz ]’ _le*x) - (Inx +2) — ez - [Inz + 2]
Inz+2] (Inz + 2)2
1
(e*x+e”)- (Inz +2) — e x - -
- (Inz +2)2 ’
, x
0) o
Megoldas.

[ x }/_1-(:1024—@2)—9&2:5 a? — 22

72 + a? (22 + a?)? - (22 4+ a2)2”’

4. Feladat. Az Osszetett fliggvény derivaltjara érvényes

[ rtota)) | = LD _ A0 B _ )y

Osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények derivaltjat.

(a) (2* +2)*
Megoldas. y = 22 + z alapjan f(y) = y*, ezért f'(y) = 4y = 4(2? + 1)3 és
y' = 2x + 1 miatt

(@2 +2)Y = f'(y) -y = 4> +2)*- 2w +1).

(b) V1—2x

1 1
Megoldas. y = 1 — 2z, f(y) = /y, ekkor f'(y) = §y_1/2 = 5(1 —22)71/2 ¢
y' = —2 miatt

W= el = [(1 - 20 = f'(9) o/ = 5(1 —22)"/2 - (-2).

(€) /(2—a?)?

2 2
Megoldas. y = 2 — 22, f(y) = y*/3, ezért f'(y) = §y71/3 = 5(2 —x?)71/3 ¢s

y' = —2x alapjan
[a—ar] = (- = rw v =227 (-2
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(d) In(4 — 3x)

1
Megoldas. y =4 — 3z, f(y) =Iny, igy f'(y) = - = és y' = —3 alapjan
y — 3z

(4= 32)]" = f'(y) -y = (=3).

(e) In®z
Megoldas. y = Inz, f(y) = y? szerint
!/

[ln2x}/ = [(Inz)*] =2nz- %

2
f
O Ve
Megoldas. y = Inz, f(y) = 2y~ /3 alapjan

{\/1%} = [2ma)] =2 <;) (Inz)~/3. é .

(g) x2In? %

Megoldas.
! 3 1
[m2ln3/2x] =2z %2+ 22 §ln1/2x~ —.
(h) ze /A
Megoldas.
[we‘”/’\}/ =1-e ¥ fp.e7?/. ! .
A
(i) cos(5x)e” "
Megoldas.
[COS(5$)67mx]/ = —sin(5x) -5 e 4 cos(5x) - e~ - (—in).
. 1 _ (a:—m)2
e 20
8) W
Megoldas.

|: 1 em? :| 4 1 @—m? < 2(3: — m))
e” 2 | = e 2 o -
Nor Vor 20
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Adjuk meg a és b paraméterek értékét ugy, hogy az

22 +ar—1,

ha z< -1
flx) =142, ha z=-1
vr+b, ha z > -1

fliggvény az x = —1 pontban folytonos legyen.

2. Feladat. Formalisan derivaljuk a kovetkezs fiiggvényeket.

(a) 327 -In(2 — 32) (b) ‘/7;5 _

813

B csoport
1. Feladat. Definicio szerint és formalisan is hatdrozzuk meg az f(z) = 2 + g +1
fliggvény = = 2 pontbeli differencialhanyadosat.
2. Feladat. Formalisan derivaljuk a kovetkezs fiiggvényeket.
-1
(a) z-e*73 (b) vr—lne (c) sin(tgz)
4—z
C csoport
.y R 1 . . 2z +3
1. Feladat. Definici6 szerint és formalisan is hatérozzuk meg az f(z) = 5
T —
fliggvény x = —1 pontbeli differencidlhanyadoséat.

2. Feladat. Formalisan derivaljuk a kovetkezo fiiggvényeket.

. 1
(a) Va2 -cos3z

13 (c) arcsin(z? — )

(b)
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).

a—1=-a

A csoport megoldasa
1.
Jim ()= f(-) = lm [
Mivel
lim f(z)= lim (2 +ax—1)=1-
Tz——1" r——1"
f(=1)=2
lim f(z)= lim Vz+b=+v-1+0,
z——11 z——11

ifgya=—-2és —1+b=4, azaz b =5.
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B csoport megoldasa

e Definicio szerint:

Mivel f(2) =22 +2/2+1 =6,

2 2+241-6 2425

z—2 x— 2 r—2 xr—2 z—2 xr—2
(z—2)(x+3) 5 5 9
ST S\ttt =g Ty

e Formalisan:

5 T ! 1 1
f’(x):{x —&—f—i—l} =2$+§ alapjan f’(2):4+§:

2

[!L‘ . e2—3w:|' =1- e2—3z Lo e2—3w 5 (_3) .

/

4—x 4—x

{\/E—lnx}/ _ VW —hm:]

(4 —z)?

in(tgz)]’ = cos(tgz) - .
[sin(tg )] = cos(tgx) p—p

(2712 - L)y(4—2)— (22 —Inz) - (-1) .
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C csoport megoldasa

e Definicio szerint:

2(-1)+3 1 1
Mivel f(-1)= ">~ = — = __
ivel f(—1) 5 — 1
2204+3 | 1 3(2z+3)+(x=2)
— f(-1 + 3 -
f'(=1) = lim @ = fE) oy, 22 s g, T3y
z——1 z+1 z—=-1 x+1 z——1 x+1
N S (C R VI T 77
= lim —— = lim ———=~- = lim L ——
z—»—-1zx+1 25-13xz—-6 x+1 2—2-13x—6 —9 9

e Formalisan:

oo [2243] 20@—2)—(2z+3)-1
f(x)_[x—2} N (x —2)?
alapjan

—3)2 T 9
2.
(a)
[W-cosiﬂx}l = {xQ/S -c0s3m]/ = ;m—1/3 -cos3z + 2% (—sin3z) - 3.
(v /
P I M S R )
() ,
[arcsin(z® — z)] = m (2z-1).
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Adjuk meg az egyes paraméterek (a, b, ¢) értékét ugy, hogy a kovetkezs
fliggvények mindeniitt folytonosak legyenek.

ar—9, ha z< -2 bz —1, ha <2

(a) g(z) = 5 _ B
—224+3, ha x> -2 (b) flx)=147, ha =z =2

V8r —c¢, ha x>2

2. Feladat. Definici6 szerint hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények adott pontbeli
differencidlhanyadosét.

(a) g(z) = % 0= 1 (¢) h(z) =sin®(z), 20=0

(b) f(z)=322+Tx -1, z9g=—1 (d) m(z) =vdz+1—22, x9=2

3. Feladat. Formalisan derivaljuk a kovetkezd fiiggvényeket.

(a) 2% —0,12522 + 0,25z (f) zctga (k) L 42me— BT
Va?
(b) a® =3 (2® + 7?) (g) e*arcsinz
5 (D) 2tgz-3lnz
(c) 622 — 10z — — h) zy/z (3lnz — 2
z? (b) zv/ar( ) (m) V2 - arccosz
oz + 1 . 2z +3
@) 2z ® z2 —bx+5 (n) Ve 3®
cos
x? 6 4 ., sinx +cosx )
(e)x—i—?—i-ﬁ—i-? &) T —— (0) z*e"sinz
4. Feladat. Formalisan derivaljuk a kovetkezd fliggvényeket.
(a) vV2x — 22 (g) VaiinTx (m 1
arctg x
(b) _ 1 (h) T
(1 £)7 (n) Vze* +x
7 (1) 61 T
(c) sin®x a2 l-=
() a%e i © Vs
(d) sinz? ()"
~A €z 2 _
(e) sin3z (k) e xin' (p) /In(z? —1)
x
(f) logs (5x — 3) (1) 2z cos ZF (q) Intg 3
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Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) a=—4 (b) b=2, ¢=-33

2. Feladat megoldasa.

(a) —23 (b) 1 (¢) 0 (d) 0

3. Feladat megoldasa.

(a) bzt — 0,125 2z + 0,25 (f) ctgz — —
sin® z
(b) 3z% — 6x
(c) 122 =105+ (—2)z~3 &) & —_— e’
g) e®arcsing + ————
(@) 22VD) = G+ a2 Vi—a?
4x
18 16 3, 3
= _ = Zpl/2 — 3/2. 2
(e) 1+=x i (h) 5% Blnz—2)+x .

2 (2% =5z +5) — (2z + 3) (22 — 5)
(22 — Ba +5)°

(cosz — sinx)(sinz — cosx) — (sinz + cos x)(cos & + sin x)

(sinz — cosx)*

1 2 %-mQ/s—lnx~%x_3/5

—=+
2 T 1;4/5

3
5~ 3lnz+2tgz - —
cos? x x

2

(m) 2o~ —

V1 —a?
(2271/2.3% + 21/2.3In3) cosz — (y/z - 3%)(—sinz)
cos? x

/3. arccos x + x2/3 .

(n)

(0) (2ze® + z%e*)sinx + 2%e” cosx
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4. Feladat megoldasa.

(a) %(21’ — )12 (2 - 21)

w102 ()

(c) 3sinz - cosz
(d) cosa® - 3z?
(e) cos3z -3

1
f) ————-5
® (52 —3)Inb

4 1
(g) §x1/3-ln7x+x4/3-%-7

(j) 3a2e~ 2% + 3¢ 27" (—a)

o)™ on(x)" A
n! te n!

(k) e=A7(=A)

(1) 2cos &F — 2wsin &F - §
-1 1
arctg?z 1+ 22

(e* + ze® 4+ 1)

n 2\/xe* +

(0) 1 ) —2
[T=2 (1+2)°
2 1+
(0) 5 (a2 1)) 20
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8. ora

A differenciadlszamitas néhany alkalmazasa

Hazi feladatok

1. Feladat. Hatéarozzuk meg az f(x) = /3 — 222 fliggvény = —1 pontjahoz
hiizott érint6jének egyenletét.
Megoldas. Az f(x) fiiggvény x = a pontjahoz hizott érint6jének egyenlete

y={f'(a) (x—a)+f(a).
Esetiinkben a = —1, {gy
y=rf'(=1)(@+1)+f(-1),
ahol f(—1) = /3 —-2(-1)2=v1=1, és

1 —2x
() = =(3 — 222) V2 (—da) = ———
(@) = 508 - 20%) V2 (—0) = —
. 2 . P
alapjan f/'(—1) = \ﬁ = 2. Tehat az érint6 egyenlete:

y=2-(z+1)+1=2x+3.

2. Feladat. Hatarozzuk meg az adott fliiggvény a pont koriili harmadrendii Taylor—
polinomjat, majd segitségével becsiiljiik meg az adott A szam értékét.

(a) flx)=v2—x, a=1, A= {3)2

Megoldas. Az f(z) fiiggvény a pont koriili harmadrendd Taylor—polinomja

M(x—a)+w(33—a)2"‘w(gc_a)?)'

Ts(z) = fla) + = 51 30

Most a =1, igy

f/(l)(xil)+w(x71)2+&(x71)3.

Ty(w) = F) + = 2l 3!
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Mivel

fa)=VZ—z=@2-o)*, f1)=¢2-1=1

Fla) = 52— 2) 2 (<1) = 3 (2~ )
s T0=3
@ == (-3) -0 () =-2@-0
- 22)3(21_95)5’ fﬁ(l):_g
@) =5 (-3) @- a0 (1 = - e -
ezért
Tya) = 1+ 1)+ w124 gy
:1—%(x—l)—é(x—l)2—8—l(x—1)3
Tovébbé f(x) ~ Ts(z) alapjén
mz1—%(3:—1)—%@—1)2—831(95—1)3.

Igy ¥/3/2 becsiilt értékét gy kapjuk meg, hogy az 2 — 2 = 3/2 Osszefiiggésbol
kapott = 1/2 helyettesitéssel éliink:

2 3
NE 1/1 1/1 5 (1 1 1 5
Srl-c(z-1)—2(z-1) —2(Z2-1) =14+ .
2 3(2 ) 9(2 ) 81(2 ) 536 648

(b) f(z)=In(1—-3z), a=0, A=1Inl1/2
Megoldas. Ekkor
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Mivel
f(x)=In(1-3z), f(0)=Inl=0

f/(x):1j3x'(_3):1:zz

= 313, fO)= =3
f'(@) ==3-(=1)(1 = 32)" - (=3) = —9(1 — 32)?
-9 " _ ;9 _
= m7 f (O) -7 - 9
f"(x) = -9 (=2)(1 —32)"% - (=3) = —54(1 — 3x) 3
—54 R
ezért 3 9 54 9
T3(z) =0+ _1—':10 + _2—!962 + _?)—!x?’ = -3z — §x2 — 923,
Tehét

In(1 —3z) =~ -3z — gxz — 923,

és 1 — 3z =1/2, azaz x = 1/6 alapjan

1 19 (1) 1\*
n-~-3-——-—--(=) =9-(=) .
"9 6 2 (6) (6)
MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy az érintSegyenes egyenlete éppen az elsGrendd

Taylor—polinom, T} (x).

3. Feladat. Ha alkalmazhat6, a L’Hospital-szabaly segitségével hatarozzuk meg a
kovetkezo hatarértékeket.

1—cosx

(a) lim

20 2z 4 22

0
Megoldas. ”6” tipust hatarérték. Mivel

I [l —cosz) . sinz 0 0
im-——— - = lim =_-=0,
x>0 [22 4 2?] z—=02+2x 2
) ... l—cosx . . . . .. 1l—cosz
ezért az eredeti lim ———— hatéarérték is létezik és lim ———— = 0.
20 21 4 22 0 21 + 2
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Megoldas. ” 2 tipusa hatarérték. Mivel
00

. [z - et I
M Vay TR Tie AR e Tt g =0

Inx
ezért az eredeti hatarérték is létezik és lim — = 0.
T—00 /2

li -1
(c) $Lrgl+\/§ nx

Megoldas. 70 - c0” tipust hatarérték. Ezt a hatvanyozis azonossagai segitségével

0
atirjuk ” —7” vagy ” =" tipusu hatarértékre:
0 0
Inx zl/?
lim Inz = lim z"/? -Inz = lim = lim ——.
z—0t f z—0t z—0t 1/2 z—0t (hl l‘)_l
00 .
A 7 —7" alakot hasznalva kapjuk, hogy
0
[In z]’ : % . 1/2 :
= lim —5"—7 = lim (-2 = lim (-2)y/z =0.
z—0t [{L‘_l/Q]/ z—0t —7:C 3/2 $—>0+( ) a:—>0+( )f

Ezért lim vz -Inz =0.

z—0*t

4. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkezs fiiggvények szélsGértékeit az adott zart
intervallumon.

(a) flx)=a23+2*—z+1, [0,1]

Megoldas. Zart intervallumon differencidlhato fiiggvény szélsGértékeit az inter-
vallum végpontjaiban, vagy az intervallumon beliil taldlhato kritikus pontokban
(f' = 0) veszi fel.

Hatarozzuk meg ezen utébbi pontokat:

f'(z) = 322 + 2z — 1, igy a 322 + 2o — 1 = 0 egyenletbdl a kritikus pontok az
xy = -1, 29 = 1/3,

o M

] -
l

-1 /3 1

de csak az xo = 1/3 van a [0, 1] intervallumban.
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Ebben a pontban és a végpontokban sza-
moljuk ki az eredeti, az

flz)y=a*+2* -z +1
fliggvény értékeit:

JO=1, f0/3)=2, f1)=2. S \/

gy a minimum érték 22/27,

. y 1 1
a maximum érték 2. /3

(b) fz) =a?*(x—-2)°, [1,3]
Megoldas. Ekkor
f'(z) = 2z(x — 2)% + 2% - 3(z — 2)*
= z(z — 2)?[2(z — 2) + 32] = 2(x — 2)*(5z — 4).

Az x(x — 2)?(5x — 4) = 0 egyenletbdl a kritikus pontok x1 = 0, zo = 2, x3 = 4/5,

@ @ r L 2 T >
L ]
0 4/5 1 2 3
melyek koziil csak az x2 = 2 € [1, 3].
f1)=-1
f(2)=0
13) =9,
Ezért a minimum érték —1, 1
a maximum érték 9. ST 3

5. Feladat. A masodik derivalt teszt hasznélataval hatarozzuk meg a kovetkezd
fiiggvények lokalis (helyi) szélsGértékeit.

(a) f(z)=a3 —42? + 4z
Megoldas. Jol lathatoan a fiiggvény kétszer differencidlhato. A kritikus pontok

f/(x) =32% —8x + 4
szerint a 322 — 8z + 4 = 0 egyenletbdl az x1 = 2, x5 = 2/3. Tovabba
" (x) =6x—8
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alapjan
f’(2)=6-2—-8>0 miatt 2-ben helyi minimum van,
2 2 2
b 3> =6- 3~ 8 <0 miatt gfban helyi maximum van.

1
14+ 24

(b) f(z) =
Megoldas.

Fa)=[1+ah™ ) =-1-(1+a1) 2 42% =

Az egyetlen kritikus pont az x = 0.

—1222(1 4+ 24)% — (—42?) - 2(1 + 2*) - 423
(14 24)*
—1222(1 + %) + 3225
(14 z4)3

f'(x) =

miatt
7"(0) =0.
Ekkor a masodik derivalt teszt nem tud donteni.

MEGJEGYZES. A fliggvény monotonitésat vizsgalva megmutathatd, hogy az x = 0
pontban helyi maximum van, ezt a kévetkezs fejezetben részletesen targyaljuk.
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Hatérozzuk meg az f(z) = 23¢!~®" + 2 fiiggvény = = 1 pontjahoz
hiizott érint6jének egyenletét.

2. Feladat. A masodik derivalt teszt hasznalataval hatarozzuk meg az f(xz) =
223 — 922 + 1 fiiggvény lokalis (helyi) szélsGértékeit.

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = /1 — 5 fiiggvény a = 0 pont koriili harmad-
rendd Taylor-polinomjat, majd segitségével becsiiljiikk meg /1/2 értékét.

C csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = (z + 2)3(x — 3)? fiiggvény szélsdértékeit az
[—3, 2] zart intervallumon.

2. Feladat. Hatarozzuk meg a hm+ 23 In = hatarértéket.
x—0
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A csoport megoldasa

y=f 1) -(@-1)+f1),
ahol f(1) =13 e +2=1.6"42=14+2=3, és

F(z) =322 4 2Bl (—2z) = 322! — 2zt
alapjan f/(1) = 3 — 2 = 1. Tehéat az érint6 egyenlete:

y=1-(z—1)+3.

2. A kritikus pontok:
f/(z) = 62 — 18z

szerint
622 — 18z =0
6x(z—3)=0
Tr1 = 0 To = 3.
' (x) =122 — 18
alapjan

f7(0)=12-0-18 <0 miatt 0-ban helyi maximum van,
f"(3)=12-3—-18 >0 alapjan 3-ban helyi minimum van.
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B csoport megoldasa

7y(w) = £(0) + L0 L0 S0 2

1 z\ —1/2 1 1 T\ —1/2
! _ = _ — __ .
f(z)*z(l 2) <2> 4( 2)
1 1 , 1
i f(O)f*Z
1 1 x —3/2 1 1 €T —-3/2
" I 4 R _z
fia) = 4( 2)(1 2) ( 2) 16(1 2)
1 1 . 1
= —— O [
VR f7(0) 16
1 3 T\ —5/2 1 3 x\ —5/2
" - 9 4 N z
J7w) = 16< 2)( 2) <2> 16~4( 2)
— 3 1 1 3
ezért
B ~1/4  -1/16 ,  —3/64 , 1 1, 1
Tehat
1 1 1
1-Srl—-z——2%— 3
477 3" T 1T
és
x 1
1-===
2 2
1_¢z
27 2
l==x
alapjan
1, 1 1
2~ 4 32 128
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C csoport megoldasa

f(x) =3(x+2)*(x — 3)* + (z + 2)32(x — 3)
igy a kritikus pontok

3(x+2)%(x—3)* + (x +2)%2(x —3)=0
(z+2)*(x—3)[3(z —3)+2(z+2)]=0
(x+2)*(x—3)[3x—9+2x+4] =0
(z+2)*(x —3)(5xr —5) =0

1 = —2 To = 3 T3 = 1
I P— ° >
L l
-3 -2 1 2 3
de csak az x1 = —2 és az x3 = 1 van a [—3, 2] intervallumban.

Ebben a két pontban és a végpontokban az eredeti f(z) = (z+2)3(z —3)? fiiggvény
értékei:

f(=3)=(-1)*-(-6)*>=-1-36=-36  MIN
f(=2)=0
f(1)=3%(-2)?=27-4=108 MAX
f(2)=4% (1) =64-1=064
2. |
lim 2*lnz =70 (—00)” = lim n—ﬁ .
z—0+ z—0+t T
A L’Hospital szabaly
1 -1 3
lim - = lim :r = lim ro_ 0

i =
z—0+ —3x 4 z—0+ —3x—4 z—0t —3

alapjan lim z®lnz =0.
z—0*t
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) fiiggvény xo pontjahoz huzott érintGjének
egyenletét.

(a) fx)=a2>+2+2, 20=3 (¢) flx)=vVa?+3x, xg=2
(b) f(x)=In(3z —2?), zo=1 d) flz)=e"" +1, zp=—1

2. Feladat. Hatarozzuk meg az adott fliiggvény a pont koriili harmadrendii Taylor—
polinomjat, majd segitségével becsiiljiik meg az adott A szam értékét.

1

() fla) = ¢!, a=1, A=>, A=ye

(b) fz)=YT+Z, a=0, A:%
() f()=v3—2z, a=1, A=2
d) fx)=lm(B-2), a=2, A=In2
(e) f(x)=arcsinz, a=0, A:%

G)ﬂ@:mﬂ%+g% a=0

3. Feladat. Ha alkalmazhato, a L'Hospital-szabaly segitségével hatarozzuk meg a
kovetkezs hatarértékeket.

im — 24 g2 N . T—sinz
(a $1LI£IO Inz (f im % (J) hi%T
z—oo eT €T T
: 2/3
(b) Ilirgl+ zIn“°x i o o e
1m
(c) lim z%e™™ (e 750 sinx 2 12 —3x+ 2
T—r00
1—cosz r—3
i i D 1
(d) lim — () I = (0 lim o—7
T—00 A/
im p2el/7 - Tz 2z -5
(e) lim a”e (1) lim —— (m) lim ~5—
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4. Feladat. Hatéarozzuk meg a kovetkezd fliggvények szélsGértékeit az adott zart
intervallumon.

(a) f(z) =122 — z?, (3, 5] (c) flz) =2 -2z, [14]
(b) f(CL') = (3j - 2)(33 - 8)5 ) [2a 8] (d) f(l‘) =22% — 2% + 9, [_27 1]

5. Feladat. A maésodik derivalt teszt hasznalataval hatarozzuk meg a kovetkezd
fiiggvények lokalis (helyi) szélsGértékeit.

(a) f(&) =2 30 +1 (0) f(z) =z~
(b) f(2) = 2%(1 - 3a)

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) y=28(x—3)+ 32 (c)y:%(fo)Jr\/ﬁ
(b) y=3(z—1)+1n2 (d) y=2(x+1)+2

2. Feladat megoldasa.

1 1
(a) Ts(z) = 1—(33—1>+§(33—1)2—6($—1)3
1 1 1 .1
—xl-2-1D)4+-(2-1)22-Z22-13==
. (1 )1+2£ ) -2 =1
Ml -4+ —
VerlH s+ gt
(b)T(x)—l—&—fx——xZ—l—ixS
’ 6" 36" ' 648
ol 1 1 5
2 6 36 648
(€ By(x)=1—(r—1)—S(z—-1)%—S(z 1)
1 1 1
214 ——— —
V2 2 8 16
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(@) To(e) = (2~ 2) — 50~ 2 — 5(2 ~ 2)°

1 1 2
In2~1- B + 3
1 ™ 1 1
T: = Z28 —~ -4+ —
(©) Taw) =w+ 5o, 5515
(f) Ty(z) =1 — 222
3. Feladat megoldasa.
1
(a) oo (f) oo () S
b
(b) 0 (g) 1 (k) —4
c) 0
© (h) 0 @ o
(d) oo :
7 (m) A L’Hospital-szabaly
(e) oo (i) 3 nem alkalmazhaté

4. Feladat megoldasa.
(a) 2-ben 16 abszolut maximum, 5-ben —65 abszolit minimum

(b) 2-ben és 8-ban 0 abszolit maximum, 3-ban (—5)5 abszolit minimum
(¢) 4-ben 0 abszolit maximum, 1-ben —1 abszolat minimum

(d) 1-ben 6 abszolit maximum, —2-ben —15 abszoltut minimum

5. Feladat megoldasa.

(a) —1-ben helyi maximum, 1-ben helyi minimum

(b) 0-ban helyi minimum, 2/9-ben helyi maximum

(¢) 1-ben helyi maximum

106



0. 6ra

Monotonitas, konvexitas

Hazi feladatok

1. Feladat. Adjuk meg, hogy hol monoton névé, hol csékkend, hol van helyi szél-
s6értéke az adott fiiggvénynek — az els6 tablazat megadasa.

(8) f(&) = V- Ina

Megoldas. A fliggvény értelmezési tartomanya: = > 0, azaz

O
A\

A lehetséges szélsGérték helyek az értelmezési tartoméany azon "kritikus pontjai",
amelyekben vagy a fliggvény nem differencidlhato, vagy a derivaltfiiggvény a 0
értéket veszi fel.

A fiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban differencialhato:
1 1
M) = —p—1/2] 2 2
f(x) 5% nx+x .
A derivaltfiiggvény

1
f(z)= §$—1/2 Inz+zt/2.

—_ 8|

1 1

atalakitasa utan az f’(x) = 0 egyenlet megoldasa:

1 1
\/5<2 nr -+ ) 0

1
§lnz+1:0
Inx =-—2
x=e2.

2

Tehét az egyetlen kritikus pont az x = ¢~ , azaz
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alapjan a tablazatunk a kévetkez6képpen néz ki:

O<z<e?2|z=e2]|a>e2
I 0
f

Ezt kovetGen meghatarozzuk a derivaltfiiggvény elGjelét a megfelel§ nyilt interval-
lumokon. Ez toérténhet a megfelels fiiggvény(ek) abrazolasaval, vagy az adott nyilt
intervallumbol vett tetszdleges tesztpont behelyettesitésével.

% Inz+1
@ Inx

Az egyszertsitett alakot hasznaljuk,

f(a) = % <;lnx—|— 1) .

1
Az — fliggvény pozitiv, igy elég az
x

N3

11 +1
5 nz

fliggvény elGjelét vizsgalni. Ezt linearis
fliggvénytranszformacioval dbrazoljuk.

Az abra segitségével f’ el6jelére kapjuk, hogy

O<z<e?2|z=e2|a>e2
f - 0 +
f

Ahol a derivalt pozitiv, ott a fliggvény monoton né (), ahol a derivalt negativ,
ott a fliggvény monoton csokken (\).

O<z<e?2|z=e2]|a>e2
I - 0
f e A

+
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Végiil a nyilak segitségével megallapitjuk, hogy a kritikus pontokban a fiiggvénynek
milyen tipusu szélsGértéke van, ez a modszer az "elsd derivalt teszt" a szélsGérték
meghatarozasara.

Most a nyilak alapjan minimum van, ezt az értéket ki kell szamolni

f(e_z) =vVe2.lne?2=¢". (-2) = —z,

(&

és beirni az "elsé tablazatba".

O<z<e?|z=¢e?|ax>e2
f _ 0 +
f Ny min N
—2/e

(b) f(z) =2 —3V/a?

Megoldas. Ertelmezési tartoméany: = € R.

2 2 2
f'(x)z?a:—3-§a:_1/3=2x—3— (\/3374—1).

T
Lathato, hogy a derivalt fliggvény nincs értelmezve az x = 0 pontban, ellentétben
az eredeti fliggvénnyel, igy ez kritikus pont. Tovabbi kritikus pontok

Vit —1=0
Vit =

zt=1
r==l1.
Tehat az 6sszes kritikus pont: z = —1, 0, 1,
L 4 L4 @ >
-1 0 1

és a tablazat:

r<—-1|z=-1]|-1<z<0|z=0|0<z<l |z=1]|a2>1

f! 0 ? 0
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A derivaltfiiggvény elGjelét most tesztpontok segitségével hatarozzuk meg. Ezeket
tetsz6legesen valasztjuk az adott intervallumbél, ugyanis a derivaltfiiggvény folyto-
nos a (—oo,0) és (0, 00) intervallumokon, és intervallumon folytonos fiiggvény csak
a zérushelyénél valthat elGjelet.

Ha z < —1, akkor példaul az x = —8 = (—2)3 valasztéssal kapjuk, hogy

=-15<0.

v/—8
Ha —1 < z < 0, akkor példaul az x = —1/8 valasztassal kapjuk, hogy

2 2 1
"(-1/8) = —= — =——+4>0.
U =g~ =g+
Ha z = 1/8, akkor
2 2 1
"(1/8) == — =--4<0.
F09=5 - 5 =1
Ha x = 8, akkor
2
"8)=2-(8)——==16—-1>0.
f'(8) (8) 7
Osszefoglalva:
L L L >
x=-8 1 r=-1/8 x=1/8 1 r=38

Igy az "elss tablazat":

r<-1|z=-1|-1<z<0|z=0|0<z<l |z=1]|2>1

- 0 + A - 0 +

f ¢ min Ve max Ny min N
-2 0 -2

(©) fl@) =z e

Megoldas. Ertelmezési tartoméany: x # 0,

f(z)=e* (1+ 1) .

z
e 1o .. . 1 - 1 .
Egy exponencialis kifejezés mindig pozitiv, tehat e~ = > 0. [gy 1 + — = 0 alapjan
T

az egyetlen kritikus pont az x = —1.
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< —1

—1<x<0

x>0

A derivaltfiiggvény eljelét, e~ = > 0 miatt
csak az 1 +% fliggvényt abrazolva hatéaroz-

zuk meg.

A grafikon alapjan a tablazat:

r<—-1|lz=-1]|-1<z<0|x>0

f! + 0 - +

f a max N\ a
—e

2. Feladat. Adjuk meg, hogy hol konvex, hol konkav, hol van inflexiés pontja az
adott fliggvénynek — a masodik tabldzat megadasa.

(a) f(x)=a%e =

Megoldas. A masodik tablazat megadasa hasonlit az els6 tablazat készitéséhez, de

most a masodik derivalt elGjelét vizsgaljuk.

Ertelmezési tartomany: = € R.

A lehetséges inflexios helyek az értelmezési tartoméany azon "kritikus pontjai" ame-
lyekben vagy a fliggvény vagy kétszer nem differencialhatd, vagy a masodik derivalt
fliggvény a 0 értéket veszi fel.

A fiiggvény masodik derivaltja
fl(x) = 2ze™ 1 4 2%e7 T (—1) = (22 — 2%)e "T!

f(x) = (2-2z)e "t 4 (22 — 2?)e "t (1)

=(2—2z 2z +2%)e " = (22 — 4z +2)e !
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az eredeti fliggvény értelmezési tartoméanyanak minden pontjaban létezik. Ezért
kritikus pontokat most csak az f”(x) = 0 egyenlet szolgaltat.

(2 — 4z +2)e T =0

22— 4z +2 =0
4++16 -8
L=
2
r1 =22
$2:2+\/§

a két kritikus pont.

T<TL | =21 | 1 <Tx< T2 | T=2Tg | T>T2

f// 0 0

f
Ezt kévetSen, mivel e~ > 0, az 22 — o —dr 40
4x+2 fiiggvény grafikonjanak ismeretében
megadjuk a masodik derivalt fliggvény els- @ @

jelét a megfelels nyilt intervallumokon. T\Ci)/2

r<21 | =21 |1 <T<2To | T=2T2 | T>T2
f" + 0 - 0 +
f

Ahol a méasodik derivalt pozitiv, ott a fliggvény konvex (U), ahol a masodik derivalt
negativ, ott a fuggvény konkav (N). Tovabba amennyiben a kritikus pontban a
masodik derivaltfiiggvény elGjelet valt, akkor ott inflexios pont van.

Igy a "masodik tablazat":

r<21 | =21 |1 << | T=2T2 | T>T2
f + 0 - 0 +
f U inf N inf U

MEGJEGYZES. A derivaltfiiggvények egyszertisitése, és ha lehet, szorzatta alakitasa
fontos lépés a tablazat gyors és helyes kitoltéséhez.
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332

(b) f(z) = 1_22
Megoldas.
Ertelmezési tartomany: (oo, —1) U (—1,1) U (1, 00).

A derivaltak egyszertsités utan:

2z
I} —
f (.13) _(1 _ .’E2)2
622 + 2
" _
f (1’) _(1 —I2)3 :
A 622 + 2 fiiggvény pozitiv, igy nincs kri- |
tikus pont. Tovabbé egy pozitiv szam har- )
madik hatvanya is pozitiv, negativ sza-

mé pedig negativ, igy elég az 1 — x
(1—2)(1+=) fiiggvényt abrazolni az elGjel
megéllapitasdhoz.

Igy a tablazat:

r<—-1]| -1l<z<l|ax>1
f/l _ + —
f N U N

2 o /1 N\ O
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Kvizek

A csoport

Feladat. Adjuk meg, hogy hol hol monoton n6évé, hol csékkend, hol van szélsGértéke

T

~1 1) —
az f(z) =In(z+1) - ——
Szamoljuk ki f”(x)-t és egyszertsitsiik is.

fiiggvénynek (els6 tablazat megadasa).

B csoport

Feladat. Adjuk meg, hogy hol hol monoton n6évé, hol csdkkend, hol van szélsGértéke

az f(x) = B fiiggvénynek (elss tablazat megadasa).

C csoport

Feladat. Adjuk meg, hogy hol konvex, hol konkav, hol van inflexiés pontja az
f(z) = zIn? z fiiggvénynek (masodik tablazat megadasa).
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A csoport megoldasa

ET: z+1>06sz+1#0 alapjan z > —1.

A derivaltfiiggvény

oo 1 l@+D-z-1 1 1
f(x)_x—i—li (x+1)2 x4l (p+1)2
(x+1)—-1 =

(@+1)2  (z+1)?

alapjan a kritikus pont z = 0. Mivel a nevezd, (z + 1) nemnegativ, igy f elgjelét
a szamlalo, x elGjele hatarozza meg. Igy a tablazat:

—1<z<0|xz=0|2x2>0

1! — 0 +

f AW min N
0

0
fO) =Ml —5=7 =0

A masodik derivalt:

veon x "l +1)?2 a2+ 1)
=i @+
1@ +l)-2-2 x4+1-20 11—z
(x+1)3 o (z 13 (z+1)37
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B csoport megoldasa
ET:

1—22#0
2?2 #£1
T # +1.

A derivaltfiiggvény

reon i 2-(1—22) -2z (—22)
/ (I) =e€ ' (1 —1‘2)2

20 2 — 222 4 422

(1 —2a2)2
2 2x2 + 2
—el-22 . —
(1 —22)2

2x
Az e1-2? fiiggvény mindig pozitiv, tovdbba a tort szamlaloja, 222 + 2 > 0, igy
kritikus pont nincs.

A tort nevezdje, (1 — x2)? nemnegativ, ezért a tablazat:

r<—-1]| -1l<z<l|x>1
I + + +
/ S S S
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C csoport megoldasa
ET: 2 > 0.

A derivaltak:

4 1
fl(x) = {x(lnx)ﬂ = 1-ln2x+x~21nx-; =In’z+2Inz,

1 1 2
f’(x)=2Inz-—+2-—==(lnx+1) .
x r  x

2
A = fliggvény pozitiv (hiszen z > 0), igy a kritikus pont
x

Inz+1=0
Inx=-1
1
r=el=12.

e

Tovabba f” el6jele az Inz + 1 fiiggvény
. S Inz+1
grafikonja alapjan:
D
e 1/e

Tehat a masodik tablazat:

O<z<el|z=el|lz>e
7" — 0 +
f N inf U
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Adjuk meg, hogy hol hol monoton névé, hol csékkend, hol van szélsé-
értéke az adott fiiggvénynek (elsé tablazat megadasa).

(b) f(z)=2 v8—2a? (e) f(:c):a:2ln2a:

(c) fla)=a?-e™" (f) Va2 (z +5)

2. Feladat. Adjuk meg, hogy hol konvex, hol konkév, hol van inflexiés pontja az
adott fliggvénynek (masodik tablazat megadésa).

(a) f@) =3 ic)z (d) f(z)=In(z+1) - xi1
(b) flz)=z+e = (e) f(z) =er —x

2
© 10 =75 0 1) =

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.
(a) Ertelmezési tartomany: (—oo, 1) U (1,00)

1
fl(z) = etz . ﬁ ,  kritikus pont nincs
—x

r<l|z>1
1 + +
7 a

(b) Ertelmezési tartomany: [—+/8, /8]
2
f(z) = VB= -
zy =8

kritikus pontok: 1 = —V/8, xo = =2, 3 = 2,

X
Vs
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x=x1 | (x1,22) | x=m2 | (z2,23) | x =23 | (x3,24) | T =124
f! B - 0 + 0 -
f max N min Ve max N
0 —4 4
(c) Ertelmezési tartomany: (—oo, 00)
fl(z) =2z e"”z(l —x?),  kritikus pontok: —1, 0, 1
r<—-1|z=-1|-1<z<0|z=0|0<z<l |z=1]|2>1
I + 0 — 0 + 0
f Ve max AW min N max
e ! 0 e !
(d) Ertelmezési tartomany: (—o0,2) U (2, 00)
24 3
fl(z) = % ,  kritikus pontok: 1, 3
r<l|z=1|1l<z<2|2<z<3 |z=3|x>3
1+ 0 - - 0 +
f N max N ¢ min N
2 6
(e) Ertelmezési tartomany: (0,0c0)
fl(x) =2z In?z + 2zInz, kritikus pontok: e, 1
O<z<el|z=ec¢l|el<az<l|z=1|z>1
1 + 0 — 0 +
f Ve max Ny min N
e ? 0

(f) Ertelmezési tartomany: (—o0,00)

kritikus pontok: —2, 0

f'(x)

1
39z

(52 + 10),
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r<-2|rz=-2|-2<zx<0|xz=0]|2>0
f + 0 - ? +
f v max AV min Ve
3v/4 0
2. Feladat megoldasa.
(a) Ertelmezési tartomany: (—oo, 1) U (1,00)
2
flz) = —2X
(1—x)
2+14
(z) = (1—_’—7;)647 kritikus pont: —1/2
r<=1/2 | z=-1/2 | -12<zxz<1|z>1
Iz - 0 + +
f N inf U U
(b) Ertelmezési tartoméany: (—oo,0) U (0, 00)
1
e =z
=1+
1-2
f'(x) =ex - o < ,  kritikus pont: 1/2
r<0|0<zx<l/2|2x=1/2|2>1/2
f// + _|_ O _
f U U inf N
(c) Ertelmezési tartomany: (—oo, —1) U (—1, 00)
S =
(23 4+ 1)2
62(a® — 2
f'(x) = fxi’(’il)i%) . kritikus pontok: 0, /2
r<—-1|-1<z<0]|xz=0 O<x<\3'/§ :10—\3/5 x>\3/§
I + - 0 - 0 +
f u N N inf U
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(d) Ertelmezési tartomany: (—1,00)

x
() —
F'@ =G5y
1—=x
"(x) = ——, kritikus pont: 1
f"(z) CENE P
-l<z<l|z=1|2>1
f// + 0 —
f U inf N
(e) Ertelmezési tartomany: (—oo,0) U (0, 00)
es
f(@) = T2 1
142
f"(z) =ex - +4 * ,  kritikus pont: —1/2
x
r<—1/2|a=-1/2] -1/2<2z<0]z>0
7 - 0 + -
f N inf U U
(f) Ertelmezési tartoméany: (—oo, 00)
2(1 — 2?%)
) —
7@ =15y
4r(x? — 3
f(x) = M, kritikus pontok: z1 = —v/3, 9 =0, 3 = V/3
(—o00,z1) | x=x1 | (x1,22) | T=a2 | (x2,23) | =23 | (x3,00)
1 — 0 + — 0 +
f N inf U inf N inf U
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10. o6ra

Teljes fiiggvényvizsgalat

Hazi feladatok

1. Feladat. Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi lépések alapjan:
— ERTELMEZESI TARTOMANY, TENGELYMETSZETEK, PARITAS
— HATARERTEK
— MONOTONITAS, HELYI SZELSOERTEK, ERTEKKESZLET
— KONVEXITAS, INFLEXIOS PONT
— GRAFIKON

T +2
(a) f(x)zm

Megoldas.

ERTELMEZESI TARTOMANY. 2 # 3, azaz
Dy = (—00,3)U(3,00). Igy majd négy ha-
tarértéket szamolunk.

2
TENGELYMETSZETEK. Az f(0) = 9 érték

az y-tengelymetszet.
Az z + 2 = 0 egyenletbl x = —2 az z- -2 3
tengelymetszet (zérushely).

PARITAS. Nincs, mert az értelmezési tar-
tomany nem szimmetrikus az origora.

HATARERTEK. Az értelmezési tartomany alapjan a kovetkezd négy hatarértéket
szamoljuk:

) T+ 2 ) x  1+2/x . 1 1+2/z
lm —=lm —-——+—= Ilim ——— =0,
T——00 (x — 3)2 z——o00 12 (1 — 3/x)2 T——00 I (1 — 3/%)2
r+2 1 1+2/x

lim ———= = lim - ———= =0
st (1 —3)2  wmcoxw (L—3/m)2
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lim S =2 — .
ooz —3)2  0F

MONOTONITAS, HELYI SZELSOERTEK. Az "els6 tablazat" megadésa a fliggvény de-
rivaltjanak ismeretében.

, 1-(z-3)2—(x+2)-2(z-3) (z-3)—2x+2) —-a-7
@) = 4 - - .
(x—3) (x —3)3 (x—3)3
Nagyon lényeges, hogy egyszertisitsiik a ki- Nl =3
fejezést. A kritikus pont az f’ = 0 egyen-
letbdl az x = —7. Harmadik hatvanya egy @ @
pozitiv szaAmnak pozitiv, negativ szamnak @ N\©@ © 5 O
negativ, igy az y = —x — 7 és csak az
y = x — 3 egyenest abrazoljuk a derivalt-
fliggvény elGjelének megallapitasahoz.

A segédébra alapjan az els§ tablazat:
<=7| =7 | (-7,3) | >3
Vil - 0 + -
S| ¢ | min / hN
~3 i

ERTEKKESZLET. Ry = (—1/20,00).

KONVEXITAS, INFLEXIOS PONT. A "maésodik tabldzat" megadasa a mésodik deri-
valt segitségével.

1@ =3)P3 —(—x—7)-3(x—-3)% —(x—3)—3(—x—7)

) = (@ — 3)0 - (@ —3)
_ 2z+24
(z—3)*
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A kritikus pont a 2z + 24 = 0 egyenletbdl

x = —12. A nevezs nemnegativ, igy az els- v2
jel meghatarozasahoz csak az y = x + 12 D
egyenest abréazoljuk. a "

Igy a masodik tablazat:

<12 | =12 | (-12,3) | >3

- 0 + +
f N inf U U
GRAFIKON.

A jobb szemléltetés érdekében két abrat mutatunk a fiiggvény tényleges grafikon-
jarol, ezeket a TikZ programmal készitettiik.
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(b) flz)=ze

Megoldas.

ERTELMEZESI TARTOMANY. z € R, azaz D = (—00,00).

TENGELYMETSZETEK. Az f(0) = 0 érték az y- -tengelymetszet. Ez egyben z-
tengelymetszet is, és az egyetlen, mert az ze -t = egyenletnek nincs maésik
megoldasa.

PARITAS. f(—z) = (fx)e*(*‘/"")2 = —ge™® = —f(z) alapjan a fiiggvény paratlan,

azaz a fliggvény grafikonja szimmetrikus lesz az origora.

HATARERTEK. Az értelmezési tartomany alapjan két hatarértéket szamolunk.

A L’Hospital-szabaly alapjan

. 22 z _
lim ze=® = lim — =07,
T——00 r——o0 ¥
ugyanis
1 _
lim ——=0". 'y
z——o00 2xet [

De ekkor lim ze @ = 0", mert a fiigg-
xr—r 00

vény paratlan.

MONOTONITAS, HELYI SZELSOERTEK.
2

flx)y=1- e + e ® (—22) = e (1—227) .

A kritilgus pontokat az f’ = 0 egyenlet-
b6l e~ > 0 miatt 1 — 222 = 0 adja, igy 1 - 222

z1=—1/V2 a2 =1/V2. D
A derlvaltfuggveny elGjelének megallaplta— o / T x\@

sahoz e~ > 0 miatt elegend6 az 1 — 222
fliggvény grafikonjat ismerni.

Igy az elsG tablazat:

r<x | T=21 | L1 <T<T2 | T=2T2 | T> X2
f - 0 + 0 -
f Ny min Va max N
1 1
V2e V2e
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ERTEKKESZLET. Ry = % =l

1

T2

KONVEXITAS, INFLEXIOS PONT.
2 2
() = e (—2x)(1 — 22%) + e~ (—4x)
o ® ® |o®
=2ze ¥ (22° —3). O o= o Jzs
A kritikus pontok:
=0, 23 =—3/2, x4 =+/3/2.
T 222 —3
Az elgjel meghatarozasihoz az y = x és az
y = 222 — 3 fiiggvényeket abrazoljuk.
Igy a masodik tablazat:
r<zs|r=x3 | r3<ax<0|ax=0|0<zx<zg4|T=24|2T>24
i — 0 + 0 - 0 +
f N inf U inf N inf U
GRAFIKON.
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(c) flz) ==z’ x|
Megoldas.
ERTELMEZESI TARTOMANY. = # 0, azaz Dy = (—00,0) U (0, 00).

TENGELYMETSZETEK. Az értelmezési tar-
tomany miatt y—tengelymetszet nincs, az
z1n? |z| = 0 egyenlet megoldésai:

K

Injz| =0 -1
[ =1,
r==x1.
PARITAS. f(—z) = (—z)In®| — 2| = —zIn? |z| = —f(z), igy a fiiggvény paratlan,

azaz a grafikon szimmetrikus az origéra.

Ezen tulajdonsag miatt csak a pozitiv félegyenesen vizsgaljuk a fiiggvény tulajdon-
sagait, majd az igy kapott grafikont tiikkrozziik az origora. Szamolédsunkat kénnyiti,

hogy ekkor, azaz z > 0 esetén z In? |z| = zIn® 2.

HATARERTEK: Az értelmezési tartoméany
és az el6bbi megjegyzés alapjan csak két
hatarértéket szamolunk.

lim xlnzx:oo,

200 — & o

illetve a I’Hospital-szabalyt kétszer alkal-
mazva kapjuk, hogy

lim zln?2z =0%,
z—0t

ugyanis
. 2 . 1n2x
lim zln"z = lim —
z—0t z—0t >
o 2lnx- % . .
lim ———* = lim (-2z)lnz = lim
z—0t -2z r—0t z—0t
_91
lim —2 = lim 2z =0"
z—0t — = z—0

—2Inx

1

Abrazolaskor a kapott értékeket a paritas miatt tiikrozziik az origora, teljes abrat

készitiink.
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MONOTONITAS, HELYI SZELSOERTEK.

fl(z) =ln*z+2nz
=Inz(Inz+2)

alapjan a kritikus pontok:

T = 6_2, xo = 1.

A derivaltfiiggvény elGjelének megéllapita-
sdhoz abrazoljuk az y = Inx és az y =
Inx + 2 fliggvényeket.

Igy az elsG tablazat "fele":

Inz+2

O<r<zi|oz=21 | T1<2<Z2 | T=T2 | T>To
f + 0 0 +
f s max min N
4e~2 0
ERTEKKESZLET. Rj = (—00;00).
KONVEXITAS, INFLEXIOS PONT. '
nx+1
" 2
(@) =—(nz+1) ®
X @ 871

alapjan a kritikus pont z = e~ 1.

Mivel — > 0, igy az el6jel meghatarozasa-
x

hoz csak az y = Inx + 1 gorbét abrazoljuk.
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Igy a masodik tablazat "fele":

O<z<el|laz=el|az>el
/" - 0 +
f N inf U

GRAFIKON.

(d) f(z) =22x4+2 -3/ (r+2)?
Megoldas.
ERTELMEZESI TARTOMANY. z € R, azaz Dy = (—00,00).

TENGELYMETSZETEK. f(0) = 2—3+/4, az 2-tengelymetszet meghatarozasaval nem
foglalkozunk, ugyanis egy 3—adfoku egyenletet kellene megoldanunk.

PARITAS. Nincs, példaul f(1) = 4 — 339, f(—1) = —3 alapjan f(1) # f(—1) és
f) #—f(=1).

HATARERTEK. Az

flx) =22 +2—-3V22+4x +4

2 5/ 1 4 4
=z|2+—--3 *-‘1-724‘73
X xr X X

Osszefiiggés alapjan

lim f(z)=—o0

T——00

és

lim f(z) =o00.

T—r00
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MONOTONITAS, HELYI SZELSOERTEK.

2
"2)=2- .
=2+
A derivaltfiiggvény nincs értelmezve az x = —2 pontban, ellentétben az eredeti

fiiggvénnyel, igy ez kritikus pont. Tovabbi kritikus pont az x = —1.
A derivaltfiiggvény elGjelének megallapitasahoz most hasznéaljunk tesztpontokat:

Ha x < —2, akkor példaul az x = —3 valasztassal kapjuk, hogy

2 2
=2—-—>0.
3_1 _1

F=3)=2-

Ha —2 < z < —1, akkor példaul az x = —15/8 vélasztéssal

2
"(-15/8) =2 — —==2-2-8<0.
f'(=15/8) T
Ha z = 6, akkor
2
"6)=2——==2—=>0
O =2-gz=2-3>
Osszefoglalva:
L @ >
r=-3 _9 x=-15/8 1 z=6
Igy az els6 tablazat:
1< 2 |r=-2| 2<z<—-1l|z=-1|z2>-1
o+ ] - 0 -
f ya max Ny min Ve
-2 -3

130



ERTEKKESZLET. Ry = (00, 00).

/

KONVEXITAS, INFLEXIOS PONT. Igy a masodik tablazat:

2 1

f'@)=3 —F7——==.
3 {(x+2)* r< =2 -2 |xz>-2
01 14 . P . . f” + ﬂ +

ha =z # —2. Jol lathatéan a masodik deri-
valt pozitiv. f U U
GRAFIKON.
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Kvizek

A csoport

2/3

1
Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = —In"/° z fiiggvény értelmezési tartomanyat,
x

tengelymetszeteit, paritasat, hatarértékeit.

B csoport

?+1 PR TR P
5 fuiggvény mésodik tablazatat.

(@—1)

Feladat. Hatérozzuk meg az f(z) =

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = 22 — 3 - Va2 fiiggvény hatarértékeit, masodik
tablazatat.

132



A csoport megoldasa

Line)® = Lo/ ma)?.

1 5
-1 /3 .. _ 1
f(:ﬂ)fxn xfx(nx

8=

ET: z > 0, igy a fiiggvény nem metszi az y-tengelyt, nincs paritasa.
Az z—tengelymetszet:

1. .,
“*Pr=0
X

1
—#0, n*3z =0
x

Inz =0

r=1.
Az értelmezési tartomany, (0, c0) alapjan két hatarértéket szamolunk:

1 1
lim —In*?z = lim f(lnx)z/?’:”oo-oo”:oo.
z—0t T z—0t T

1
lim — (lnx)2/3 =70-00",

T—00 I

igy a L’Hospital szabalyt hasznaljuk:

1 1o )2/
lim f(lngc)z/3 = lim (nz)”"
alapjan
2 13 1

i g(lnx) T . 2 1 1 200 0

m =———=]lm -—— " —-—==-:-0-0=

T—r00 1 T—00 3 \3/1H(E €T 3
Tehat

1
lim ~n*?2=0.
T—00 I
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B csoport megoldasa

ET: z #1
gy 2w (-1 —(2241)-2@x—1) 2z-(z—1)—(z®+1)-2
o= (z—1)* - (x—1)3
22 -2 —222 -2 2z -2
@1 @1
f//(x)_—2~($—1)3_(—2x—2)-3($—1)2__2.(x_1)_(_2x_2).3
- (z—1)° N (x —1)*
2z +2+4+6x+6 4r+3
B (x—1)* T (w—1)*

alapjan a kritikus pont 4z 4+ 8 = 0, azaz x = —2.
A nevezs, (xz — 1)* nemnegativ, igy az el6jel meghatarozasahoz csak az y = 4z + 8
egyenest abrazoljuk.

@ -2

4z + 8

r<2|lz=-2] 2<zr<l|ax>1
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C csoport megoldasa

ET: 2 € R, igy két hatarértéket szamolunk:

3
(x273~ \/x2) =700 — 0",

ezért

lim (x2 -3 \3/3?2)

T—r—00

hasonléan

T—00

A derivaltak

fiz) =

lim
Tr— — 00

lim (:cQ -3 \75?)

= lim =z

Il
=)
8

= lim 22

T—r00

()

/
[9:2 - 3x2/3} =2r -3 29:71/3 = 2x — 207 Y/3

f// (:17) —

272'?$74/3:2+7'

A derivalt fiiggvény nincs értelmezve az © =
fliggvénnyel, igy ez kritikus pont.

Jol lathatoéan a masodik derivalt nemnegativ, igy tébb kritikus pont nincs.

A masodik tablazat:

2
3

1

0 pontban, ellentétben az eredeti

z<0]xz=0]x2>0
f// + ﬂ +
f U U
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. A tanult lépések alapjan végezziink teljes fliggvényvizsgalatot.

(a) f(z) =2 —42® + 42 (h) f(z) =xln|z|
(b) f(z) = HL:CQ (i) f(z) =2?In|z|
T i) f(x =2z
© 1= = ) ) = o
g (k) f(z) = a2
B fw) =+ 2 -
( z *a W) f@) =7
(© )=o)l vt (m) f(2) = ———
p e*(x—1)
(f) f(l') = 1_ 22 (n) f(l') _ 3$26_ZTJ
(8) flz) = V1-a (0) fla)=w+e >

Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) Ertelmezési tartoméany: (—oo,o0)
f'(z) =32%> — 8z +4, kritikus pontok: 2/3, 2
f"(z) =6z —8, kritikus pont: 4/3
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(b) Ertelmezési tartomany: (—o0,00)

1— 2
fl(z) = ﬁ ,  kritikus pontok: +1
2z(2? -3
() = M . kritikus pontok: 0, £v/3

.

e

(c) Ertelmezési tartomany: (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00)
Fle) = — 22 +1
RV
v 2z(z2 + 3)
(@) = m,

kritikus pont nincs

kritikus pont: 0
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(d) Ertelmezési tartoméany: (—oc,0) U (0, 00)
1
flx)=x— er kritikus pont: 1

2 .
f(x)=1+ o kritikus pont: /—2

A

(e) Ertelmezési tartomany: (—oo, 00)

) = —(z—5)%(4x —5), haxz<0
| (#—5)2M4x—5), hax>0, kritikus pontok: 0,5/4,5

) = —(x—5)(122 —30), haz <0
" | (z—5)(122 —30), haxz >0, kritikus pontok : 0,5/2,5
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(f) Ertelmezési tartomany: (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 00)

2 1 o
fl(z) = gm ,  kritikus pont: 0
2 922 — 1

1
kritikus pontok: 0, £—

17 _ =
fia) = 9 24/3(1 — 22)7/3” 3

(g) Ertelmezési tartoméany: (—oo, o)

-2
fl(z) = o ,  kritikus pontok: 0, +1
3/ (1 — x2)2
—ox2 —
f(x) = x76 ., kritikus pontok: +1
9¢/(1 — z2)°

AN,
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(h) Ertelmezési tartoméany: (—oc,0) U (0, 00)
f'(x) =In|z|+1, kritikus pontok: +e~!

f'(x) = = kritikus pont nincs

(i) Ertelmezési tartomany: (—oo,0) U (0,00)
f'(z) =2zIn|z|+2, kritikus pontok: +e=1/2
f"(z) =2In|z| +3, kritikus pontok: e ~3/2

AR
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(j) Ertelmezési tartomany: (0,00)

1 31 2

f'(x) = 3" %, kritikus pontok: e~2/3, 1
2 1 -1

(@) == 3lnz kritikus pontok: 1, e!/3

9 2?3z’

—T

(k) Ertelmezési tartomany: (—oo, o0)
f'(x) = (22 — 2?)e™™,  kritikus pontok: 0, 2
f"(z) = (% — 42 +2)e™®, kritikus pontok: 2 + /2
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(1) Ertelmezési tartomany: (—oo, —1) U (—1,00)

fl(z) = % ,  kritikus pont: 0
x
T ()2 1
f(x) = w , kritikus pont nincs
x

(m) Ertelmezési tartomany: (—oo, 1) U (1,00)

2
— -1
fl(z) = ;(;7_951? ,  kritikus pont nincs
322243
f'(x) = % , kritikus pont: 0
et(r —
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(n) Ertelmezési tartomany: (—o0,00)

2 21—
fl(z) = 56_%17/; ,  kritikus pontok: 0, 1
x
2 22222 —dx—1
f(x) = §e_% % ,  kritikus pontok: 0, 1 + \/g

(o) Ertelmezési tartoméany: (—oo,0) U (0, 00)
1

e =
flx)=1+ —a kritikus pont nincs

7 - 7%1—2‘% L. . 1
ffx)=e e kritikus pont: 5
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11. 6ra

Hatarozatlan integral |I.

Hazi feladatok

1. Feladat. Az egyszert integralok tulajdonsaga,

F(azx + )
a

/f () +C, akkor /faac—i—b)d +C

alapjan hatarozzuk meg a kovetkezé integralokat.
(a) /cosx dz, /cos(x+4) dz, /cos(x—S) dz , /008330 dz,

/cos27r:r dx, /cosw_32x dx

Megoldas.

cosz dr =sinxz + C', elemi integral.

cos(x +4) de =sin(r+4)+C, hiszen a=1.

cos3x dr = sm33x +C, a=3.

/
/
/cos(a:—B) do —sin(x—3)+C, a—=1.
/
/
/

in2
costcd:vzsm WerC, a=2m.
2m
-9 ) i T—2T
cos — 3 xdx:/cos(—?)x—f—g) dac:snizi/%—i—C, a=-2/3.

P " 1 x
(b)/emdx, /e‘ifzd:r, /de, /effdz, /ef‘ryd:c
ew

Megoldas.

/e“f dr =¢e"+C, elemi integral.

3—x
/esfmd:cze T +C=-e"4+C, a=-1.
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e "y
/e_”ydx: iy +C, a=-y (ha y#0).

2. Feladat. Egyszertisités, algebrai atalakitds utdn hatarozzuk meg a kovetkezd
egyszeri integralokat.

1 1
(a) /(51’2+M_1‘> d(E
Megoldas.
1 1 1
2, + 4 _ -3 [t
/(5x—|—4x3 x)dm 5/xdm+4/x dxr /xdx

z3 1 g2
T |
5 3—1—4 5 nlz|+C
2 1-—
) [ZAL=VE
\/>
Megoldas.
203 4+ 1 — 223 1
:2/m5/2dx+/x_l/2daz—/ldac
x7/2 2172

20+ 1
(c) /3x72dx

Megoldas.
2r+1 g§2x+1 2 6x+3 261'—4—#7 g 14 7
33—-2 3 2 32—-2 3 6z—-4 3 6r—4 3 6x —4
alapjan

2wl 2 7 2 In 6z — 4|
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1
d —d
(d) /a:2 +6x+9 v
Megoldas.

1 B 1 B o, (w37

1
e ———dx
© / Va2 +6x+9
Megoldas.

/wfﬁ—md“:/m“:/(

1
£ - -
(®) /x2+6x+10 du

Megoldas.

/ 1
—_——dz =
22 4+ 62 + 10

1
® [ gy

Megoldas.

1
— d
/9x2+1 *

1
h ——d
W) [ g do
Megoldas.

/x2+3 /
(i) /singx dx

Megoldas. A sin’z = 5

x+3)"2/5ds =

1 —cos2x 3 ..
————— azonossag alapjan

(z + 3)3/°

55 C-

: dz = arctg(z +3) + C.

t
arctg 3x el
3
1 arctg\[
de = = +C

1 1 in 2
/siandx:§/(lfcos2x) d:z:—2(xsm2 I>+C.

146



3. Feladat. A helyettesitéses integralas,

/f (y)+C, akkor /f g (z) dv = F(g(z))+C

segitségével hatarozzuk meg a kivetkezs szorzatfiiggvények integraljat. A megoldas
soran a g(z) belss fliggvény helyett hasznaljuk az y jelolést.

(a) /sz(x3 +8)10 dx
Megoldas. Az
/3x2(x3 +8)10 dx = /(1‘3 +8)10. 322 dx
atalakitas szerint az elsG szorzotényezs Osszetett fiiggvény, ahol a belss fiiggvény
y =3+ 8. Igy o = 322, azaz dy = 322 dx, tehat
11

3 811
/(m3+8)10~3x2d:c:/y10dy=%-&-C:%‘*‘C-

)/dem

1
Megoldas. A belss fiiggvény y = 522 — 4, igy 3’ = 10z, azaz 0 dy = x dz, tehat

1 1
/x\3/5x2—4dx:/(5x2—4)1/3-:de:/y1/3~—dy 10/ 13 dy

10
1 y4/3 1 (51.2 _4)4/3

+C=—".

C.
T 10 4/3 10 3

) /3733 dx
/b2 —4
Megoldas. Ekkor

3
/\7% dr = /(5272 4>_1/3 -3z dx .

A belsé fiiggvény y = 522 — 4, igy v/ = 10z, azaz % dy = 3z dx, tehat

/(5x2—4)_1/3-3m dxz/y_1/3-% dy

- 3 y2/3 - 3 (51,2_4)2/3
"0 23 YT 23 T
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z+3
(d) /(x2 T 60)° dx

1
Megoldas. y = 2% + 6z, innen ¢/ = 2z + 6, igy 3 dy = (x + 3) dx, ezért

x4+ 3 o 2 —3 _ -3 1
/(x2+6m)3dx7/(x + 6z) (x +3) dxf/y 3 dy
2

(e) /x261*””3 dz

1
Megoldas. y = 1 — 23, y = —322, -3 dy = 2? dx, ezért

/xQeI*””3 dr = /el’””3 22 de = /ey. <_3> dy

1 1
= -V C=—2e"" 4 C.
3
ew
f d
O [ 1o ds
Megoldas. y = 4+ e¢*, dy = e* dz alapjan

3
/er dx—/(él—&—em)*l-erda:—/ 71d—/ld
44 e” N -JY v= Y 4

=lnly|+C=mnl4+¢"|+C.

1
() /a:ln3x du

1 1
Megoldas. y = In3z, ¢y = — -3, dy = — dz, tehat
T

3x

1 1
/ dm:/(ln3m)_1-fda::/y_l dy=Inly|+C=In|ln3z|+C.
x

z1ln 3z

1 1
(h) /$2 sm; dz
1 1
Megoldas. y = — —dy = — du,

1
/—Slnfd:z:f/fsinydy:cosy+0:cosf+0.
x
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

@ [sin(r-3) do @/%ﬂwwmx@/%mm

2z

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

1 3z +2 x+3
@/gj“ @/u_ﬂx @/ﬁﬂﬁﬁm

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs integralokat.

(a) /\3/5—x3+m dr (b) /ﬁ;% de (c) ig dz
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A csoport megoldasa

(a)

/sin (77— %) dr = /sin <—;.13+7T) dz = _COS(_E%C—FW)
(b)

[Vt e [ore e oo e

(2 +1)%3
=G +C.

(c) )

/

Inz [ 1 _ 13 1
o d.’L—/\/lIlCE o dx—/(lnx) o dx

y=Inx
dy _ 1
d:y_y_x
) —id
y_2:c *
alapjan
1 1 y/3 1 3z
= V3. 2 qy==.2_ =
/y s W= g O3 g TO
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B csoport megoldasa

@ 1
1 _ 1o , €77
(b)

3x + 2 3 (4 3x+2 3 12z + 8 3 12z —3+11
dr=- [ =~ dr = — dr=—- | ————— dx
4r — 1 4 3 4r—1 4 122 — 3 4 122 — 3

3 11 3 In |12z — 3|
=2 (1) de=" i .
4/( +12x3> da 4(“7"+ 12 )+C

/ng dm:/(x2+6x—9)_1-(x+3) dx

(c)
72 + 6 —

y=a2>+6x—-9

d
%zy’:2x+6=2(x+3)

1
idy: (x+3) dz

alapjan

1 1 (1 1
= 71-7 = — — :71
/y 5 & 2/ydy 2n|y|+0

1
:§1n|x2—|—6:c—9|—|—0.
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C csoport megoldasa

(a)

3 _ 3
/de:/(ﬁ_3+m> dm:/<x—z/s_3+1) i
X T X T X

1/3

73

—3ln|z|+z+C.
(b)

1 1 1 1 1
/dezﬁ/x?/ﬁﬂdeG/Wg)QHdm
_}.arctg (x/\/é)
6 1/v6

VT 1
e _ Vo, _~ _ vz .—1/2

y=a =2z
dy o, 1 —1/2
dx B
Zdyzsvfl/2 dx

+C.

(c)

alapjan

z/ey-2dy=2/eydy:2ey+C=2e\/5+C.

152



Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkezs egyszerii integralokat.

(a) /(1+x)4 da (d) /ngx d (g) /cos% da
b) / V3 —dx dx () / 42737 (h) / sin(z — ) da
c) / \/(11_7@5 da () / e P dy (i) / Cosi o e

2. Feladat. Egyszertisités, algebrai atalakitas utdn hatarozzuk meg a kovetkezd
egyszer( integralokat.

@ [(V—dora)ds (o “’}1 0 [ s o
0GB i o[
@ [V g [V a0 [eted

3. Feladat. A helyettesitéses integrélas segitségével hatarozzuk meg az alabbi szor-
zatfliggvények integraljat.

(a) /3362(3—1-363)3 dx (e) /ﬁ dx (i) /Ctgx dx
)/xQ\/Wda: (f)/#_;wdx (J)/ ¢’

1+ e2e du

1+ 2 V ln 2:10
) / . dx

c)/{)/(;;wdx

—z? . 9 1
(d) /T-I-Q dx (h) /sm xcosx dx Q) /m dx
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Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(1+ z)° In |1+ 3z|

sin £

6
(3 _ 433)3/2 42-3z
(b) 3/2-(—4) +C (e) 1n4.(73)+0 (h) —cos(z —7) +C
(1—a)*? e tg 2z
¢) —7—+C f +C ) -8
2. Feladat megoldasa.
25/3 22 1
e () — +C
(a) 5/3 9 + CC+C T+ 2
5
1/2 72 L) = 9 7/5 C
(b) 6- %H —2+C (b) 7l@+2)""+
(i) arctg(x +2)+C
© L 13.7 c
¢) & T3 —r 3v/8 T
6 —4 j) — arctg — + C
) i ) =3 875
(d) =234 —2In|z| - =+ C 1
3 x K) —o—s +C
T —6(2x + 1)
© T3+ 15 +C EC T
2
1 2
(f)g(x+7ln|6x+3|>+0 (u is cos x—m>
2 6 2
3. Feladat megoldasa.
(3 +a%)* v (i) In|sinz| +C
O @ g +C

g(x3+2)3/2+0 (f)

1
g() Y@ +2)3+C

1
—§1n|x3+2|+0

(8) —=

(h) % sin®z + C

1
§ln|x2—4x+6\+0

v+ 1) ye

(j) arctge® 4+ C
2
(k) §\/ln3 2z + C

(1) m|1+Inz|+C



12. 6ra

Hatarozatlan integral I1l.

Hazi feladatok

1. Feladat. A parcialis integralas modszerének

/f-g’=f-g—/f’-97 vagy /f’-g=f-g—/f-g’

segitségével hatarozzuk meg a kdvetkez§ szorzatfiiggvények integraljat.

(a) /zcosx dx

Megoldas. Mindkét szorzotényezs, az x és a cosx is elemi fiiggvény. Az els6 egy
polinom, a méasodik pedig nem a logaritmus fliggvény. Ezért a polinomot derivéljuk
tovabb, azaz az f = x valasztassal éliink, ekkor a derivalt f/ = 1. Ez azt is jelenti,
hogy ¢’ = cosz, ezt integralva g = sinz; C—t6l itt eltekintiink. Tehat

f=x fl=1

g =cosz g =sinz
alapjan

/xcos:c dx:x~sinas—/1~sin:z: dzx

=gxsinx +cosz +C'.

(b) /(2:10 —1)sinz dx

Megoldas. Mindkét szorzotényezs, a 2x—1 és a sin z is elemi fliggvény. Az egyik egy
polinom, a méasik pedig nem a logaritmus fliggvény. Ezért a polinomot derivaljuk
tovabb, igy

u=2r—1 u =2

v =sinz V= —CoST
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szerint

/(2x —1)sinz dx

(c) /e% dx

Megoldas. Ekkor

/

e3r

(2m—1)-(—cosx)—/Z-(—cosx) dz
—(2x—1)cosm+2/cosz dx

—(2z — 1) cosx + 2sinx + C'.

a; dr =

/xefi)“ dz

alapjan a két szorzétényezs az x és az e >%. Ezért

miatt

(d) /x2e_p“3 dx

Megoldas. Amennyiben p # 0, akkor

f=a? =2z
g =eP* g= e ™
w4
szerint
—px —px
/wze_mdx:x2~e —/2x~e dx
Y -P

—px
9 €

= .
—-p
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A kapott integral ismét egy szorzat, a két tényezs, x és e P* két egyszeri fliggvény.
Igy a parcialis integréalas ismételt alkalmazasaval,

!’

U=z u =1
v =e P¥ v = e
P
alapjan irhatjuk, hogy
—px ) —px —px
=22 & +<x~e _/e dm)
P p w4 -p
-pz 9 -pr q -
2.5 +<x~e —l—/e‘“dm)
—-p p -p p
e P 2 e P leTP®
=22 + - <m . + - ) +C
—-p p —-p p —p
—px —pz —px
= —z2 € — 2z 62 7263 +C
p p p

Ha p = 0, akkor

(e) /cos4x ce " dx

Megoldas. Ebben az esetben tetsz6legesen valaszthatunk, legyen példaul a trigo-
nometrikus fliggvény a "sima" fiiggvény, azaz

u = cos 4z u = —4sindx

Ekkor
/cos 4x - e " dx = cos4dzx - (—e_I) - / —4sin4x - (—e_I) dx
= —cosdzr-e " — 4/sin4x e P dx.

A kapott szorzatfiiggvény parcialis integraldsakor a vélasztédsnak az elsGvel meg-
egyezOnek kell lennie. Most is a trigonometrikus fliggvény a "sima" fiiggvény.

s = sin4x s’ =4cosdx

' =e 7 t=—e%
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miatt

=—cosdzr-e” " —4 <sin4x . (—e_””) — /4cos4x~ (—e_:”) d:v)

= —cosdr-e ¥ +4sindr - e — 16/cos4x e ¥ dr,
azaz visszakapjuk az eredeti integral szamszorosat. Igy az

/005437 e P dx=—cosdr-e " +4sindr-e " — 16/008435 e % dx

egyenletet rendezve és a C' konstanst beirva nyerjiik, hogy

17/(3054;3 ce”? dr=—cosdxr-e” " +4sindx e+ C

/cos4:v e dx = S cosdx -e 7 + 4 sindxr-e * 4+ C.
17 17

/lnx

Megoldas. Mivel

1
/ e /:ciQ'lnxdx,

igy az egyik szorzétényezé az x 2, a masik az Inz fliggvény. Ilyenkor mindig a
logaritmus fliggvényt derivaljuk, azaz az

fl=a f=-
g=Inzx g =

valasztéassal kapjuk meg az eredményt:

/x*2~1nmdx:fl~lnx7/fl~ldx
T r T

1
:—flnac—i—/gc_2 dx
T
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(2) /:cln(? + 3z) dx
Megoldas. Legyen

r -
fr=u P=2
=1In(2 + 3x) o 3
9= g 243z
Igy
x? x? 3
/xln(2+3m) alac-?-ln(2—|—3gc)—/7-24_317 dx
x? 322
= —1In(2 - dx .

5 n(2 + 3z) /4+6x T

Polinomosztéssal kapjuk, hogy

ezért

2
/a:ln(2+3x) da:zéln(?—k?m:)—/(;—;—!- 4/3 ) dz

4 + 6x
x? 22 x  4In|4+ 6x]
=—1In(2 - =t - .
5 n(2 + 3x) 1 —1—3 3 5 +C

2. Feladat. Elemi tortekre bontas segitségével hatarozzuk meg a kovetkezd integ-
ralokat.

(a) /ﬂ da

22 —4x+3
Megoldas. Ahogy az 1. Fejezetben tanultuk,
20 +1 2¢ +1 A n B A(x—1)+ Bz —3)
2 —4r+3 (z-3)(z—-1) =2-3 z-1  (z-3)(z—1)
ahonnan

2 +1=A(x—1)+ Bz —3).
Mivel most két ismeretlen és két kiillénb6z6 gyok van, ezért a gyokok behelyettesi-

tésével kapjuk, hogy

r =3 esetén T=A-2, azaz A=17/2,
3 (

x=1 esetén -(=2), azaz B=-3/2.

159



Azaz
2w+l T2 —3)2
22—4x+3 -3 x—-1°

Innen

2 7
23 )dx:21n|x—3|—gln|x—l+0.

/ 20+ 1 dx—/
2 —4x +3 a r—3 x-—1

5
b — d
(b) /2x2+5x—3 v
Megoldas. Mivel 222 + 5z — 3 zérushelyei az 1/2 és a —3, igy a nevezd gyoktényezds

alakja:
1
2x2+5x—3:2(x—2)(m+3):(2$—1)(x—|—3).
Tehat
5 _ 5 A n B A(z+3)+B(2r—1)
202 +5x -3 (Qz—1D(zx+3) 22-1 2+3  2r—-1)(z+3)
vagyis
ha xz=1/2, akkor 5=A-(7/2), azaz A=10/7,
ha x= -3, akkor 5=B-(-7), azaz B=-5/7.
Azaz
5 ~10/7 —5/7
202 +5z—3 20—-1 x+3’
Innen
/ 5 dx:/ 10/7  5/7 e
222 +5x — 3 2c—1 z+43
10 In|2z—-1] 5
== — —=-1 .
- 5 - nlz+3/+C

341
- d
() /x2—4$+4 v
Megoldas. A szamlaléban 1év6 polinom fokszama hérom, ez nem kisebb a nevezs

fokszdmanal, ami ketts. Ezért osztassal kell kezdeni:

341 4t 122 — 15
- = —_ .
2 —4x+14 2 —4x+4
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Az igy kapott tortfiiggvény felbontésa
122 — 15 120 —-15 A B A(x—2)+ B

P _drtd (@—27 -2 (@=22  (z-2)p

Két ismeretlen, de csak egy (kétszeres) gyok van, ezért az egyenld egyiitthatok
modszerét alkalmazva,

120 —15=Ax—2A+ B
alapjan A = 12, B = 9 adodik. Tehat

3 +1 12 9
~ " dr= 4 d
/1’2—4z+4 * /(gH_ +x2+(x2)2> *
9

2
S+ dr+12Inje -2 - — +C.

1
(d) /73332 —s dx
Megoldas. A helyes felbontés:

1 1 _A, B _C© _ Az(3—=2)+ B(3—x)+Ca?

31’279:3:$2(37x)_z x? 33—z x2(3 — 1)

Az egyenls egyiitthatok modszerével,
1=(C—A)2*+(3A—-B)x+3B

alapjan kapjuk, hogy B =1/3, A=1/9, C = 1/9. Ezért

1 1/9 1/3  1/9
= (42 2 g
/33:2—1‘3 * /( x * x? +3—x> v

1 1
Inj3—-2|+C.

L |
=-—lnjz|——— =
9 3z 9

2—3x
<e>/md””

Megoldas. A nevezsben 1év6 22 + 1 polinomnak nincs valés gyoke. A szamlaloban
talalhat6 2 — 3z polinom els6foku, igy ez a kifejezés egy elemi tort. Ekkor két
részre kell bontanunk a tortet ugy, hogy az egyik tort szamlélojaban a nevezd
derivaltjanak szdmszorosa, a masik tort szamlal6jaban csak szam legyen:

2 -3z -3z 2

;z:2+1_172+1+x2+1'
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Az els6 tort integraljat helyettesitéssel, uv = 22 + 1, v’ = 2z alapjan kapjuk meg:
; __° d
/ 7+ 1 / !
3
:—fln|u|+C:—fln|m2+1|+C ;
2 2
a méasodik egy elemi integral:
/ 2 d 2arctgx + C' .
r = 2arctgx
211 8

Ezért

9 _
/ 3¢ d:c:f%ln\x2+l|+2arctgx+0.

2+ 1
2z 41
f —d
() / 2 —4x +5 v
Megoldas. Az 2? — 4z +5 = (v — 2)% + 1 atalakitas alapjan jol lathato, hogy a
nevezének IliIllCS valés gyoke, és igy az eléz6 példahoz hasonloan dolgozunk. Az
[ac2 —4dx + 5] = 2z — 4 Osszefliggés miatt a felbontéas:

20+ 1 . 2z—4 n 5
—dx+5 22—4x+5 22—dx+5

Az els6 tort integraljat helyettesitéssel, v = x2 —4x +5, v = 22 — 4 alapjan kapjuk
meg; a masodik egy egyszeri integral:

20 —4 1
/ﬁx—i—i’) da::/; dv=In|v|+C =In|z? — 4z + 5|+ C ;

Ezért

2 1
/#ﬁc—l—{) dx = In|2? — 4z + 5| + 5arctg(x — 2) + C .
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() /x3:-m de

Megoldas. Ekkor 2% + x = x(2? + 1), és mert az 22 + 1 polinomnak nincs valos
gyoke, a helyes elemi tortekre bontés a kovetkezd:

1 1 _A Bx+C

x3+x_$(1+x2)_x+ 241

Az egyenls egyiitthatok modszerével kapjuk, hogy A =1, B= —1és C = 0. Igy
1 1 x

Btr oz 2241

A masodik kifejezés integraljat helyettesitéssel, y = 22 + 1, ¢ = 2z alapjan kapjuk

meg:
/x?’—i—x / de / 2+1d

:1n\m|—§ln|x +1]+C.
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

(a) /3a:cos(1 —2z) dx (b) /M dz

2 + 67

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs integralokat.

(a) /@mxdx (b)/ So 12

22 +62+9 .

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

) 34+ 2x
2zet" d N AL
(a)/xe v ()/z2+6x+10 .

D csoport

Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs integralokat.

3
(a) /xarctgx dx (b) /x 1 dx
z—4
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A csoport megoldasa

(a)
f=3z =3
sin(1 — 2
g =cos(1—2z) g= 5111(_72@
alapjan
in(1 —2 in(1 —2
/3:ccos(1—2x) dszx-w—/?)-wdx
in(1 -2
:3x~M+§/sin(l—2m)d:r
-2 2
B sin(1 —2z) 3 —cos(1—2x)
(b)
3r4+2  3x+2 _é+ B A(x+6)+ Bz
2 +6x ax(x+6) 2 2+6  x(z+6)
tehat
3z +2=A(x+6)+ Bx.
x =0 -esetén 2=A-6, azaz A=1/3,
x=—6 esetén —16=DB-(-6), azaz B =38/3.
Igy
3c+2  1/3 . 83
r(z+6) x z+6
alapjan
3z +2

/

22 + 6z

1 1
x:/(/3+ 8/3) dx:§ln|x\+§ln|m+6\+0~

x xr+6
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B csoport megoldasa

(a)

5/2 )
' /3 — 3/2 _ T _ % 52
ff=vad=x f 572 =T
1
g=Inx g ==
x
alapjan
2 2 1 2 2
/\/x?’lnx dx:fa:5/2lnx—/fa:5/2-fda::fxwzlnx—f/x‘g/z dx
5 5 x 5 5
2 5/ 2 z%/?
=- Ine— - —— .
57 e - +0
(b)
3r+2  3r+2 A n B Alx+3)+B
24+62+9 (x+3)2 2+3 (z+3)2  (z+3)2
azaz
3r+2=A(x+3)+B
xr=—3 esetén —-7=0B,
x =0 esetén 2=3A4+B=3A-7
9=34
3=A.
Igy
3x+2 3 7
2+62+9 z+3 (z+3)?2
alapjan
3z + 2 3 7 3 9
/x2—|—6x+9 . /<x+3 (x+3)2) v /<x+3 (z+3) > v

(z+3)71

=3ln|lz+3/-7- —

+C.
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C csoport megoldasa

(a)

alapjan

/21‘647?0 dr =2z - (—e*™%) — /2 (—e*) do = =2zt 4+ 2/647?5 dx

= 9zt — 24T 4 (O

(b) Az 2% + 62+ 10 = (x+3)?+ 1 atalakitas alapjan a nevezdnek nincs valos gydke,
tovabba [mz + 6z + 10] " = 22 + 6 miatt

/ 3+ 2z e /2$+6—3 d
_ 0T o qp= | =220 s
x? 4 6z + 10 22+ 62+ 10
2r +6 3
= | ————dr — | —— dzx.
/x2+6x+10 o /x2+6x+10 o
Ekkor u = 2% + 6x + 10, du = (22 + 6) dz alapjan

22 + 6 1 )

és

3 1
————de =3 | ————— dx = " .
/x2+6x+10 v /(x—|—3)2+1 r = 3arctg(x +3) + C

Igy

3+2
/ﬁ dx = In|z? + 6x + 10| — 3arctg(z + 3) + C.
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D csoport megoldasa

(a)

r_ — z
= f=3
1
g =arctgx g/z
2 +1
alapjan
22 2 1 2 1 x?
/marctgxdx:?.arctgx_/?-md.’lf:?arctgx—i/xz—'_l dx
72 1 f22+1-1
:?arctga:—i ﬁdx
x2 1 1
:2ar0tgx_2/(1_x2+1> e
22 z 1
= —arctge — = + —arctgx + C'.
2 2
(b)
(@3 +1):(x—4) =2%+ 42+ 16
— (2% — 42?)
422 +1
—(42% — 162)
16x + 1
— (16x — 64)
65
alapjan
341
s dr = :z:2+4x+16+765 dx
x—4 r—4
23 2

:§+4-%+16x+65ln|x74|+0.

168



Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. A parciilis integralas modszerével hatarozzuk meg a kovetkezs szor-
zatfiiggvények integraljat.

(a) / 2w sin 3z d

(b) / wsin® da

(© [ @+ 1)coss ds
@ [G-206" da
(1) / eV dz

(& / sinz - ¢ do

(h) /xlnx dx

(1) /(1 —3z)In2z dx

. Inx

(i) ﬁ dz

(k) /(x +1)?Inz dr

) /a:ln(x—i— 1) dz

(m) /x2 arctg x dx

2. Feladat. Elemi tortekre bontas segitségével hatarozzuk meg a kovetkezs integ-

ralokat.

2
(a)/4_3€2 dx
3—=x
(b)/7x2+x_2dm‘
3 —4
(c)/7x2+x_2dl~
x
(d)/2x2+3x+1dm
3r—4
—d
() /$2+2m+1 *

1
£ - -
() /z3761:2+9x du

3 — 3x
® [y

5+ 2x
h o at
()/4x2+1dx
2r —4
i —d
@) /x2+9 v
r+1
i - d
W) /x2+6x+10 o

1+ 3z
k d
()/I+ﬁ v
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Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

cos 3z + 2sin 3z
3 9

(a) —2z +C

(b) —2xcos§ + 4a:sin§ +C

(¢) Bz +1)sinx + 3cosz+ C
(d) (3—2z)e!™™ 4 2e!T + C

3 —4x
(e) —1%e T 3¢ +C

2 2
() %m%%ﬂj

(i) (x— ;ﬁ) In2z —z+ sz +C
() 2y/xlnx — 4+ C

3 3 2
2 o
(k) <3+x +x)1nz 9 5 z+C

2 2
1
1) %ln(x+1)—%+§—§ln\x+l|+0
3 2
1
(m) %arctgx—%—éln\xQ—FH—!—C

2. Feladat megoldasa.

1 1
(a) §1n|2+x|—§1n|2—x|+0

2
(b) fln|:r—1|—§1n|x+2|+C
3 3
22
(c) ?fx+4ln\z+2|fln|x—l|+0
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1
(d) nfz+1] = S Inf2r + 1]+ C

7
31 1|+—=+C
(e) 3lnfz + |+x+1+

1 1 11
(f) glnle| = gnje—3- 3

: C
3 :c—3Jr

I2
(&) 5 — 22’ +1]+C

1
(h) garctg 2z + 1 In|422 + 1|+ C

4 arcte(z/3)

. 5 B
(i) Infa? +9] - 5 /3

+C
1
&) B In|z? + 62 + 10| — 2 arctg(z + 3) + C

1
(k) Infx|— §1H|3«”2 + 1| + 3arctgx + C
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13. 6ra

Hatarozott és improprius integral

Hazi feladatok

1. Feladat. Szamoljuk ki a kdvetkez6 hatarozott integralokat.

Y22 2243
a
(a) , 7 dx
Megoldas. A fiiggvény értelmezési tartoméanya Dy = (0, 00).
A fliggvény az integralasi tartoményon, a [3, 4] zart intervallumon folytonos, ezért
itt Riemann—integralhato.

.......... [
o ] >
3 4

A hatarozott integral értékét a fiiggvény egy tetszéleges primitiv fliggvényének
segitségével szamitjuk ki. Ezért el6bb hatarozatlan integralt szdmolunk.

29 3
% dxz/(x3/2—2x1/2+33:71/2> dx

=§x5/2—§x3/2+6x1/2+0.

A legegyszertibb primitiv fiiggvényt a C' = 0 valasztassal kapjuk. Igy a Newton—
Leibniz tétel alapjén

4
2$ Tt —2r+9 3 {2 5/2 x3/2 n 6:51/2}
3 3 3
2 4
252 _E 32 gL g1/
5 3 +

— <§.35/2§.33/2+6.31/2> )

(b) /_077/2 Z oS (290 + g) dx

Megoldas. A fiiggvény mindeniitt értelmezett, Dy = (—o0, 00).
A fliggvény az integréalasi tartomanyon, a [—m/2,0] zart intervallumon folytonos,
ezért itt Riemann-integralhato.
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NERE
o L1
Y

A hatarozatlan integralt parcialis integralassal,
sin (22 + Z
=z f =1, g'zcos(QerE), g:M
2 2
alapjan kapjuk meg:

/xcos(2x+g) dx:$.81n(2x+§) /s1n(2m+2) d

2 2
:I'sin(zz—i—%) cos(2z+g)+c.

Igy a Newton Leibniz tétel szerint

0 ) . .
/ xcos(Qa:—&—g) dr = [xlsm(Z’r—i—Q) _|_COS(293+ )

—m/2 2 4 —m/2

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 improprius integralokat.

(a) /25 51_xdx

Megoldas. Az értelmezési tartomany Dy = (—00,5).
Az integralasi tartoméany, [2, 5] jobb oldali végpontja "rossz" pont, 2 = 5 nem eleme
Dy-nek. Ezért itt a fliggvény Riemann-szerint nem integralhato.

[ } ............................ >

2 )

C I .
C J°
2 5—¢
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ezért a [2,5] intervallumon vett improprius integralja:

5 5

9 1 . Q—E 1
dr = lim dr .
2 5—x e—=0t Jo 5—=x

A hatéarozatlan integral

1 _ R VE 3 (5_95)1/2 _ —
/mdx—/(B ) d —7(1/2).(71)4—0— 2v/5 +C.

Igy

5—¢
1 .
lim / de = lim [-2v5—a], ©
e—0t 2 5—x +

e—0
= lim, (~2v5= (-2 +2v3) =2v3.

A kapott hatarérték véges, igy a fiiggvény a [2, 5] intervallumon impropriusan in-
tegralhato és az improprius integralja

5
1
—d :2\/3.
/2¢5—z !

(b)/ z?Inx do
0

Megoldas. A fiiggvény értelmezési tartomanya: (0, co).
Igy a [0, €] intervallumon nem definialt a Riemann—integralja, a bal oldali végpont

"rossz" pont.
.................... { Bl .
]

0 e

De a fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyén, ezért az [, e] zart intervallu-
mon integralhaté (e > 0),

igy az

€ € €
22lnz dr = lim 2?lnz dr = lim 22 lnzx dx
0 e—0+ O+¢ e—0t 5
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improprius integralt szdmoljuk.
A hatérozatlan integralt parcialis integralassal, f' = 22, f = x3/3,
g=1Inz, ¢ =1/x, kapjuk meg:

3 3
1
/xhnxdazz%dnx— %de
3 3
:%lnx—%-i—C
Igy
e 3 3 €
lim 2?lnz dr = lim [wlnx—x]
e—=0t /o e—0t | 3 9 e
3 3 3 3
— lim (& -5 & 1 £
ai%l(s g 3 met 9)

A harmadig tag hatarértékét a L’Hospital-szabaly segitségével szamoljuk:

. . Ine
lim &3lne = lim —
e—0* e—=0t+ 7
. -1 . &l
lim = lim — =0

es0+t —3e~% S0+ —3

alapjan

lim 3lne =0.
e—0t

Ezért

5
1-22
- d
(c) /3 22 bz +4 "
Megoldas. Az értelmezési tartomany Dy = (—o0,1) U (1,4) U (4, 00).
A fiiggvény folytonos D ¢—en.

[ il .
L il
1 3 4 5

Most az intervallum belsejében van a "rossz" pont. Ekkor az intervallumot a "rossz"
pontnal szét kell vagni, két improprius integralt kell szamolni (csak az egyik végpont
lehet "rossz"):
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M
L1
’

/5 -2z /4 -2z +/5 -2z
————— dr = ————— dx ——— dx
3 ¥2—bx+4 3 2 —bx+4 4 22 —5x+4

A bal oldali improprius integral akkor létezik, ha a jobb oldali integralok mindegyike
véges. Igy amennyiben a jobb oldalon valamelyik integral végtelen, akkor a tébbit
mar nem is kell meghatéarozni.
Elemi tortekre bontés

1-2x 1—22 A B 1/3 7/3

x2—5x+4:(33—1)(x—4):x—1+x—4:aﬁ—1—x—4

utan a hatarozatlan integral

1- 22 13 7/3
- dx = - d
/w275x+4 v /(:cl x4> v

1 7
:gln|x—1|—§ln|x—4|—|—0.

Igy az els6 improprius integral

4 4—e
1-2 1-2
[ [T
3 22 —bx+4 e—0t Jg 22 —br+4

4—e

1
lim fln|a:—1\—zln|ac—4\
e—0t | 3 3 3

1 7 1
= lim (31n|3—€|—1n|5|—3ln2>

e—0+t 3

= 0.

Ezért a masodik integralt mar ki sem kell szamolnunk, a fliggvény impropriusan
sem integralhato a [3, 5] intervallumon.

1
2z
d / —dzx
S
Megoldas. Az értelmezési tartomany Dy = (—oo, —1) U (—1,1) U (1, 0).
A fliggvény folytonos D y—en, de az integralasi tartomany, [—1, 1] mindkét végpontja
"rossz" pont. Ezért improprius integralt szamolunk.

r 1 g
T B
—1 1
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De csak az egyik végpont lehet "rossz", ezért az intervallumot szét kell vagni. Ezt
tetszéleges belsé pontnal megtehetjiik. Esetiinkben ez legyen a 0 pont:

r 1 R
T B
-1 0 1

/1 2x de /0 2x gz + /1 2x e
_ — _ " dx _
11— a2 1 vV1—a2 0o V1 —2a2

Helyettesitéses integralassal, v = 1 — 22, du = —2x dz, kapjuk, hogy

[t [ */“*I/Bd’“

u2/3

= +C=—3 \/ 240,
2 / 3
Igy az elsG improprius integral

0
dr = lim 2 dzx

2x
[1 v1—a2 Ces0t —14e v1—x2

—1+4e
3
:1. —_— =3 1_ 1
airél+< TR +E)))
__3
=%,

és a masodik

is véges. Ezért
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3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd improprius integralokat.

< 1
(:au)/3 $2_4dx

Megoldas. Az értelmezési tartomany Dy = (—oo, —2) U (—2,2) U (2, 00).
Az integralasi tartomany, [3,00) nem véges, ezért a fiiggvény nem Riemann—
integralhaté ezen az intervallumon.

“
N

-2 2

Ugyanakkor a fiiggvény folytonos a [3,t] intervallumon (¢ > 3 tetszsleges), azaz itt
integralhato,

11
(I
Y

w
~

-2 2

ezért a kovetkezd improprius integralt szamoljuk:

/oo ! d li 1 d
r=lim [ —— dz.
3 x2—4 t—oo Jq a2 —4

Elemi tortekre bontassal kapjuk, hogy

1 14 14
/x274dx_/x72_x+2dx

1 1 1 T —2
— Clhfe -2 —~lnje+2[+C = -1
4n\x | 4n|:v+ |+ C e P

Igy
xr—2

R T i (L
A T == Vi

= lim 1ln 1_2/t
4 1+2/t

t—2 1 1
— In =
t+2‘ 4 5>

n
4 5
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Megoldas. A fiiggvény mindeniitt értelmezett és folytonos, Dy = (—o0, 00).
Az integralési tartomény, (—oo, 0] nem véges, ezért itt a fliggvény nem Riemann—
integralhato.

u -
\ ]
0

Ugyanakkor a fliggvény a [t, 0] intervallumon integralhato (¢ < 0 tetszdleges),

[ il >
L il
t 0

ezért a kovetkez6 improprius integralt szamoljuk:

S . Oz
— dr = lim — dr .
Ce € t——co [, e

1
Parcialis integrélassal, f =z, f' =1, ¢ =e 2%, g = —ixe_h alapjan kapjuk,
hogy
/% dx:/xe*% dx
x
1 1
= ——ge 2 4 / 56_% dx
1

— 7*1‘672w 672:6 + C

Igy

Il

8
/T\
=~ =
+

9]

‘s
N
N
~

+

e
N————
N———

miatt impropriusan sem integralhaté.
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o0 ex
(c) [m e dx

Megoldas. A fiiggvény mindeniitt értelmezett és folytonos. Az integralési tarto-
méany nem véges, mindkét "végpont" végtelen, ezért egy tetszdleges belsé pontnal
felbontjuk, legyen ez a 0 pont,

( ' R

\ . )

és a kovetkez6 improprius integralt szamoljuk:

[e%e] x 0 x o0 x
/ € d.’l?:/ © dl‘—i—/ © dl‘
O o Coo L4e” o 1l+e”

Helyettesitéses integralassal, u = 1 + e, du = e” dx alapjan kapjuk, hogy

r 1
/ ¢ d:z::/fdu:1n|u|+0:1n|1+ez|+0.
u

14 e”
lgy
0 em 0
/—oo 1+e” dx:t_lgr_noo[ln|1+e””| l
= lim (ln\l +e% —In1 —|—et|) =In2,
t——o0
ugyanakkor

oo e(lj . - ¢

= lim (In|l +¢€'| —In|l+¢€%) = .
t—o0

Igy az improprius integral nem létezik.
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Kvizek

Feladat.

Feladat.

Feladat.

Feladat.

A csoport

/h
sinz

Hatarozzuk meg az / —— dz integralt.
0 cos?x

B csoport

o0
Hatérozzuk meg az / dz integralt.
e

xln’z

C csoport

2
3—x
Hatéarozzuk meg az / e dz integralt.
o IT°—

D csoport

0 2

Haté k O i Sp—
atarozzuk meg az / P drts

— 00

dx integralt.
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A csoport megoldasa
Ertelmezési tartomany:

cosz # 0
x;«ég—i—kﬂr, kelZ.

A fliggvény folytonos a [0, 7/4] intervallumon, igy integralhat6 itt.

[ ]
L
0% 3 s

A hatarozatlan integral

sin x 1 . -2 .
5 dr = 5— -sinx dv = [ (cosx) ~-sinw dz,
cos? x cos? x

Yy =CoST
dy = —sinx dx
—dy = sinx dx
alapjan
S -2 4 __L_l S _ 1
= Y Yy = +C=-+4+C= C
-1 Y cos T
lgy

o LS NS SRR T
~cos(m/4)  cosO  2/2 1 /2 '

L
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B csoport megoldasa
Az értelmezési tartomany:

zln’z #£0 és x>0
x#0, Inz#0 és x>0
x#0, z#1 és z>0.

Az integréalasi tartomany nem véges, igy a fiiggvény nem Riemann—integralhato itt.

.......... [ 1,
o B -
0 1 € t

De az [e,t] halmazon (¢ > e) a fliggvény folytonos, ezért ezen az intervallumon
integralhato, tehat improprius integralt szamolunk:

> ] |
/ 5 dr = lim dr .
e xzln“zx t—oo [,

zln’
A hatarozatlan integral

1 1 1 o 1
dx = c—dx = Inz - —dz,
/xanm /lnzx x /( ) T

y=Inx
1
dy = — dx
x
alapjan
—2 y! 1
y “dy="——+C=—+C=——
Y Inx
Igy

/°°1 Do — 1 L Y L1
e rln’x m_ti{go Inz e_tggo Int  Ine

1 1
= lim <+1> P— —74+1=0+1=1.
t—o00 Int 00
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C csoport megoldasa

A fliggvény értelmezési tartoménya: x # +2.
A fiiggvény folytonos Ds—en.
Az integralasi tartomény jobb oldali végpontja "rossz" pont,

B 1 R
B B
—2 0 2

Igy a fiiggvény nem Riemann-integralhaté, improprius integralt szamolunk:

2 _ 2—¢ _
/ 32 3: dr = lim 32 v dx .
0o T2 —4 e=0t Jg 2% —4

Elemi tortekre bontva

3—x 3—x A B A(x+2)+ B(z —2)

2—4  (z—-2)(z+2) x—2+x+2: (z—2)(z+2)

3—x=A(x+2)+ Bz —2),

r =2 esetén

1 -4, azaz A=1/4,
x=—2 esetén 5=B-(

-(—4), azaz B=-5/4,

kapjuk, hogy a hatarozott integral

3—u /4 5/4 1 5
— _ de = =1 -2 —--1 2|+ C.
/;1:2—4 /(zQ :z:+2) v=ghnle =2 = ginfr+ 20+

Igy
2—¢ 2—¢
3 - 1 )
lim 5 x4 dmzaliré{r [41n|x—2| —4lnx+2|]

e—0t 0 xre —

0

: 1 5 1 5
fslir(r)l+ <4ln5 Zln(4f€) - (41112 41112))

= —00

miatt impropriusan sem integralhato.
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D csoport megoldasa

Ekkor z2 +4x +5 = (z + 2)? + 1 alapjan a fiiggvény mindeniitt értelmezett, és
folytonos, de az integralasi tartomany nem véges, igy a fliggvény nem Riemann-—
integralhaté itt, improprius integralt szdmolunk:

[ il >
L il
t 0

0 0
/ 2 . / 2 d
————— = lim ———— dx.
oo P24 +5  to-oo ), 2244x+5

A hatéarozatlan integral

[oos dx:Q/(; dw = 2arctg(z +2) + C.

22 +4x+5 T +2)?+1
Igy
0 2 0
| s e = Jim Patse + 2

=, lim (2arctg2 — 2arctg(t + 2))

——00

=2arctg2 -2 (—g) =2arctg2+m.

77777777777 ey
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Tovabbi gyakorlé feladatok

1. Feladat. Szédmoljuk ki a kdvetkez6 hatarozott integralokat.

3 2 _ 2/m e
(a)/ VEt322 -6 (C)/ icosédx (e)/l Vrlnz dr
2 1

Vi Jx L7
/4 &2 1 3
_— f d
(b) /0 tgx dx (d) /e 2 dx () /2 i
2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs improprius integralokat.
1 1 1
1 20 — 1
—d ——d i Inz d
(a)/oxﬁ x (e)/_lacz—l x (1)/0\/5nwx
P Lo1-2z
b —d f —_
Q /2 V2 - v () /_1:172—5:E+4dx ) /W2/4COS\/§d
j x
© /1 Lo | p 0 Ve
x
0o 22-1 &) /1 zln’z
0 1
20 — 1 ¢Inzx 1
d ——d h —d k / —dx
W [ H ) [P © [
3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd improprius integralokat.
[e.¢] 1 1 T
a — dx .
()/0 x? +4 ®) [m2x2+1dx
b —— dx -
()/5 a2 — 5z +4 (8) / T
> 3z o0 .
(c) /5 R — dx (h) /0 ze /3 dx
[e.9] 1 [e'e)
(d) /2 7 1352 (i) /0 zel ™" dx
-2 1 : > 1—22
(e) [m e dx (4) - xe dx
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Gyakorlé feladatok megoldasa

1. Feladat megoldasa.

(a) \/§+%—31n3—\f—3+31n2 (d) —é+%
3, 9 55, 9
() 22 () GVl - g Vel i
(c) =1 (f) %ln% %lné
2. Feladat megoldasa.
(a) 2 (e) # (i) fg\/;s
(b) % (f)
(c) % (g) 7 b2
(d) (h) 3 (k) m
3. Feladat megoldasa.
T 1 1.3
() 4 (d) ;n2— =l ((gi #
h) 9
1 1
(b) —lnz (e) 51113 Q) e
(©) ? (t) # i) 0
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