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El6sz6

Ezt a jegyzetet a teljesség igényével allitottuk Ossze a miszaki informatikus hallgatéknak
tartott Miiszaki matematika 2. targy gyakorlati részéhez.

Az els6 13 fejezetet a gyakorlati érdknak megfelelen alakitottuk ki. Minden egyes rész-
ben 3 alfejezetben — Hézi feladat, Videok, Kvizek — ismételjiik at, egészitjiik ki, mélyitjiik el,
majd kérjiik szamon az adott gyakorlat anyagéit. Részletes megoldasok ismertetésével kezdiink,
ezt kdvetGen tovabbi példakon keresztiil, tobb mint 250 vided segitségével fejlesztjiik a hallga-
tok megoldasi készséget, végezetiil lehetdséget biztositunk az onértékelésre, a felkésziiltségiik
ellenGrzésére.

Biztosak vagyunk abban, hogy a gyakorlaton val6 aktiv részvétel és ezen jegyzet feladatainak
megoldasa utan a hallgaté képes matematikai modellek azonositasara, rendszerbe foglalésara,
emlékezetébe vési és igy felismeri a feladattipusokat, felidézi a lehetséges megoldésokat, meg-
hatarozza a helyes eljarast és megvalositja azt. Készségeinek fejlesztése mellett olyan képesség
birtokaba keriil, melyek segitségével tisztan és egyértelmtien elmagyarazza, kifejti eredményét.

A jegyzetben szereplé nevek mindegyike az MTA &ltal jovahagyott, anyakonyvezhetd ke-
resztnév.

A készitdk



1.

Komplex szamok, komplex sorozatok

HAazi feladatok

Komplex szamok

Eqgy 2z komplex szam Im 2

e algebrai alakja: z = x+1y, ahol x,y € R; z=x+1y
valos része: Rez = x;
képzetes része: Im z = y; "N v
abszoliit értéke: |z| =r = /2?2 + y?; \
argumentuma: ©
Argz = ¢, ahol —m < ¢ < ; 2
arg z = Arg z + 2km , ahol k € Z; \\\/ |
o trigonometrikus alakja: ~. |
z =r(cosp +isiny); - i
e exponencidlis alakja: z = re'?; Yt e
e konjugdltja: Z = x — iy
= r(cos(—¢) + isin(—p)) = re .

MEGJEGYZES. A z = 0 komplex szam argumentuma nem értelmezett, és definicié szerint

mindharom alakja z = 0. M
1. Feladat. A z; = 14 2i és zo = —3 — 41 komplex szdmok esetén hatarozzuk meg a kovetkezs

kifejezések értekét (k =1, 2).

(a) Re 2 (b) Im 2 (C) 2k (d) |Zk|
Megoldas.
(a) Re(1+42i) =1, Re(—3—4i)=—3 () TH+2i=1—2i, —3—4i = —3+4i,

(b) Im(1 4 2) =2, Im(—3 —44) = —4 (d) |14 2i] = V1T +4=/5,
| —3—4i|=v9+16=v25=5



KOMPLEX SZAMOK, KOMPLEX SOROZATOK

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezG komplex szamok argumentumat, Arg 2-t.

(a) i (b) 2+ ©

Megoldas.

(a) Az i szam a képzetes tengely pozitiv felén
talalhato, igy

N
Arg(i) = 5

MEGJEGYZES. Hasonloan kapjuk, hogy Arg(1l) =0, Arg(—1) = 7 és Arg(—i) = —g.

(b) Vegyiik fel a pontot és rajzoljuk be a piros
haromszoget. Ekkor

1
t = — = t —
ga 5 azaz « arcg2,

igy

1
Arg(2 + 1) :a:gp:arctg§.

(c) A piros haromszog alapjan

V3 T
tga:%:\/g,a:arctg\/g=§,
2
és ekkor
A 1 \/§ s
re|l-——i]|l=p=—a=——.
8l27 7 7 3

(d) Ebben az esetben

2
tga = -, «=arctg -,
473 3

(d) —2—3i

2+1

8} gO
2 2
1
2
8}
4 2
V3
2
_ V3| b
? 1_ V3,
2 2
2 o/
@]
3
P -3
-2-3i 2

e
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3. Feladat. Irjuk at a kovetkezd komplex szamokat a masik két alakba:

(a) 21 =140 és 7, B o o
(b) 2o = 2e7 51, (c) 23 =3[ cos 5 + isin 7 )

Megoldas.

(a) A z szam az algebrai alakban adott. Az ab-
ra alapjan 1+
+ y

1

r=lz| =2,

tovabbd ¢ = a és
T <
tgazl,arctglzz 1

miatt

Argz; = = T %

641 4 Q

Tehat z; masik két alakja: 1 1

Z1 = \/ﬁ(cos%—i-isin%) = V21t

Innen a konjugilt szadm alakjai:
Z1=1—1= V2 <cos (—%) + ¢ sin (—%)) =27,

(b) Az exponencialis alak ismert, ebbdl az ro = 2 és g = —g értékek leolvashatoak, tovabba

29 =275 =2 (cos (—g) + ¢sin (—%))
™ .. (7 V3 .
:2<COS<§)—zsm<§)):2<%—z~73>:1—2\/5.

(c) A trigonometrikus alakbol, a (b) rész alapjan kapjuk, hogy

2 2 ,
23 =3 (cos ?ﬁ + 7sin g) = 3™

—_ 11—

2 2 2 2

= 3@(ﬂ7§)i = 3em@_§i =3. (_1) . (l — Zﬁ) — _3 3\/5

4. Feladat. A z; = 3+4i és 2o = 5 — 2i komplex szdmok esetén adjuk meg az alabbi értékeket
algebrai alakban:

(a) 221 + 29, (c) 23, (e) i
(b) 2122, (d) z9 (22 —2Im 21)7 21

Megoldas. Algebrai alakban megadott komplex szdmok Osszeadasét és szorzasat agy végezziik
el, ahogy azt betiis kifejezéseknél megtanultuk, figyelve arra, hogy i = —1. Ezek alapjan
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(a)

221 + 20 =234+4i)) +5-20 =648 +5—-2i=(6+5)+ (8 —2)i = 11 + 61,

(b)
22 = (34 4i)(5 — 2i) = 15 — 6i + 20i — 8i> = 15 + 14i + 8 = 23 + 144 .

(c) A pozitiv egész kitevGs hatvanyozas is szorzas, igy
zs = (5—2i)% = (5—2i)(5 — 2i) = 25 — 10i — 107 + 4i* = 25 — 20i — 4 = 21 — 20i .

MEGJIEGYZES. Magasabb hatvanyok meghatirozasa meglehetésen hosszadalmas szamo-
lassal jar. M
(d)
2o (Zp—2Imz)=(5—2i)- (54+2i—2-4) = (5—2i)(—3 + 2i)
= —154+10i + 6i — 4i* = —15+ 167 + 4 = —11 + 16¢

(e) Ha a tort nevezGjében komplex szam szerepel, akkor bgvitiink a nevezd konjugaltjaval.
Egyszeri szdmolassal kapjuk, hogy

Z9 H—20 5—-21 3—-—4 7260 7T 26,

. 3+4i 344 3—-4 25 25 25"

5. Feladat. A 2, = v/3 — i & 20 = —v/2 + v/2i komplex szamok exponencialis alakjanak
segitségével hatarozzuk meg a kévetkez6 miiveletek eredményét:
_ 14
() 212 () 4, @ A
)

Megoldas. El6szor meghatarozzuk a két
komplex szam exponencidlis alakjat. Jol latha-
toan |z = 2 és |23] = 2. Mivel
22
. N 4 V2 X V2
o = —— €8 = —— = y
SRVEI R

amibdl - 15

(8%

ezeért _ \/§ ¥1 \/g

3
6 2 4 _1 | Zl

Tehat az exponencidlis alakok a kovetkezdk:

i

o, 3.
21 = 2e7 6" s z9g = 2e4™ .

A miiveleteket a hatvanyozés jol ismert azonossagai alapjan végezziik el. Ugyanakkor figyel-
jiink arra, hogy a végeredmény re alakjaban a ¢ szognek —m és 7 kozé kell esnie.
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(a)

—_— 3 . . 3 . T3 . 11
729 = 276 2e1™ = 26t . 21T = 46(6+4”)Z = 4er2™

o 11
a végs6 alak, mert —m < 2" <.

(b)

7 5 N7 .
3 . 3. 3. 21 . ~ 3.\ o
2] = <2647”> =27 <e4’”> = 97eTim = 9T = 9Te(67-37)i = o7¢

<C) 14 2 —z4;\ 14 14, — 147
5t ( e 6 ) 27 _ 21367%7”4 _ 213€—<47r—%7r)i _ I3 5

3, 3,
) 2ea™ 2ea™

Az exponencidlis alakban adott z = re'¥ komplex szdm n—edik gyokei:
Wi = %ewjlmi, k=0,1,....,n—1,

ahol {/r a szokdsos, valds szdmokon értelmezett gyokvonds.

MEGJEGYZES. Egy nem nulla komplex szdmnak n darab kiilonb6z6 n—edik gydke van. e

6. Feladat. A 2; = V/3—1iés 20 = —/2+1/2i exponencialis alakjanak segitségével hatarozzuk
meg:

(a) z1 négyzetgyokeit, (b) 2z kobgyokeit.

Megoldas. A gyokok meghatarozasahoz irjuk at exponenciélis alakba a komplex szamokat.
. T 3 .
Az el6z6 feladat alapjan z; = 2e76" és 29 = 2e1™,

(a) A fenti Osszefiiggést n = 2-re alkalmazva wy
kapjuk z; négyzetgyokeit:
_%-}—Qkﬂi (7L+kﬂ')i — ;
— — 12 1
W V2e 2 V2e , 5 V3
ahol £k = 0,1, azaz Wo
k=0: wo = V2e 137 1 &

(b) Hasonloan a zy = 2e1™ kibgyokei
22

%77-&-21“7

W = Vo2e s = \3/56(%%”'“)", Wo

ahol k=0, 1, 2, tehat 2 o

Wy = %e(%‘i_%w)i = \S/§e%m = \3/567%7”' . W
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7. Feladat. Irjuk fel gyoktényezds alakban a 23 + i kifejezést.

Megoldas. Elsé 1épésben meghatarozzuk a
Wi
2 4+i=0
egyenlet gydkeit. Atrendezve:
2= %
3
Tehat ‘
—i=e 3" Wo wo
kobgyokeit keressiik, amelyek —
7%+2k7r .

wy=¢e 3 ' k=0,1,2.

Igy a harom gyok:

- V31
wo —= e—g’b = —_— — —7:’
2 2
(-2+%m)i i .
wl = e 6 "3 = e2" = /L’
T4
w2 = 6<_€+§ﬂ->7’ = e%ﬂ'l = e*%ﬂl = —\/—g — —1

Ekkor a keresett gyoktényezds alak (z — wp)(z — wy)(2 — we), azaz
\/g 1 \/g 1
z+z-<z 5 T35 (z —1) it tgi) -

Komplex sorozatok

A komplex z, sorozat hatdrértéke vagy eqy zo komplex szdm, vagy végtelen, vagy nem létezik.
A komplex z, sorozat hatdrértéke végtelen, ha a valds |z,| sorozat hatdrértéke végtelen.

8. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkezd sorozatok hatarértékeét.

(a) 4 —n2i © i—n3
a) Zn = 75— Q) zyp= ———
3n2 — 2ni 2n2 + ni

1 \/§ ! i
(b) zo=| -4+ —1i )z, =n ——
4 4 (d) 20 =n 2+ 1

Megoldas. A komplex sorozatok hatarértékét hasonloan vizsgajuk, mint a valds sorozatokét.

(a) A dominans tagok kiemelésével kapjuk, hogy z, konvergens:

4 —n% n? =i =i —i 1
n = oy o5 - T o 2% 3. ' 2 T =
3n—2nt n® 3—= 0 3— 2 3 3

7.
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W=

(b) A hatvanyozas miatt attériink az exponenciélis alakra:

1 v3\ /1N /IN\", an (1IN .
() ) - e

\" x
mivel (5) — 0, a masodik tényez6 pedig ’eém

= 1 alapjan korlatos.

o 21

MEGJEGYZES. Az e3™ kifejezés az egységsugari korvonal hat pontjat, a 26 = 1 gyokeit

adja meg. Igy a d, = 3™ sorozatnak hat torlédasi pontja van, ezért d, hatarértéke nem
létezik. N

(c) A dominans tagokat kiemelve kapjuk, hogy

3 3 i 4
n’ o3 1_ 3 1

1—n

T on? 244 oy L

Zn

1
Az els6 tényez végtelenhez tart, a masodik pedig —§fhez. Komplex sorozat hatarértéke

azonban nem lehet —oo. Ekkor a |z,| valos sorozatot kell vizsgalnunk:

}%_1’_ \/#—l—l ’ 17

=n- =N e — 0= =00
2+ 5] Ja+ L 2 ’

tehat a z, sorozat hatarértéke oo.

4
n3

2+ Li

20| = |-
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Z’TL

1 1. 1 _
57 5% T3 0.
Ugyanakkor
" 3" 1
20| = |0 1| = i
2 + 'r_LZ ‘2 + EZ‘ 4 +
alapjan lim z, = oco.
n—oo
<5
Z6 e 2:02 * 21
o 24
Z3
27 e
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Videok

Komplex szamok

1. Feladat. Legyen 23 = 3 + 2i és 2o = 3 — ¢. Hatarozzuk meg a kovetkezs kifejezések értékeét.

(a) Rez (e) 21+ 32 N 22
(b) Imz; (f) 2o —Imz 21
(c) z (8) Z122 . Rez
(@) |2 (h) Tz, - 2f Y
Megoldas. ° YOUTUhe
(a) Rez; =3, Rezy =3 () 12— (i) i+1_1@
(b) Imz; =2, Imzy =—1 (f) 1—1 1313
(c) 21=3-2i, %=3+i (g) 79 (j)3+3¢
(d) |21] = V13, |2 =+v10 (h) —5— 12 10 10

2. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd komplex szamokat trigonometrikus és exponencialis alak-
ban is.

(a) 21 =3+2i (b) 2 =14+1iV3 (c) z

Megoldas. ° YOUTUhe
(a) \/E(cos 0,58 4+ isin 0, 58) = /13058

(b) 2 (cos g + isin %) — 2¢51

(c) 2 <cosg — isin g) = 2¢7 51

3. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd komplex szamokat a mésik két alakban.

(a) z3=3 <cos <_£> + isin (—z)>7 1 (b) z4 = 2e5 T

4 z3

Megoldas. u YOUTUhe

™, 3 3 1 1
a) 3¢ 1= — — —i, — =
(@) 2 V27 3 3

(b) 1—i\/§:2(cosg—ising>

o 150
COS — 7 S111 —
4 4

A kovetkezs feladatokban adott z; komplex szdmok esetén hatarozzuk meg a kdvetkezs
kifejezések értékét.

4. Feladat. z; = 1+ V/3i, 25 = V2 — V/2i.


https://youtu.be/q_5xB2_3_5k
https://youtu.be/midu7EB_DLU
https://youtu.be/eqdTkvCJRbY

KOMPLEX SZAMOK, KOMPLEX SOROZATOK 11

(a) 212 (b) 2 (c) 23
Megoldas. n YUUTUhe
(a) V6-v2+ (V6+v2)i (D)8 (¢) —4v2 — 4/2i
5. Feladat. z; = —1 + \/gi, 2y = V2 —V/2i.
(a) 2—:13 (b) 23 - Tm 2 (c) iz
)
Megoldas. u YUUTUhe
() e (b) 82 (c) 24"
4
1 1
6. Feladat. z; =1+ \/§i, 2y = ﬁ + =1, 23 = —ﬁ + =1 és z4 = —1.
2 2 2 2
(a) =f (b) 2 (c) 21 (d) 23 (e) 2 (f) =i
Megoldas. 3 YouTube
(a) 4ei™ (b) 8e™ (c) 16e3™ (d) i (e) i (f) i
1
7. Feladat. z; = ﬁ + —1, 29 = —1i.
4 4
(a) V=1 (b) /Z2
Megoldas. &3 YouTube
(a) wo = ie%i, wy = Le’%’”' (b) wo=e T, w =ei™

V2
8. Feladat. z; = —1 +1, 20 = —5.

@ va v v
Megoldas. 3 YouTube

11

(a) wo = V2eit wy = V2™, wy = /2e 12

(b) wo = %G%ia wy = %e%m’ Wy = \4/56_%”2‘, w3 = \4/56_%7”'

9. Feladat. Irjuk fel szorzat alakban a kovetkezs kifejezéseket.


https://youtu.be/65mD1AppRM4
https://youtu.be/a517CE4PlLo
https://youtu.be/0JZGT1iOzJg
https://youtu.be/5cIrTE4A6jY
https://youtu.be/nZHh2HrnCNs
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(a) 22 —2 (c) 22+ (e) 2> — 62+ 10
(b) 22 +3 (d) 22+i-2
Megoldas. u YouTube

(@) (2-v2) (2 +V2)
(b) <z - \/§z> (z + \/§z>

(c) (z—ﬁ—l—ﬁz') (z—l—g—\/éz’)

(d) z(z+1)
() (z—=3—1i)(z—3+1)

10. Feladat. Oldjuk meg a kdvetkezs egyenleteket.

(a) 22 +8=0 (b) 22 +1=0 (c) 22—i=0
Megoldas. u YOUTUhe
P ——

2 2 2 2 2 2 2
(c) wo—?‘i‘gi, wl——g—i-—li, Wy = —1

Komplex sorozatok

A kovetkezs feladatokban adjuk meg a z, sorozat hatarértékét.
n+2

3n —1

Megoldas. % @3 YouTube

11. Feladat. z, =


https://youtu.be/JGSPBl_CbHM
https://youtu.be/UAwAbKb9cQw
https://youtu.be/lYtfUBuEg98
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12. Feladat.
2+ ni — 3n 3vn3 — 27
n — b n=——="" . n VI
(@) = =375 (b) 20 = o () = —— 5 —
Megoldas. u YOUTUhe
1 1—3
- b (c) 0
@) b) =
13. Feladat.
(a) 2, = 5n + n?i" (b) 2 — on + ni" (©) 2 = 5n + n2i"
N ] " T R 2 /i Y o/
Megoldas. ° YOUTUhe
(a) 3 (b) O (¢) oo
14. Feladat.
(a) z, = (1+i> (b) zn = (1—14)"
2
Megoldas. @3 YouTube
(a) 0 (b) oo
15. Feladat. z, = <1 + l)
n
Megoldas. e’ °YOUT“be


https://youtu.be/P1yDi8GOsfY
https://youtu.be/VT9MWLBXNfk
https://youtu.be/0b1mddnFWw0
https://youtu.be/VPYqLmNZwjg
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Kvizek

A csoport

) 2n? —n3 . 2" 1
1. Feladat. Adjuk meg a 2, = ———————=— sorozat hatarértékét.

5n3 — /i
2. Feladat. Algebrai alakban adjuk meg a 2° = i egyenlet megoldasait.
B csoport

14
1. Feladat. Algebrai alakban adjuk meg a <\/§ + z) szamot.

2. Feladat. Exponencialis alakban adjuk meg a z = 2 4+ 2¢ komplex szam kobgyokeit.

C csoport
, : L+t
Feladat. Algebrai alakban adjuk meg az —————— szamot.
V3 —1)
D csoport
3n— (5 1)
Feladat. Hatarozzuk meg a z, = 1 5 (5n + )i sorozat hatarérték. Adjuk meg a hatarérték
n —ni

algebrai és exponencidlis alakjat is.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa.

. 9 . 2
2n? —nd .20 ot 2 |.n_ (=1
5nd — /i nd 5— 5— —n

A (—1)" sorozat felvaltva vesz fel —1 és +1 értékeket. Tehat

Zoy, = L — —1, valamint Zoni1 = % _ (_1) —1- —(=1) = 1
5——n b} 5— =7 ) 5
Ezért a z, sorozatnak nincs hatarértéke. 1 pt
2. Feladat megoldasa. Mivel i = e2?, igy
P =i=1-e2"
alapjan a megoldasok
we=V1- e%t’?kﬂi = e(%Jr%’rk)i, k=0,1,2, 2 pt

azaz

® Wy = e6l = cos%+isin% = gjt%i,

B e e S (? ) _Z) _ VB L

- o 2 2

® Wy = @(%+2T7r'2)i
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B csoport

1. Feladat megoldasa.

Az abra alapjan

2
r=|VB+i| =/ (V) +12=Vi=2
és
, amibdl

tga: SD:C}{:—’

(I

5l

tehat z = re?’ = 2es’. Igy

(\/§+z’>14:

1
= ol (cos T + 2sin Z) =M -
3 3 2

2. Feladat megoldasa. Az abra alapjan

r=VP+2=V8, o=1
és igy
z=re¥ = /gel!
Felhasznélva, hogy
T4 2km |
W = \ * = Oa 17 27

azt kapjuk, hogy

7T

VRt \Feu

® Wy =
® W = \/ 61227\" = 612
4m |
® (g = \/ e4JgTr = \/_e(

Imz

(26%1‘)14 _ g M _ gla,(2m45)i _

214

2

Im 2

72

V3 1 pt

3
+ £z> — 213 4 913,/3; .

Rez

7 .
b= {/8e ™.

3 pt
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C csoport
Feladat megoldasa. A Im z
2 =141 =re" L ,il
és ' &\/,’/
2o = V3 — i = roe’®? < N
jelblesekkel élve, az abra alapjan kapjuk, hogy SON R

2 S
M=V =v2, = (\/5) 112 =2

valamint —1 1 e

tea=1 és tgf=

5l

Ezek alapjan

T ™
Igy |
21 =V2e1' és 29 =2 6",
tehat
4 4 . of
z = (\/5622> = (\/§> et =4e™ s 22 = (26 6’) — 922(-%)i = g5
Ezért

1 pt

2 pt

3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa.

L, _3n—(5n+1) n 3—(+,)i 3-(5+,)i 35

2 — ni n 22— 2—i  2-i
Az algebrai alak:

3 — bt 3—51 241 6+3t—10: + 5 11 -7 11 7.

2= = . = = =— — —i.

27  2-i 244 1—(-1) 5 5 5

Az exponencialis alak: Im z

2 121 49 170 /170
= |zl = —_= =

Rez

o

valamint az abra alapjan

T S N ‘\\QO/ 1}1
25+25 25 5 7 \\O/

Z \\\\\
t — i = — \\‘
T T 7 N
_5 1 [ ]
11
és . 5
¢ = Arg(z) = —a = — arctg — .
11
Tehéat

z=re¥ =

V170 _. 7
5 e 1 arctg T |

18

3 pt



2.

Komplex sorok, gorbék

HAazi feladatok

Komplex sorok

(vV3-9)"

- 7 3 ?
on (n3 I n) SZamsor !

1. Feladat. Abszolat konvergens—e a Z

Megoldas. A Y |z,| sor egy pozitiv tagu valos szamsor. Az altalanos tag hatarértékére kapjuk,

hogy
1v/3 — | " 1 1 1
|Zn|: = = = " 1 — 0,
2n(nd+n)  2"(mP4+n) ni4+n nd 14 5

tehat tovabbi vizsgélat sziikséges. Az Osszehasonlito kritérium alapjan
1
IS IES

. 1 : :
Mivel » 7 — konvergens, ezért ) |z,| is az, gy az eredeti sor abszolit konvergens.
n

2. Feladat. Tekintsiik a

~—~

3i)"n

2_1(22—1“)"*3

>

n=2

S

paraméteres szamsort.

(a) Hatarozzuk meg és abrazoljuk is azon z paraméterek halmazat, melyek esetén a sor ab-
szolut konvergens.
(b) Hogyan viselkedik a sor a z = 1 paraméter érték esetén?

1
¢) Hogyan viselkedik a sor a z = — — =7 pontban?
(c) Hogy 573

19
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Megoldas.
(a) A sorozat elsé néhany tagjat kiirva kapjuk, hogy
= (3i)"n oz 1832 . 8143
D
it 22 — 147 =0 1 4
ezer z — 1 = azaz 2 = — — —
’ 2 2

értéke nem lehet ez a szam.

34 . 44*
15

Az abszolut konvergencidhoz vizsgaljuk a > |z,| sort. Ekkor

2z —=141i)+...,

esetén a sor nincs értelmezve, tehat a paraméter

(32)”n \n—3 3"n -In—3
|2n| = n2_1(22—1+2) :n2_1\22—1+2| :
és
Zn 1 3t (n+1 . m?—1 1
| +l|:‘zn+1|' _ (2 )|22_1+Z|n 2, . —
|2 lzo] (n+1)2-1 3'n 2z =144
n? —1 n+1 ,
:3.(71—1—1)2—1. 22 — 141
2 1— L 1+ 1
:3-%-(1 1);2 . % 122 = 14l = 322 = 144
Ta) Tw

fgy, a hanyados kritérium alapjan a sor ab-

szolit konvergens, ha

32z —1+i| <1

2z —1+1| < !
z— i| < =
3
1 1. _ 1
T2 e =y
1. 1 o
azaz az — — —i kOozéppont — sugari korlap

belsejében, kivéve a kor kdzéppontjat, ahol
a sor nincs értelmezve. A sor ezen a korla-
pon kiviil divergens.

A korvonalon, azaz |2z — 1 +1i| =

S W=

Seiey I () ey (Y (1) oy

és
n 33 1 33

n2

|Zn|zﬁ._1:;1_

_ L
n2

Innen, az Osszehasonlito teszt alapjan kapjuk, hogy

EEPIFE

N|—

esetén tovabbi vizsgalat sziikséges. Ekkor

33n
nz—1"’

A g — sor divergens, ezért a vizsgalt sor nem abszolit konvergens a kérvonalon.
n
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(b) A z =1 pont jol lathatoéan a koron kiviil taldlhato, igy itt a sor divergens.

1 1
(c) A z= 5 3/ pont tavolsaga a kor kozép- ; °

pontjatol % 1

1 1, 1 1. 1] 1 > — 3

- — = — - — —1 = |— :_7 2 3

2 3 2 2 6 6 O~
ami pontosan a kor sugara. Tehét ez a pont _% | (/ o
a korvonalon van, ahol tudjuk, hogy a sor N /
nem abszolit konvergens. Igy vizsgalnunk e
kell a Z Z, sor konvergenciajat.
A paraméter értékét behelyettesitve kapjuk, hogy

(3i)™n 1 1, A 3ninn i\ 0
Sa= T8 (2(5-3) 1) =n B (s
- Z 3""n X 1 -3 . Z n (Zg)n 3 3
n?—1 3n 3) 4L=n2-1\i
= ZW‘% =27i) (-1)"—— .
A n
_1)"
> (V'
sor egy valos alternalo sor. Ellenérizziik a Leibniz—kritérium feltételeit. Az a, = 2n ]
n —

sorozat pozitiv és

n 1 1 1 =0
an, = — = — .
n? 1-% n 1-—2%
Tovabba f(x) = 291: . derivaltja
:L‘ —
() e R R —x2—1<0
x = = y
(a2 —1)° (a2 —1)°

ezért a, monoton csokkend. Emiatt az alterndlo sor, és igy az 27i—szerese is konvergens.

1 1
Tehat a korvonalon elhelyezkedd z = 3~ §Z pontban a sor feltételesen konvergens.
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3. Feladat. A geometriai sor ismeretében adjuk meg a kovetkezd sorok Osszegét, tovabba
hatarozzuk meg és abrazoljuk is a konvergencia tartomanyok belsejét.

> = (3 —4i)n?
1—34)"
% ”+1Z+ 2 ;,2—1-1—3@
Megoldas.
(a)
. 1 = [z+1-3i\" -1 1
—(z+1-3i)" = . ( . ) = - Z+1-3i
n:O 3 4i)n 3—4@% 3—4i 3—di 1=
B —1 1
3 —4i—(24+1-31)) z—-2+7
ha __ammmal
4 . (D)
Z+1_3Z 1 // \
3—4i / (2)
5 \\ _1+3Z 5 Il
|z — (—1+3i)| <5,
azaz a —1 + 3i kozéppontu 5 sugart koron \\\ ///
beliil.
(b)
i B4 &~ B4t i 3—4i \"
L= (24130 _nzo(z+1—3z‘)n+1_z+1—3znzo Z+1-3i
B 1 1 B 1 1
ozl 13 41 -3 (3-4)  2—240]
ha
3—4i
L |
z4+1—31
dH1=3i
3 — 4i

|2 — (=1 +30)] > 5,

ami éppen az eléz6 —1 + 3¢ kdzépponti 5 sugara koron kiviil es6 rész.

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a két kiilonb6zs (a) és (b) sor Gsszegképlete azonos. M
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A geometriai sor dsszegképlete alapjdn érvényes az aldbbi dsszefiiggés:

D¢, hal¢ <1,
1 _ n=0

1—¢ © 1
¢ Z;C—n, ha [¢] > 1.

4. Feladat. A fenti Osszefiiggés segitségével adjuk meg az kifejezést z + 2 — 1 egész

1
) ) 24+ 142
kitev6s hatvanyainak 6sszegeként.

Megoldas. Els6 lépésben a nevezében kialakitjuk a (z +2 — i)t

1 1
4142 (242—4i)—1+3i’

majd a maradékot kiemeljiik

1 B 1 1 1 1
- S 22— - z+2—1\
pH 1420 —1+3i HEI41 1430 1- (—=%)
) ) z2+2—1 z2+2—14 )
azaz kialakitottuk az alakot, ahol ( = ———— = ————— . Alkalmazva a fenti
1-¢ -1+ 3 1—3

osszefiiggést, kapjuk, hogy

e Ha |(| < 1, azaz a —2 + i kézéppont1, v/ 10 sugara koron beliil
1 1 = (z+2—-i\" (2 +2—10)"
z+1+2¢_—1+3¢';< 1—3i ) —(1 - 31) nz_% (1— 34

:Z (1 — 34)n+! (z+2-0)".

n:O

e Ha || > 1, azaz a —2 + i kozépponta, v/ 10 sugara koron kiviil pedig

[e.9] o0

1 1 -1 (1 —34)"
z+1+2i_—1+3¢Z(L2¢) 1—3@ Z z+2—z
n=1 1—-32 n:l
N G T L~ N L
= ~ 7 = 1 — 33)" 2 )"
; PR ;( DNz +2—1)

1 1
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Komplex gorbék

Szakasz paraméterezése
Az A pontbol B pontba mutato szakasz eqy
lehetséges paraméterezése

v(t)=[A,Bl=A+t(B—A), 0<t<1.

Koriv paraméterezése
Az O kézépponti, r sugari kérvonal eqy pa-
raméterezése, pozitiv irdnyitds esetén,

Vo, =0+re", —m<t<m,
negativ irdnyitds esetén

757T:O+re_it, —r<t<T.

5. Feladat. Paraméterezziik a v gorbét,

(a) ahol v a —i pontbol a —2 + i pontba mutat6 szakasz,
(b) ahol v a 7 ; kérvonal i pontjabol az 1 pontba, majd a 77, , kérvonal 1 pontjabol a

3 + 2i-be megy.
Megoldas.

(a) A szakasz kezdGpontja —i, végpontja pedig —2 + ¢, igy a paraméterezés

Y(t) = [—i,—2 + 1] = —i + (=2 +i — (—i))

(b) Most v(t) = 71 () Ua(t) és a két rész egy-

mastol fiiggetleniil paraméterezhetd.

A ~; gorbe kozéppontja O, az origd, suga-
ra r;1 = 1 és negativ az irdnyitasa, ezért a

paraméterezés
7(t) = 70_,1(15) =0+1-et=¢",

ahol az abra alapjan —g <t<0.

Hasonléan, v, esetén Oy = 1+ 24, ro = 2 és

pozitiv az iranyitas, igy
Yo(t) = Vg o (t) = 1+ 20 + 2,

ahol —g <t <0.

— —it(-2+2i), 0<t<1.

O, 3+ 21
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6. Feladat. Hatarozzuk meg a v(t) = 2i + ¢(3 — i) — 2t3¢™ gorbe derivaltjat a to = 0 helyen.

Megoldas. A megoldast a valos fliggvényeknél megszokott ¢ valtozo szerinti derivalassal kap-
juk.
Y (t) = (20 + (3 — i) — 2t%") = (3 — i) — 617" — 2t%ie™

A t = 0 helyettesitéssel élve
Y(0)=3—1.

7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez§ integralok értékét algebrai alakban.

(a) /0 Lo t(3— i) dt (b) /0 * it gy () /O i) d

Megoldas. A gorbe derivalasahoz hasonléan, az integralast is a valos fiiggvényeknél megszo-
kott moédon végezziik el.

(a)

/012i+t(3—i)dt:[2it+(3_i)§]l  (3-i) 3

(b)

g . e_it % T . .
/ e " dt = { ] = [ieT )2 =ie™F —ie 0 =i (=) —i=1—i
0

(c) Mivel rogzitett t esetén e az origd kozéppontu egységsugari korvonal egy pontja, igy

/2 | —ie | dt:/2 Ldt =[t]? =2
0 0

MEGJIEGYZES. Mig a (b) rész végeredménye egy komplex szam, addig a (c) részben egy valos
. T
szamot kapunk, ami éppen a y(t) = e ", 0 <t < 5 gorbe ivhossza. e

\)
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Videok

Komplex sorok

2n — 31
n3 +1

Megoldas. Konvergens. u YOUTUhe

1. Feladat. Vizsgaljuk a Z

szamsor konvergencidjat.

2. Feladat. Vizsgaljuk a kovetkez6 szdmsorok konvergenciajat.
2n—3 (2 —5i\" 2n —3 3 "
b
(a)zn+5( 3 ) ®) > T7s (2—5@)
Megoldas. 3 YouTube

(a) Divergens. (b) Konvergens.

3. Feladat. Hatarozzuk meg és dbrazoljuk azon z paraméter értékek halmazat, melyek esetén
a kovetkez6 sor konvergens lesz, és adjuk is meg e pontok esetén a sor Osszegét.

X (-2 n=3
> (1)

n=0

Megoldas. & YouTube

A sor konvergens, ha
, 2
2= (2—0)| <V2, és2#£2—1, - 7
Osszege: ‘ 2=
z—2+i0\° 1
1+14 1— 22

4. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a

i 2"\/n + 1

52 1 (z4+5—4)"!

n=0

sor konvergens.


https://youtu.be/ENefsuTfwr8
https://youtu.be/qVuKeiWjItw
https://youtu.be/JRTN0T5jT9s
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3 YouTube

Megoldas.

@ n

_5

5. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a

i (2243 —i)"2
—~ "V2n-—1

1
sor konvergens. Hogyan viselkedik a sor a z = —4 + —7 és a z = 1 4+ ¢ pontokban?

Megoldas.

3 YouTube

[\ [e4
-

1 ;
Az=—-4+ 52 pontban feltételesen konvergens,

N[ —=
;

1 .
a z = 1 + 1 pontban pedig divergens. ‘ 2

6. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a kovetkezd sor konvergens.

> Vn+1 o = 2n% -3 Nen
2 n2+3(z+3—2@) +;2n_5(z+3—22)
Megoldas. " YouTube
2 A4



https://youtu.be/_Wc1fqlfpRA
https://youtu.be/4s9fM5gZxzE
https://youtu.be/ZKrcKxDZrVU
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o0

7. Feladat. Abrazoljuk azon z értékek halmazat, melyek esetén a E —- sor konvergens lesz.
z
n=1
Hatarozzuk meg a sor 0sszegét is ezen z értékek esetén.

Megoldas. " YouTube

1
A sor Gsszege: — 5 ha |z| >1
—z

1
8. Feladat. Adjuk meg a ————— kifejezést 241427 egész kitevs hatvanyainak dsszegeként.
z

+2—3

Megoldas. &3 YouTube

( —5)" Nz +1+2)", ha |z—(—1—2i)| > 26

= (=) . .
_ 1+20)" h —(=1-2 2
L ;(1—5@”*1(Z+ +20)", a |z—( i) < v/26
Z"— 2 Z-l)nil(l 5
n=1

kifejezést z + [ egész kitevés hatvanyainak osszegeként.

9. Feladat. Adjuk meg a
z

Megoldas. & YouTube
1
Ha a = = -1
a ,B,akkorz+a (z+pB)
Ha o # f,

= —1
Y G A" ha a= (=A< |5~ al,

ha |z —(=5)[ >[5 —«q


https://youtu.be/sHEKRghe5PE
https://youtu.be/nVu5FcyFu-g
https://youtu.be/lx2MABWjqg0
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Komplex gorbék

10. Feladat. Paraméterezziik a kdvetkezd gorbéket.

(a) A —1 pontbol az i pontba, majd az i ponthol az 1 — i pontba mutaté tort szakasz.
(b) A 71 és 7o negyedkdrivek csatlakoztataséval keletkezd gorbét, ahol 41 a v, , kdrvonal —1
pontjabol az i pontba megy, és 75 a 75, o kdrvonal i pontjabol a 2 4+ 3i pontba megy.

Megoldas. u YO“TUhe

(a) M(t)=—-1+t(1+17), 0<t<1

wt)=i+t(1-2i), 0<t<1
it 3
(b) ’)/1<t)—€ y 7T§t§§7'l'
. _ 3
Yo(t) =2+1i+ 2", 7r§t§§7r

11. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd gérbék derivaltjat a megadott helyen.
(a) v(t) =3+5i+(2—3i)t, +'(2)
(b) A(t) = 1= 2it* +3¢", 7(0), 7' ()
(©) (1) =t ' (F)

Megoldas. " YouTube

(a) 2—3i (b) 3i, —2mi—3 (¢) —i—Z

12. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

1 5
(a) / 3+ 50+ (2 — 3d)t dt (b) / te* dt
0 s
Megoldas. 3 YouTube
(@3+5H42—my% w)—%—%i


https://youtu.be/fF6nNyFjuoM
https://youtu.be/MTw3EpdGQps
https://youtu.be/y2ukVXI4iP4
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Kvizek

A csoport
Feladat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk is azon z értékek halmazat, melyek esetén a kdvetkezd

sor abszolat konvergens.
f: V3n® — 2

(321 =)

n=1

B csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg és abrazoljuk is azon z paraméter értékek halmazat, melyek esetén
a kovetkezd sor abszolut konvergens.

oo

z; (z — 3);:(3271 +1)

2. Feladat. Adjuk meg az abran lathatd v gorbe paraméterezését.

C csoport

) 2
1. Feladat. Hatarozzuk meg a y(t) = ite™" gorbe / ~(t) dt integraljat algebrai alakban.
0

2. Feladat. Irjuk fel az kifejezést 2+ 3+ ¢ egész kitevGs hatvanyainak 6sszegeként.

1
2z+1—2
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A sor elsé par tagja

> V3n% =2 1 V94
—_— 1 - = 1—4)0 4 2= 1—) +. ..
Z 73 (3z 4+ i) 2.1(3z+ 7) +4-8(3Z+ i)+

n=1

azaz a sor minden z-re értelmezve van. Vizsgaljuk a > |z,| sort, ekkor

\/3 5— 3nd —2
PR VSR ] S Gl TSNS T
2nn3
és
ot 3(n+ 1) — 2 I 23 1
Zn . — . z — . . -
el 2 (1) Ny RRE T g
oo n3 3n+1p—2 [3z+1—i"
Coontl (4 1)3 3nd — 2 |3z +1 — g1
5 2
1 p3 1 /5 \/3 1—1-% — 5 1
- .. S YL 0+.) S Bz 1—d] = =32+ 1—4].
N :
A sor abszolut konvergens, ha S
1 g >
- _. // 2 \\
2|32+1 il <1 p 2 y
132 — (=1 +1i)] < 2 ;’ I
A
z—|—=+= = ;
373)|°3 T

1+2' >2
z2—|—=4+= -
3 3 3

A korvonalon |3z 4+ 1 —i| = 2, azaz
_ V3n® -2 3nd —

A 2n7 1 —
2n3

\/_ \/ 1 3%
el

. 1
Igy az osszehasonlitod kritérium alapjan Z 12| ~ Z —, ami divergens, tehat a fliggvénysor
nz2

w\»—t|

a koérvonalon nem abszolit konvergens.

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A sorozat elsG par tagja:

n3 1

Z:Zn:z:(z—?>)”(2n+z') _ <2+i)(2—3)—|—(4+i)(z—3)2+...

n=1

igy a sor minden z-re értelmezett.

|zn+1|:|z ’ L [z=3 2(n+ 1) 4] |n3|
[2n SN |(n +1)%| [z =3[ [2n + ]
o 4n+1)24+1 |z -3+t
1P VARl 23

1 VR )+

2
= . =z = 3] = |z — 3|
3 1\3 /2 |2
wo(1+5)" Vi Vit L
miatt a sor abszolut konvergens, ha
|z —3| <1,

1+ D

és divergens, ha AK

A korvonalon, azaz |z — 3| = 1 esetén

_ [ ™

1" - |2n + 1 4n? + 1
2| = n3 - n3
44 5
n \/7” 1 1
Y L N
n3 1 n? +n2 ’
tovabba

Slel ~ >

1
Mivel a Z — sor konvergens, ezért a sor abszolut konvergens a korvonalon is.
n
2. Feladat megoldasa. A gorbét két részre bontjuk: v = v U 7».
o i(t)=—1+i+2" —g <t<0.

o (t)=([1+id)+t-2+3i—1—1i)=1+i+ (14 204, 0<t<1.

1 pt

2 pt

3 pt
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C csoport

1. Feladat megoldasa. Parcidlis integralassal kapjuk, hogy

—it —it
/v(t)dt:/it- et dt = it = .—/i~6 , dt:—te—”+/e—“dt:—te—“+e -,
—_ — —_ - —1

f I fo—_a o
g g
amibdl
3 . —it] % - —-Zi 0
/ Y(t) dt:{—te‘“re } z(—ze—zwe %)—<0+6—.)
0 = |, 2 —1 —1
T, —1 1 . 1 s , 1 pt
— (i) ———=ci+l+=ciftl—i=1 <——1). .
2( z)+_2, — 22~|— +z 2z+ i + 5 i
2. Feladat megoldasa
1 1 1 1 1 1 1 1
2:4+1-2i 2 z+3—i 2 z4+3+i—3-2 2 —3-2i ¥
2
1 1 1 B 1 1 2 pt
S 2 =5 1—( Z+34;>_—5—4i 1- =20
-y
34
e Ha w < 1, akkor
54‘22
1 1 & (z+3+4\" R 1
= = m 3+14)".
22+1—24 —5—42'2( 549 ) _5_42'2(24_2@') (2 +3+19)
n=0 2 n=0 \2
3
e Ha u > 1, akkor
——1-2@
3 pt

2 3414)"
2:+1-2 —b— 4ZZ<L3+%'> —5—42,12( " Z) sy

n= 5 o-
5—1—21



3.

Komplex fuggvények

HAazi feladatok

Komplex fiiggvények

Az f(2) komplex fiigguény felirhaté az

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

alakban, ahol az u = u(x,y) és v = v(x,y) valds értékd kétvdltozds figguények a komplex f(z)
fugguény valds, illetve képzetes részét jelolik. Tovdbbd

Arg z

o Vz:=/|z|e" 2, a tobbértéki 2V/? reldcic foérteke,

o ¢ = "W = eTel,

Logz :=1In|z| + i Argz, a tébbértéki log z reldcio foértéke,

eiz + e—iz ) eiz - e—iz
® cCOSz = ———— sing i= —
2 ’ 21 ’
ef+e* ef —e”?
e chz:= , shz := 5

1. Feladat. Az f(z) = 2? fiiggvény esetén adjuk meg

- - 2 ..
(a) azy =141, 20 = V2 ( cos Tﬂ + isin —7T>, 23 = —=es’ pontok képeit algebrai alakban

4 V3

és abrazoljuk is azokat;
T T
(b) azy=1¢és25=2 (cos 5 + isin 5) pontokat 0sszekots v, szakasz képét;
(c) a 2z = V2e5™ kezdd- és z; = V/2es™ végpontu, origd kdzéppontt, 2 sugart, pozitiv
irdnyitasu v, koriv képét és abrazoljuk is;
(d) a fiiggvény valos és képzetes részét.

34
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Megoldas.

(a) Mindharom alak esetén egyszertien meghatarozhato a képpont:

® W = f(2’1> = (1 -+ 2)2 = 22,
—T

o wy = f(29) =2 (Cos%ﬂ' + isin 7) = -2,

4 . 4 (1 3\ 2 2
. W3:f(23>:§€3 :§-<§+72> :g—i-ﬁl.
Y v
21 w1
1 . f
23. m 1 owg
T U
1 1
22. W

MEGJEGYZES. A z; pontok egy egyenesre esnek, és ennek az egyenesnek a képe egy fekvs
parabola.

Wi

e

(b) Szakasz paraméterezéséhez az algebrai alakot hasznaljuk; z; mar ebben az alakban van,
25—0t pedig atirjuk: z5 = 2 <cosg + 7sin g) = 2i. Tehat a v, = [i, 2i] szakasz képét kell

meghatarozni. Ennek egy lehetséges paraméterezése

w(t) =i+ (20 —i)t =i+it, ahol 0<t<1.
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Igy
fw®) = (i+it)> =i*(1+1)*> = —(1+1t)*, ahol 0<t<1.

MEGIJEGYZES. A kapott gorbe a [—1, —4] iranyitott szakasz egy lehetséges paramétere-
zése. 2d

(c¢) A koriv egy paraméterezése

; 3 5
Ye(t) = \4/56”, ahol §7T <t< §7r'
Igy
15\ 2 oit 3 5
f(e(®) = (\/5) e, ahol 3" <t< e
azaz

; 3 5
f(’YC(S)) — \/5615, ahol ZW <s< ZT(,

az origd kozépponta, /2 sugari negyedkoriv az wg = V2eim kezdGponttal és az w; =
5 . 3 _.
V2e1™ = /2~ 1™ végponttal.

Yy v

A

27 T —— 26
1] ’ F we 14

(d) Az f(z +iy) = (z + iy)* = 22 — y? + 2ixy Osszefiigges alapjan

ulwy) =2 —y* e v(x,y) =2uy.

2. Feladat. A g(z) = /2 fiiggvény esetén adjuk meg

- - 2 T
(a) azy =141, 20 = V2 (COS TW + isin —W), 23 = —e6' pontok képeit;

4 V3
(b) a —1+1i kezd6- és —1 — ¢ végpontt, origo kozéppontu vy negyedkoriv képét és abrazoljuk
is.

Megoldas.

(a) A képpontok megadasahoz az exponencialis alakot hasznaljuk. Ezért
o 2 = 1+i=1+2ei" alapjan wy = g(z) = /21 = V2e5";
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® 2y = V2 <COS_T7T + ¢ sin ) = ﬂe_%i, fgy wy = %e‘gi;

I 4

o 2 ) ’ o 7
® 23 = ——eb6 esetén wg = ez,

% =l

MEGJEGYZES. A harom ponton athaladé egyenes /2 melletti képe egy hiperbola.

Yy v

n
s W1

W3 ¢

» Wy

22

M

(b) A /z fiiggvény definicidja miatt a v gorbét két részre kell bontani a negativ valos tengely
mentén példaul a

; 3
m(t) = V2 | ahol a7 <t<nm

valamint a

a vy képe pedig
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g (”‘/2 )

MEGJEGYZES. Jol lathatoan a g(z) = +/z fiiggvény nem folytonos a negativ valos tengely
mentén, hiszen a v gorbe képe szétesik két részre. d

MEGIEGYZES. Vegyiik észre, hogy a v gorbe megegyezik az 1. feladat (¢) részében szerepld .
gorbe f(z) = 2% melletti képével, azonban a g(7) és a 7. kiilonboznek. Ha a ~y,. gorbére egymas
utan végrehajtjuk a 22 és a /z leképezést, akkor nem az eredeti gorbét kapjuk vissza.

3. Feladat. Az f(z) = ¢ esetén adjuk meg
—T -7 2 =z
(@) az =141, =12 (cos e + isin T), 23 = %egl pontok képéit;
(b) a zy = —mi, z5 = 57~ i pontokat 0sszekots szakasz képét és dbrazoljuk is;
(c) a fiiggvény valos és képzetes részét.
Megoldas. A képpontok meghatarozésahoz az e = /@t = =¥+ — o~VYei® Gggrefiiggés
miatt az algebrai alakot hasznaljuk.

(a) e Az =1+4iképew = f(z)=e €.
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° AZQ—\/§<COS_T7T+isin_TW) =1 —1iképe wy = e'e’.

) 1 S W
o A zg=—es"=14+ ——1 képe pedig w3 = e v3e'.

V3 V3

MEGJEGYZES. A harom ponton athalado egyenes e?* melletti képe egy origobol indulo

félegyenes.
Y v
21
1 1 ! f [ (.UQ
23 : /_\
x
1 1
¢ W3
’ Wi
s } u
Z9 1
X
3
(b) A z4 = —7i, 25 = 57~ 71 pontokat 0sszekots szakasz egy lehetséges paraméterezése:
3 .
y(t):§7rt—m, ahol 0<t¢t<1.
lgy

f(y()) = 1l — e ™ ahol 0 <t <1,
ami egy origd kozépponti, e" sugart haromnegyed koriv.

Yy v

vlw |
3

Z4 Z5 Ws

flz +iy) = e Ye™ = e ¥(cosx +isinz)
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Osszefiiggés alapjan

u(z,y) =e Ycosz és v(z,y) =e Ysinx.

4. Feladat. Az f(z) = Log z fiiggvény esetén adjuk meg

- - 2 s
(@) az =141, =12 (COS TW + isin —W), 23 = —e¢' pontok képeit;

i V3

mg i végpontt, origd kozépponti haromnegyed koriv képét és

(b) a zy =e" kezd6—és z5 = ¢
abrazoljuk is.

Megoldas.

(a) A képpontok megadasahoz az exponencialis alakot hasznéaljuk, mivel ezekbdl jol 1atszik
|z| és Arg z értéke.

e Az =1+i=+2et pont képewlzln\/i%-%i;

® Az = ﬂ(cos%—i—z’sin%) = /27 képe wy :111\/5—%2';

a 5% képe pedig 1 —|-7T'
® a23=——=c¢ pe pedig w3 =In — + —i.
V3

36

MEGJEGYZES. A harom pont és a képpontok:

Yy v
2 s
~ 2 7777777777777777777777777
1 * f
23 I /_\ )
. W1
w3
i x U
1
%)
[}
[ ]
2. _Tm™ e
< )

(b) A Log z fiilggvény definicioja miatt a gorbét két részre kell bontani a negativ valos tengely
mentén példaul a ‘
() = e"e”, ahol 0<t<T;
valamint a

Yo (t) = e"e™™, ahol <t<m

b

gorbére. Ekkor ~; képe

Log(vi(t)) =m+idt, ahol 0<t<m,
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a 2 képe pedig
Log(vs(t)) =7 —it, ahol g <t<m,

amelyek egy-egy szakasz paraméterezései.

2

i f(2)

MEGIEGYZES. Tehat a Log z fiiggvény nem folytonos a negativ valos tengely mentén, hiszen
az adott gorbe képe szétesik két részre. ey

5. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs kifejezések algebrai alakjat.
(a) sin3i (b) log(2 + 1) (c) i
Megoldas.
(a) A definicio alapjan
e eI g3 B 1 e—e

1 ‘: pr— :——'—:. h .
sin 3¢ 5 % ; 5 7sh 3

(b) Mivel 2+ i = v/5e" ™83 ezért

1
Log(2 4 i) = InV/5 + i arctg 2
tehat

1
log(2 + i) = Log(2 + i) + 2kmi = InV/5 + i (arctg§ + 2k7r) , kelZ.

(c) Tetszbleges b és tetszileges, nem nulla a komplex szam esetén az

(Zb — 6blogaL

Osszefiiggéssel definidljuk a hatvanyozast. Ezért

Tt = e—zlogz .
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Mivel i = e2?, ezért
logi =Inl+ gz + 2kmi = gz + 2kmi,

és igy
i — o2k e(zm%)w7 Le7.

MEGJEGYZES. Jol lathatoan az " kifejezés végtelen sok valos értéket jeldl.

6. Feladat. Irjuk fel gyoktényezés alakban a /322 + (1 — v/3i)z — i kifejezést.
Megoldas. Elgszér meghatarozzuk a
V322 + (1 =V3i)z —i=0

masodfokt egyenlet megoldéasait. A megoldoképlet alapjan

—1+\/§ii\/(1—\/§i)2—4\/§i 1+ VBiE V24230
2/3 - 23

melyben a gyokfiiggvény definicioja alapjan

\/ =2 4+ 2v/3i = Vdes™ = 25" = 1 4+ /3.

212 =

Tehat a keresett gyokok

A +V3i+1+V3 230
21 = = =1

24/3 Cov3

valamint

1+ VBi— (1+VBi) -2 1
- 23 2B VB

zZ9

Igy a gyoktényezds alak

V322 4+ (1 —V3i)z —i=V3(z — 1) (24—%) :(z—i)<\/§z+1>.

7. Feladat. Oldjuk meg a sin z = i egyenletet

(a) a definici6 alapjan,
(b) a sin(x + iy) = sinx chy + ishy cos x trigonometrikus dsszefiiggés alapjan.

)
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Megoldas.

%1 —iz
— €

(a) Asinz:= eT definiciobol kiindulva, a p = e'* helyettesitéssel kapjuk, hogy

]

p—y
=1
2i
1
p— — = 2
p
P —1=-2p
PP+2p—1=0,

ahonnan a gyockok:
P1:—1+\/§ és pZ:—l—\/ﬁ,
A p = €% dsszefiiggésbdl kapjuk, hogy iz = log p.
° Ap1:—1+\/§:\/§—1>0esetben
iz =1In <\/§—1) o%ni, keZ,

azZaz

c=2%kr—iln (V2-1), keZ.
e Apy=—-1—+12=—(v/2+1) esethen

iz=ln(x/§+1>+(7r+2k7r)i, keZ,

azZaz

z:(2k—|—1)7r—iln<\/§—|—1>, ke,
(b) A sin(z + iy) = sinxz chy + ishy cos z trigonometrikus Gsszefiiggés alapjan
sinxchy +ishycosx =1,

azaz
sinxchy =0 és shycosz=1.

Az els6 egyenletbdl, a chy fiiggvény pozitivitdsa miatt kapjuk, hogy sinx = 0, azaz

r=nm, ne.

Ezen pontokban cosz = (—1)", ezért a masodik egyenletben az esetek szétvélasztasaval

dolgozunk.

e Ha n paros, azaz x = 2km, akkor cosx = 1, igy a masodik egyenletbdl kapjuk, hogy

shy =1. Az A = eV helyettesitéssel adodik, hogy

ahonnan
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Az egyenlet megoldasai A = 1++/2. Mivel A = ¥ > 0, igy csak a pozitiv megoldassal
szamolunk tovabb.

eV =1++2
yzln(l—l—ﬂ)

Azaz
z:2/m+z’1n(1+\/§), keZ.

e Ha n paratlan, azaz x = (2k + 1)7, akkor cosx = —1, igy shy = —1. Ekkor

és az A% +2A — 1 = 0 egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa A = —1 4 /2, igy
y=1In (—1 + \/5) :

Tehat
2= @b+ Dr+iln(-1+v2), keZ.

MEGJEGYZES. A feladat megoldésa sordan az (a) részben azt kaptuk, hogy
z:2k7r—iln<\/§—1>, keZ

vagy
z:(2k:—|—1)7r—i1n<\/§+1>, keZ;

a (b) részben pedig
z:2lm+un<1+\/§), kel

vagy
z:(2k+1)7r+z'ln<—1+\/§>, kel

Természetesen a két megoldashalmaz megegyezik, hiszen

1 \/_
~n(Va-1) = (va-1) :1nﬁ:1n(\/§—12)4(_\/1§+1) =In (1+v2).

A megoldashalmaz néhény eleme a komplex szdmsikon:
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Videok

Komplex fiiggvények

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kiovetkezd pontok f(z) = e* melletti képét.

(a) z=2—1 (c)3+(z+2k7r>i,k€Z
(b) 2= —1— %’ 3

Megoldas. &3 YouTube
(a) e?e™ (b) e te 7" (c) edest

2. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs gorbék f(z) = e* melletti képét.

(a) o A={z|zeR, y=0} (by o A={z]|x=0, -7<y<mw}
OB:{Z|1‘€R,y:%} o B=A{z|z=-2, -7 <y <7}
v oC={z|z=1 —r<y<n}
OC:{z|x€R,y:—§}
2
oD:{z\xER,yzgw} (c) oA={z|z=y,—n7<z<m7}
Megoldas. 2 YouTube
(a) o A:e” (b) o A: e
o B: e%'i o B: e2¢
o C: e"e 5! o C: e-eW
o D: e%es™ (€) o A: e%e™
3. Feladat.

(a) Oldjuk meg az e* = —2 + i egyenletet.
(b) Hatarozzuk meg log(1 — 5i) Gsszes lehetséges értékét.
(c) Hatarozzuk meg (—1)* dsszes lehetséges értékét.

Megoldas. 3 YouTube

1
(a) z=log(—2+41) =Inv5+ (7? - arctan§ + 2k7r) i, keZ
(b) Inv/26 + (—arctan 5 + 2kn)i, k € Z
(C) €—7r+2k7r’ ke


https://youtu.be/DhyfFna9hOI
https://youtu.be/20wcs6XRmPs
https://youtu.be/JxUT9bBOSdA
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4. Feladat. Az a® := €8¢ ( a # 0) definicié alapjan hatarozzuk meg a kévetkezd kifejezések
Osszes lehetséges értékét.

(a) 2° (b) 32
Megoldas. & YouTube
(a) 8 (b) +v/3
5. Feladat. A sinz = 22_2—26_12 definici6 alapjan hatarozzuk meg a kovetkezd halmazok
f(2) = sin z melletti képét.
(a) A={z>0, y=0} (b) B={x=0,y>0} (C)C:{x:g,yzo}
Megoldas. &3 YouTube
(a) sinz (b) ishy (c) chy
6. Feladat. Oldjuk meg a cos z = —2 egyenletet.
Megoldas. = =+ 2kr+iln (2£/3), k € Z & YouTube

7. Feladat. Oldjuk meg a kiovetkez6 egyenleteket és abrazoljuk is a megoldéshalmazokat.

(a) chz=1i (b) chz= —i

Megoldas. 3 YouTube
(a) :1n<1+\/§> + <g+2k7r>i, :-fz:ln(—l—i—\/i) - (g—m)i, kel
(b) 21:1n<1+\/§> - (g—%w)i, :1n<—1+\/§) + (g+2k7r>i, kel



https://youtu.be/pxHv4ayshrg
https://youtu.be/8gpKyd_JieQ
https://youtu.be/mdoduHlCeGs
https://youtu.be/e4GNW0b65rA
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Oldjuk meg a ch z = —2 egyenletet.

2. Feladat. Hatarozzuk meg az A = —g + i kezdGponti, B = g + i végponti szakasz
f(z) = e_i melletti képét, és abrazoljuk is.

B csoport

1. Feladat. Adjuk meg a 2!~ komplex hatvany azon értékét, melynek abszoltt értéke 2.

2. Feladat. Adjuk meg és abrazoljuk az origd kozéppont, ¢ kezdSponti és 1 végponti negativ
iranyitast korivet, valamint a koriv f(z) = v/—2iz fiiggvény melletti képét.

C csoport

Feladat. Adjuk meg és abrazoljuk az orig6 kézépponti, negativ iranyitdsu egységkorvonal

V2

2
5 + \/7_@ kezdGpontt és —1 végpontt v koriv képét az f(z) = (1 + i) Log(—z) fiiggvény

mellett.
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Kvizek megoldasa

A csoport
. e +e” s s
1. Feladat megoldasa. A chz := — definicioban a p = e* helyettesitéssel
1
P+ .
2
1
pt—=—4
p
pPPH1=—dp
pPPH4Ap+1=0
—4+16 -4 —4+2y3 1 pt
P12 = 9 = 2\/_:—2j:\/§. P

o Hap=—2+/3, azaz e = —2 + /3, akkor
z = log (—2~|—\/§> = Log (—2+\/§) + 2kmi =In <2—\/§) +mi+ 2kmi, ke Z.
e Hap=—2—/3, azaz ¢* = —2 — /3, akkor
z:log(—2—\/§) :Log<—2—\/§> +2km’zln<2—|—\/§> + i+ 2kmi, k€ Z. m
2. Feladat megoldasa. A 7(t) = [A, B] szakasz egy paraméterezése
1) = A+ (B- At = +mi+ (g+m— (—g+m>>t= ~Tmidnt, (0<t<1),
Ekkor f(z) = ¢™** miatt
F(y(t)) = (5 Hmitmt) _ pgivn—nti _ omoi(5-m1) (0 < < 1),

Ez az origo kozépponti, e™ sugari, negativ iranyitast korvonal f(y(0)) = e"e?’ = €™i és
f(y(1)) = e"e" 2" = —e™i pontjait Gsszekots iv.
f(A) s
eﬂ'
f()
3 pt
f(B) ¢ P
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Mivel
2171' — 6(171') log 2

és
log2 = Log2+ 2kni =In2+ 2kni, k€ Z
ezért
21—7j — 6(1—7j)(ln2+2k’7ri) — 61n2+2k7r7j—i1n2+2k7r
— eln2+2k7r . ei2k7r . 67i1n2 — 262]671' . efiln2’ Le?.
Igy

27| =27, ke Z,
ami pontosan akkor lesz 2, ha k = 0, és ekkor
217i — 267“112 )

2. Feladat megoldasa. A koriv paramétere-

zése 5 ¢ f()
P)/(t) = e_it ) -

NN

Ezért

s

fy(@) = vV —2ie—it = \/ —2eie—it
IV T S

— V25T —ggtgo,

ami az origd kozépponti, v/2 sugari, negativ iranyitasa korvonal
F(=7/2)) = V2e3',  f(7(0)) = V2ei!

pontjait 6sszekotd iv.

<1<0. \
1
Y
1

1 pt

2 pt

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Az f(z) fiiggvény Osszetett, a belsé fiiggvény a (—1)-gyel vald szorzas,

ami egy origd kozéppontu 180°-os forgatas.

+ 42

|
2
—
~
N—

. \72 1
\/ ‘

e[

A —~(t) gorbét két részre bontjuk a —1 pont mentén, mert a Log z fliggvény nem folytonos

a negativ valos tengely mentén:

Ebbél
(1)) = (1+1i)Log(li(t)) = (L + i) Log (™) = (1 +i)(—it) =t — it,

. . 3T 3w, . : .
ez egy szakasz, kezdGpontja YRR végpontja ™ — e, ami nyitott.
Nletve
flot) =t—it, —m<t<0

is egy szakasz, kezdGpontja —m + mi, végpontja 0.

f(l2(1))

2 \
1
7

—<t<’7
4: ’

1 pt

2 pt

3 pt



4.

Linearis tortfuggvények

HAazi feladatok

Linearis tortfiiggvények

Linedris tortfiigguénynek nevezzik az

_az—i—b
oz +d

f(2)

alaki fligguényeket, ahol ad — be # 0.

e Amennyiben ¢ = 0, akkor a fliggvény linedris és az
f(z)=az+pB, a#0
alakba irhato.
o Amennyiben ¢ # 0, akkor a fligguény az
o

f(z)zzﬂw, a#0

alakra hozhaid.

1. Feladat. Az f(z) = (1 — i)z — 3 + ¢ lineéaris fiiggvény esetén hatarozzuk meg a z = 2 + 3i
pont képét, majd vizsgaljuk, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. A z = 2 + 3i pont képe az
w=f(z)=1—-9)(2+3i)) —3+i=5+1—-3+i=2+2i
pont.

e Ahogy azt lattuk, egy komplex szammal valo szorzas a szam hosszaval, azaz egy pozitiv
valos szammal vett szorzasnak, tehat egy origd kozépponta nyijtdsnak/kicsinyitésnek,
és a szadm szogével vett origd kozépponta forgatdisnak felel meg. Ezen transzformaciok
tetszGleges sorrendben elvégezhetSk. Esetiinkben 1 — i = /2e /4, azaz

51
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o a /2> 1 miatt ez nyajtast

o és 7 szoggel torténd forgatast jelent.

e A komplex szamok korében az Osszeadas egy eltoldsnak felel meg, esetiinkben ez

o a —3 + ¢ vektorral torténik.

1
2. Feladat. Az f(z) = — fiiggvény esetén hatarozzuk meg a z = 2 + i pont képét, majd
z

vizsgaljuk, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. A 2 + i pont képe

1 2—1 1 2 1
W=+ =g =5 ~5¢ =575
A z = re'? exponenciilis alak hasznalataval
11 1., 1 . 1
fle)=-=—— =W =7g re¥ =75z

alapjan kapjuk, hogy a reciprok fiiggvény

e cgy x-tengelyre valo tengelyes tiikrozést és
e cgy origbd kozépponta egységkorre vald inverziot

jelent, melyeket tetszéleges sorrendben végezhetiink el.

N
.
N
\/
=
S

€ ——a
—_

MEGJEGYZES. Jol lathatd, hogy az inverzid és a tiikrézés sorrendje felcserélhetd. d
22 —1
3. Feladat. Az f(z) = ———— fiiggvény esetén hatérozzuk meg a z = 1 — 2i pont képét,

12— 341
majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformacionak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. Az 1 — 2i komplex szam képe

201 - 2i) —i  2-5i
i(1—2i)—3+i —1+2
(2-5i)(-1-2) —12+4i 12 1.

=——4+ =i

w= f(1-2i)=

5 5 _5+5'
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A sikbeli transzformaciok meghatérozasdhoz, ¢ = ¢ # 0 miatt a fiiggvényt az

a
zZ) =
f6) = 5=+
alakra hozzuk:
22 —i 2 z-—3 . oz—i
LS P NI S T S T
—-1-1 —7+2i
- 9|14+ —2 :—+Z._
24143 z+1+3

Ez a kovetkezo transzforméciok sorozatat jelenti:

az 1 + 3i vektorral valo eltolas (z1),
reciprokképzés, ami

o az x tengelyre valo tiikrozeés (z;),
o és inverzio az egységkorre (29),

a —7 4+ 2¢ komplex szdmmal val6 szorzés, ami

2
o egy origd kozépponti o = 7 — arctg = sz0gl forgatas (z3),

o és egy origd kozépponti v/53-szoros nyijtas (zy4),

végiil a —2i vektorral valo eltolas (z5).

s =W

4. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt amely a 0, —1 és —i pontokat rendre az
1, —1 és 2 pontokba viszi.

Megoldas. Ekkor a
01,

—1— -1,
—1— 2

hozzérendelések alapjan a fiiggvényre az f(0) =i, f(—1) = —1 és az f(—i) = 2 Osszefiiggések
érvényesek.
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—i

gy az
az+b
f(z) = cz+d
kifejezésbe helyettesitve kapjuk, hogy
b
(1) f(0)= 7= i, azaz d # 0 és
b=1d;
(2) F(-1) = 2250 = 1 vagyi
 —c+d 7 vagys
b—a=c—d;
, —ia+b )
(3) f(—i) = i d 2, tehat

b—ia = 2d — 2ic.
A b =id tulajdonsag alapjan a (2) és (3) Osszefiiggés az

id—a=c—d
id — ia = 2d — 2ic

alakot 0lti. Ez utobbi egyenletet i—vel megszorozva,

id—a=c—d

—d+ a = 2id + 2c,

és ezen egyenleteket Osszeadva,
td—d=c—d+ 2id+ 2c.

Rendezés utan kapjuk, hogy »
7

= ——d.
=73

Ezt az id — a = ¢ — d egyenletbe helyettesitve,
i
d—a=—=d—d
1d —a 3

alapjan elemi szamolassal adodik, hogy
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gy a keresett linearis tortfiiggvény, d # 0 miatt

Caz+b  (M+3i)dz+id  (1430) 2+
Ccez4+d  —idz+d izl

f(2)

5. Feladat. Adjunk meg egy olyan linearis tortfiiggvényt, amely az egységkorvonal valos tengely
alatti félkorivét a [0, 3] intervallumba viszi.

Megoldas. A linearis tortfiiggvény végpontot végpontba, belsé pontot pedig belsé pontba visz,
tovabba a fiiggvényt egyértelmiien meghatarozza harom pont és azok képei. Ezek alapjan a —1
és 1 pontoknak a 0 és 3i pontokat kell megfeleltetni (két lehetGség van), legyen példaul:

—1—=0,
1+— 3.

A belsé pontok tetszblegesek lehetnek, azaz a feladatnak végtelen sok megoldasa van. Mi a
kovetkez6t valasztjuk:
—i 1.

31

l\?/l

—1

Igy a fiiggvénynek a kivetkezs dsszefiiggéseket kell kielégitenie:
—a+b

(1) f(-1)= i d - 0, azaz —a + b = 0, vagyis
b=a,
ezért, ad — bc # 0 miatt a # 0;
—ai b
(2) f(~i) = —oo = i, vagyis
—at+b=c+di,
b
3) f(1) = Zid _ 3, tehat

a+b=3ci+ 3di;
A b = a tulajdonsag alapjan a (2) és (3) Osszefiiggés az

a—ai=c+di
2a = 3ci + 3di
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alakot Olti. Az elsG egyenletet 3-mal megszorozva

3a — 3ai = 3¢+ 3di
2a = 3ci + 3di

adodik, és ezen egyenleteket egymasbol kivonva,
3ai —a = 3¢t — 3c.

Rendezés utan kapjuk, hogy

3i—1
= — a.
31— 3
Ezt a 2a = 3ci 4 3di egyenletbe helyettesitve
3i—1
2a = _Z at + 3di ,
1—1
ahonnan ] ] ) )
adi — 9 Ji—1 . 21-—2 3+i  3i+1
E I e T
azaz _
3—1
= - a
31— 3

Igy a keresett linearis tortfiiggveny, a # 0 miatt

az+b az+a z+1
= 31 3—i . 3i—1 3—i
cz+d  g3az+ 5050 532+ 50

f(z) =

(3i — 3)z +3i — 3
(Bi—1)z+3—i

Az f(2) linedris tortfiigguény hatdrértékére vonatkozdan teljesiil, hogy

e amennyiben ¢ = 0, akkor

lim f(2) = oo,

e amennyiben ¢ # 0, akkor

lim f(z) =00, lim f(z)=—.
z—>—% 2Z—+00 C

Ezen tulajdonsagok segitségével oldjuk meg a kdvetkezs feladatot.

6. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt amely az A = {x < —1, y = 0} félegyenest
aB={x=0, y>1} félegyenesbe viszi at.
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Megoldas. Ebben az esetben mindkét félegyenest a ”oo” ponttal lezarjuk, ezt tekintjiik a masik
végpontnak. Mivel a linearis tortfiiggvény végpontot végpontba visz, ezért példaul vilasszuk a

To0” 1,
—1+— 70",
megfeleltetést, a belsd pontok esetén pedig a
-2+ 21,

hozzarendelést, azaz ekkor

lim f(z) =1, l_i)n_llf(z):oo, f(=2)=2i.

Z—00

0 00

21

[¢]

00 _9 -1

Ezek alapjan ¢ # 0, tovabba

1) Lm z:imiattg:iva is
()Z—)OO C ’ gy

a=ci;
. ,d
(2) zl_l)I{llf(z) = 00 alapjan = —1, azaz
d=c;
—2a+0b
3 —2) = ———— = 21, tehat

—2a+ b= —4ci + 2di..
Az (1) és (2) Osszefiiggés alapjan a (3) egyenlet
—2ci + b= —4ci + 2ci

amib6l
b=0.
Igy a linearis tortfiiggvény, ¢ # 0 miatt
az+b  ciz 1z

f(z) =

cz+d cz+c 2417
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Videok

Linearis tortfiiggvények

1. Feladat. Hatarozzuk meg a kévetkez6 pontoknak a megadott linearis tortfiiggvény melletti
képeit, majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformaciosorozatnak felel meg a fiiggvény.

(a) f(z) =3z, 2 =241, 29=—1+2i

(b) f(z) = (3 —4i)z, g(z) = (4 + 3i)z, 21 =2+1
(c) f(z):1—2i+z, 21 =241, 29 =—2+3i

(d) f(z)=1-=2i+ (44 3i)z, 70 =241

Megoldas. 3 YouTube

i, f(z2) = —3 + 61; origd kozépponti haromszoros nagyitas.

10 — 5e; orig6 kozépponti 6tszords nagyitas és — arctg gfdal valo forgatas,

f(z) =
f(z1) =
g(z1) = 5+ 10i; origd kozéppontu 6tszoros nagyitas és arctg zdel valo forgatas.
(1) =
(z1) =

(c) f(z1) =3—1, f(z2) = —i+ 1; 1 — 2i—vel val6 eltolés.
3
(d) f(z1) = 6 + 8i; origd kozéppontiu Otszoros nagyitas, arctg Zfdel valo forgatas, veégil
1 — 2i—vel val6 eltolas.

1
2. Feladat. Hatarozzuk meg a z; = =, 2z = 3i, 23 = 3 — i pontoknak az f(z) = — melletti

képeit, majd adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzforméaciésorozatnak felel meg a fiiggvény.

Megoldas. u Yﬂ“TUhe

1 3 1
f(z1) = 2; f(z) = —gi; f(z3) = 10 - 1—02'; x—tengelyre valo tiikrozés, majd az origo

DN | —

koézépponti, 1 sugara korre vonatkozé inverzio.
. , 12+2—3 L )
3. Feladat. Hatarozzuk meg a zp = —2-+1i pontnak az f(z) = 5,6 melletti képét, majd
Z —_—

adjuk meg, hogy milyen sikbeli transzformaciosorozatnak felel meg a fliggvény.

Megoldas. &3 YouTube

27 o7
f(z0) = ~153 + 153" 2—vel valo eltolas, x—tengelyre valo tiikrozés, az origo kozépponta, 1

sugart korre vonatkozoé inverzio, origd kézéppontii, ?fszoros nagyitas (kicsnyités), arctg §fdel

valo forgatas, végiil %fmal valo eltolas.


https://youtu.be/dfQfUO_a6h8
https://youtu.be/zrPgvWtylC8
https://youtu.be/sOn69JUPWec
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4. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt, amely

(a) —1-et a 0-ba, i—t az 1-be viszi és —i—t helybenhagyja,
(b) —1-et a co-be viszi és i—t valamint —i—t helybenhagyja.

Megoldas. u YOUTUhe

z+1 z—1
(@) fz) =21 () f2) = 2

5. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfliggvényt, amely az [i, 44| intervallumot az [1, 3]
intervallumba viszi.

Megoldas. Példdul f(z) = 5;:22;. & YouTube

6. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {2z | x =0, y < —1}
halmazt a B ={z | y =0, 1 <2 < 3} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) =3 + % °v0l|TUhe
z

7. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely a B = {z |y =0, 1 <z < 3}
halmazt az A = {z | © =0, y < —1} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) = z2_23. 3 YouTube

8. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {z | x = 0, y < —1}
halmazt a 2 kozépponti, 1 sugara kor els siknegyedbe es6 félkorivébe viszi.

Megoldas. Példaul f(z) = 321# &3 YouTube
Z+i—

9. Feladat. Adjunk meg olyan lineéris tortfiiggvényt, amely az A = {z | 22 +¢y* =1, y > 0}
halmazt a B ={z | y =0, x > 1} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) = = Z>i tl g 3 YouTube
z

10. Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {z | (z + 1)* + 9*> =
1, y > 0} halmazt a B = {2 | 22 + 4*> = 1, > 0} halmazba viszi.

Megoldas. Példaul f(z) = —iz — i, 3 YouTube


https://youtu.be/ukW7uNCuMU0
https://www.youtube.com/watch?v=nZtcNu_uK1w
https://youtu.be/iYi7Ckh3IgM
https://youtu.be/1KRbyHQeJAY
https://youtu.be/Exn3Bo9onEk
https://youtu.be/vOzE1jvnlWk
https://youtu.be/GEZw1fJhJ10
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy milyen sikbeli transzforméciok sorozatat jelenti az
f(2) = (V3 +1i)z — 2+ fiiggveny.

2. Feladat. Adjuk meg azt a linearis tortfiiggvényt, amely a —1 pontot a 0 pontba, a 0 pontot
az 1 pontba, és az ¢ pontot az 1 pontba viszi.

B csoport

Feladat. Adjunk meg olyan lineéris tortfiiggvényt, amely az az origdbol indulé, —1+ 2i ponton
atmend félegyenest a 27 pontbol induld, 1 + 27 ponton atmend félegyenesbe visz.

C csoport

Feladat. Adjunk meg olyan linearis tortfiiggvényt, amely az A = {z | 2> +y* = 1, =z < 0}
halmazt a B = {2z | x = 2, y > —1} halmazba viszi.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. A V3 + i komplex
szam esetén r = /3 + 1 =2, tgp = 1/4/3, igy
¢ = /6 alapjan
V3 +4i=2e"5
azaz ‘
f(z) =2e™/%2 + (=2 +1).

A transzformaciésorozat:

e origb kozéppontu kétszeres nagyitas,

e origo kozéppontu forgatas m/6-tal,

e cltolas —2 + 1—vel.

2. Feladat megoldasa.

Ekkor
—a+b
1) f(=1) =
1) fy ==t
—a+b=0

b=a,

=0, azaz

b
(2) J(0) = 5 = i, vagyis
b=di,
at +b
ct+d
at+b=ci+d.

=1, tehat

1 pt

A b = a miatt a (2) Osszefiiggésben a = di, azaz d = —ai. Ekkor a (3) 6sszefiiggésben

ai+a=ci+ (—ai) = ci — ai

201 +a = ct

c=2a—al.

gy a keresett linearis tortfiiggvény

_az—l—b_

f(2)

az + a

z4+1

Cczt+d (20— ai)z— ai

(2—i)z—1i

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa.
A megfeleltetés legyen példaul:

o0

0 — 2, —142¢ — 1425, 00 +— 00 o
Ekkor )
b
(1) f(0) = - =2, vagyis
b=2di. Ny
. (—1+2i)a+b ,
2 —142) = =1+2
@) S 20 = g~ LY
(3) A oo — oo tulajdonsag azt jelenti, hogy
c=0.
Igy a (2) 6sszefiiggésben
—1+2 2di
(—1+ 2i)a + 2di 149

d
(—1+ 2i)a + 2di = (1 + 2i)d
(—1+ 2i)a + 2di = d + 2di

(—1+2i)a=d
d
a= )
1422
Tehat .
b —4 2+ 2di
flz) = 220 _ i .

ez +d d 142

1 pt

2 pt

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. A megfeleltetés legyen példaul:

1 = oo, —1m— 2, —1 —=2—1.
Igy
(1) ¢ — oo miatt . 00
ct+d=0
d=—c, ,
i
— b
(2) f(-1)= —Z—_:——d = 2, azaz
1 pt
—a+b=—2+2d,
a+ c+ 1 5
—ai+b
(3) f(—i) = _Z;id =2 — i, tehat
—ai+b=(2—i)(—ci+d). o
Ekkor (1) alapjan (2)-ben
—a+b=—2c—2ci,
(3)-ban
—ai+b=(2—1i)(—ci —ci) = —4ci — 2c. 2 pt

Ezen egyenletek kivonva egymésbol:

—a+at = 2¢

a(—1+1i) =2ci
21
a= c
-1+
Tgy
2i(—1 —2
b= —2c—2ci+a = —2c— 2i + P R L Sk B
-1+ (—1+4+4)(—1—19)
L, 2= : : :
= —2c—2ci + c=—-2c—2ci+c—ci=(—1-3i)c.
Tehét

f(z)_az—l—b_(1—i)cz+(—1—3i)c (1—id)z—1—31
ez +d cz — ci z—1 ' 3 pt



D.

Derivalt

HAazi feladatok

Derivalt

e Haaz f(2) = u(x,y)+iv(x,y) = utiv komplez figguény differencidlhatd, akkor teljesiilnek
rd a Cauchy—Riemann egyenletek (CR7):

tovdbbd ekkor [ derivdltja
r A .
=y v, = v, —iu, .
e Ha a Cauchy—Riemann egyenletek mellett a parcidlis derivdltak folytonossdga is teljestil,

akkor a figguény differencidlhato.

1. Feladat. Definici alapjan hatarozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) = 22z fiiggvény
differencialhato.

Megoldas. A derivalt definicioja alapjan
[+ - f(2)

(z+ 0%z +¢) — 2%z

= lim

f'(2) = lim

(=0 ¢ (=0 ¢
= =2 2 > 2+ ~
:%%%ZCJrzC +zCC+2zCC+C ¢  im (222+Z<+22%+22C—+<52)
st T 2
_222+(1:1_I>r(1)z2z,

mivel ¢ — 0, ezért { — 0 is teljesiil. A 211% z2% hatarérték fiigg a z értékeétsl.
ﬁ

e Ha 2 =0, akkor

lisz£ = limO~£ =1lim0=0,
(=0 ( ¢=0 =0

és 22z = 0, tehat a fiiggvény z = 0-ban differencialhaté és f'(0) = 0.

64
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e Ha z # 0, akkor lim ,22g = 2?lim g
¢—0 ¢—0 C
o Ha ¢ a valos tengely mentén tart 0-hoz, akkor ¢ = ¢, gy

limgzlimlzl.
¢—0( ¢—0

o Amennyiben ¢ a képzetes tengely mentén tart 0-hoz, akkor ¢ = —(, és igy

¢ B
fim 2 = lim(—1) = 1.

Azaz a limg hatarérték nem létezik, ezért ebben az esetben a fliggvény nem differencial-

¢—0
hato.

Tehat az f(z) fiiggvény csak a z = 0 pontban differencialhato.

2. Feladat. A CRT egyenletek alapjan el6bb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
2?2 Re 7 fiiggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.

Megoldas. Az
f(2) = f(z +iy) = (z +iy)*z = (2° — 2y°) + 22°yi

felbontas alapjan a fiiggvény valos és képzetes része

P —axy?, valamint v =v(x,y) = 22%y.

u=u(z,y)=x
Az u és v parcidlis derivaltjai
w, =3a* —y°, u, = 2wy, v, =4xy, v, =22,
tehat a CR7 egyenletek alapjan

l / ! !
u, =0 u, = —v

32% — y? = 222 —2zxy = —4zy
x? =12 xy =0

adodik. A mésodik egyenlet miatt x = 0 vagy y = 0. Ha x = 0, akkor az els§ egyenletbdl
y = 0 kovetkezik; hasonléan y = 0 maga utan vonja z = 0-t. Igy a CR7 egyenleteket csak az
x =y = 0 pont elégiti ki, tehat az f(z) fiiggvény csak a z = 0-ban lehet differencialhato. Mivel
a parciélis derivaltak minden z,y pontpéar esetén folytonosak, ezért az f(z) fiiggvény valéban
differencialhat6 is az origbban és a derivalt értéke 0.

3. Feladat. A CRT egyenletek alapjan elébb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
(Re2)? + (Im 2)3i fiiggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.
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Megoldas. Mivel f(z) = (Rez)® + (Im 2)% = 23 + y3i, ezért
u=2x" é v=1y".
A CRT egyenletek alapjan

/A _
U, =0, U, = —v

32?2 = 3y° 0=0
$2 — y2
2| = |y

Az els6 egyenletet azon pontok elégitik ki, melyre fennall az y = 4z Osszefiiggés, a masodik
egyenletet pedig minden x,y pontpar kielégit. A parcialis derivaltak folytonosak, ezért az f(z)
fiiggvény csak az x = y és az x = —y egyenesek mentén differencidlhaté és a derivalt

f'(2) =}, +iv), = 327 = 3(Re2)? =0, —iul, = 3y* = 3 (Imz)* .

4. Feladat. A CR7 egyenletek alapjan el6bb hatérozzuk meg azon pontokat, ahol az f(z) =
cos z fliggvény differencialhato, majd adjuk meg a derivaltat is.

Megoldas. Mivel

P ez(x—i—zy) 4 e—i(:c—l—iy) e—y—i—iz 4 ey—ix

f(z) =cosz = = =
(2) 2 2 2
e Y(cosx +isinz) + e¥(cosx — isinx) eV+e . eV —eY
= =cosx- —— +isine ——
2 2 2
eV +e v el —e? .
:cosa:'T—zsmx'T:cos:cchy—zsm:cshy,
ezért
u=cosxchy és v=—sinzshy.

A parcialis derivaltak a kovetkezsk:

u, = —sinxchy, w, =cosxshy, v,=—coswshy, v, =—sinazchy.
Jol lathatéan u!, = v; és u, = —v!, tehat a CR7 egyenletek teljesiilnek minden z,y szampéar
esetén. Mivel a parcialis derivaltak mindenhol folytonosak is, ezért a cosz fliggvény az egész
komplex sikon differencialhato, és derivéltja

. . . . ey +e ¥ ey —eV
f'(z) =ul, +iv), = —sinxchy —icosxshy = —sinz - Yy TSy
—eY(sinz +icosw) —e Y(sinz —icosx) eY(cosx —isinw) —e Y(cosx +isinm)
B 2 B 2

eye—ix o e—yeiac ey—iac _ e—y+ia: ei(—x—iy) o ei(x-l-iy) e—iz _ eiz '
= , = , = , = : = —sinz.
21 21 21 21
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Harmonikus fiiggvények

Egy u(w,y) valds kétvdltozds fiigguényt harmonikusnak nevezink, ha uj, +uy, = 0. A v(z,y)
figgvényt az u(zx,y) harmonikus figguény harmonikus tarsinak hiviuk, ha u ésv kielégitik a CR7
eqyenleteket.

5. Feladat. Ha az u(z,y) = 2* — y* + 2z — 3 fiiggvény harmonikus, adjuk meg a harmonikus
tarsat.

Megoldas. Elgszor megvizsgaljuk, hogy az u fiiggvény harmonikus—e. Az els6rendd parciélis
derivaltak
u,=2r+2 és u,=—2y.

A (tiszta) masodrendiiek pedig

"o . "o
Upy =2 €8 wy, = —2,

fgy uy, +uy, = 0 valoban, tehat u harmonikus. A CR7 egyenletek alapjan az u harmonikus
tarsara teljesiilnek a kovetkezdk:

vy =u, =2r+2 & v, = —u, =2y.

Ezek alapjan integralassal kapjuk, hogy

v:/v; dy:/(2x+2) dy = 2xy 4 2y + C + g(x)

illetve
v:/v; dx:/2ydx:2:vy+0+h(y).

Tehét a keresett fiiggvény
v=2xy+2y+C.

6. Feladat. Ha az v(x,y) = e” siny fiiggvény harmonikus, adjuk meg a harmonikus tarsat.

Megoldas. Mivel a parcidlis derivaltak

e’cosy, v =e€siny és v = —e"siny,

, R—
- T yy

I T
v, =€'siny, v,

igy vy, + v, = 0 alapjan v harmonikus. Felirva a CR7 egyenleteket u—nak a kvetkezs dssze-
fiiggéseket kell kielégitenie:

r_ 1z . p P T
U, =v, =e’cosy € u,=—v, = —€ siny.

Ezek alapjan integralassal kapjuk, hogy
u = /excosy dx = e®cosy + g(y) + C,

illetve
U= /(—exsiny) dy = e®cosy + h(z) + C'.

Tehat a keresett tars
u=-e"cosy+C.
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Videok

Derivalt

A kovetkezs feladatokban a Cauchy—Riemann egyenletek segitségével el6bb hatarozzuk meg,
hogy hol differencialhat6 az adott f(z) fliggvény, majd ennek segitségével adjuk meg a derivéltat
is.

1. Feladat. f(z) = 22

Megoldas. Minden pontban differencidlhaté és f/'(z) = 2z. °YOUTUbe
2. Feladat.
(a) f(z) =¢* (b) f(2) =Logz

Megoldas. ° YﬂUTUhe

(a) Minden pontban differencialhato és f'(z) = e*.
1
(b) Barmely z € C\ {z | <0, y = 0} esetén differencialhaté és ¢'(z) = —.
2

3. Feladat. f(z) = z|z|?

Megoldas. Csak a 0 pontban differencialhato és f'(0) = 0. °YUUTUhe

4. Feladat. f(z) = 2?Imz

Megoldas. Csak a 0 pontban differencialhaté és f'(0) = 0. °YOUTUbe

5. Feladat. f(z) = y® — 322y + (2% — 329°)

Megoldéas. Minden pontban differencidlhato és f/(z) = 32%. °YUUTUhe


https://youtu.be/kPVkD7J4WOo
https://youtu.be/yoajI9SIiAk
https://youtu.be/fkfFYHOizz4
https://youtu.be/e_HpYtvOVDk
https://youtu.be/Aaogf8F4yCQ
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6. Feladat. (a) f(2) =2+ (y—1)% (b) f(z) =23 —(y—1)%
Megoldas. ° YOUTUhe

(a) Az y =1+ z esetén differencialhato és f/(z) = 3(y — 1)2
(b) Csak a z =i pontban differencialhato és f'(i) = 0.

7. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = sin z fiiggvény derivaltjat formalisan, illetve a Cauchy—
Riemann egyenletek segitségével is.

Megoldas. f/(z) = cosz °YOUT“he

Harmonikus—e az alabbi fiiggvény? Amennyiben igen, hatarozzuk meg a harmonikus tarsat.

8. Feladat.
(a) u=2z(1—y) (b) v=2z2(1 —vy)

Megoldas. u YOUTUhe

(a) Harmonikus, és a harmonikus tarsa v =2y —y* + 22 +C, C €R.
(b) Harmonikus, és a harmonikus tarsa u = y*> — 2y — 22+ C, C e R.

9. Feladat. u =22 —y?> — 22 + 3

Megoldas. Harmonikus, és a harmonikus tarsa v = 22y — 2y + C, C e R. °YOUTUhe

10. Feladat. Milyen o(t) fiiggvény esetén lesz az u(x,y) = ¢(x? + y?) fiiggvény harmonikus?

Megoldas. o(t) =ln|t|+C, C R @3 YouTube


https://youtu.be/ke9Y7Nta4HY
https://youtu.be/J-psNXzR74U
https://youtu.be/NaofGyK9zDs
https://youtu.be/F3EY9gISNM0
https://youtu.be/y0Jl2yL3oFU
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Kvizek

A csoport

Feladat. Ha u(z,y) = 2* — 3zy — y* + 2y — 3z — sinz ch y fiiggvény harmonikus, adjuk meg a
harmonikus tarsat.

B csoport
1. Feladat. Formalisan hatarozzuk meg az f(z) = ch z fliggvény derivaltjat.

2. Feladat. A Cauchy—-Riemann egyenletek segitségével el6bb hatarozzuk meg azon pontokat,
ahol az f(x + iy) = 2%y + zy?i figgvény differencialhato, majd adjuk meg a derivéltat is.

C csoport

Feladat. A Cauchy-Riemann egyenletek segitségével hatdrozzuk meg, hogy hol differencidlhaté
az f(z) = 2%|z| fiiggvény, ha z # 0.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. Ekkor
u, =2x — 3y —3 —cosxchy w, = —3r — 2y +2 —sinwshy,

és
"o . 7 .
Uy, = 2+sinzchy u,, = —2—sinzchy,

igy

tehat v harmonikus.
A CRT alapjan

, —_—

Yy

u, =2r —3y —3 —coswchy & v, =—u, =37 +2y—2+sinwshy.

Azaz

3
U:/U; dy:/(Zx—By—B—cosa:chy) dyz?xy—§y2—3y—cosxshy+0+g(:c),

illetve

3
U:/v; dx:/(3x+2y—2+sin:cshy) d:c:53:2+2:cy—2:c—cosxshy—|—0+h(y).

Tehat a harmonikus tars

3 3
U:ny—§y2—3y—cosxshy+§x2—2x+0.

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A ch z fliggvény definicioja alapjan

Chzzi’
2
igy 4 —Zz 1 4 —Zz
[chz]':6 +62'(_ ):e _26 =shz.

2. Feladat megoldasa. Ekkor

u=xy v =2y,
és
I /2
u, = 21y Uy =Y
u;:xz v'y:2xy.
A CRT alapjan
—
2xy = 2xy

ez azonossag, minden x,y pontpar kielégiti.

u = —v’

Y T
$2:—y2
x2+y2:o7

ez csak x = y = 0 esetén teljesiil.

A parcialis derivaltak folytonossaga miatt az f(z) fiiggvény a z = O-ban differencialhato.

Tovabba
fr=ul +u,-i=v, =, i
és 1(0,0) =0, v(0,0) = 0 miatt
f(0)=0.

2 pt

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

f(2) = fle+iy) = (z+iy)* Va2 + 32 = (&% — ¢*)V/a? + 42 + 2izy/o? + 2

alapjan
u=u(z,y) = (2* =y )Va2 +y?, v=o(r,y) = 2zy\/2? + 2.
Igy
2 — q? 2xy
u, =2r\/22 + Y+ ———— - 22 vl =2yt + R+ —— - 2
2v/a* +y° 2/ 12 + 2
2% — 2 2xy

u, = —2y\/ 2%+ y* + v, = 2x\/ 2% + y? +

— - 2y — 2y
2v/ 2% + 1y 2/72 + 12 1 pt

tehat a CR7 alapjan

2z x2+y2+u-2x:2x x2+y2+2x—y-2y
2y/2? + y? 2/ 22 + y?
(z* — y*)x = 2xy?
3 —3xy? =0
2 2
z(z®—3y") =0
r=0 vagy 2?2 = 3y?
illetve
22 — o2
=2y 1? + P+ ————— 2y = 2y\Jax? +y? — 2w
2y/x? + y? \/a:2+y ‘
2 2\, 2 pt
(¢* —y*)y = —22%y.
Ezen egyenletbe
e az x = ( értéket behelyettesitve —y3 = 0, azaz y = 0 adodik,
o az 22 = 3y helyettesitéssel
(By* =y )y =—2-3y" -y
2y° = —6y°
8y* =0,
azaz y = 0 és ezért x = 0 adodik.
Tehat mindkét esetben nem origoban 1é6v6 pont nem lehet megoldas, azaz az origon kiviili -
p

pontokban f nem differencialhato.
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Integral

HAazi feladatok

Integral

Legyen f folytonos a v girbén, és z = y(t), a <t < (. Ekkor

Lf(z) dz = /f F2(1) - 2(t) dt.

Newton—Leibniz—tétel. Ha f(z) primitiv figguvénye F(z) és a v gorbe az a pontbsl a b
pontba vezet, akkor

/ F(2) dz = F(b) — Fla).
Ha f differencidlhato, akkor
j{f(z) dz=0.

Cauchy—féle integrdlformula. Ha g differencidlhato és a zo pont a v gorbe belsejében van,

akkor .
9(z0) = —]{ 9(2) dz .

2mi Jo+ 2z — 2o

Differencidlhdnyadosokra vonatkozo Cauchy—féle integrdlformula. Ha g differencidlhato és
a zg pont a vy gorbe belsejében van, akkor

g(n)(zo) = n_‘jé —g(z) dz.

- 27TZ + (Z — Zo)n_‘—1

Reziduum formula. Ha g, h differencidlhato, g(zo) =0, de ¢'(z0) # 0, tovdbbd a zy pont a
v gorbe belsejében van, és g—nek nincs mdsik zérushelye a v beljesében, akkor

M z = 2mi - i)
7{+ 95 T )

74
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1. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(Imz+3eiz - 2) dz
.

komplex vonalintegralt, ahol a v gorbe az 1 4 ¢ pontbdl a 2 pontha mutat6 szakasz.

Megoldas. A fiiggvények folytonosak, igy az integral definidlt. Az Im z fliggvény integraljat
definicio szerint kell meghatérozni. A 3¢’ —2 fiiggvény primitiv fiiggvénye ismert, igy integraljat
a Newton—Leibniz—tétel alapjan szdmoljuk. Ezek alapjan az integralt két részre bontjuk:

/(Imz+36” —2) dz = /Imz dz+/(3e“' —2) dz.

ol ol ol

e Az els6 integral meghatarozasihoz paraméterezziik a gorbét:
z=yt)=[1+42=01+)1—-t)+2t=1+t+ (1 —1)i, 0<t<1,

gy
Zt)y=1—i és Imz=1-t¢.

lezdz:/ol(l—t)(l—i) it — {(1—1') (t—?)};:%(l—i).

e A maésodik integral

Ekkor

i 2

) 3et? ) ; )

/ (3¢ —2) dz = { S 22} = [—3ie"” — 22] f+. = —3ie” — 4+ 3ie" " +2+2i.
¥ ¢ 1+ '

Tehéat

. . 1
(Imz + 3¢ —2) dz = —3ie* — 4+ 3ie"™ ' + 2+ 2 + 5(1 — ).
Y

2. Feladat. Hatarozzuk meg az

/7(22— 22) dz

komplex vonalintegralt, ahol a « gorbe a v, , koriv 2 + 4 pontjabol a —i pontba megy.

Megoldas. A fiiggvények folytonosak, és az el6z6 feladathoz hasonléan az integralt két részre

bonjuk:
/(22—22) dz=/22dz—/z2 dz .
¥ ¥ ¥

o A 2? fliggvény primitiv fiiggvénye ismert, igy

31 2 1
/zzdz:{z—] :————Oi.
¥ 3 Joti 3 3
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e A masodik integral meghatarozdsahoz paraméterezziik a gérbét:
- —it m
z=7(t)=i+2e", 0<t< 7
Ekkor ‘ ‘
2 (t) = —2ie™" bés zZ=—i+2e"
alapjan
/22 dz = / 2 (—i+2¢") (—2ie") dt = / (—4e™™ —8i) dt
v 0 0
= [—die™ = 8it]? = —4 — dmi+4i.
Tehat 5 10
/(22—22) dz=—-4—-4dmi+4i+ -+ —1.
. 3 3
3. Feladat. Hatarozzuk meg az
sin 2
j{ dz
y 72— 2

zart gorbe menti integralt, ha
(b) v=1; ,
2,

_ At
(a) /y - 72_;'_%2‘,1
Megoldas. A gorbék zartak, a zp = 2 pont a gorbéken beliil talalhato, és a g(z) = sinz
fiiggvény differencialhaté. Igy alkalmazhatjuk a Cauchyféle integralformulat.
v

(a) A 721;2. , gorbe iranyitasa pozitiv, igy
2 b

7{ SNE = 2mi - g(2) = 2mi - sin2.
o z—2 .

2434, 1
(b) Mivel v; | irdnyitdsa negativ, ezért
27

sin z sin 2
]{ Zdz:—JQ{ 2dz
i ﬁlz_
?)

1
sin z o
— dz = —2mi-sin2.
’Y+

N O
\_

N |

z—2

4. Feladat. Hatarozzuk meg az
1
— dz

f; (z —=2)(z+1)

zart gorbe menti integralt, ha
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(a) v =" (b) v =134 (c) v=1"1_i1

Megoldas. Az f(z) =

L fliggvé 2 ¢ ' tokb i értel
———  luggveny a 27 = €S a 2o = —17 pontokban nincs ertel-
(Z — 2)(2 + Z) gg y 1 2 p

mezve, a sik tébbi pontjaban differencidlhato.

(a) Mivel az f(z) fiiggvény differencidlhato a v

(b)

(c)

fy;’rl gorbén és a belsejében is, igy

1
é(z—Z)(z%—i) dz=0.

"
2,1
Csak a z; = 2 pont van a 7 = 'y{l gorbe \
belsejében. Ezért az integralt atirva az \ U U

1 L
- dr= ¢y
]{(z—Z)(z—i—z’) : ﬁz—2 §

alakba, a szamlaloban szerepld g(z) =

z+1 V14,1
fiiggvény differencialhato a ~; , gorbén és
a belsejében is, tehat alkalmazhatjuk a
Cauchy—féle integralformulat:

1 - 1
— —dz = 2 Jy = 27i - g(2) = 2mi - .
7{(2—2)(2—1—2’) : j{z—2 = 2mieg(2) = 2mi- 5

Mivel a zo = —¢ pont rajta van a ’yfl_m gorbén, ahol az f(z) fiiggvény nincs értelmezve,
az integral nem értelmezhetd.

5. Feladat. Hatarozzuk meg az

f 22 — 3
—— dz
7,24%—422

integralt, ahol v = 7511-73

Megoldas. A z* + 422 = 22(z — 2i)(z + 2i)
felbontas alapjan a kritikus pontok z; = 0,
o =
toknak a kor 2 — ¢ kozéppontjatol vett tavol-
saga Vb < 3, a 2, esetén pedig ez a tavolsag
V13 > 3, ezért csak a z; és z3 pont taldlhato
a koron beliil. Tehat két kritikus pont is van a
gorbe belsejében, ezért az integralt felbontjuk
két gbrbe menti integral dsszegére:

2i és z3 = —21. Mivel a z; és z3 pon-

RS



INTEGRAL 78

ahol y;—et és y3—at tetszblegesen valasztjuk gy, hogy ezen zart gorbék pozitiv iranyban keriiljék
meg az adott kritikus pontot, azonban mas kritikus pont ne legyen sem a belsejiikben, sem a
hatarukon, példaul 7 =g, és v3 = 77, . Ekkor

2z—3i 2z—3i

2z — 33 2z — 31 2(2—2i) 7{ )
—— dz = : — dz = —dz+ ¢ —— dz.
j{ 24 4422 7{ 22(z — 2i)(z + 24) fi z 4 2i vy 22
. . . 22 -3 S . .
e Az elsé integral esetén a g3(z) = W fiiggvény differencialhaté a 3 gorbe belsejé-
22(z — 21
ben, igy a Cauchy—féle integralformulat a zy = —2¢ értékkel alkalmazva kapjuk, hogy
22—31 . .
22(2—21) : . . 2(—2i) — 3i 7
7{73 s BT = 2m s oy T

22 — %
22+ 4
azonban a z°-nek a zy = 0 kétszeres gyoke, ezért a differencidlhanyadosokra vonatko-
z6 Cauchy-féle integralformulat kell alkalmazni az n = 1 értékkel. Mivel

e A masodik integral esetén a gi(z) = differencidlhatd a 7, belsejében, most

2

2(22+4) — (22— 3i)22

/ _
91<Z) = (ZQ +4)? ’
ezeért .
j{ 23 27
z2+4 /
z = 1(0) = mi
st Z2 1|
Tehéat

?{22—31'61 7 i T,
——dz=——mi+ T = —1.
28422 8 8

6. Feladat. Hatarozzuk meg az

2 .
2541z
]{ dz

4 COSZ

(a) Yo =77, (b) % =102

integralt, ahol

Megoldas. A cos z zérushelyei g—i—/{ﬂ' (keZ)

alakuak, ezért a a fiiggvénynek mindkét gorbe

belsejében van kritikus pontja. Jol lathatéan - /
az integralformuldk nem alkalmazhatoak, ezért . ' / ~ Y} o
ellendrizziik a reziduum formula feltételeit. A - -

h(z) = 2* +iz, g(z) = cosz

fliggvények mindenhol differencidlhatoak, és
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(a) A ~, gorbén beliil csak a zy = g pont taladlhato, igy

2 4 . s ™ 4.
Y COSZ g (g) -1

(b) A 4, gorbe belsejében két kritikus pont ta-
™, s . . Vb |
lalhato, a 5 a3 Az integral megha- /
tarozasa torténhet példaul a 7. = 77« | 6s
2?
a v, segitségével, hiszen ezen korokon beliil
mar csak egy-egy szingularis pont talalhato,

B <

felbontas alapjan.

~
\/’(l

(0]
D

Tehat az (a) rész eredményének ismeretében

22 +iz 22+ iz 22 +iz
dz = dz + dz
y, COSZ ye COSZ e COSZ

2
I S h(—=
= 2mi - 2 2—1—27?2'-%
-1 9 (-3)
2 2
I S ™ _ ;.
= 271 4_1 2 4 o 4 ] 2
2 2 2_2'
:—27rz'~7rzm 27m'-7T 47m:27r2
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Videok

Integral

Hatarozzuk meg az alabbi integralok értékét.

1. Feladat. /Rez dz, ahol v a fyofl kériv —¢ pontjabol az 1 pontba megy.
v

Megoldas. % + %1 uv()UTUhE

2. Feladat. /z dz, ahol v a 4, koriv 1 pontjabol a —1 pontba megy.
il

Megoldas. 0 ° YouTube

3. Feladat. / (2* —€” —ilmz) dz, ahol vy az [1,1] iranyitott szakasz.
gl

Megoldas. ° YOUTUhe
—z+ie_1—1—iei+ L
3 3 2

4. Feladat. /(|z| +sh(3iz — 2)) dz, ahol v a 7y, kériv —2 pontjabol a 2i pontba megy.
gl

Megoldas. ‘ u YOUTUhe
bt A4 ch(6: +§) —ch8 y

5. Feladat. /Rezlmz dz, ahol vy : v U~y és
0l

® 71 a v, kbriv —1 4 i pontjabol a 0 pontba megy,
o v ay(t) =t+it? gorbe 0 pontjabol az 1 + 7 pontba megy.

Megoldas. 3 YouTube

Loro8 o owo i 12
2 T3 T M Ty Ty T T

6. Feladat. 7{(22 + Z) dz, ahol

2!

(a) ~ az: i pontb6l a —1 — ¢ pontba, majd az —1 — i pontbdl az 1 — i pontba, végiil az 1 — i
pontbhol az ¢ pontba érkez6 tort szakasz;

(b) Y= ’Yl++z‘,3


https://youtu.be/yom5wlFJpAs
https://youtu.be/rBb0pMz4Bnw
https://youtu.be/1fSvy3GgIkU
https://youtu.be/AhB-3sTJNO0
https://youtu.be/HllcHiZp5J8
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Megoldas. u YOUTUhe
(a) 4 (b) 18mi
1
7. Feladat.j{ 5 dz, ahol
v e — az
(&) 7 =7 (b) v =11, (©) v =11
Megoldas. ° YUUTUbe
(2) 0 (b) =i (c) gz
8. Feladat.f 3 dz, ahol
25— 9z
(&) =10, (b) v =1 (€) v =4is (d) v =14
Megoldas. &3 YouTube
2 2
(2) —mi (b) o (©) —%m (d) 0
9. Feladat. ]{f(z) dz, ahol vy =~ , és
il
_ sinz 2244
(@) f2) =57 (b) f(z) ="
Megoldas. 3 YouTube
(a) gi5h2; (b) 8mi
10. Feladat jf = dz, ahol y =~
: P E v =
Megoldas. 0 °YOUTUbe
11. Feladat ]{ Sh2 12 integralt, ahol y =+
. . Z 1m T = e
2t =iz ceratl, ROt =9,
2
Megoldas. —gm' sin 1 °YOUTUbe
Felad chz _
12. Feladat. ’ m dz, ahol v =177 ,.
Megoldas. —micos 1 °YOUTUbe


https://youtu.be/zc9JsGJyjNk
https://youtu.be/p0L3SMbyMsE
https://youtu.be/NQT2EwdCRBs
https://youtu.be/bg0zdD7MNBU
https://youtu.be/WZ4RzbKQU0U
https://youtu.be/Of6o-GnZjtY
https://youtu.be/fFnQsHxQZrk
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eZ
A+
13. Feladat. ]ﬁm dz, ahol v = Vi+i,2°
% (cos \/75 + isin ‘/7§>

V2i — /2

Megoldas. —2m + 2mi

cos z
22(2%2 — 14 221)

14. Feladat. ]4 dz, ahol v =~,.

Y

Megoldas. 47 + 2m(sh1 —2ch1)

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/WpYAsatcpz0
https://youtu.be/WITk7g_HOW0

INTEGRAL &3

Kvizek

A csoport
Feladat. Hatarozzuk meg az

/Rez dz
.

integralt, ha v = v1 U2, ahol 71 a v;, koriv 2 + 4 pontjabol a —2 + i pontba megy, 72 pedig a
[—2 + 4, 1] irdnyitott szakasz.

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az
j{ (22— 22+ 5Sinz) dz ,

Y

integralt, ahol v = ~%.

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az

]{ (= + 3;(2 = ¢

integralt, ahol

(a) v =14 (b) ¥ =17"5_i

D csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az

j{ 2z —1 +z+i I
L \sin(bz —51) 23+

integralt, ahol y = ~;f, .
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

& 1 71
/ Rezdz:/Rezdz+/Rezdz. \ /
Y1Uy2 Y1 Y2 ! ;
-2 2
Az els6 integral esetén

z=m(t) =i+ 2(cost —isint), 0<t <, 1 pt
2/ = —2sint — 2icost és Rez = 2cost.
Tehat

/Rez dz:/ 2cost - (—2sint — 2icost) dt:/ (—4costsint — 4icos®t) dt
1 0 0

= /0 (—2sin2t — 2i(1 4 cos 2t)) dt = [cos 2t — 2it — isin 2t];

= cos 2w — 2im — isin 27 — (cos 0 — isin0)
=1-2m—1=—-2mi. 2 pt

A masodik integral esetén
r=yt) = —2+i4 (i — (—2+i))t=—-2+i+2t, 0<t<1,

igy 2/ =2és Rez=—2+4 2t , ezért
1 1
/Rezdz:/(—2+2t)~2dt:/(—4+4t) dt
Y2 0 0

= [4t+ 2}, = —4+2=-2.

Azaz
/ Rez dz = —2mi — 2. 3 pt
Y1Uy2
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B csoport

Feladat megoldasa. Az integralt két részre bonjuk:

f(QE—z2+5sinz) dz:j{% dz+j{(—22+5sinz) dz .

v v v

A —2% + 5sin 2 fiiggvény differencialhato, igy

j{ (—z2 + 5sinz) dz=0.

.

A masodik integral meghatarozasihoz paraméterezziik a gorbét:
=) =i+2", 0<t<2r.

Ekkor ‘ .
2 =2 s zZ=—i+2 "

alapjan

21
]{22 dz / 2 (—i+2e7") - 2ie" dt = / (4e™ + 8i) dt
0 0

4zt 4i-27r 42‘-0

[6 +8zt] :( c —|—8i-277)— c
7 7

4

Z

4
+ 1672 — — = 1677
)

1 pt

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Ekkor a szingularis pon-

tok a N
<h
N

(z4+3)4z—1i) =0
-3

egyenletbdl: z = —3 és z = 1.

(a) A 7, =g, kor esetén az i a gorbén be-
liil, —3 a gorbén kiviil talalhato. Igy 1 pt

5
v (24 3)4(z —1) e 2 (z+3)4] ., (i43)*

(b) Ay = negativ iranyitasa, a —3 a belsejében, az ¢ a gorbén kiviil van. Ezek alapjan

7{ 5 i ]{ 2 i omi [ 5 1"
z = Z=——" .
L, (2 3)3(z —9) L, (z+3)4 3 lz—il.__, 2 pt

A derivaltak

Azaz

Igy

o e 3
o (2 +3)4 (2 —1) 31 (=3—1)
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D csoport

Feladat megoldasa. A szingularis pontok

) sin(bz —51) =0 N

52—bi=km, keZ

k
z:gﬂ+i,k€Z, 19
ez végtelen sok
° 2 +i=0
3 . _m,; o o
P=—1=ce€ 2

z= e_%HQI‘CT”, ke {0,1,2}

1 pt
ez harom pont.
A~ belsejében csak az i taldlhato, ami mindkét megoldashalmaznak eleme. Tovabba
[sin(5z — 57)]’_, = 5cos(5z — 5i)|,—; = Hcos0 =5
és
(25 4], = 32%]._; = 3% = —3. 2 pt

gy a reziduum formula alapjan

2z — 1 22 — i = 21 —1
e — d — 2 ). = 2 . s
]{ sin(z—5i) " Beos(5z 50w 5
illetve , , o
7{ T g gy A ey
, 23+ 322, -3
tehét

27 — i Pt 2% — i it
dz = 2mi - omi- L ¢
j{(sin(5z—5i)+z3+i> S L — P



7.

Laurent—sor; Fourier—sor

HAazi feladatok

Laurent—sor

Ha az f(2) fiigguény differencidlhaté a z
pont korili (K, Ks) kérgydriben, akkor e kor-
gytridben a figguény Laurent—sorba fejthetd a
2o pont koril:

ahol

R
"2mi ), (2 — z)

és v a korgyidriben halado, a zy pontot pozitiv

wrdnyban megkerild, eqyszerd zdrt gorbe.

dz

1
1. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = fiiggvény 2o = 1 + ¢ koriili Laurent—sorait.
z

+1
Megoldas. A Laurent—sorokat nem a definicié alapjan szamoljuk. Tortfliiggvények esetén eze-
ket a geometriai sor alapjan kapott

d ¢, hal¢l <1,
1 n=0

1— = -1
¢ > —, hal¢[>1
n=1 Cn
Osszefiiggés segitségével hatarozzuk meg, amint azt a 2. fejezet 4. feladataban mar gyakoroltuk.

A fiiggvénynek egy szingularis pontja van, a —i pont, ez nem egyezik meg a kifejtés helyével.
Ezért a nevezében kialakitjuk a

z—z=z—(1+i)=2—-1—1i

88



LAURENT-SOR; FOURIER-SOR 89

kifejezést, majd a maradékot kiemeljiik:

I 1 1 1 1 1
zi 2—1l—i+ 142 142 41 1+2 1- (-5
L L . i z—1—1
Ekkor a masodik szorzotényezd alaka, ahol ( = ————
1-¢ 142
e Amennyiben [(| < 1, azaz
R (14
s-1-i| = (i)l
1+ 2i V5

2= (1+i)| < V5

alapjan az 1+ i kézéppontu, v/5 sugart koron beliil a Laurent—sor

1 1 [ z—1-3\" 1 = (z—1—i)"
= . ER— - . S L S

z+i 142 nz%( 1+ 2 > 1+ 2 7;( ) (1+ 2i)"
:ZW<Z—1—Z> =T,

n=0

ami a fiiggvény 1 + ¢ koriili Taylor—sora.
e Ha |C| > 1, azaz az 1 + i kézépponti, /5 sugart koron kiviil a Laurent-sor

-1

1  — —1 1 -1
SR v 7D DY ey e D D e
1 _ z—1-1\" 1 — n+1(z_1_i)n
_1+2¢nZ (_1)'<_ 1+ 2 ) DY Zoo(_l) (1+2i)"

-1
(_1)n+1 »
= —1—=9)" =1L
2 ey )
e L
T
A fiiggvény szingularis pontja, a —i pont a // \\
20 = 1+ kozépponti /5 sugari kérvonalon ! \
talalhato. A koron belil 7', a korén kiviil az L : ° L ;
Laurent—sor allitja el6 a fiiggvényt. y 2 =147 N
) SR
2. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = fliggvény zg = —1 — ¢ koriili Laurent—

. (z+2)(z—1)
sorait.
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Megoldas. A fiiggvénynek két szingularis pontja van, a —2 és az ¢ pont. Els6 lépésben elemi
tortekre bontjuk a fliggvényt. A tort nevezGje két kiilonb6z6 els6foki tényezs szorzata, igy a

felbontas:
5 A B Az — 1)+ B(2+2)

G120 242 :2i T 12G-i

amibdl
5=A(z—1i)+ B(z+2).

Az egyenletbe behelyettesitjiik a nevez6 gyokeit.

e A z=—2esetén 5 = A(—2 — i), ahonnan

5 b(=2+44)  B5(=241) _
A_—Z—z'_(—2—i)(—2+z')_ 441 =2t

e A z =i esetén pedig 5 = B(i + 2), ahonnan

_ 5 52=i) 52—,
itz 2+)e2—9 5 !
fey 5 —24i 2—i
f(z>:(z+2)(z—i): z+2 T
Az 24 2
he) =75 LB =3

fliggvényekre, amelyeknek mar csak egy—egy szingularis pontjuk van, alkalmazzuk az el6z6
feladat gondolatmenetét.

e Az fi(z) fiiggvény csak a —2 pontban nem differencialhato. Tovabba

—2+1 —2+1 —241 1 2—1 1
fi(z) = = . = P = S 2414
z242 z4+14+1+1—14 L= =552 4+1 -1+ 1- =272
z+ 141
ort (4 = —————.
ezért (1 1

o Ekkor || < 1 esetén, azaz a |z + 1 +i| = v/2 koron beliil Taylor-sort kapunk:

240 2—i =(zF+1+i\" = 2—i
= =N 4l =T,
242 —Hz‘%( —1—|—i) ;%(—1“)%1(” Tt =

o Amennyiben |¢;| > 1, azaz a |z + 1 +i| = V/2 koron kiviil

940 2—i X 1 Y — z+144\"
s I Ny o L)

-1

24 .
= Z W(Z+l+@) = L.

n=—oo
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o Az fy(z) fliggvény csak az i pontban nem differencidlhato. Tovabba

() 2—13 2—1 2—1 1 —2+1 1
9(2) = - = - - = PR = . 24143 0
z2—1 zZz4+14+4i—1—21 —1-—2¢ _+1—_+22.+1 1424 1—%
o z+1+1

eSngCQZW.

o Ekkor |G| < 1 esetén, azaz a |z + 1 + 4| = +/5 korén beliil Taylor-sort kapunk:

2—1 —24is=z+14+i\" —241
_ ETITEY N 2T i =Ty
i 1+2¢;( 1+ 2i ) nZ:O(1+2¢)n+1(Z+ =T

o Amennyiben |G| > 1, azaz a |z 4+ 1 +i| = /5 koron kiviil

2—i —24ig~ -1 240 — 24 144\"
i—i 1+2¢Z(L1+i)"_ 1+ 2 Z(_l)( 1+ 2i )

n=1 1424 n=—oo

-1

2 i -
= D @rmpaE i)t

A fentiek alapjan a fiiggvény Laurent—sorai:

e amennyiben |z + 14| < /2

oo . o0

2—1 n —2+1 n
f@=Tit+T=) G 14"+ ) grgmm (T 149
n=0 n=0
= A (14"
= z 1) 3
ANES E RN A ’

e a2< lz+1+1i] < V/5 kérgytiriben

-1

—2+i . = —2+41 o
fR) =Li+Ty= ) leﬂ +Z SIS (z+1+i)";

n=—oo n=

e a|z+1+i| > +/5 tartomanyban

-1 -1

24 - 2 — -
f(z2) =L+ Ly = Z 1—|—z”+1 (zH1+0)"+ > W(z—i—l—l—z)

n=—oo n=—oo

72 St N Sl Y P A
B —1 )t (1 + 24)nHt ‘
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- |1
L7 o
// _2 ////_—;\\\\ \\
// g \ \\
// // \\ \\
I / \ \
| ! 20 \ |
! | ° i i
1
\ \\ 1 1
! 1
‘\ \\ Tl —|— T2 // /
\ N 7
\\ \\ . // Ll + L2
\ S. o - g //
N Ly+T5 .-
3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z) = ﬁ fiiggvény 2y = 0 koriili Laurent—sorait.
23z —1

Megoldas. A fiiggvény két szingularis pontja a 0 és az i pont. A kifejtés helye zy = 0 egybeesik
az egyik szingularis ponttal, ezért

fe)= = L L)

Blz—i) B z2—i 2

alapjan elGszor az fi(z) fiiggvény zo = 0 koriili Laurent—sorait kell meghatarozni.

r 1 L —
=i —i 1-%2 )11 & -1 ]
__@'Z ol ha |2] > 1,
\ n=1 \1
es
—1 "
Z gn+1 ) ha ‘Z| < 1’
— TL:_O1 . )
Z pEEAR ha |z| > 1
\ n=—00
Innen kapjuk, hogy f(z) Laurent-sorai:
( o0 1
Zinﬂz”’S, ha0<|z| <1,
1 11 g
Bz —i) 2 z—i 1
( ) Z _nHz”_?’, ha |z| > 1,
\ n=—00
( OO -1
Z ——7", haO<[z[ <1,
)
_ n—_f43 1 )
Z WZ s ha |Z| > 1.
\ n=—00
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A kovetkezd feladatok megoldasa soran hasznaljuk az alabbi Gsszefiiggéseket:

z z
e _Zon!’ zeC
o 2n 0 2n
n B z
COSZZZ}(—l)w, zeC ChZ_X;(Zn)!’ z2eC
. > . 22n+1 e z2n+1
SIDZZZ:O(—]_) m, ZEC ShZ:;m, ZGC

4. Feladat. Hatarozzuk meg a 7{ Per dz integralt v = 7111-7 , esetén a Laurent—sor segitségével.
Y

Megoldas.

Az f(z) = 23z fiiggveny egyetlen szingula-
ris pontja a 0 pont, amely a pozitiv iranyitasa
~v gorbe belsejében van, igy a keresett integrél
meghatarozhato az f(z) fiiggvény 0 pont koriili
Laurent—soranak segitségével:

]{z?’ei dz = 2mic_q .
ol
Az e: fiiggvény 0 pont koriili Laurent—sorat az

egziC_" (eC,
n=0

— n!’

1
Osszefiiggésbil a ( = — helyettesitéssel kapjuk:
z

21 /1" — 1
1 n
ez :nzzom(;> :n:ZOO(_n)'Z s Z#O
Ezek alapjan az f(z) figgvény 0 koriili Laurent-—sora,
1 1 ’ 1
3 % 3 n __ n+3 __ n
N e T T A
és igy
1
C1= a1’
tehat

. 271
j{z‘;ei dz = ll.
. 41

MEGJEGYZES. A c¢_; értéket az f fiiggvény 0 pont koriili reziduumanak nevezziik és a Res(f,0)
jelolést hasznaljuk réa. d
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5. Feladat. Osztalyozzuk a kévetkez6 fliggvények izolalt szingularitasait.

sh z 3 1 —cosz
(a) oy (b) ch — (c) —Q
Megoldas.
sh z
(a) A —— fiiggvény egyetlen szingularis pontja a 0 pont. A
shz = i o 22t
“~ (2n+ 1)! ’

Osszefiiggés alapjan a 0 pont koriili Laurent—sor

shz 1 2t & P | 1
ERD M rrw i ZQn—l—l =g g

n—=

A sornak véges sok negativ kitevGjd tagja van, és a legkisebb kitevG a —3, ezért a 0 pont
harmadrendi poélusa a fiiggvénynek.

3
A ch
() Ach—

pont koriili Laurent—sor

- fliggvény egyetlen szingularis pontja az i pont. A ch z sorfejtése alapjan az i
i

A sorban végtelen sok negativ kitevGj hatvany szerepel, ezért az i pont lényeges szingu-

laritasa a fliggvénynek.
(c) Az egyetlen szingularis pont a 0 pont, és a
1 = (_l)n 2n
22 (‘E @2n) ~

l—cosz 1 (=)™ 5.\
22 _§<1_Z(2n)!z>_

n=0
n+1 »2n > —1)nt1 1 1 1
— 2n z “—~  (2n)! 2 4l 6!
sornak nincs negativ indexi tagja, ezért a 0 pont megsziintetheté szingularitasa a fiigg-
vénynek.
) l—cosz . . . e
MEGJEGYZES. Az f(z) = ——— kiterjeszthetd differencialhato fiiggvénnyé:
z
f(z), haz#0,
9(z) =41
§ s ha z=0.
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Fourier—sor

A 27 szerint periodikus f(x) figguény komplex Fourier-sora az

oo

fla) = 3 e

fiigguénysor, ahol

1 " —inT
cn—%/_ﬂf(x)e dx .

6. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény komplex Fourier-sordanak egyiitthatoit al-
gebrai alakban.
T
0, ha —n7<r<——,

flz) = s 2

1, ha —§§$<7T.

Megoldas. Ha n = 0, akkor

27?00:/ f(:p)dm:/ ldx:?%r,

3
azaz cy = T Amennyiben n # 0, akkor
4 . ” e~ e ™ i ’ _
2rc, = | flz)e "™ dx = /W e T dy = [ — ] == (7™ —e2m) |
. _x s

igy a komplex Fourier-egyiitthatok:

Cp =
2nm

Mivel e periodusa 2, ezért az algebrai alak megadasahoz négy esetet vizsgalunk.

Capi1 = . (e7™ —e2') = ;(—1 —q) = = + 1
2(4k + 1)m 2(4k + ) 8k +2)r  (8k+2)7 '
i . i _
k27 5k 1 2)7 G kst T @R
Cak+3 = L (7™ —e7) = ;(_1 +i) = - + L
2(4k + 3)m 2(4k + 3)m (8k+6)r  (8k+6)m ’

c4k:8kLW(eo—eo):0, ha k#0.

7. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvény komplex Fourier—sorédnak egyiitthatoit, to-
vabba a valos Fourier—soranak egyiitthatoit is.

0, ha —n<x<0,
f(z) =
r, ha 0<z<m.
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Megoldas. A

T s 277 2
27?00—/ f(a:)dx—/ rdr = {x—} :W—,
. ; 2|, 2

alapjan ¢y = % Tovabba, ha n # 0, akkor

™
27rcn:/ re " dx
0

miatt parcialis integralassal,

alapjan kapjuk, hogy

—inx —inx :

. e e i . 1 .
e dr — 1 : . : — eznm+ 26 mr’
I_/I —n —n n n

1 1 1 1

st

st s't

ahonnan
LA . I ) | ;
0 n n 0 n n
Igy
i — 1 (1) i 1
c =—%¢ S — e | R _
LT 202k + 1) 27 (2k + 1)2 22k +1)  w(2k+1)2°
i, 1 o i
_ L —1)=—, ha k#0.
k= ¢ T o © TV g ha kA
Az
ap = cy, an,=2Rec, és b,=—-2Imeg,

T
Osszefiiggések alapjan a valos Fourier—sor egyiitthatéira kapjuk, hogy ag = T valamint

2 b 1
2k+1 (2k + 1)1’ 2k +1

agk:(), bgk:— ha k:;éO

% )



LAURENT-SOR; FOURIER-SOR 97

Videok

Laurent-sor

Adjuk meg az alabbi f(z) fiiggvények 2z, pont koriili Laurent-sorait.

1
1. Feladat. f(z) = P és
(a) ZO - _/L., (b) ZO _ 0
Megoldas. u YouTube
(a) (z+1)7"
S hals <1
(b) "
S it halz] > 1
1 .
2. Feladat. f(z) = — H=2—1i
Megoldas. &3 YouTube
o 1 n+1
Z(l ) (z —2+1)", ha|z—2+i’<\/§
—1
n__ol 1 n+1
Z_<1 ) (z—2+0)", hal|z—2+i|>2
—1
3 .
3. Feladat. f(z) = b= p— =i
Megoldas. u YouTube
( oo 1 n+1 ) 1
nzzo <_2—i> - (1+¢> (z =2)", ha |z —i| < V2
—1 1 n+1 00 1 n+1
n;m(—l) (1+z’> (z —1) _; (2—i> (z—i)", hav2<|z—i|<+5b
-1 1 n+1 1 n+l
4. Feladat. f(z) = — 0 =0

142


https://youtu.be/N-zRwlbU5mY
https://youtu.be/AmsThIdjTho
https://youtu.be/t6Rt5jmNXxQ
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Megoldas. u YOUTUhe

> (=1t ha |z] < 1
n=0

-1

> (=1 haz| > 1

1

5. Feladat. Adjuk meg az f(z) = 222+ 1)

fiiggvény 2y = 2¢ pont koriili Laurent—sorat a

2 < |z — 2i|] < 3 korgyfriiben.

Megoldas. 3 VouTube
_Zl ((—1)”+1 (%)W + # (%)W) (2 — 20)" + i % (%)” (2 — 20

n=-—o0o n=0

Hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat a megfelel Laurent—sor segitségével.

6. Feladat. ]{ = d
Vs # +1
Megoldas. 0 °YOUT“he
1
7. Feladat. f;{l m dz
Megoldas. 0 °YUUTUbe

1
8. Feladat. ]{ 22sin = dz

+ z
0,2

Megoldas. —gi °YOUT|.|he

dz

+ Z —
0,2

9. Feladat. j{ (z+1)ch

Megoldas. i @3 YouTube


https://youtu.be/zNwvmItLAzE
https://youtu.be/TQI-aIii8UI
https://youtu.be/Gkslxikk5BY
https://youtu.be/PfYgSaCOCSo
https://youtu.be/xvOkDn3L0A4
https://youtu.be/-NjkCG4Kwik
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10. Feladat. Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények szingularitasi helyeit és hatdrozzuk meg, hogy
izolalt-e.

1 1 1
(b) () 1

zZ 41 sin 2z 1 — ez
Megoldas. &3 YouTube

(a) A —i pont izolalt szingularitas.
(b) A {km, k € Z} pontok izolalt szingularitasok.

0 A {5

(a) cos

o keZ\ {O}} pontok izolalt szingularitasok; z = 0 nem izolalt szingularités.
T

11. Feladat. Osztalyozzuk a kovetkezs fiiggvények izolalt szingularitasait.

chz (b) eTH sin 3z

9 (C)

(2) 22 z
Megoldas. u YOUTUhe

(a) A 0 pont masodrendi polus.
(b) A —i pont lényeges szingularitas.
(c) A 0 pont megsziintethet§ szingularités.

12. Feladat. Adjuk meg a g(t) =

ségével.

— filiggvény valos Fourier—sorat a Laurent—sor segit-
5 —4cost

Megoldas. 1+ Z 27" cosnt °YOUTUbe

n=1

Fourier-sor

A kovetkezs feladatokban hatarozzuk meg a megadott fiiggvény komplex Fourier—soranak
egyiitthatoit.

13. Feladat.
1, —7<z<0
f<x):{0, 7E)<x§7r
Megoldas. ¢ — % ¢ — i . % n+0 &3 YouTube
14. Feladat.


https://youtu.be/g5f7D34n5Xw
https://youtu.be/hcWZWer64ew
https://youtu.be/0XGQVXj42LQ
https://youtu.be/tV0YPxWGPiQ
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Megoldas. c, = L—in 1= (=1 °YUUTUbe
2 1+ n?

15. Feladat.

cosr, —nm<x<0
€T) =
/(@) {0, O<z<nm

Megoldas. 3 YouTube

: i (n#0); Con1=0 (n#0,1)

2
co = 05 Cj:lzzl§ C2n:%'

16. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs fiiggvény Fourier—transzformaltjat.

-z <z <
F(x):{e , 0<z <7

0, kiilonben

Megoldas. u YOUTUhe

~ l+e ™ (wsinmw —cosmw) —w+e ™ - wcosTw + sinmw
F(w) = +
(1+w?) (1+w?)



https://youtu.be/GSRP00oZV58
https://youtu.be/ClLmSRMyOlo
https://youtu.be/PnD_q4-Hpzc
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Kvizek

A csoport

B 4222 +iz 4+ 2

Feladat. Adjuk meg az f(z) = )
z

pont koriil.

—sorait az a = —1

B csoport

43

Feladat. Adjuk meg az f(z) = T4
z

korgydritiben.

fliggvény ¢ pont koriili Laurent—sorat az 1 < |z —i| < 3

C csoport

z+1

Feladat. Adjuk meg az f(2) = — 1 Laurent—sorait az a = ¢ pont koriil.
z

D csoport

1
Feladat. Osztalyozzuk az f(z) = sin ST - fliggvény szingularitasait, majd hatarozzuk meg a

74 d
W 22—1—2

integralt.

E csoport

Feladat. Adjuk meg az
e —r<x<0
-

0, O<z<nm

fiiggvény komplex Fourier-soranak c, egyiitthatéit algebrai alakban, majd ennek segitségével
a valos Fourier—sor a,, b, egyiitthatoit is.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa.

A 2% 4 i fiiggvény differencidlhato, igy a Taylor-sora lesz a Laurent-sora barmely z-re.

g(z) =22 +1, ¢(2) =2z, ¢"(2) =2, g™ (2) =0, n>3 alapan
g(=i) = —1+1, g'(—=i) = =2i, ¢"(=i) =2, g™ (=i) =0, n >3, ezért

2(z—l—z)

22+i:—1+i—2i(z+i)+2|

1
Az nem differencialhaté a —2 pontban, tovabba
z
1 1 1 (R 1
z+2  z+i+2-4 2—d P41 2-4 1L
miatt
I =/ z+i\" z+i
h
1 2—@%(—2“) ’ I ’
42 ) 1 & z+i \" Z+i
— h
2—inzz_oo (—2—|—z’> I P R
azaz
= —1
T _(z4d)™,  halz+i| <5,
DG L e
12 | o 1 . |
n_ZQQm(Z"‘Z), ha|z+l|>\/5
Tehat f Laurent—sorai:
e ha |z +i| < /5, akkor
= 1
_ )2
f(z)=—=14i—2i(z+1)+ (2 +1) +§W< z40)"

= —1+i-—

+Z 2—1—2”“ (z+3)",

e ha |z +i| > /5, akkor
—1

=S ﬁ(fs—ki)”—1+i—2i(z—|—z’)+(z+i)2.

_21“.— <2i+ﬁ> (z+1) + (1+m) (z +1)?

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport
Feladat megoldasa. A szinguléris pontok: S
Z4+4=0 , ,
2 = —4 = 4e™ ,// o \
P \/é_leg’b-'rk‘ﬂ'l , k — O, 1 ‘,I (/ I 7 \:
z = +21, L \\\\ i} /
melyek az R .
1<|z—i| <3
kérgyirit hatarolo korokon helyezkednek el. —2 T
Tovabba
49 A N B A(z+2i) + B(z — 2i)
2+4 2—2 z+2 22+ 4 ’
azaz
4i = A(z +2i) + B(z — 27) .
Ha z = —2i, akkor 4i = —4Bi, azaz B = —1.
Ha z = 2i, akkor 4i = 4Ai, azaz A = 1.
Mivel 27 a bels§ koron van, igy ha |z —i| > 1, akkor
I 1 1 1 1
2=2 z—i—i —i =41 —i -t
-1 \ 7 -1
1 zZ—1 1 n .
Ugyanakkor —2i a kiils6 koron van, ezért ha |z — i < 3, akkor
r 1 1 1 1 1
2+2  z—i+3i 3 =

R

I z2—i\" = 1 .
:Eno(—&') ;(—32')"“(2_2)'
Azaz, ha 1 < |z —i| < 3, akkor
4 1 1
214 z-2 242
—1

=Y e+

1 .
Py 2 s ¢
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C csoport
Feladat megoldasa. A szinguléris pontok: I
24+1=0 AR RN
2=—1=e" .'I oZ \;
y = egi—‘rk‘m ’ Lk — O7 1 \\\ /
2= i, _\1‘ T’/
azaz a kifejtési hely, a = 7 egyben zérushely.
Ekkor
z+1 z+1 1 z+1
f(z) - 2 - . . = . ‘ .
2241 (z—d)(z+1d) z—i z+41
1 z+i+1—1 1 1—1 1 1—7 1
= - - = - 1+ - = -+ - -
zZ—1 zZ+1 Z—1 zZ+1 Zz—1 Z2—1 z-+1 1 pt
Tovabba
r 1 1 1 1
ai z—i+2i 2% 4l 2% 1- 5
miatt
( o0 . n
1 _
. (z .Z> ) ha ~Z < 1’
1 21 £= \ =20 —21
T = —1 NN
+ 1 —
z2+1 1 N  ha z 'z .
21 —2 —21

1 .
Z(—(Z—i)", ha |z —i| > 2. 2 pt

Tehat a Laurent—sorok:

e ha 0 < |z —i| <2, akkor

e ha |z —i| > 2, akkor

1 1—i ot 1—i . o
f(z)= -+ _Z:OOW(Z—Z) = Z W(Z_Z) + (z —1) 3 pt

zZ—1
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D csoport

Feladat megoldasa. Az egyetlen szingularis pont:

2z+1=0
1.
z2=—=1.
2
A
. - S (_1)TL 2n+1
Sln 2 = nz_% mz s z € C
Osszefiiggés alapjan a zp = _§Z pont koriili Laurent—sor
o] n 1 2n+1 0o (_1)71, 1 2n+1
Sin 2z+@ ; 2n+1 (22+i> _nZ:O(vaLl)! (Q(z—i-%i))
_ i n ( 1 )2n+1 _ i (_1>n (Z LL
- 0 2n _|_ L9241\ o %Z — (2n + 1)! . 92n+41
1 1 1N 1\’
—5 3'23 Z+§Z +5‘25 Z+§’l —+ ...
A sornak végtelen sok negativ kitevGji tagja van, ezért a zg = —5! pont lényeges szingula-
ritas.

1
Az = _§i pont a o1 gorbén beliil talal-

hato, ezért

+
10,1

+ 2z +1
0,1

1
j{ sin dz = 2mi - Res(f, z9)
"

N =

1
:2m'-c_1:2m'-§:m'.

9,

2 pt

3 pt
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E csoport

Feladat megoldasa.

™ 0 2270 —2m
1—
2mey = / f(z)dx = / e dr = {%} = Te’

1—e2m
azaz cg = ————.
0 47
2re, = / flz)e ™ dx = / e*e M dy = / 2T gy
B e(Zfin)a: 0 B el — 67(271‘71)71' B 1 — e 2mpinm 1 ot
ol 2—in| 2—1in N 2—1in
11— e 2™ (=) 1+ (—1)"Fle=2m
N 2—1in N 2—1in
L+ (=) e 2+44n 14 (=1)"Te " 2+ in)
2 —1n 2+1in 4+ n?
1 -1 n+1,—27 1 -1 n+1,—2m
L 1 (1)
4+ n? 4+ n?
Igy 1+ (_1>n+16—27r 1+ (_1)n+16—27r
n = i - , neEL.
Grmr " T ey " 2 pt
A valos Fourier—egyiitthatok:
1—e 27
a = CHh = ——
0 0 =
és n € N esetén
1+ (_1)n+16727r
a, =2Rec, =2- A+ nn )
1 -1 n+1_,—2m
b, =—2Ime, = —n- + (=D e 3 pt

(44 n?)m



8.

Események; kombinatorikus val6szintiség

HAazi feladatok

Események

1. Feladat. A miszaki matematika gyakorlat 25 hallgatéjarol a kovetkezéket tudtuk meg: 14-en
WoW-oznak, 10-en LoL—oznak és a hallgatok 12%—a mindkét jatékkal jatszik. Halmazelméleti
miiveletekkel adjunk valaszt a kovetkezd kérdésekre.

(a) Héanyan vannak azok, akik WoW-oznak, de nem LoL-oznak?
(b) Hanyan jatszanak pontosan egy jatékkal?

(c) Hany {6 jatszik legalabb egy jatékkal?

(d) A hallgatok hany szazaléka nem jatszik egyik jatékkal sem?
(e) Hany szazalékuk jatszik legfeljebb az egyikkel?

Megoldas. A helyes valasz megadésat segiti a Venn—diagrammal vald szemléltetés. Jelolje €2
az alaphalmazt, azaz a mitszaki matematika gyakorlat hallgatoit, W a WoW-o0z6, L pedig a
LoL—o0z6 hallgatok halmazat. Ezen halmazok elemszédma:

Q| =25, |W|=14, |L|=10.

Q Q Q
o5 w L

Mindkét jatékkal a hallgatok 12%-a jatszik, 0
azaz a W és az L halmaz metszetének elemsza- 14 L
ma

12
WNL=25-012=25-—— =3.
| | , 100

107
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(a)

A 14 darab WoW-osbdl 3 jatszik a Lol.-lal
is, azaz a csak WoW-o0z6k szadma:

WALl =|W|—|WNLl=14—3=11.

Hasonléan, csak a LoL-lal 10 — 3 = 7 {6
jatszik, igy

WA\ L+ |[L\W|=11+7=18

hallgato jatszik pontosan egy jatékkal.

Azokat hallgatokat keressiik, akik WoW-
oznak, vagy LolL—oznak, azaz a W U L hal-
maz elemeit. Ezt megkaphatjuk, haa WUL
halmazt olyan diszjunkt (egymast kizard)
halmazokra bontjuk, melyek elemszamat is-
merjiik:

WUL|=|W\L|+ |L\W|+|WnL|
=114+7+3=21.

A "nem jatszik egy jatékkal sem" esemény
komplementere a "legalabb egy jatékkal jat-
szik" eseménynek, igy az el6z6 feladat alap-
jan ez
WUL|=|Q— |[WUL|=25—21=4
4
f6, ami a hallgatok 5 100% = 16%—a.

A "legfeljebb egy jatékkal jatszik" esemény
komplementere a "mindkét jatékkal jatszik"
eseménynek, ami a hallgatok 12%-—a, ezért
legfeljebb eggvel a 88%—uk jatszik, ez

[WNL=|Q —-|WnNL|=25—-3=22
f6.

S < <
=~ =~ =~

S

<
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2. Feladat. Liborius mind a harom fiAnak Samsung Note 7-es telefont vett. Jelolje Ay, As,
illetve A3 azt az eseményt, hogy a legidGsebb, a kozépsd, illetve a legfiatalabb fiAnak felrobban
a telefonja. Mit jelentenek az alabbi események?

(a) Al ﬂA_Q (b) Al U AQ U Ag, (C) Al N Ag N A37 (d) Al U A2 U Ag
Megoldas.

(a) A legid6sebb fitnak felrobban a telefonja, de a kozépsének nem.

(b) Legaldbb az egyik fitinak felrobban a telefonja, vagy mésképp fogalmazva, valamelyik fit-
nak felrobban a telefonja.

(c) A legiddsebb és a kozépss és a legfiatalabb fitinak felrobban a telefonja, azaz mindhdrmuk
telefonja felrobban.

(d) Ez a (b) esemény tagadasa, ami

AT UAUA; =4, NAyN A;,

tehat egyikdjiknek se robban fel a telefonja.

3. Feladat. Ot héten keresztiil jatszunk az 6toslotton. Jeldlje A; azt az eseményt, hogy az i-edik
héten nyeriink valamennyi pénzt. Fejezziik ki az aldbbi eseményeket az Ay, ..., A5 események
segitségével.

(a) B; = Minden héten nyeriink.

(b) By = Egyik héten sem nyeriink.

(c) Bs = Az utols6 héten nyeriink el6szor.

(d) By = A masodik héten nyeriink, de a negyedik héten nem.

Fogalmazzuk meg, és fejezziik ki a By, By, B4 események tagadasat is.
Megoldas.

(a) o Az, hogy minden héten nyeriink, pontosan azt jelenti, hogy az els6 héten is és a
mésodik héten is és ... és az 6todik héten is nyeriink. Igy

BlelmAgﬂAgﬂA4mA5.

o A B; esemény tagadasa pedig a By esemény komplementere, azaz az, hogy van olyan
hét, amikor nem nyeriink, vagyis legaldbb az egyik héten nem nyeriink. Tehat vagy
az els6 héten, vagy a masodik héten, vagy ... vagy az 6t6dik héten nem nyeriink. Igy

E:AlﬂAgﬂAgﬂA4ﬂA5
= A, UA, UA;3UA U A;.

(b) o Egyik héten sem nyeriink, ezért

By=A,NAsNAsNA N As.
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o A B, jelentése pedig, hogy van olyan hét amikor nyeriink, azaz legalabb egyszer
nyeriink.

By=A NA,NA3NANAs
— A, UAyUAs U A U As .

(c) Ha az utolso héten nyeriink el6szor, akkor az elsé négy héten nem nyeriink, és az utolso
héten pedig igen, azaz
BnglﬂAgﬂAgﬂA4ﬂA5.

(d) o A maésodik héten nyeriink, és a negyediken nem:
B4:A2ﬂA_4:A2\A4.

o A B, azt jelenti, hogy a méasodik héten nem nyeriink vagy a negyedik héten igen.

By=A;NAy =AU Ay

4. Feladat. Probagyéartas utan két szempontbol vizsgaljuk a késztermékeket. Tudjuk, hogy a
termékek 25%-a anyaghibas, mig 0,4 annak az valosziniisége, hogy egy véletlenszertien kivalasz-
tott termék mérethibas. A gyartmanyok 10 szazaléka nem felel meg egyik szabvianynak sem. Ha
véletlenszertien kivalasztunk egy gyartmanyt, akkor adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy

(a) a gyartmany anyaghibés, de megfelel a méretszabvanynak,
(b) a gyartméanynak van valamilyen hibéja,

(c) a gyartméany pontosan egyfajta hibaja van,

(d) a gyartmény hibatlan.

Megoldas. Jelolje A, illetve M azt az eseményt, hogy a kivalasztott termék anyag-, illetve
mérethibas. Ezek alapjan P(A) = 0.25, P(M) =04 és P(AN M) = 0.1.

(a) Ha a gyartmany anyaghibas, de nem méret-
hibas, akkor az AN M = A\ M esemény A M
kovetkezik be, igy

P(A\ M) = P(A) — P(AN M)
= 0,25—-0,1=0,15.

(b) Ha a gyartmany az anyag—, illetve méret-
hiba koziil legalabb az egyikkel rendelkezik, A M
akkor az A U M esemény bekovetkezik be,
igy a szitaformula alapjan

P(AUM)=P(A)+P(M)—-P(AN M)
=0,254+0,4-0,1=0,55.
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(c) Ha a terméknek vagy csak anyaghibaja van,
vagy csak mérethibéja, akkor az A M

(AA\M)UM\A) =AAM
esemény kovetkezik be, igy

P(AA M) =0,15+0,3=0,45.

(d) Ha a gyartmanynak semmilyen hibéja sincs,
akkor az A N M esemény kovetkezik be. A A M
De Morgan azonossag alapjan
P(ANM)=P(AUM)=1-P(AUM)
=1-0,55=0,45.

0.45

Kombinatorikus valészintiség

5. Feladat. Egy eSports bajnoksig egyik regionalis dént&jén 10 csapat vesz részt. A TI-
ra a legjobb négy csapat jut be, tovibba az els6 harom helyezett részesiil helyezéstdl fliggd
pénzjutalomban.

(a) Hanyféle sorrend alakulhat ki a 10 csapat kozott, ha nincs holtverseny?
(b) A pénzjutalmak kiosztasa hanyféleképpen torténhet meg?
(c) Hany kiilonbo6zd lehetséges kimenetele van a tovabbjutoknak?

Megoldas.

(a) Tiz csapatot sorba allitani
10-9-8...2-1=10!

kiillonb6z6 modon lehet.
(b) Pénzjutalmat csak az els6 harom kap, és a nyeremények kiilonbozéek. A 10 csapatbol 3—at
kivdlasztans és sorba Allitani 6sszesen

10-9-8

kiilonb6z6 modon lehet.
(c) A kivdlasztott 4 tovabbjutonal nem szdmit a sorrend, ezért ez

10-9-8-7 (10
4! -\ 4

lehetséges kimenetel.

6. Feladat. Pélinka f6zéséhez vettiink 10 kg cukrot egykil6s kiszerelésben. Mikor lemértiik
azokat, azt tapasztaltuk, hogy 4 koziiliik kevesebb, 6 pedig nehezebb volt, mint 1 kg. Taldlomra
kivalasztva 3 cukrot, mennyi a valoszintisége a kovetkezd eseményeknek?
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(a) A = Pontosan egy konnyebb, mint 1 kg.
(b) B = Legalabb ketts konnyebb, mint 1 kg.
(c) C = Legfeljebb ketts nehezebb 1 kg—nal.

Megoldas. A 10 cukorbol 3 darabot kell kivalasztani, a sorrend nem szamit, tehat
10
3
(a) Ekkor a 4 csomag konnyebb cukorbol 1-et és a 6 nehezebb koziil 2-t kell kivalasztani,
ezért a kedvezd esetek szdma N
(1))
és igy a keresett valoszintiség
4\ (6
A — kedvezs esetek szama  \1/\2

P = —
(4) Osszes esetek szama (10)
3

az 0sszes esetek szdma.

—=0,5.

(b) A legalabb kettd konnyebb valasztasa azt jelenti, hogy vagy pontosan ketts, vagy pontosan
harom konnyebbet valasztunk. Ezért, az el6z6 feladat alapjan kapjuk, hogy

() (1) () )

a kedvezd esetek szama. Tehat a keresett valoszintiség:

2)\1 3/\0
P(B) = ~ .
(B) 10 0,333
3
(c) A legfeljebb kettd nehezebb vélasztasa az jelenti, hogy vagy pontosan 0, vagy pontosan

1, vagy pontosan 2 nehezebbet valasztunk. Ezért ebben az esetben egyszeriibb a komple-
menter esemény

C = Mindharom nehezebb, mint 1kg.

segitségével meghatarozni a keresett valoszintiségét:

4\ (6
— 0/\3
(5)
7. Feladat. Egy disznévagas sordn a bollérnek kitoltenek 5 pohar vodkat és 10 pohér vizet,

azonban a poharak Osszekeverednek. A bollér negyedoranként legurit egyet, hogy batorsagot
gyijtson a diszno ledléséhez. Mennyi a valoszintisége a kovetkezd eseményeknek?



ESEMENYEK; KOMBINATORIKUS VALOSZINUSEG 113

) A = Els6re vizet iszik.

) B = ElGszor vizet, de masodjara vodkat iszik.

) C = Masodikra vodkat iszik.

) D = El6szor vizet, vagy masodjara vodkat iszik.

Megoldas.

(a) Osszesen 15 pohar van és egyet valaszt, igy az Osszes esetek szama 15. A kedvezs esetben
a 10 pohar vizet tartalmazé koziil valaszt egyet, ez 10 lehet6ség. Ezért

10
P(A) = — ~ 0,667 .
A=1  ~0
(b) A 15 poharbdl kettst valaszt, a sorrend szamit, igy az Osszes esetek szama 15 - 14. A
kedvez§ esetben elGszor a 10 vizes pohar (B C A), majd az 5 vodkas pohar koziil valaszt,
igy a kedvezd esetek szdma 10 - 5. Ezek alapjan

10-5

P(B) = —— ~ 0,238.

(B) 15-14 ’

(c) Az Osszes esetek szama most is 15 - 14. A kedvezs eset bekovetkezhet gy, hogy elsére
vizet iszik és masodjara vodkat, azaz ha a B esemény bekovetkezik , ami 10 - 5 eset, vagy

ha elsére és masodikra is vodkat valaszt, ez 5 - 4 lehetGség. Igy

_10-5+5-4

P(C) = ~ 0,333.

(©) 15-14 ’

MEGIEGYZES. Vegyiik észre, hogy B = ANC, azonban P(B) = P(ANC) # P(A)-P(C),
az A és a C események hatassal vannak egymésra. d

(d) Mivel D =AUC, és B= ANC, igy a szita formula alapjan

P(D):P(AUC):P(A)+P(C)—P(Aﬁ0):§+%—% ~ 0,762

Teljes eseményrendszer. Ha az Ay, As, ... események pdronként diszjunktak és unidjuk kiadja
a teljes eseményteret, akkor az Ay, As, ... események teljes eseményrendszert alkotnak (T.E.R.).

8. Feladat. A Lich King legyGzésekor 10%-os eséllyel lehet a legendary kardjat lootolni, ami
sajnos egy szerveren csak egyszer esik. Mennyi a valosziniisége a kovetkezd eseményeknek?

(a) A = Legfeljebb haromszor kell legy6zni, hogy megszerezziik a kardot.
(b) B = Legalabb tizenegy alkalom kell, hogy megszerezziik a kardot.

(c) Legalabb hany alkalommal kell a Lich Kinget legy6zniink, hogy legalabb 90%-os eséllyel
lootoljuk a legendary kardjat?



ESEMENYEK; KOMBINATORIKUS VALOSZINUSEG 114

Megoldas. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az i-edik alkalommal esik a kard el&szor és egyben
utoljara is. Az A; események nyilvan paronként diszjunktak, teljes eseményrendszert alkotnak.
Mivel a legendary kard 10%-os eséllyel, azaz p = 0,1 valoszintiséggel, véletlenszeriien esik, igy

(a)

P(A;)=(1—-p)''p, ieN.

Ekkor
A=A UAUA;,

ahol U a diszjunkt egyesitést jeloli. Ezért
P(A) =P(A;) + P(Ay) + P(A43) =0,1+0,9-0,1+0,9*-01  ~0271.

Ebben az esetben
B - AHUAHUAK;U ey

igy
P(B)=) 097" 01=> 0901
k=0

=11

= 0,99 ~ 0,348

=0,9'°.0,1- Z 0,9 =0,9'°.0,1-

i 1-09

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a B esemény atfogalmazhato:
B = Az els6 tiz alkalom sordn nem tudjuk megszerezni a kardot.

Annak a valészintisége, hogy nem tudjuk megszerezni a kardot 0,9, igy a fiiggetlenség
miatt

P(B) =0,9'.
M
Legyen a sziikséges alkalmak szama n, azaz n olyan, hogy
n—1 n
> 09701<09<> 09701
i=1 i=1

A (b) rész alapjan

io,w’—l 01=1- i 0,971.01=1-0,9",
i=1

i=n+1
innen kapjuk, hogy

09<1-09"
0,9" <0,1
n-1n0,9 <Ino0,1
In0,1
n >

~ 1n0,9

Ezért legalabb 22 alkalommal kell a Lich Kinget legy6zniink, hogy legalabb 90%—os eséllyel
lootoljuk a legendary kardjat.

~ 21,854
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Videok

Események

1. Feladat. Hatérozzuk meg a kiévetkezs kisérletek esetén az elemi eseményeket és a H ese-

ményteret.

(a) Szabalyos pénzérmét egyszer feldobunk.

(b) Szabalyos dobokockaval egyszer dobunk.

(c) A7 és 8 ora kozott a hidra felhajto autok szama.

(d) A hidon kozlekedd autok kovetési ideje.
)

(e) Egy adott esemény elsG bekovetkezése.

3 YouTube

Megoldas.
Kisérlet Elemi események Eseménytér
(a) {fej}, {iras} H = {fej, iras}
(b) | {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} | H = {1,2,3,4,5,6}
(c) az autok szama: n € Ny H C Ny véges
(d) teR HCR
(e) neN HCN

2. Feladat. Hatarozzuk meg egy szabélyos dobdkockaval valé dobas esetén az aldbbi 6sszetett

eseményeket.
(a) A = Péaros szdmot dobunk. (e) AUB
(b) B = Paratlan szamot dobunk. (f) AnC
(c) C = 2-nél nagyobb szamot dobunk. (g) C
(d) AnB

Megoldas.
(a) {2,4,6} (d) 0, a lehetetlen esemény
(b) {1,3,5} (e) H, a biztos esemény
(c) {3,4,5,6} (f) {4,6}

3. Feladat. Adjunk meg egy pénzérme

(a) haromszori (b) n-szeri

feldobéasa esetén egy teljes eseményrendszert (T. E. R.—t).

3 YouTube
(g) {1,2}


https://youtu.be/gD15bR8Owd8
https://www.youtube.com/watch?v=UKRUHrV5Osc
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Megoldas. u YOUTUbe

(a) Példaul az S TN
Az = Harom fejet dobunk. H
Ay = Két fejet, egy irast dobunk.
A1 = Egy fejet, két irast dobunk. Ay | A, A, | A4,

Ay = Harom irast dobunk.
események T.E.R-t alkotnak.

Ap = k darab fejet dobunk, £k =0,1,...,n

események T.E.R.-t alkotnak.

4. Feladat. Egy évfolyam hallgatoi koziil egyet kivalasztva megnézziik, hogy hany kurzus-
felvétellel tudja teljesiteni a targyait. Jelolje A, azt, hogy a Kalkulust az n-edik felvétel soran
teljesitette, tehat példaul Az az az esemény, hogy a targyat a harmadik kurzusfelvételkor sikeriilt
abszolvalnia. Hasonl6 moédon jelolje B,, azt, hogy a Linearis algebrahoz pontosan n kurzusfel-
vétel sziikséges, C,, pedig az az esemény, hogy a Valészintiségszamités az n-edik alkalommal
sikeriil. Formalizaljuk a kovetkez6 eseményeket:

(a) a Kalkulust az els6, a Linearis algebrat a masodik felvételkor sikeriil teljesiteni,
(b) a Kalkulus sikeriil elsére, de a Valosziniiségszamitas nem,

(c) a harom koziil valamelyik kurzust sikeriil az els6 alkalommal teljesiteni,

(d) a harom koziil valamelyik kurzust nem sikeriil az elsé alkalommal teljesiteni,
(e) a Kalkulushoz és a Valoszintiségszamitashoz Gsszesen négy felvétel sziikséges.

Megoldas. &3 YouTube

(a) A1 N By (c) AANB NC,
(b) Al \ Cl (d) Al N B1 N Cl
(e) (A1NC3) U (AN Cy)U(A3NCY)

5. Feladat. Egy fickban 1év§ 7 fehér és 3 kék zoknibol 3-at kivalasztunk. Adjunk meg egy teljes
eseményrendszert, és vizsgaljuk az elemi események szamat aszerint, hogy visszatevéses, illetve
visszatevés nélkiili modellt hasznalunk. A visszatevéses modellben tekintsiik kiilon esetnek azt
is, amikor a kihuzott zoknik sorrendje szamit.

Megoldas. @ YouTube

Az
Ay = k db kéket huzunk, £ =0,1,2,3


https://www.youtube.com/watch?v=feoeiTBAIMg
https://www.youtube.com/watch?v=L-72tsdkfPk
https://www.youtube.com/watch?v=YdrDhCOFxqM
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T. E. R.—t alkotnak.

Az elemi események szama:

e visszatevéses modell esetén
. Q9. 10
(a) ha szémit a sorrend, 10-9 -8 (b) ha nem szamit a sorrend, (3 )

e visszatevés nélkiili modell esetén 10°.

6. Feladat. A fiokban talalhat6 20 zokni koziil 3 fehér. Addig htizunk a zoknik koziil visszate-
véssel, amig nem hizunk fehéret. Adjunk meg egy T.E.R~t, és hatarozzuk meg, hogy az ebben
szerepld Osszetett eseményeket hany elemi esemény alkotja.

Megoldas. Az 3 YouTube
A, = k—adik alkalommal hiizunk elGszor fehéret, k = 1,2, ...

események T.E.R—t alkotnak. Az A elemszama

|Ag| =171 3.

7. Feladat. Egy hedge fund harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 19%, 25% illetve 28%
valosziniiséggel mennek ténkre az elkovetkezé 6t évben. Annak az esélye, hogy az elsé és a

méasodik cég is csGdbe megy, 2—0; annak a valoszintisége, hogy az els és a harmadik is elveszti a

1 1
vagyonat, E; és annak a valoszintisége, hogy a masodik és a harmadik is becs6dol, 10 Annak
az esélye, hogy mindharom vallalat cs6dbe megy, 2%. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik vallalat cs6dbe megy?

(b) az elsé becs6dol, de a harmadik nem?
pontosan két vallalat megy cs6dbe, és kozottiik lesz a harmadik?
legalabb két vallalat becs6dol?
egyik vallalat sem megy cs6dbe?

Megoldas. 3 YouTube 3 YouTube 3 YouTube

(a) 0,39 (b) 0,09 (c) 0,16 (d) 0,21 (e) 0,51

¢
d
e

——~ TN
N e N

8. Feladat. Legyenek A és B olyan események, melyek valoszintisége 0,7 illetve 0,8. Ezen
informaci6 birtokaban meg tudjuk—e hatarozni egyértelmten a két esemény

(a) uniojanak (b) metszetének

a valosziniiségét? Ha nem, akkor adjunk also és felsG korlatot ezekre a valoszintiségekre. A
megoldast illusztraljuk Venn-diagrammal is.


https://www.youtube.com/watch?v=GgUay1A1xJ8
https://www.youtube.com/watch?v=vQqFgnrExBk
https://www.youtube.com/watch?v=ixwHH--nJMI
https://www.youtube.com/watch?v=7jBUs1HntNc
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Megoldas. u YOUTUhe

(a) 08<P(AUB) <1 (b) 0,5 <P(ANB)<0,7
Ha P(A U B) = 0.8, akkor Amennyiben P(AU B) = 1, akkor
P(ANB) =P(A4) = 0,7 P(ANB) =05

Kombinatorikus valészintiség

9. Feladat. Anna, Bori és Cili véletlenszertien leiilnek egy padra.

(a) Hany lehetséges kimenetel van?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Bori a pad két szélén {il?
(c) Mennyi a valosziniisége, hogy Anna és Cili egymas mellé iil?

Megoldas. 3 YouTube
(a) 3 (b) (c)

Wl
Wl N

10. Feladat. Anna, Bori, Cili, Doéri és Emma véletlenszerten leiilnek egy padra.

)

(b) Mennyi a valésziniisége, hogy Anna és Bori a pad két szélén {il?
) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna és Dori kozott pontosan ketten vannak?
)

(d) Mennyi a valoszintisége, hogy Anna, Cili és Emma egymas mellett iil?
Megoldas. &3 YouTube
| 3.9l 2.2 3 3.30.2
(2) 5 (b) = () =5~ (@ ===

11. Feladat. Véletlenszertien valasztunk egy valodi 6tjegyii szamot (azaz az elsé szamjegy nem
lehet nulla).

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a szamjegyek kiilonb6zd paratlan szamok?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a szamjegyek kozott vannak azonosak?


https://www.youtube.com/watch?v=bWCoPDB7LmY
https://www.youtube.com/watch?v=17WNQ-ioVHc
https://www.youtube.com/watch?v=4OZI2Wzn0o0
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Megoldas. u YOUTUhe

5! 9-10*-9-9-8-7-6

12. Feladat. Egy étteremben 9 vendég Gsszesen 3 sort, 4 pohar vordsbort és 2 pohér fehérbort
rendelt. A pincér véletlenszeriien osztja ki az italokat.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a soroket jol, de legalabb egy bort tévesen oszt ki?

Megoldas. u YOUTUhe

314121 (b) 31-41.41.20 430412144+ 314143

: 9! 9!

13. Feladat. Tt6bbszor feldobunk egy szabalyos dobokockat. Mennyi a valosziniisége, hogy

az els6 6-os a negyedik dobésra jon ki?

az elsé 6-os az n—edik dobasra jon ki?

az elsé négy dobasban van legalabb egy 6-0s?

az els6 n dobasban van legalabb egy 6—os?
Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire az

P N e N e
Q.0 T o
S N N N S’

@

A = Az els6 n dobéasban van legalabb egy 6-os

esemény valdszintisége legalabb 0,9.

Megoldas. u YO“TUhe

@ 2 © 527 (©) 13
o 2 @ 2

14. Feladat. A haromszori pénzfeldobés kisérletében hatarozzuk meg a kovetkezd események
valoszintiségét:

(a) A = Harom fejet dobunk. (d) D = Legfeljebb két fejet dobunk.
(b) B = Dobunk fejet is, irast is. (e) E = Legalabb két fejet dobunk.
(c) C' = Pontosan két fejet dobunk.

Megoldas. &3 YouTube

(a) ¢ (b) (c) (d) (e)

| O
ol W
(e IN|
0O | v~

15. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 20 csavar koziil 16 jo és 4 selejt, ezek koziil visszatevés
nélkiil, véletlenszerten huzunk 2—t. Hatarozzuk meg az elemi események szamat, majd szamit-
suk ki a kovetkez6 események valoszintiségét:


https://www.youtube.com/watch?v=qX3sYb7QWLY
https://www.youtube.com/watch?v=pO1dssBY58c
https://www.youtube.com/watch?v=cAlmi9EX6Gc
https://www.youtube.com/watch?v=8ye8qnN0a14
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Ay = Két selejtet hiizunk. Ag = Nem hiizunk selejtet.

A; = Pontosan egy selejtet huzunk.
3 YouTube

Megoldas.
Ha szamit a sorrend Ha nem szamit a sorrend
) 20
Az alaphalmaz elemeinek szama 20 - 19 (2)
4-3 4-3
P(Ay) — —
20-19 20-19
2-4-16 2-4-16
P(A;) —— ——
20-19 20-19
16 - 15 16 - 15
P(Ap) o e
20-19 20-19

16. Feladat. A rendelkezésiinkre 4116 20 csavar koziil 16 jo és 4 selejt, ezek koziil véletlenszertien
huzunk 5-6t. Hatarozzuk meg, hogy hany elemi esemény alkotja az alaphalmazt és szdmitsuk
ki a kovetkez$ események valdsziniiségét abban az esetben, ha a modell visszatevés nélkiili és
nem szamit a sorrend, illetve, ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend:

A =5 selejtet valasztottunk.
B = 2 selejtet és 3 jot valasztottunk.

3 YouTube

Megoldas.
Visszatevés nélkiil, Visszatevéssel,
nem szamit a sorrend szamit a sorrend
. ) 20 5
Az alaphalmaz elemeinek szdma 5 20
45
P(A —
(4) 0 505
15-14 - 10 - 43
P(B) ) 6 0
19-18-17 55

17. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 10000 csavar koziil 500 selejt, ezek koziil véletlenszertien
huzunk 10-et. Szamitsuk ki az

A = Pontosan 3 selejtet hizunk

esemény valoszintiségét amennyiben a modell visszatevés nélkiili és nem szamit a sorrend, illetve,
ha a modell visszatevéses és szamit a sorrend.


https://www.youtube.com/watch?v=NBVEo1EDJZM
https://www.youtube.com/watch?v=PbQ2DzMeDhg
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Megoldas. u YOUTUhe

Visszateveés nélkiil, Visszatevéssel,
nem szamit a sorrend szamit a sorrend

500\ /1500
B
10

18. Feladat. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevés nélkiil hizunk 6 lapot. Mennyi a valo-
szintisége, hogy

10
<3) -0,05%-0,95"

(a) pontosan 2 aszt huztunk?

(b) pontosan 3 pirosat, 2 zoldet és 1 makkot huztunk?
(c) legalabb 1 4szt huztunk?

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 &szt huztunk?

Megoldas. @3 YouTube
(@ (1)) . () () () . (5)- (%) ., ()~ (%)
A ¢

19. Feladat. A 32 lapos magyar kartyabol visszatevéssel hizunk 6 lapot. Mennyi a val6szint-
sége, hogy

(a) pontosan 2 aszt htztunk?

(b) pontosan 3 pirost, 2 zoldet és 1 makkot haztunk?
(c) legalabb 1 &szt huztunk?

(d) legalabb 1 pirost vagy legalabb 1 &szt huztunk?

Megoldas. &3 YouTube

6) . 42 . 98¢ 6) . (3) . g6 326 — 286 326 —21°
(a) %T% (b) (3)3# (c) a3 (d) 3

20. Feladat. Egy szakkoron a 9 tanulot, akik k6zott van egy testvérpar, beosztunk egy 4 {6s,
egy 3 {6s és egy 2 {6s csoportba.

(a) Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?
(b) Hatarozzuk meg az

A = A testvérpar azonos csoportba keriil

esemény valosziniiségét.


https://www.youtube.com/watch?v=5uVB3rdzk7A
https://www.youtube.com/watch?v=_xg-8vjcHdU
https://www.youtube.com/watch?v=zpHmQjAAakM
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Megoldas. °v0|,|TUhe
9 5 7 5 7 7
@ (1)) )-()+ ()2 ()
(b) G
()

21. Feladat. A rendelkezésiinkre all6 csavarok 5%-—a selejt. Visszatevéssel addig htzunk a
csavarok koziil, amig nem taladlunk selejtet. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) 8-adikra, (b) i—edikre
huzunk el6szor selejtet?

Megoldas. u Yﬂ“TUhe

(a) 0,957 0,05 (b) 0,951 -0,05

22. Feladat. Egy villanykorte varhato élettartama 30.000 kapcsolas.
(i) Mennyi az
A = A villanykorte 30.000—nél t6bb kapcsolast bir ki

esemény valoszintisége?
(ii) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a

B = A villanykorte n—nél tobb kapcsolast bir ki

1
esemény valoszintisége legalabb 5

Megoldas. u YouTube

(i) (1 B 30})00)30.000 (1) 21

23. Feladat. (de Méré) Az A vagy a B eseménynek nagyobb a valoszintisége?

A = Egy kockaval val6 4-szeri dobés utan lesz legalabb egy 6-os dobas.
B = Két kockéaval valo 24-szeri dobas utan lesz legalabb egy dupla 6-0s dobas.

Megoldas. P(A) > P(B). °YOUTUhe


https://www.youtube.com/watch?v=_n5FkJ-9LaU
https://www.youtube.com/watch?v=0lYLD4tvvFE
https://www.youtube.com/watch?v=1OVUbD7KMaQ
https://www.youtube.com/watch?v=5HfLhWuU2Q4
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24. Feladat. Az iizemiink termelésének néhany adatat az alabbi tdblazat foglalja Ossze.

H K Sze Cs P by

db 1.000 | 1.200 | 1.250 | 1.200 | 1.100 | 5.750

selejtek szama (%) 5 4 2 3 6
A heti dssztermeékbdl kivalasztva

(a) egy tetszGleges terméket, mennyi a valosziniisége, hogy kedden gyartottak?

(b) egy tetszbleges termeéket, mennyi a valoszintisége, hogy selejt?

(c) 6t tetszlleges terméket visszatevéssel, mennyi a valoszintisége, hogy ezekbdl pontosan
ketts selejt?

(d) egy selejt terméket, mennyi a valoszintisége, hogy azt szerdan gyartottak?

Megoldas. u YOUTUbe

1.200 5 [ 225 \2 225 \3
) ———— - -
@) 5750 (©) (2) (5.750) (1 5.750)
225
) 222 25
5.750 @) 225

25. Feladat. A vizsgén lehetségesen szerepls 100 kérdésbdl a hallgaté n—re tudja a valaszt. A
vizsgan ebbdl a 100-bol két kérdést kap, véletlenszerien. Tegyiik fel, hogy a hallgaté megbukik,
ha nem tud mind a két kérdésre valaszolni.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy atmegy?
(b) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a hallgato legalabb 0,8 valosziniiséggel
atmegy.

Megoldas. u YO“TUI]E

<a) n(n B 1) (b) 90
100 - 99

26. Feladat. Tekintsiik az el6z6 feladatban leirt szituiciot, azzal a kiilonbséggel, hogy a hall-
gato akkor bukik meg, ha egyik kérdésre sem tud valaszolni.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy atmegy?
(b) Hatarozzuk meg azt a legkisebb n értéket, amire a hallgato legalabb 0,8 valoszintiséggel
atmegy.

Megoldas. &3 YouTube

(a) 1— (100 107(1))-(33 —n) (b) 55



https://www.youtube.com/watch?v=UaMJnfYnANo
https://www.youtube.com/watch?v=23D0uXE-wzo
https://www.youtube.com/watch?v=AOyTLF6QlEU
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Kvizek

A csoport

Feladat. A Dota2 jatékban pontosan 37 strength—es, 37 agility—s és 42 intellect—es hGs van.
Random Draft jatékmddban ezen hésok koziil a gép kisorsol 50-et véletlenszeriien egy random
poolba és ebbdl tudunk valasztani a jaték elején pontosan egy hést.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy pontosan 20 intellect—es hés van a poolban?

(b) Hany olyan pool van, amiben van agility—s hés?

(¢) A harom kedvenc hdsiink Luna, Meepo és Axe. Mekkora a valosziniisége, hogy mindhéar-
man ott vannak a poolban?

A strength—es hésok koziil 12—vel, az agility—s h6sok koziil 14—gyel és az intellect—es hsok koziil
26-tal még sosem jatszottunk, azokat nem ismerjiik.

(d) Mekkora az esélye, hogy a poolban legfeljebb két hés van, amit ismeriink?

B csoport

Feladat. A World of Warcraft jaték The Burning Crusade kiegészitGjének egyik raidje Karaz-
han volt. Ez egy 10 jatékosra, 3 szerepre (2 tank, 3 healer és 5 dps) kialakitott kihivas. Egyik
este épp 10—en gyiiltiink Ossze, és kitalaltuk, hogy elmegyiink Karazhanba. A 10 jatékos kozott
volt 3 druid, 3 warrior, 2 priest, 1 mage, és 1 warlock. A druidok a 3 szerep (tank, healer, dps)
barmelyikét képesek betolteni, de egyszerre csak egyet, a warrior nem lehet healer, a priest
nem lehet tank, a mage és a warlock csak dps lehet. Hanyféle szereposztassal mehettiink be
Karazhanba?

C csoport

Feladat. Egy gyorsétteremben hamburger, gofri és tzatziki kaphaté. A tulajdonos egy pénteki
napon a rendeléseket Osszesitve a kovetkezSket tapasztalta. Hamburgert 32—en, gofrit 17—en,
tzatzikit szintén 32-en rendeltek. Hamburgert és gofrit 9—en, gofrit és tzatzikit 12-en rendeltek.
Pontosan kétféle ételt haromszor annyian rendeltek, mint haromfélét.

(a) Hany olyan megrendels volt, aki hamburgert rendelt, de tzatzikit nem?

(b) Minden 6t6dik vasarlo kapott egy ajandékkupont. Az utolséd vasarlé kapott?

(c) Annak az esélye, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott vasarlo evett hamburgert, lehet—e
50%-nal kisebb?
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D csoport

Feladat. Az Eldritch Horror cimii asztali tarsasjatékban a tesztek kimenetelét kockadobasokkal
dontjiik el. A karakter adott tulajdonséga (erd, befolyas, tudés, kitartés, észlelés) és a modositok
hatarozzak meg, hogy hany kockéval dobhat egy teszt soran. Egy teszt akkor sikeres, ha legalabb
az egyik kockaval sikert, azaz 5-6st vagy 6-ost dobunk.

(a) Mekkora a valosziniisége, hogy Akachi Onyele a 3-es tudasaval, modositok nélkiil teljesit
egy tudastesztet?

Harci talalkozasok soran egy karakternek erGtesztet kell tennie egy szérny ellen. Ahany sikert
dobunk, a szérny annyit veszit életpontjaibol, ha minden életpontjat elveszti, akkor legy6zetett.

(b) Mennyi a valosziniisége, hogy a 4-es erejii Mark Harrigannal, akinek a duplacsovii sorétes
puskaja 4-gyel megndveli erejét és emellett minden 6-os dobés két sikernek szamit, egy
harci talalkozas soran legy6zziik a Dark Young szornyet, akinek 5 életpontja van és 3-mal
csOkkenti hésiink erejét?
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa.
. o : ; , , 116
(a) Az Osszes h@s szama: 37 + 37 + 42 = 116. Igy az Gsszes lehetséges poolok szama: 50 )

42\ (74
A kedvezs esetek szdma: (20) (30). Tehat a keresett valoszintiség

42\ (74
kedvez6  \20/ \30
Osszes 116 '
50
(b) Megszamoljuk hany olyan pool van, amiben nincs agility—s hds, és ezt kivonjuk az Gsszes
esetbol:
116\ (79
50 50/
(¢) A komplementer esemény (egyik sincs benne) valoszintiséget meghatarozva
113
50
116\
50
(d) A nem ismert hGsok szama: 12+ 14 + 26 = 52, ezért a ismerteké 62. Legfeljebb két ismert
hés van, azaz vagy egy sem, vagy pontosan egy, vagy pontosan ketté van a poolban, ezért

66 (6, L6
RGN

1 pt

2 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. Dps mindenki lehet, igy csak a tank és healer szerepeket kell kiosztani.
Tankbol csak 2 kell, igy el6bb ezeket valasztjuk ki. Csak warrior és druid lehet tank, igy a
lehetséges esetek:

3 3
e Tank: 0 warrior, 2 druid, ami (0) : <2) lehetGség.
— Ekkor a 3 healer szerepre marad 1 druid 2 priest, azaz éppen 3 karakter, ebbdl kell

3
3-at valasztani, ez (3) eset. Ezért ekkor ez Osszes lehetfség

(0)()- ) L

3 3
e Tank: 1 warrior, 1 druid, ami (1) . (1) lehetGség.

— Ekkor a 3 healer szerepre marad 2 druid 2 priest, azaz 4 karakter, ebbdl kell 3—at

4
valasztani, ez (3) eset. Ezért ekkor ez Osszes lehetGség

() ()6 .

3
lehetGség.
O) ehetGség

— Ekkor a 3 healer szerepre marad 3 druid 2 priest, azaz 5 karakter, ebbdl kell 3—at

e Tank: 2 warrior, 0 druid, ami (Z) . <

5
valasztani, ez (3) eset. Ezért ekkor ez Osszes lehetGség
3 3 5
2 0 3
Tehat ez Osszesen
3\ (3\ /3 n 3\ (3\ [4 n 3\ (3\ /(5
0/\2/\3 1/\1)\3 2)\0/\3

. t
kiilonb6z6 esetet jelent. 3P
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C csoport

Feladat megoldasa. A Venn-diagram segitségével a kdvetkezs egyenleteket kapjuk:

1. a+b+d+e=32
H 2. d+e+ f4+g=17

3. b+c+e+ f=232

4. d+e=9

5. e+ f=12

6

. d+b+ f=3e
Ezért
4.d=9 —¢

5

L f=12—¢, ésigy
6. 9—e)+b+ (12 —e)=3e

b=5e—21
l.a+ (be —21) +9 = 32
a =44 — be
29+ (12—e)+g=17
T G g=c—1
3. (e —21)+c+12=232
c=41—5e m

(a) A diagram alapjan
a+d= (44 —5e)+ (9 —e) =53 — Ge

(b) Osszesen
a+b+ctd+e+f+g = (44—5e)+(5e—21)+(41—5e)+(9—e)+e+(12—e)+(e—4) = 81—5e
vasarlé volt, ami nem oszthatd 5-tel, tehat az utols6 nem kaphatott ajandékkupont. 2 pt

(c) Annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott vasarlo evett hamburgert
kedvez6 32

Osszes 81 — be’
Ez az érték akkor kisebb mint 0,5 ha
52 < E 17 > 5e
81 —5e 2
-5 I,
32 5
81 — be > 64

azaz, ha e < 3. Azonban b = 5¢ — 21 nem lehet negativ, igy e > 5. Ezért a vizsgalt
valoszintiség nem lehet 1/2-nél kevesebb. 3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa.

(a) Osszes esetek szama 6°.
Rossz esetek (a dobas 1, 2, 3 vagy 4) szdma 43.
Igy annak a valészinisége, hogy a dobéssorozat sikeres:

43
1'—'65. 1 pt

(b) Osszesen 4 + 4 — 3 = 5 kockaval dobunk. Ezért az Gsszes lehetéség szdma 6°.
A kedvezd esetek szama a legalabb 5 sikert tartalmazé dobasok szama. Mivel a 6-os
dobasok dupla sikernek szdmitanak, ezért a 6-o0s dobasok szama alapjan haladunk.

e ) db 6-0s és 5 db 5-0s (g) . <§> eset.

e 1 db 6-0s esetén még legalabb 3 db 5-6s dobasra van sziikség:

4 4
— 1db 6-0s, 3 db 5-6s, 1 db mas szamjegy: (?) . (3) . <1> eset,

— 1db 6-0s, 4 db 5-0s: (5> . (i) eset. m

1

e 2 db 6-0s esetén a maradék 3 kockabol még legalabb 1 darab 5-6st kell dobni.
Osszese 5% db olyan 3-hosszti dobassorozat van, amiben nincs 6-os, és 4% db olyan
amiben nincs 5-6s sem, igy 5% — 43 olyan 3-hosszti dobassorozat van, amiben van

5-0s, de nincs 6-0s. Ezért ekkor
5
. 53 _,43
(5)- -
eset kapunk.

e k= 3,4,5 db 6-0s esetén a maradék dobas(ok) a 6-oson kiviil tetsz6leges(ek) le-

het(nek), azaz
5
‘55—k
(&)
Tehat a kedvezs esetek szama

0O OO0 - Ce—as (s ()o- ()<

Igy a keresett valoszintiség

eset adodik.



9.

Geometrial valoszintiség; feltételes
valoszintiség, fliggetlenség

Hazi feladatok

Geometriai valdszintiség

Egyenletességi hipolézis: az események valoszinisége egyenesen ardnyos az események mér-
tékével, azaz annak a valdszinisége, hogy a kisérlet kimenetele az A C Q tartomdnyba esik, csak
a tartomdny mértékétol figg, az elhelyezkedésétdl nem.

1. Feladat. Egy kor alaki, 3 méter sugart kerti t6 felszinén, a szélétsl 2 méterre egy molnérka
all lesben. A vizfelszinre es§ apré rovarok koziil azokat veszi észre, amik téle legfeljebb 1 méterre
vannak. Ha egy rovar véletlenszerien esik a vizbe, akkor mennyi az esélye, hogy ezt a molnarka
észreveszi? A rovar vizbe érkezésének helye a to felszinén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

Megoldas. Az egyenletességi hipotézis szerint a t6 barmely részére ugyanakkora eséllyel esik a
rovar. A keresett valoszintiség a kedvezd rész teriiletének és az 6sszes rész teriiletének hanyadosa,
azaz a molnarka koriili 1 méter sugaru kor teriilete és a to teljes felszinének hanyadosa.

Az Osszes teriilet a 3 méter sugard kor alaki
t6 teriilete, igy

T5 == 3271'.

A kedvez6 teriilet pedig egy 1 méter sugari
kor teriilete

Tk = 127'('.
Ezek alapjan
Ty
P=—=— ~ 0,111.
T5 T '

130
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2. Feladat. Véletlenszertien valasztunk egy P pontot egy 6 egység oldalhossziisagt négyzetben.
Mennyi a kovetkez6 események valoszintisége?

(a) A =P a legkozelebbi oldaltol legfeljebb 1 egységnyire van.
(b) B =P a hozza legkozelebb es6 oldaltol pontosan 1 egységnyire van.
(c) C' =P alegkozelebbi oldaltél pontosan 3 egység tavolsagra van.

Megoldas. Mindharom esetben az Osszes teriilet a 6 egység oldali négyzet teriilete, tehat
T; = 36 egységnégyzet.

(a)

Az abran a pontozott rész jeloli a négyzet-
nek azon pontjait, amelyek a négyzet bal
oldalatol legfeljebb 1 egység tavolsagra van-
nak. Mind a 4 oldalhoz tartozik ilyen ponto-
zott rész, ezek egyiitt a kék sikrészt adjak,
ez kedvezG halmaz.

Koénnyebb kiszamolni a komplementer halmaz teriileté, ami a 4 egység oldalhosszisagu
fehér négyzet, ennck 16 egységnégyzet a teriilete. Igy a keresett valészintség

P(A)=1-PA)=1— —

A kedvezs halmaz az abran a fehér négyzet
pirossal jel6lt hatara. Azonban a vonal, mint
egy 1 dimenzios halmaz teriilete 0, ezért a
keresett valoszintiség

Egyediil a négyzet kézéppontja elégiti ki a
feltételt. Hasonloan az el6z6 részfeladathoz,
a pont teriilete is 0, tehét a keresett valoszi-
niiség most is

Feltételes valoszintiség, fiiggetlenség

16
36

~ 0,556 .

o Tegyiik fel, hogy P(B) > 0, ekkor az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valdszi-

niisége:

P(A|B) =

o Az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AN B)

P(B)

P(AN B) = P(A)P(B).
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3. Feladat. A vihar véletlenszeri helyen elszakit egy 20 km hosszi légvezetéket, ezért a vezeték
két végérsl egy—egy keresGesapat indul, hogy felderitsék a szakadéas helyét. A nehéz terep miatt
az elsG csapat 4 km /h, a masodik 6 km /h sebességgel halad. Tekintsiik a kovetkez eseményeket.

A = A szakadas helyét a lasabban haladé csapat talalja meg.

B = Valamelyik csapat fél érdn beliil megtalalja a szakadas helyét.

(a) Mennyi a valoszintisége az A, illetve a B eseménynek?

(b) Fiiggetlenek-e az A és a B események?

(c) Mennyi a B esemény valoszintisége, ha tudom, hogy az A esemény bekovetkezett?
(d) Mennyi az A esemény valoszintisége, ha a B esemény bekovetkezett?

Megoldas.

(a) e Az A esemény valoszintisége.
A két csapat egylitt oranként 10 km—t tud atfésiilni a keresés soran, igy 2 6ra milva
talalkoznak. Ez id6 alatt a lassabb csapat 8 km-t tesz meg.

1. csapat 2. csapat
o 0
0 A 8 20
Tehat tett Gt h 8
P(A) = m'(‘eg e u ossza 8 04,
Osszes Ut hossz 20

e A B esemény valosziniisége.
A csapatok fél ora alatt 2, illetve 3 km—t tesznek meg, tehat
243

1. csapat 2. csapat

- 5 -—

O O
0 2 17 20

(b) A két halmaz metszete:

ANB
o
0 2 20

-

Igy

2 . 8 5

o - .
azaz a két esemény fiiggetlen.

(c) Ebben az esetben az A esemény bekovetkezett, tehéat a szakadas a [0, 8] intervallumban
tortént, ezért az eseményteret lesziikitjiik erre az intervallumra:

P(ANB) =
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O O

0 2 A 8

Ezen megfontolas alapjan most az Gsszes rész a [0, 8] intervallum, a kedvezs rész pedig a
B eseménynek a [0, 8] intervallumba es6 része, azaz a [0, 2] intervallum. Igy

2
P(BlA)=5 =02

A feltételes valoszintiség definiciojat hasznélva is ugyanerre az eredményre jutunk:

P(BNA) 2
P(B|A) = ——— =2,
PA) &
(d) Az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valosziniisége definicio szerint:
P(ANB) 2
P(A|B)= ———2 =2
P(B) %

Természetes az abrardl is ugyanez az eredmény olvashato le.

MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy a két esemény filiggetlensége miatt a feltételes valoszinii-
ségekre P(A|B) = P(A) és P(B|A) = P(B) teljesiil; az egyik esemény bekiovetkezése nem
befolyasolja a masik esemény bekovetkezését. M

4. Feladat. Egy 30 km hosszt egyenes ttszakasz véletlenszert helyén lerobban az auténk. A
kozelben csak egy mobiltelefon atjatsz6 torony van, ez az ut felénél az attol 6 km tavolsagra
talalhato. A torony egy 10 km sugarta kor alaku teriiletet képes kiszolgalni.

(a) Mennyi annak az esélye, hogy telefonon segitséget tudunk hivni?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy telefonon segitséget tudunk hivni, ha az tt els6 5 kilométeres
szakaszan robbantunk le?

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy tudunk segitséget hivni, feltéve, hogy az els§ 10 kilométeren
robbantunk le?

(d) Annak mennyi az esélye, hogy nem tudunk segitséget hivni, ha tudjuk, hogy az elsé 10
kilométeren nem volt probléméank az autoval?

Megoldas.
(a) Jeldlje A azt az eseményt, hogy tudunk telefonon segitséget hivni.
T
N 6
. 4 -
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Az abra alapjan z = /10?2 — 62 = 8, igy

20 8+38
P(A) = —=—— ~ 0,533.
(4) 30 30 ’
(b) Jelolje B azt az eseményt, hogy az ut els6 5 km-én robbanunk le. A P(A | B) valoszintiséget
keressiik.
o o
0 5 7 23 30

Mivel AN B =), igy P(AN B) = 0, tehat a keresett valoszintiség

P(AN B)
P(A|IB)=——==0
(415) = “5
(c) Jelolje C' azt az eseményt, hogy az 1t elsé 10 km-én robbanunk le. Ekkor a P(A|C)
meghatarozasa a feladat.

o
0 C T 10 23 30
Mivel P(C) = 0 65 P(ANC) = -, ezert
ve =3 & = 35 €2
P(AnC) 2 3
PA|C) = —— 2 =3 = = =0,3.
(416) P(C) % 10 ’

(d) A P(A|C) értékét keressiik.
O
30

Az 4bra alapjan P(ANC) = %, igy
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MEGJIEGYZES. Természetesen _
P(A|B)+P(A|B)=1.

e

5. Feladat. Egy autogyarban napi 1500 auté gurul le a gyartésorokrol. A termelés 20%—a
sportautd és napi 500 kisautot gyartanak, a fennmaradé mennyiséget SUV-k teszik ki. Napi
100 dizeles sportauté késziil, valamint a kisautok koziil véletlenszerten kivalasztva egyet, az 0,3
valoszintiséggel lesz dizeles. Mig a napi termelés 60%-at kitevs benzines autok megfelelnek a
kornyezetvédelmi elGirasoknak, a tobbi auto, amely dizellel megy, sajnos nem.

Az autogyar vezetGje rémiilten tapasztalja, hogy egy ellendr sétal a gyartésorok kozott, de
amint felismeri 6t, megkonnyebbiil, mert tudja, hogy &, szemben a tobbi ellenérrel, csupan
egyetlen autot fog kivalasztani véletlenszertien az aznapi termelésbdol.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy az ellendr dizeles sportautot valaszt?

(b) Mekkora eséllyel talal szabalysértést, ha kisautora esett a valasztasa?

(c) Feltéve, hogy nem tapasztalt szabélysértést az ellenér, mi a valoszintsége, hogy SUV-ra
esett a valasztasa?

(d) Mennyi a valoszintisége, hogy nem talal szabélysértést, ha tudjuk, hogy nem sportautot
valasztott?

Megoldas. A rendelkezésre allo adatok alapjan a kévetkezd tablazat készithetd.

dizeles | benzines || dsszesen
sportautd 100 200 300
kisauto 150 350 500
SUV 350 350 700
| Gsszesen | 600 [ 900 | 1500 |

Vezessiik be a kovetkezd eseményeket.

Ay = Sportautot valaszt az ellendr. D = Dizeles autot valaszt az ellendr.
Ay = Kisautot valaszt az ellendr. B = Benzines autét valaszt az ellendr.

A3z = SUV-t valaszt az ellendr.

Természetesen B = D.

(a) A tablazat alapjan 100 darab dizeles sportauté van, ezért

100
P(AiND)=——= ~ 0,067 .
(b) A dizeles autok gyartasa soran szabalysértést kovettek el, igy a tablazat masodik adatsora
alapjan
150
P(D|Ay) = — =0,3.
(D142) =55 ’

Természetesen dolgozhatunk a feltételes valosziniiség definicija alapjan is.
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(c) A benzines autok gyartésa soran nem kovettek el szabalysértést, ezért

P(A;NB) 222
P(A3|B): (3ﬂ >:1500_35O

P(B) 200900

~ 0,389.

A tablazat masodik oszlopa alapjan is a fenti eredményt kapjuk.
(d) Ebben az esetben

_ P(BN(A;UA 3504350
P(B|4;) = P(B| Ay U A3) = (BN (A0 49) _ P ~ 0,583

P(A; U Ay) 500+700

6. Feladat. A komplex és valds fiiggvénytan szébeli vizsgan 4 konnyd és 6 nehéz tétel van
a boritékban. A mér kihtizott tételek nem keriilnek vissza. Sziintiiké harmadikként megy be
vizsgazni, maga elé engedve Koront és Sztillat.

(a) Feltéve, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségii tételt huzott, mennyi a valoszintisége,
hogy Sziintiiké konnytit haz?

(b) Feltéve, hogy Koron és Sztilla eltérd nehézségii tételt hiizott, mennyi a valoszintsége, hogy
Sziintiiké konnytt haz?

(c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségt tételt haz, ha
tudjuk, hogy Sziintiiké konnytit htzott?

(d) Fiiggetlen-e az az esemény, hogy Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségii tételt hiz, attol
az eseménytdl, hogy Sziintiiké konnyt tételt haz?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkez§ eseményeket.

A = Koron és Sztilla ugyanolyan nehézségi tételt huz.

B = Sziintiiké konnyd tételt hiz.
(a) A keresett feltételes valoszintiség P(B| A), azaz

P(B N A)

P(BI4) =55

o Az A esemény valOszintisége.
Tiz tételbdl visszatevés nélkiil hiznak két tételt, igy az Osszes esetek szama 10 - 9.
A kedvez6 esetek megvalosulhatnak tgy, hogy vagy mindketten a 4 kdnnyt tételbdl
huznak, ami 4 - 3 lehet6ség, vagy mindketten a hat nehéz tételbdl huztak, ez 6 -5
lehetdség. Igy a kedvezs esetek szama 12 + 30. Ezért

_4-346-5
10-9

e Az BN A esemény valbszintisége a kiovetkezd.
Tiz tételbdl kell harmat kivalasztanunk gy, hogy a sorrend szamit, igy az Osszes
esetek szama 10 - 9 - 8. A kedvez§ esetek a kovetképpen kovetkezhetnek be. Vagy
az elsG két tétel nehéz és a harmadik konnyt, ami 6 - 5 - 4 lehetGség, vagy pedig
mindharom tétel konnyt, ami 4 -3 -2 lehetGség. Igy a kedvezs esetek szama 120 + 24.
Tehat

P(A) ~ 0,467 .

5.444.3.9
P(BNA) =" 510;_83 —02.
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Ezért a keresett feltételes valosziniség:

1
P(B|A):%:% ~ 0,429
15

(b) Most a kovetkezd valoszintiséget keressiik:

P(BNA
p(p|d) = LE0A)
P(4)
e Az A esemény valoszintisége
P(A)=1-P(A)=1— % ~ 0,533.

o Az AN B esemény valésziniisége.
Az Osszes esetek szama 10-9-8. A kedvez6 esetben vagy az els6 tétel nehéz, a méasodik
és a harmadik pedig kdnnyt, ami 6 -4 - 3 eset, vagy az elsé konnyt, a mésodik nehéz
és a harmadik pedig ismét konny(, ami 4 - 6 - 3 lehetséges kimenetel. Ezért

. 6-4-34+4-6-3

P(BNA =0,2.
( ) 10-9-8 ’
Igy a keresett feltételes valoszintiség
— P(BNnA) 1
P(4) i

MEGJIEGYZES. Azaz _
P(B|A)+P(B|A)#1.

X
(c) Ebben az esetben pedig az alabbi valoszintiséget keressiik.
P(AN B)
P(A|B) = ———
(41B) = =55

A B esemény vagy ugy kovetkezik be, hogy Sziintiiké el6tt két egyforma tételt huztak
(BN A), vagy gy, hogy elstte két kiilonbozét (BN A), igy B = (BN A)J(B N A) miatt

11
P(B)=P(BNA)+P(BNA) = +- =04,
Tehat ( ) )
P(ANDB) L
P(A|B) = 212 5 5
( P(B) 2
(d) Mivel

ﬂBmm:% és ﬂgymng.

ezért a két esemény nem fiiggetlen.
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7. Feladat. A Real Madrid és a Barcelona 5-5 jatékosa talalkozik egy tengerparti focipalyan és
pihenésképpen focizni szeretnének. Kéztudott azonban, hogy jelenleg a Barcelona sokkal jobb,
mint a Real Madrid, ezért eldontik, hogy kevert csapatok lesznek. Beledobja mindenki a mezét
egy zsdkba, és sorban egymés utan hiiznak 1-1 mezt, majd az igy kialakult felosztas szerint
jatszanak. Messi valaszt elGszor, majd utana Sergio Ramos kovetkezik. Vezessiik be a kovetkezd
eseményeket.

A = Sergio Ramos és Messi is Barca—s mezt hiz.
B = Sergio Ramos és Messi ugyanabba a csapatba keriil.

C = Messi Real-os mezben jatszik.

(a) Vizsgaljuk meg az A és a B esemény kapcsolatat (egymaést kizaréak, egyik maga utan
vonja a masikat, vagy fiiggetlenek), majd hatarozzuk meg az P(A| B) és a P(B| A) valo-
szintiségeket.

(b) Vizsgaljuk meg az A és a C' esemény kapcsolatat, majd hatarozzuk meg az P(A|C) és a
P(C'| A) valosziniiségeket.

(c) Vizsgaljuk meg a B és a C' esemény kapcsolatat, majd hatarozzuk meg a P(B|C) és a
P(C'| B) valosziniségeket.

Megoldas.
(a) Az A esemény bekovetkezése maga utan vonja a B eseményt, A C B. Emiatt ANB = A,
és igy
P(BNA) P(A)
P(B|A) = = =1
(B|A) B(A) pa)
P(ANB) P(A)
P(A|B) = = .
W= "pm) ~rm)

o Az A esemény valOszintisége.
Tiz mezbdl kell kettdt kivalasztanunk gy, hogy a sorrend szamit, igy az 6sszes esetek
szama 10 - 9. A kedvez6 esetek akkor valosulnak meg, ha mindketten Barca—s mezt
valaszthatnak; ez 5 - 4 lehetséges kimenetel. Igy
5-4
P(A) = — ~ 0,222.
(4) 10-9
e A B esemény valosziniisége.
Az Osszes esetek szama most is 10 - 9. A kedvezs eset vagy akkor kiovetkezik be, ha
mindketten Barca—s mezt valasztanak, vagy pedig, ha mindketten Real-osat, ami
5 -4 vagy 5 -4 lehet6ség. Igy

5-4+5-4

P(B) =~ ~ 0,444 .

Tehat a keresett feltételes valosziniiség

P(A|B) = 5t =

©Olk|oln
I
=
ot
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(b)

Mivel Messin nem lehet egyszerre a Real Madrid és a Barcelona meze is, ezért az A
és C események kizarjak egymast, azaz A N C = (. Mivel P(0) = 0, ezért a keresett
valoszintiségek

P(ANC) 0
PO~ 50 TR "

_P(CnA4) 0
PO14) = 5 =y =0

A B és a C események nem diszjunktak, egyik sem vonja maga utdn a masikat. A fiig-
getlenség vizsgalatahoz sziikséglink van még a P(C) és a P(B N C) valésziniiségre is .
A 10 mezbdl 5 Real Madridos van, igy

5

=0,5.

A B N C esemény azt jelenti, hogy mindketten Real-os mezben jatszanak, ami az A
eseményhez hasonlo esemény, igy

P(BNC) = g ~ 0,222

Azaz 5 11
P(B =—- ¢ P(B)-P =—.=
(BAC) == & P(B)-P(C) =
miatt a B és C' események fiiggetlenek, és igy természetesen
P(BNC) 2 P(CNB) 3
P(BIC)=—5 =~ =1=P(B), P(C|B)=—5—+—=7=PC)
P(C) 3 P(B) 5
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Videok

Geometriai valoszintiség

1. Feladat. EjtGerny6s ugrast hajtanak végre egy 500 négyzetméter teriiletdi mezén. Az ugras
akkor sikeres, ha az ugré a mezén kijelolt 10 méter oldalhosszisagi négyzetben ér foldet. Kii-
16ndijat kap az, aki a négyzet kozepén megrajzolt 2 méter sugaru kéron beliil érkezik. Feltehetd,
hogy az érkezés helye a mezén megfelel az egyenletességi hipotézisnek.

(a) Mekkora valoszintiséggel lesz sikeres az ugras?

(b) Mennyi az esélye annak, hogy az ugré kiilondijat kap feltéve, hogy az ugras sikeres?

(c) Milyen kapcsolat van az alabbi események kozott (kizarjak egymaést, vagy valamelyik
maga utan vonja a mésikat)?

A = Sikeres az ugrés. B = Kiilondijat kap az ugro.
Megoldas. & YouTube
1 T , N
(a) = (b) 3 (c) B maga utén vonja A-t

2. Feladat. Adott egy 10 cm sugart kor alaki céltdbla. Erre felrajzolunk egy vizszintes és egy
fiiggtleges egyenest gy, hogy mindkett6 atmenjen a kor kozéppontjan. Ilyen moédon a tablat
négy tartomanyra osztjuk fel. Véletlenszerien raloviink a céltablara.

(a) Mennyi az
A = A céltablat a kozépponttol legalabb 5 centiméterre talaljuk el

esemény valoszintisége?
(b) Mennyi a
B = A talalat a bal als6 tartoményba esik
esemény valoszintisége?
(¢) Mennyi az A esemény valoszintisége, ha tudjuk, hogy a B esemény bekovetkezett?

(d) Milyen kapcsolatban all egymassal a két esemény (azaz fiiggetlenek, vagy kizarjak egy-
mast, vagy valamelyik maga utéan vonja a mésikat)?

Megoldas. & YouTube

(c) (d) Fiiggetlenek.

AN
| o

(2) (b)

3. Feladat. A |0, 1] intervallumon véletlenszeriien valasztunk egy pontot. Ez a pont két sza-
kaszra bontja az intervallumot. Mennyi annak a valészintisége, hogy a szakaszok hosszdnak

5
szorzata nagyobb, mint 36 ?


https://www.youtube.com/watch?v=o3emYFMME6A
https://www.youtube.com/watch?v=uN9eOHiqXis
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Megoldas. ; u YOUTUhe

4. Feladat. Egy 120 km hosszt egyenes autéopalyan a 40-edik és a 100-adik kilométernél van
mentGalloméas, nevezziik ezeket X-—nek és Y-—nak. Ha baleset torténik, akkor azt az allomést
riasztjak, amelyik kozelebb esik a baleset helyszinéhez.

(a) Egy véletlenszerii baleset esetén mennyi az esélye annak, hogy az X allomast riasztjak?
Tegyiik fel, hogy négy baleset torténik egymastol fliggetleniil.

(b) Mennyi az esélye, hogy pontosan két alkalommal riasztjak az X allomést?

(c) Mennyi annak a valészintisége, hogy idérendben az elsé két esethez az X, a masodik
kett6hoz pedig az Y &lloméast riasztjak?

(d) Mi a valoszintisége annak, hogy a négybdl legalabb egy esethez az X alloméast riasztjak?

(e) Hany baleset esetén teljesiil az, hogy legalabb 99% eséllyel valamelyik esethez az X allo-
mast fogjdk majd riasztani?

Megoldas. & YouTube
@ 15 o (L) (2) (©) legalabb 0

4 7\° [(5)\° 51"
v () (5) (@) @)
Feltételes valdszintiség, fliiggetlenség

5. Feladat. Legyen A és B két esemény, és legyen P(B) pozitiv. Mennyi a P(A | B) feltételes
valoszintiség értéke, ha

(a) A és B kizarja egymast,  (b) B maga utan vonja A-t, (c) A és B fiiggetlenek?

Megoldas. 3 YouTube

(a) 0 (b) 1 (c) P(A)

6. Feladat. Az egyetemen végzett felmérés szerint a hallgatok 60%-a n6 és 40%-—a férfi. Azt
is megallapitottak, hogy a nék 30%—a dohényzik, a férfiaknal ez az arany 60%. Véletlenszertien
valasztva egy hallgatot, mekkora a valdsziniisége, hogy

(a) dohéanyzik?
(b) dohanyzik, ha tudjuk, hogy a valasztott hallgaté holgy?
(c) holgy hallgatot valasztottunk, ha tudjuk, hogy az illet6 dohanyzik?


https://www.youtube.com/watch?v=837zHXaq8WQ
https://www.youtube.com/watch?v=4SOzRvWqkwI
https://www.youtube.com/watch?v=oOaLr3cbAu4
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Megoldas. u YOUTUbe

(a) 0,42 (b) 0,3 (c)
42

7. Feladat. Egy tévés vetélked6ben harom egyforma ajté mogdtt egy f6nyeremény és két kis
értékd ajandék van véletlenszertien elhelyezve. A jatékos megjelol egyet az ajtok kozil, de
azt most még nem nyitjak ki neki. Ehelyett a mitsorvezeté nyit ki egyet véletlenszertien a
megmaradt ajtok koziil. Tegyiik fel, hogy a kinyitott ajtdo mégott nem a fényeremény talalhato.
A jatékosnak ezen a ponton lehet§sége van modositani a valasztasan, és az eredetileg megjelolt
ajto helyett a harmadik, kimaradt ajtot kinyitni.

(a) Figyelembe véve, hogy a miisorvezetd kis értéki ajandékot talalt, a f6nyeremény mekkora
eséllyel van a jatékos altal megjelolt ajto illetve a kimaradt ajtdé mogott? Ezek alapjan a
jatékosnak érdemes modositania az eredeti valasztésan?

(b) Hogy modosul a feladat akkor, ha a miisorvezets tudja, melyik ajto mogott mi talalhato,
és mindig egy olyan ajtot nyit ki, mely mogott kis értéki nyeremény van? (Ha két ilyen
ajto is rendelkezésre all, akkor a miisorvezets véletlenszertien valaszt.)

Megoldas. n Yﬂ“TUbe

(a) Mindegy, hogy modosit—e. (b) Megéri modositani és ekkor duplajara né
a nyerés valoszintisége.

8. Feladat. Adott 20 termék, melyek koziil 16 elsGosztalya és 4 masodosztalyi. Visszatevés
nélkiil 2 terméket valasztva mennyi a valoszintisége annak, hogy

(a) a masodszorra kihizott termék masodosztalyd, ha tudjuk, hogy az elGszorre kihuzott
termék elsGosztalyn?

(b) a masodszorra kihizott termék masodosztalyt, ha tudjuk, hogy az el@szorre kihuzott
termék masodosztalya?

Megoldas. &3 YouTube

() 15 ) =

9. Feladat. Egy 6vodas csoportba 9 gyerek jar, koztiik egy testvérpar, egy fia és egy lany. Egy
foglalkozason véletlenszertien kivalasztunk 4 gyereket. Mennyi a valésziniisége annak, hogy

(a) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk;
(b) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy a fiut kivalasztjuk;
(c) a testvérpar mindkét tagjat kivalasztjuk, feltéve, hogy legalabb az egyikiiket kivalasztjuk?


https://www.youtube.com/watch?v=kTrMRU0aMy0
https://www.youtube.com/watch?v=sQSBL2x1X1U
https://www.youtube.com/watch?v=qNDYGbdHXo0
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@ YouTube
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g § 0-0

10. Feladat. Egy iizem egy napi termelésének néhény adatat az alabbi tablazat foglalja Gssze.

7
(a) (b) (2)

Reggel | Délutan | Este
elsGosztalyu 4.000 2.000 | 1.500
termékek szama
masodosztalyt 1.000 640 630
termékek szama
selejtek szama 100 60 70

A napi Gssztermékbdl egyet valasztva mennyi a valészintisége, hogy

(a) az selejt? (c) selejt, feltéve, hogy este gyartottak?

(b) délutan késziilt? (d) délutan gyartottak, feltéve, hogy selejt?

3 YouTube

Megoldas.
230 2700 70 60
b L d) —
@) 15,000 () 15000 ©) 5200 (@ 235

11. Feladat. Egy iizem heti termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a hétfén gyartott termékek
8%-a selejt. Tovabba tudjuk, hogy kedden 20%-kal nagyobb a termelés, mint hétfén, de a keddi
termékek csupan 5%-a selejt. A heti O0ssztermékbdl egyet kivalasztva mennyi a valoszintisége,

hogy

(b) hétfén késziilt, feltéve, hogy selejt?

3 YouTube

(a) az selejt?

Megoldas.
14 8
(a) 290 (b) 14

12. Feladat. Négy gép termelésével kapcsolatban tudjuk, hogy a napi 6ssztermék rendre 30%—
at, 25%—at, 25%—at illetve 20%—at adjak, valamint ezek a gépek rendre 4%, 5%, 3% illetve
2% selejttel dolgoznak. A napi Ossztermékbdl egyet valaszottunk ki, és az selejt. Mennyi a
valoszintisége, hogy a masodik gép gyartotta?

3 YouTube

125
Megoldas. —
egoldas 360


https://www.youtube.com/watch?v=UTyqodOnVo8
https://www.youtube.com/watch?v=z5duen6cxMY
https://www.youtube.com/watch?v=evUP6X3wBOI
https://www.youtube.com/watch?v=hiB4ZkcD2oE
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13. Feladat. Tudjuk, hogy egy iizem termelésének 3%—a selejt, viszont 0,01 valoszintséggel
a termékvizsgalat egy selejtet jonak itél, mig egy jo terméket 0,05 valoszintiséggel selejtnek
nyilvanitanak. Mennyi a valoszintisége, hogy a termékvizsgalaton

(a) egy selejtnek nyilvanitott termék selejt? (b) egy jonak nyilvanitott termék jo?

Megoldas. &3 YouTube

297 0.215
(2) 755 ®) 9218

14. Feladat. Tudjuk, hogy egy iizem nappali termelésének 2%—a, és az esti termelés 10%—
a selejt. Egy napon véletlenszertien kisorsoljuk, hogy vagy a nappali, vagy az esti termelésbél
hiizunk egy tetszéleges terméket. Ha a kivalasztott termékiink jo, akkor ugyanebbdl (tehat vagy
a nappali, vagy az esti termelésbél) kihtizunk még egy terméket. Ha a kivalasztott termékiink
selejt, akkor a méasik miiszak termelésébél hizunk egy terméket. Mennyi az esélye, hogy a
maésodik kihizott termékiink jo?

Megoldas. 0,5 0,982 +0,5-0,02-0,9+0,5- 0,92+ 0,5 - 0,1 - 0,98 @ YouTube

15. Feladat. A fogadodirodak szerint az NBA—ben a Chicago Bulls 0,5; a San Antonio Spurs
0,8; illetve a Los Angeles Lakers 0,3 valoszintiséggel nyeri meg a kovetkez6 meccsét. Tudjuk,
hogy a csapatok nem egymassal jatszanak, tovabba a harom mérkézés eredménye fiiggetlen
egymastol. Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét:

(a) Mindharom csapat megnyeri a kovetkezd mérkszését.

(b) A Bulls nyer, viszont a Lakers veszit.

()

(d)

(e) A Bulls, a Spurs illetve a Lakers éri el a gy6zelmet, feltéve, hogy a harom csapat koziil
pontosan egy nyer.

Megoldas. u YOUTUbe u YOUTUhe

A harom csapat koziil pontosan egy nyer.

A harom csapat koziil legfeljebb egy nyer.

(a) 0,5-0,8-0,3

(b) 0,5—0,5-0,3

(¢) 0,5-0,2-0,740,5-0,8-0,7+0,5-0,2-0,3

(d) 0,5-0,2-0,74+0,5-0,8-0,7+0,5-0,2-03+0,5-0,2-0,7
0,5-0,2-0,7

(€) 0,5-02-0,7+05-08-0,7+0,5-0,2-0,3"
0,5-0,8-0,7

0,5-02-0,7+0,5-08-0,7+0,5-0,2-0,3

0,5-0,2-0,3

0,5-0,2-0,7+0,5-08-0,74+0,5-0,2-0,3


https://www.youtube.com/watch?v=kW-0jIV0SOM
https://www.youtube.com/watch?v=WZ-2RRyc0eE
https://www.youtube.com/watch?v=ayUQOBPbvbw
https://www.youtube.com/watch?v=mkZnBw2ADGg
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16. Feladat. Adott egy urna, benne pedig 4 piros és 2 z6ld goly6. Kihtizunk harom golyot
el6szor visszatevés nélkil, majd visszatevessel.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy sorban egy pirosat, egy zoldet, és még egy pirosat
kapunk?

(b) Mennyi az esélye, hogy a kihizott golyok kozott pontosan egy zold lesz?

(c) Mennyi annak az esélye, hogy a mésodik goly6 zold?

(d) Feltéve, hogy a masodik golyd z6ld, mi annak a valosziniisége, hogy az els6 goly6 piros
volt?

(e) Fiigg az els6 golyo szine attol, hogy milyen szinii a masodik?

Megoldas. ° YOUTUhe ° YOUTUhe

(a) ! ' (c) L ! (e) Igen, nem.
50 o7 37 3
3 2! 4 4

b) - — d) = -

( ) 5’ 9 ( ) 57 6


https://www.youtube.com/watch?v=oZLqDYvoqv4
https://www.youtube.com/watch?v=ngR1ExRPIGo
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Kvizek

A csoport

Feladat. Egy raktarhoz egy 12 6ras idGintervallumban két iires kamion, egy 10 tonnés, illetve
egy 18 tonnés érkezik. A rakodés a 10 tonnas kamionnél egy, a 18 tonnésnal két 6rat vesz
igénybe. Az els6nek érkezé kamion rogtdon megkezdi a rakodast. Ha a mésodik kamion akkor
érkezik, amikor az els6re még rakodnak, akkor varakoznia kell a rakodés befejezéséig. Mekkora
a valoszintisége, hogy a két kamion koziil valamelyiknek varakoznia kell?

B csoport

Feladat. Liverpoolban a napok egyharmada esds. Es6s idében 50% az esélye annak, hogy
forgalmi dugé keletkezik, esé nélkiili idGjaras esetén csak 25%. Ha esik, és kialakul forgalmi
dugo, akkor Bob, egy helyi bankar 50% valoszintiséggel elkésik a munkajabol. Ha nem is esik,
és dugo sincs, akkor csak 12,5% valoszintiséggel késik. Minden mas esetben 25% valoszintiséggel
késik el. Mennyi a valdsziniisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott napon

(a) Bob id&ben ér be dolgozni, feltéve hogy esett, de nem volt dugo?
(b) nem esik, dug6 van és Bob nem keésik el?

Bob a munkéjat délutan 4 és 5 ora kozott fejezi be (az egyenletességi hipotézis alapjan). La-
zitasként beugrik a 13 perces sétara talalhato Easy Pubba, ahol volt felesége Moonracket ha-
romnegyed 5-ig dolgozik.

(c) Mennyi a valosziniisége, hogy Bob talalkozik Moonrackettel?

C csoport

Feladat. Az alabbi tablazatban a 2018-as 6szi félév kalkulus gyakorlatok Gsszesitett eredmé-
nyeit, illetve két gyakorlatvezeté eredményeit latjuk.

megajanlott jegy | &tment gyakorlaton | 6sszes hallgato
Egész évfolyam 127 324 614
Dr. Szabé Tamaés 2 8 24
Dr. Németh Zoltan 4 17 26

Természetesen aki megajanlott jegyet kapott, az at is ment a gyakorlaton.

(a) Hunorka atment a gyakorlaton. Mekkora az esélye, hogy megajanlott jegyet is kapott?

(b) Bolojtke megajanlott jegyet kapott. Mi a valoszintsége, hogy Szabé Taméasnal volt?

(c) Krizosztom sajnos megbukott. Mekkora a valoszintisége, hogy Németh Zoltannal tanult?

) Pomponia masik 37 hallgatotarsaval egyiitt 0 pontot szerzett a félév soran. Kivalasztunk

egy bukott hallgatot az évfolyambol. Mekkora valoszintiséggel Pomponia az?

(e) Kovacs Tavaszka és Tizvirag ikrek, és 6k is megbuktak, mint Pomponia. Szabé Taméas
emlékszik, hogy Tavaszka hozz4 jart gyakorlatra. Mekkora a valoszintisége, hogy Ttzvirag
is?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa. Legyen
A = Valamelyik kamionnak varakoznia kell.

Jelolje x az 1 O6rés rakodéasi id6vel rendelkez6 kamion érkezési idejét, y pedig a 2 6ras rakodasi
id6vel rendelkez6 kamionét. Kétféleképpen torténhet varakozas:

DHr<y<z+1 vagy 2Qy<z<y+2. 1 pt
Ha az érkezési id6ket abrazoljuk egy (z,y) koordinata rendszerben, akkor
(1) az y = x egyenes 6l6tti, de y = = + 1 alatti teriilet;
(2) az y = x egyenes alatti, de y = = — 2 f5l6tti teriilet.
Yy
12
1
Ekkor
P(A) = k?dvez()' {"ész te{iﬂete 2 pt
Osszes rész teriilete
2 2
Az als6 fehér haromszog teriilete > a felsGé - Igy a szines, azaz a kedvezs rész teriilete
102 112
To=122 - — — —
2 2
Tehat 1
P(A) = 2 2

122
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B csoport

Feladat megoldasa. Legyen

E = Esik.
D = Dugo6 alakul ki.
K = Bob elkésik.

Ekkor a kovetkezGket tudjuk:

1 1 — 1
P(E) = - P(D|E) = - P(D|E) = -
(B) =3, (D|E) =3, (DIE) =7,
1 1
P(K|DNE) =g, P(K|DNE) =g,
_ 1 1
P(K|DNE) =, P(K|DNE) = 7.

P(K|END)=1-P(K|EnD)=">

P(ENDNK)=PKN(DNE))
P(K|DNE)-P(DNE)
1-P(K|DNE))-P(DNE)

(
(1 ) (D|E) - P(E)

3
4
3

I
i~ |
.bl»—*»hl»—‘

(c) Bob pontosan akkor ér haromnegyed 5-re az Easybe, ha 13 perccel hamarabb, 4 6ra 32
perckor indul el. Tehat legfeljebb eddig dolgozhat, ha szeretne talalkozni volt feleségével.

Legyen

A = Bob talalkozik Moonrackettel.
Ekkor

L A | | 13 ] |

1 | | 1 !

4:00 4:32  4:45 5:00
Igy 2
P(A) = —

1 pt

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa.

(a) Mivel 324 hallgaté ment at, és ebbdl 127 kapott megajanlott jegyet, ezért a keresett

valoszintiség
127
324"
(b) Legyen
A = Bolojtke megajanlott jegyet kapott.
B = Szab6 Tamas volt a gyakorlatvezetdje.
P(BNA) =
P(B|A) = ————= = %14
(c) Legyen
C = Krizosztom megbukott.
D = Németh Zoltan volt a gyakorlatvezetGje.
Az 6sszes bukott hallgato széma 614 — 324 = 290. Németh Zoltannal megbukott hallgatok
szama 26 — 17 =9 .
P(DNC) &3
P(D|C)= ——+—~ = % .
P(C) 1
(d) Osszesen 290 bukott hallgaté van. Tehat annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott bukott hallgaté pont Pomponia, az 5 pt
1 p
290
(e) Legyen
T, = Tavaszka Szab6 Taméshoz jart.
T, = Tizvirdg Szab6 Tamashoz jart.
P(T,NT,)
P(T,|T,) = ————=
(T To) BT,)
Tavaszka és Ttizvirdg megbukott. Szabd Tamas csoportjaban 24 — 8 = 16 hallgato bukott
meg, ezért
16 ()
(Ta) = % €S P(Tu N Ta) = @,
tehat ”
(2)
(290)
P(T,|T.) = ~55~ - 3 pt

290



10.

Teljes valoszintiség; véletlen valtozo

HAazi feladatok

Teljes valoszintiség

e Bayes-formula. Ha P(A),P(B) > 0, akkor

P(B[A)-P(4)
P(A|B) =
(41B) = ==
o Teljes valdsziniiség tétele. Ha az Ay, As, ... események teljes eseményrendszert alkotnak,

és P(A;) > 0 minden i-re, akkor

P(B) = Y P(B|A) - P(4).

1. Feladat. Vettariusznak lejart a bérlete, mégis felszall az els§ jarmtre, ami hazaviszi. A
megalloban 25% valosziniiséggel érkezik elészor busz, az esetek 40%-aban troli jon elscként,
egyébként pedig villamos. A buszon 30% eséllyel jon ellendr, a trolin 10% ennek a valoszintisége,
a villamoson pedig 20%.

(a) Mekkora valoszintiséggel taldlkozott ellendrrel Vetiiriusz?
(b) Ha megbiintették, akkor mennyi a valoszintisége, hogy busszal utazott?
(c) Mennyi a valosziniisége annak, hogy busszal utazott, amennyiben nem biintették meg?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkez eseményeket:

Ay = Buszra szallt. B = Megbiintették.
A, = Trolival utazott.

As = Villamossal ment.

Ekkor az A;, Ay és Az események teljes eseményrendszert alkotnak. A rendelkezésre allo infor-
méacidk alapjan a kovetkezG valoszintiségeket tudjuk.

P(A;) = 0,25 P(Ay) = 0,4 P(A3) = 0,35
P(B|A;) =03 P(B|A;) = 0,1 P(B|A;3) = 0,2

150
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(a) A teljes valoszintiség tétele alapjan

3
P(B) =) P(B|4;) P(4)
=1
~0,3-02540,1-04+02-035  =0,185.

(b) Mivel P(A;),P(B) > 0, ezért a Bayes-formula alapjan

P(A;|B) = P& ﬁzg)P(Al) = O’S’ '12%25 ~ 0,405 .
(c)
— _P(B|A)-P(A) _ (1-P(B|A))-P(A) _(1-03)-025
PlA]B) = P(B) - 1—-P(B) T 1-0,185 ~ 0,213

2. Feladat. A hiit6ben négy doboz tej van: egy friss; egy, ami egy hete lejart, és biztosan
romlott; tovabba van két doboz, ami egy napja jart le, és 0,3 valdszintiséggel romlott. Véletlen-
szertien kivalasztunk egy doboz tejet.

(a) Mekkora az esélye, hogy ez a tej nem romlott?
(b) Ha megkostoljuk a kivett tejet, és az romlottnak bizonyul, akkor mi a valésziniisége annak,
hogy egy egy hete lejart tejet vettiik ki?

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezd eseményeket.

A = A kivett tej friss. Az = A kivett tej egy napja jart le.
Ag = A kivett tej egy hete lejart. B = A kivett tej romlott.

Ekkor az Aj, Ay és Az események teljes eseményrendszert alkotnak. A rendelkezésre allo infor-
méacidk alapjan a kovetkezG valoszintiségeket tudjuk:

P(A;) =0,25 P(Ay) = 0,25 P(A3) =0,5
P(B| A1) =0 P(B|Ay) =1 P(B|A;3) =03
(a) A P(B) értéket keressiik. Az adatok alapjan a komplementer esemény valoszintiségét
tudjuk meghatarozni a teljes valosziniiség tétele segitségével.

3
P(B) =) P(B|A)-P(A)=0-025+1-025+03-05 =04,

i=1

ezért

P(B) =0,6.
(b) A Bayes-formula szerint

P(B|A;)-P(4;3)  0,3-0,5
P(B) 04

P(A3|B) = —0,375.
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Véletlen valtozo

o Ha a & diszkrét véletlen vdltozo lehetséges értékei x; és p; = P(§ = x;), aholi € T, T’
megszamlalhato, akkor az (x;,p;) pdrok dsszessége a & valdszinidségeloszlasa, és

i€l
o A diszkrét £ valdsziniiségi vdltozo vdrhato értéke, illetve mdsodik momentuma
= Z xipi, illetve E (52) = Z Tip; .
i€l i€l
o Tetszoleges & valosziniségi viltozo szordsnégyzete
D*(€) = E (€?) —E*(€).
o Tetszoleges & valoszintségi viltozo eloszldsfigguénye
Fe(z) =P < x).

3. Feladat. Egy iskolaban tanuld 500 gyerek koziil 130-nak nincs testvére, 200-nak van 1,
150-nek van 2 és 20-nak pedig 3 testvére van. Legyen & egy véletlenszertien kivalasztott gyerek
testvéreinek a szama. Adjuk meg & valoszintiségeloszlasat, varhato értékét és szorasat.

Megoldas. A £ véletlen valtozo a 0,1, 2 és 3 értékeket veszi fel, és

130 200
150 20
€=2)= 1. p=PE=3)= b

igy a & véletlen valtozo valoszintiségeloszlasa a kovetkezd tablazattal irhato le.
x; 0 1 2 3

130 | 200 | 150 | 20
500 | 500 | 500 | 500

A testvérek széménak varhato értéke:
200 150 20
i1 =nn I — 2
pr 0- 500 o+ 500 2 500 T2 500
_0-130+1-200+2-150 43 - 20
N 500

A szoéras meghatarozasahoz sziikségiink lesz € masodik momentumara, azaz a £2 varhato
értékére is.

Di

=1,04.

130 200 150 20

2\ __ _ - L — —
E(f)_z =0+ 1 500+4 =0 9" 200 1,96.

Ezek alapjan a szérasnégyzet
D*(€) =E (&) — E*(¢) =1,96 — 1,04  =0,8784,

igy a & véletlen valtoz6 szorasa

D(¢) = /08784 ~0,937.



TELJES VALOSZINUSEG; VELETLEN VALTOZO 153

4. Feladat. Hatarozzuk meg az a valés paraméter értékét gy, hogy az aldbbi értékek a véletlen
valtozo valoszintiségeloszlasat alkossdk. Tovabba abrazoljuk grafikonon a valoszintiségeloszlast
az eloszlasfiiggvényt és szamoljuk ki a varhato értéket és szorast.

(a) b1 = P<€ = 1) = 0,15Cl, b2 = P<€ = 2) = O,55Cl, b3 = P<€ = 3) = O,25Cl,
ps—P(€ = 4) = 0,3a.
(b) p0:P<7]:0):0,25, pgzP(n:2):a, plOIP(T]Ilo):CLQ.

Megoldas. A p; értékek valoszintiségeloszlast alkotnak, ha p; € [0; 1] és az Gsszegiik 1.

(a) A
P14 P2+ ps +pa = 0,15a + 0,55a + 0,25a + 0,3a = 1,25a = 1

Osszefiiggés alapjan a = 0,8. Tehat
b1 = 0712 b2 = 0744 b3 = 072 Ps = 07247

és mindegyik p; érték 0 és 1 kdzé esik.
Ekkor a valoszintiségeloszlas és az eloszlasfiiggvény grafikonja:

1 1 -
0,76 |
0,56 |
0,12 | 1y
A varhato érték
3
B =) api=1-012+2-044+3-02+4-024 =256,
n=0
A maéasodik momentum
3
E() =) afp;i=1-012+4-044+9-02+16-024 =68,
n=0
igy
D*¢ =E (&) —E*(¢) =6,8—2,56°  =0,2464,

tehat £ szorasa

D(¢) = 1/0,2464  ~ 0,496.
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(b) A
p0+p2+p1020,25+a—|—a2:1

Osszefiiggés alapjan

3
2
— 2 =0
a” +a 1
-1+v14+3 —-1&£2
Q12 = = ’
2 2
azaz a = —— vagy a = —. De a py = a Gsszefliggés alapjan a pozitiv, ezért csak a méasodik

2 2
érték esetén kapunk valdszintségeloszlast. Tehat a = 0,5 és igy

Po = 0725a b2 = 0,5, Pio = 0,25 .

Ekkor
E(n)=0-025+2-0,54+10-0,25 =35,
tovabba
E(n?) =0-0254+4-05+100-025 =27,
ezért
D*(n) =E (n*) — E*(n) = 27 — 3,5 = 14,75,

tehat n szorasa

D(n) = /14,75 ~ 7A4T.

o o] o

| 2 10

A grafikonok

0,7; 025 {o_

0,5

0,25
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5. Feladat. Otniel elment a josn6hoz, Diotiméahoz, hogy megtudja téle az év végi MM1 jegyét.
Diotima azonban némi zavart érzett a csillagok allasaban, ezért csak a kovetkezs eloszlasfiige-
vénnyel tudott segiteni Otnielnek az év végi jegyét illetGen.

1 o
0785 T oO—————o0
0,5 | o— o
0,3 1 e °
1 2 3 4 5

Otthon Otniel elhatarozta, hogy az eloszlasfiiggvény grafikonja alapjan meghatarozza a kdvet-
kez6 események valoszintiségét.

(a) A; =Megbukik.

) Ay =Harmas érdemjegyet kap.

) A3z =Az év végi jegye négyesnél rosszabb.

(d) Ay = Legfeljebb kettest sikeriil szereznie.

(e) As =Teljesiti a targyat.

(f) Ag =Az érdemjegye jobb, mint kettes, de legfeljebb harmas.

Megoldas.
(a) Otniel csak akkor bukik meg, ha egyest kap, azaz P(A;) = P({ = 1). Mivel az eloszlas-
fliggvény az x = 1 helyen 0,3—et ugrik, ezért a & véletlen valtozo p; = 0,3 valoszintiséggel

veszi fel az 1 értéket, tehat
P(A)) =P =1)=0,3.

(b) Mivel az eloszlasfiiggvény az x = 3 pontban folytonos, nem ugrik, ezért
P(Ay) =P((=3)=0.
(c) Mivel
P(A3) =P(§ <4) = Fe(4),
igy az eloszlasfiiggvény grafikonjarol konnyen leolvashato, hogy P(Asz) = 0,5.

(d)
P(A) =P(£<2) =P(€=2)+P(§ <2) =P(§ =2) + Fe(2)

Mivel az eloszlasfiiggvény x = 2-ben 0,2-et ugrik, és F¢(2) = 0,3, igy
P(A4) = 072 + 073 = 075
(e)
P(As) =P(>2)=1-P(¢<2)=1-Fe(2) =1-03=0,7

(f) Mivel £ csak egész értékeket vehet fel, igy az Ag esemény megegyezik az A, eseménnyel,
ezért

P(As) =P(2<{<3)=P((=3)=P(4y) =0.
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6. Feladat. Az idei GTK-s Kalkulus zh-t Adorjan és Boborjan javitotta. A kapott x érdemjegy
2 2

fiiggvényében Adorjannak f(z) = 3x — 1, Boborjannak pedig g(z) = % + 1 percig tartott egy

dolgozat javitasa. Az érdemjegyek eloszlasat a kovetkezs tablazat mutatja

T 1 2 3 4 )
pi || 0,250,351 0,25 | 0,1 ] 0,05

(a) Mennyi az érdemjegyek varhato értéke?
(b) Egy dolgozat javitasa atlagosan hany percig tartott Adorjannak, illetve Boborjannak?
(c) Ha 18 orakor kezdtek hozza a 315 dolgozat javitasédhoz, akkor végeztek—e éjfél elGtt?

Megoldas.
(a) Jeldlje & egy véletlenszeriien kivalasztott hallgato érdemjegyét. Ekkor

5
B =) api=1-025+2-035+3-025+4-01+5-005 =235,
i=1
(b) Az egy dolgozat javitasara szant id6t Adorjan esetén az n = f(£), Boborjan esetén a
¢ = g(&) véletlen fiiggvénnyel fejezhetjiik ki.

e Mivel f linearis fiiggvény, igy
E(n)=E(f(§))=EB{—-1)=3E(¢)—-1=3-2,35—-1 = 6,05.

e Boborjan esetén csak a definicio alapjan tudjuk meghatéirozni a varhato értéket.

BO) = E(9(€) = Y glwm= Y. (z " 1) "

1 =1

7 13 23 37
5

-0,25+€-O,35+E-0,25+€-O,1+11-0,05 =3,7.

1 1
(c) A fentiek alapjan Adorjan atlagteljesitménye 505 Boborjané 37 dolgozat /perc, igy az
egyiittes teljesitménytik 7 ’
11 37+605

6,05 37 6,05 37
dolgozat/perc. Ezért ha a 315 dolgozat javitasa ¢ percig tartott, akkor

3.7 46,05
LT g
6.05 37 =5
anat 6.05-3.7
t=315. —— 2"~ 793 perc
3.7+ 6,05 pere

ami t6bb mint 12 éra, igy éjfél utan végeztek.

7. Feladat. Hiacinta és Ladiszla a kdvetkezd jatékot jatssza. Feldobnak két szabalyos dobo-
kockat. Ha a dobott szamok szorzata paros, akkor Hiacinta fizet Ladiszlanak 100 Ft-ot, mig ha
a dobott szamok Osszege paratlan, akkor Ladiszla fizet Hiacintanak x forintot. Mennyi legyen
x értéke, ha az a céljuk, hogy a jaték igazsagos legyen?
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Megoldas. Egy jatékot akkor neveziink igazsagosnak, ha minden résztvevd varhato nyeremé-
nye nulla. Jelolje & egyikiik, példaul Hiacinta nyereményét, ekkor Ladiszla nyereményét a —&
irja le és természetesen

B(¢) = —E(=¢).

A € valosziniiségi valtozo lehetséges értékei = és —100. Ekkor p; = P(¢ = z) annak a
valoszintisége, hogy a dobott szamok szorzata paratlan, po = P({ = —100) pedig annak, hogy a
szorzat paros. Két szam szorzata csak akkor lehet paratlan, ha mindkét szdm péaratlan, minden
més esetben paros, ezért

33 1
P66 4
és 5
pp=1-—p = 1
Igy ¢ valészintiségeloszlasa az alabbi tablazattal foglalhato Gssze:
r; || x | —100
1 3
pi 1 1
Innen Hiacinta varhato nyereménye
1 3
B =2~ —-100-2 == _
&) ==z 1 00 1= 1 75
Az .
——T75=0
4

egyenlet megoldasa © = 300, ekkor E(§) = E(—¢§) = 0. Tehat ahhoz, hogy a jaték igazsagos
legyen, Ladiszlanak 300 forintot kell fizetnie Hiacinta részére, ha a dobott szamok szorzata
paratlan.
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Videok

Teljes valoszintiség

1. Feladat. Stephen Curry, a Golden Gate Warriors kosarlabdazoja a 2016/17—es szezonban
a kétpontos dobasokat 54%-o0s, a harompontosokat 41%-os, a biintetGdobasokat 90%—os ha-
tékonyséaggal értékesitette. A probalkozasainak 44, 36 és 20%—a volt kétpontos, harompontos
illetve biintet6dobas.

(a) Curry Osszes probalkozasanak hany %-—a volt sikeres harompontos dobas?

(b) Az 0sszes probéalkozasanak mekkora hanyadat értékesitette?

(c) A sikertelen probalkozasok milyen aranyban voltak kétpontos, harompontos illetve biin-
tetddobéasok?

Megoldas. @3 YouTube

(a) 0,41-0,36 - 100 %—a
(b) (0,9-0,2+0,54-0,44 4 0,41 -0,36) - 100 %-a
0,46 - 0,44

100 %-
() T= 09 027051 044+ 041 0.30) o
0,59 - 0,36
07 2100 %-
1—(0,9-0,2+0,54-0,44 + 0,41 - 0,36) 72,
1.0,2
0,1-0, - 100 %—a.

1—(0,9-0,2+ 0,54 - 0,44 + 0,41 - 0,36)

2. Feladat. Egy vizsgén egy tesztkérdéshez négy lehetséges vilaszt adunk meg, melyek koziil

egy helyes. A vizsgazd — valoszintiséggel tudja a helyes vilaszt, és ebben az esetben meg is jel6li
azt. Ha nem tudja a helyes véalaszt, akkor a vizsgazo tippel, tehat véletlenszerten jeldl egyet a
négy valasz koziil. A javitas sordn azt latjuk, hogy a vizsgazo helyes valaszt adott a kérdésre.
Mennyi a valosziniisége, hogy csak tippelt?

I 3 YouTube

Megoldas.
S T

I i

Véletlen valtozo

3. Feladat. Tekintsiik a haromszori pénzfeldobas kisérletét, és jelolje a £ véletlen valtozd a
fejek szamét, és n a kapott fejek és irdsok szdmanak szorzatat.

(a) Hatarozzuk meg & és n értékkészletét.

(b) Adjuk meg és abrazoljuk is £ és n valoszintségeloszlasat.


https://www.youtube.com/watch?v=OdNxVexR_Cc
https://www.youtube.com/watch?v=991FB7UI7xE
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(c) Abrazoljuk ¢ és n eloszlasfiiggvényét.

Megoldas. ° YOUTUhe
(a)
Re = {0,1,2,3}, R, =1{0,2}
(b)
 [0]1]2]3 z; [ 0] 2
113131 13
Prlgls|s|s Pillgla
15 1
{ ]
0,5 0,5
L ] L ] §
3 3 ® 4
14 8{ 3 { 1. 1
s { s 4 4
1 2 3 1 2
()
1 lf———- 1 ©
8 { ]
3
8 3
0,5 | 0,5 | !
3
8 M. o
1 D 1 -
8 {( } 1 {
1 2 3 *
1 2

4. Feladat. A szervizre behozott autok adatairol a kovetkezot tudjuk: 30%—uknal nincs hiba,

40%—uknal egy, 15%—uknal ketts, 10%-uknal harom, 5%-uknal négy hibat talaltak a szakembe-

rek. Jelolje a £ véletlen valtozo a felléps hibak szdmat. Szamoljuk ki az alabbi valoszintiségeket.
(a) P(£<2), (c) P(0,5<€<23),

Megoldas. u YOUTUI]E


https://www.youtube.com/watch?v=yIUfUiZuz_s
https://www.youtube.com/watch?v=xR9tyfoKwLE

TELJES VALOSZINUSEG; VELETLEN VALTOZO 160

(a) 0,7 (b) 0,85 (c) 0,55 (d) 0,55

5. Feladat. Csizmadia tanar ar két csoportjaval is dolgozatot iratott, az eredményeket az
alabbi két tablazat foglalja Ossze.

Jeloljiik £&—vel az A csoportban, n—val a B csoportban szerzett jegyeket. Szamoljuk ki & és 7

(a) varhato értékeét, (b) szorasat.

Megoldas. u YouTube

() L3 2:6+8:1044:T+5:4  1-342:6+3-10+4-7+5-4
30 ’ 30
(b) 1,16, 2,04

6. Feladat. A cégiink termékfejlesztése soran célunk a profit maximalizdlasa és a kockazat
minimalizalasa. Négy termékiink esetében az aldbbi tablazat tartalmazza az adatokat.

esély | profit (forint) esély | profit (forint)
20% 10 milli6 15% 11 millio

1. termék: 3. termék:
50% 12 millié 45% 13 millio
30% 16 millio 40% 14 millio
esély | profit (forint) esély | profit (forint)
20% 8 milli6 25% 9 milli6

2. termék: 4. termék:
40% 13 millio 35% 11 milli6
40% 15 milli6 40% 18 milli6

Jeloljiik &-vel az i—edik termékre vonatkozo profitot. Szamoljuk ki a &; véletlen valtozok

(a) varhato értékeét, (b) szorasat.


https://www.youtube.com/watch?v=jpswTsUBrw0
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Megoldas. u YOUTUhe
(a) E(&) =128 E(&) = 12,8 E(&) = 13,1 E(&y) = 13,3
(b) D(&) = 2,22 D(&) = 2,56 D(&) = 0,99 D(&) = 3,91

7. Feladat. A magyar autésok atlagosan egy évben 0,5 valoszintiséggel nem okoznak balesetet,
0,4 valészintiséggel egy, 0,1 valoszintiséggel legalabb két balesetet okoznak. A biztositéasi dijakat
az alabbi tablazat foglalja Ossze.

fokozat -2 | =1 0 112

éves dij (ezer Ft) | 200 | 130 | 100 | 95 | 85

Ha egy évben az autos nem okoz balesetet, a fokozatban eggyel "jobbra" keriil, ha egy balesetet
okoz, nem valtozik a fokozata, ha egynél tobb balesetet okoz, eggyel "balra" keriil. Jel6lje a &
véletlen valtozo két, egymastol fiiggetlen év utan az éves dijat. Hatarozzuk meg

(a) & értékkészletét és eloszlasat, (c) E(§)-t
(b) & eloszlasfiiggvényét, majd abrazoljuk is,  (d) D(&)-t.

Megoldas. @3 YouTube @ YouTube
(a) Re = {85,95,100,130, 200} z; | 85 | 95 ] 100 | 130 | 200

pi | 0,25]0,4 0,26 | 0,08 | 0,01

(b)

0,25 | .
0,25 r

85 95 100 130 200

() 200-0,01 + 130 - 0,08 + 100 - 0,26 + 95 - 0,4 + 85 - 0,25
(d) 232,73

8. Feladat. Egy betegséget 1% valoszintiséggel kapunk el. Egy teszt 1000 dollarba keriil, igy
10 fiiggetlen mintat Osszedntve hatékonyabb 1 tesztet végezni. Ha a teszt negativ, mind a tiz
{6 egészséges. Jeldlje a & véletlen valtozo a sziikséges tesztek szaméat tiz f6 esetén. Hatarozzuk
meg


https://www.youtube.com/watch?v=c00O9zFk88g
https://www.youtube.com/watch?v=Sj6Jh6IcTFE
https://www.youtube.com/watch?v=CgVr8ExocaQ
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(a) & értékkészletét és eloszlasat, (d) D(&)-t,
(b) & eloszlasfiiggvényét, majd abrazoljuk is,  (e) az egy f6re szamitott atlagos tesztkoltsé-
(c) E(§)-t, get.

Megoldas. ©YouTube @ YouTube
(a) Re={1,11} x| 1 11

pi || 0,991 | 1—0,99'°

(b)
1 | S
1— 0,9910{Q
0,990 | o .
0,9910
1 11
(c) 2
(d) 3

(e) 200 dollar


https://www.youtube.com/watch?v=yChYN4uQTXg
https://www.youtube.com/watch?v=SUf3lStD1aA
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Kvizek

A csoport
1. Feladat. Jeldlje a £ véletlen valtozo egy T o] 1]2]3]
MM1 kvizen elért pontszamot. A £ valtozo el- P =) H 0,3 ‘ 0,4 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘

oszlasat a jobb oldali tablazat irja le.

(a) Rajzoljuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét.

(b) Hatarozzuk meg a kovetkezs események valoszintiségét.
A =Algernonnak kevesebb, mint két pontot sikeriil elérnie a dolgozatban.
B =Barakony szerez pontot a dolgozatban.

(c) Cipridana varhatoan hany pontot szerez?

2. Feladat. Evelin konyvelGiroddjaban harom konyvel§ dolgozik. Felvesznek egy 1j kollégat,
Pistit. Pisti még tapasztalatlan a munkaban, az adobevallasok 10%—4t elrontja, mig a tapasztalt
kollégai csak 3% valoszintiséggel rontanak el egy adobevallast. Mindegyikiik ugyanolyan inten-
zitassal dolgozik, egységnyi id6 alatt ugyanannyi adobevallast toltenek ki. A NAV ellen6rzé
bizottsaga véletlenszertien kivalaszt egy adobevallast.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy ezt a kivalasztott adobevallast rosszul toltotték ki?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy ezt az adobevallast az 1j kolléga toltotte ki, feltéve hogy az
adobevallas rossz?

B csoport
1. Feladat. A jobb oldali 4bran egy cinkelt 1 o
dobokocka eloszlasfiiggvényét lathatjuk. . .
T °
(a) Mekkora a valoszintisége, hogy egy dobéas
értéke paros?
(b) Mennyi a valészintisége annak, hogy egy Z; o ¢

dobas értéke 1 és 5 kozott van?
(c) Mekkora az esélye, hogy a dobéas értéke 1 2 3 4 5 6
legalabb 37

2. Feladat. Egy gyarban harom nagy teljesitményt dizelmotor tizemel, melyek egy adott id6-
pontban egymastol fiiggetleniil 0,5, 0,6 illetve 0,7 valdszintiséggel miikodnek.

(a) Adjuk meg az egy id6pontban miikodd motorok szamanak szorasat.
(b) Amennyiben egy adott idépillanatban x dizelmotor iizelem, akkor a dolgozokat 50 + 20x
dB zajterhelés éri. Hatarozzuk meg a zajterhelés atlagos értékeét.
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C csoport

Feladat. Tegnapel6tt Zeks és Vitold nagyanyjuk Giszmunda padlasan rengeteg forgalombol
kivont 1 Ft-os érmét talalt, amit igazsagosan megfeleztek. Ma ebéd utan meglep&dve tapasz-
taltak, hogy nincs net. A telefonos tigyintézd azt mondta, hogy kabelszakadas tortént, igy estig
esély sincs, hogy helyrealljon a garantaltan 10Mb—es sebességii szolgaltatas. Igy biztosan lema-
radnak az esti raid—r6l, tovabba egyikgjiiknek sincs baratndje, sajnos a tv el6fizetést is mar
évekkel ezelGtt lemondtdk. Unalmukban a kévetkezs jatékot jatsszak. Feldobnak 4 pénzérmét.
Ha a foldre esé érmék koziil paros sok mutat fejet, akkor Zeks fizet Vitoldnak, ellenkezs eset-
ben forditva. A nyeremény a dobott fejek szamanak megfelel§ szamu érme. Jel6lje £ Vitold
nyeremeényét egy jatszma utan.

(a) Abrazoljuk ¢ eloszlasat.

(b) Igazsagos—e a jaték?

(¢) Mekkora a valoszintisége, hogy Vitold a lehetd legkevesebb jatékkal nyer 20 érmét?
(d) Varhatoan hany jatékot kell lefolytatni, hogy Vitoldnak legyen 2 nyert érméje?
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa.

(a)

1 o——
0,9 | o o
0,7 | o o
0,3 ﬁ-
[ 12 3
(b) A grafikon alapjan
P(A) =P(£ <2) = F¢(2) =0,7. 1 pt

Tovabba
P(B)=P(>0)=1-P(<0)=1-(P(E=0)+P(<0)
=1—(po+ F:(0)) =1-(0,3+0)=0,7.

(c)
E(€)=0-03+1-04+2-02+3-0,1.

2. Feladat megoldasa. Legyen

A = A kivalasztott addbevallast rosszul toltotték ki.
B = A kivalasztott adobevallast Pisti toltotte ki.

Az adatok alapjan

— 1 - 3

P(A|B)=01 P(A|B)=003 P(B)=, P(B)=1. 2 pt

(a) A teljes valoszintiség tétele szerint

—_ 1 3
P(A) = P(A| B)P(B) + P(A| B)P(B) = 0,1- 7 +0,03- .
(b) A Bayes—formula alapjan
P(A|B)P(B) 0,11

P(B|A) = = 5 : 3 pt
(B]4) P(A) 0,1-14+003-2 b
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B csoport

1. Feladat megoldéasa. Jeloljiik £-—vel a dobas eredményének megfelel§ valoszintiségi valtozot.
Ekkor az dbra alapjan

(a)
P(adobéspéros):P(§:2)+P(§:4)+P(§:6):%+%+O.
(b) X ;
P(L<¢<5)=P(E=2)+P(E=3)+PE=14) =z +0+3.
()
P(€28)=1-P(E<3)=1- R =12, Lot

2. Feladat megoldasa. Jeldlje ¢ az egyszerre mikod6 motorok szdmat. Legyen
A = Az els6 gép mikodik.
B = A masodik gép miikddik.
C' = A harmadik gép miikddik.
Ekkor P(A) = 0,5, P(B) = 0,6 és P(C) = 0,7.
(a) A fliggetlenség miatt

po=PEl=0=P(ANnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)=05-04-0,3
p=PE=1)=PANBNC)+P(ANBNC)+PANBNCQC)
=0,5-0,4-03+0,5-0,6-03+0,5-0,4-0,7
pe=PEl=2)=P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)
=0,5-0,6-03+0,5-0,6-07+05-04-0,7
p3=P(¢=3)=P(ANBNC)=05-0,6-0,7

Tovabba
E€)=0-po+1-p1+2-p2+3-p3 ¢és 2 ot
E(fQ) =0-po+1-p1+4-p2+9-ps,
amibdl
D*(&) = E(€*) — E(&)*> = p1 +4pa + 9ps — (p1 + 2p2 + 3p3)®  és
D(€) = \/p1 +4pa + Ips — (p1 + 2p2 + 3p3)2.
(b)
3 pt

E(50 + 20¢) = 50 + 20 E(¢) = 50 4 20(p; + 2p» + 3ps)
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C csoport

Feladat megoldasa. Ha Vitold veszit, akkor a nyereményét negativ el§jellel szamoljuk, ezért
& lehetséges értékei 0, —1, 2, —3 és 4.

4\ .
(a) Az Osszes esetek szama 2* = 16. Azon esetek szama amikor k darab fej van (k) Igy

(o) 1
P = 0 = L = — ﬁ [ J
() 4
(€ )= 16 ~ 16 ‘ * 16
() _ 6
(€ ) 16 167 ,
(4) 4 6 * °
¢ ) 16167 }3 1 2 4
() _ 1 T
P =4)= % = — 1 pt
E=9=16 =16 P
(b) Mivel
1 4 6 4 1
EY)=0 - — —1-—+92. — 3. — 4+ 4. — —
(€)=0 16 16 * 16 3 16 * 16 0
ezért a jaték igazsagos. 2 pt
c) Leggyorsabban akkor nyer 20 érmét, ha az els§ 5 jaték mindegyikét gy nyeri meg, hogy
g8 g g g, hog
mind a 4 érme fej, ennek az esélye
1\?
()
(d) Vitold varhato nyeresége n jatszma utéan E(n - ), de
E(n-€) =n-E() =0,
3 pt

ezért Vitold varhatoan sose fog 2 nyert pénzérmével biiszkélkedni.



11.

Nevezetes diszkrét eloszlasok; kovariancia,
korrelacio

Hazi feladatok

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Eloszls P& = k) (&) D2(¢)
Bernoulli (p) PE=0)=1-p, PE=1)=p| p p(1—p)
Binomialis (n,p) (k1 —p)n* k=0,....n | np np(1 —p)

1 1-—
Geometriai (p) (1—p)*1p k=1,2,... - 2p

p p
Hipergeometrikus (}k() (ﬁ:?) & }O’< 'N’ ™ nK | (KN — K2)(Nn —n?)

N S
P o) A k=0,12...| \

oisson e V<0

1. Feladat. Manszvét és kisoccse Melkisédek azt jatsszak, hogy feldobnak harom szabalyos
dobodkockat. Melkisédek akkor nyer a jatékban, ha a dobott értékek kozott van egyforma. Mel-
kisédeknek nagyon tetszik a jaték, ezért mar a 20. kort jatsszak.

(a) Adjuk meg Melkisédek nyerésének valoszintiségét.

(b) Varhatéan hanyszor nyert Melkisédek és mennyi a szérasa a nyerések szamanak?

(c) Mennyi a valosziniisége, hogy Melkisédek legfeljebb egyszer veszitett?

(d) Mennyi a valoszintisége, hogy Melkisédek tébb mint haromszor, de kevesebb, mint hatszor
nyert?

168
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Megoldas. Jelolje & Melkisédek nyerésének szamat egy jaték soran, ekkor & Bernoulli—eloszldst
kévet. Ha mindharom kockan kiilonb6z6 érték szerepel, akkor Melkisédek veszit, azaz & = 0,
ennek a valoszintisége

Kiilénben nyer,

ezért a Bernoulli—eloszlas paramétere p = —.
Jelolje n Melkisédek nyeréseinek szamat hisz jatékbol. Mivel a nyerési esély egyméastol

fiiggetleniil minden jatékban ugyanannyi, p = 9’ ezért n binomidlis eloszlast kovet n = 20 és

p= 9 paraméterekkel.

(a) Igy

(b) Tovdbbé

azaz varhatoan kilencszer nyert.

A szoras
4 5
D(n):\/np(l—p):\/%-g-g ~ 2,222

(c) Ha legfeljebb csak egyszer veszit, akkor legalabb 19-szer nyernie kell, azaz a keresett
valoszintiség

4 19 5 4 20
P(n > 19) = P(n = 19) + P(y = 20) = 20 - <§> 5t (5) ~ 0,00000235 .

P(3<n<6)=Pn=4)+P(n=2>5)
066 GG ) oo

2. Feladat. Bonaventtura elhatarozta, hogy a valoszintiségszamitas vizsga 20 tétele koziil csak
az els§ 6tot tanulja meg, és ha nem ezen tételek valamelyikét huzza (csak egyet kell huzni),
akkor visszaadja a tételt. Hosszi évek tapasztalata azt mutatja, hogy ha megtanult tételt hiz,
akkor 80% eséllyel atmegy a vizsgan. Tovabbé a vizsgéztatd volt olyan kedves, hogy megen-
gedte Bonaventiranak, hogy akarhanyszor vizsgazhasson ebben a félévbhen. Jeldlje & azt, hogy
hanyadik alkalomra sikeriil a vizsgat teljesitenie.

(a) Adjuk meg ¢ eloszlasat.
(b) Varhatoan héany sikertelen vizsgaja lesz Bonaventiranak ebbél a targybol?
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(c) Mennyi a valoszintisége, hogy négynél tobbszor kell vizsgéznia?

(d) Bonaventtira a 407,6 km-re 1év6 Lickovadamosrol utazik be vizsgazni, igy minden egyes
vizsgaalkalom 5.600 forintjaba keriil. Varhatéan mennyibe fog keriilni neki ez a sok vizs-
gaismétlés?

Megoldas. Annak a valdszintisége, hogy Bonaventira egy tetszéleges alkalommal teljesiti a
vizsgat
) 1
_ — . O 8 = —
p 20 ) 5 )

1
igy egy probalkozas sikeressége a p = — paramétertd Bernoulli—eloszléssal irhato le.
Mivel € az elsd sikeres vizsga bekovetkezéséig sziikséges probéalkozasok szamat adja, ezért &

geometriar eloszldst kovet a p = R paraméterrel.

(a) Igy & valoszintiségeloszlasa

(b) Varhatoan

alakalommal kell elmennie vizsgazni, ahhoz, hogy sikerrel jarjon, igy 4 sikertelen vizsgara
szamithat.
(c) A keresett valoszintiség

S/ L T R AN Ry A LR/ L |
P(¢ > 4) = = R Z) = = 0,4096 .

MEGJEGYZES. Pontosan akkor kell 4-nél tobbszor vizsgaznia, ha az els6 4 vizsgan meg-

bukott, igy
A\ 4

(d) Az E(5600¢) értéket keressiik, amely a varhato érték linearitasa miatt

E(5.600¢) = 5.600 E(£) = 5.600 - 5 = 28.000 .

3. Feladat. A Kalkulus I. vizsgara késziil6 Evariszt se szeret annyira tanulni. Elhatarozza,
hogy az 50 definiciobdl csak 10—et tanul meg, de azokat legalabb hibatlanul le is tudja irni. A
vizsga elGtti beugron az 50 definiciobol csak 6t6t fognak kérdezni.

(a) Adjuk meg annak az eloszlasat, hogy héany olyan definiciot kérdeznek Evariszttol a beug-
ron, amit megtanult.

(b) Varhatéan hany definiciot fog tudni Evariszt a beugro kérdései koziil?

(c) Mekkora eséllyel mehet vizsgazni, ha a sikeres beugrohoz legalabb két definiciot hibatlanul
kell tudni?
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Megoldas. A beugrén N=50 definicié van, ebbdl Evariszt csak K =10-et tanult meg, de azokat
legalabb hibatlanul. Az 50 definiciobol az oktaté a beugrora n=>5-0t vdlaszt ki véletlenszert-
en visszatevés nélkiul. Jelolje € azoknak a beugron kérdezett definicioknak a szamat, melyeket
Evariszt megtanult. Ekkor & hipergeometrikus eloszlast kovet.

(a) Igy & valoszintiségeloszlasa
(%) )

P(gzk):W, k:O,1,2,3,4,5.

(b) A beugron varhatéan csak

definiciot fog tudni.

(c)

4. Feladat. Egy adatszerverre érkezd lekérdezések szama Poisson—eloszlast kévet. Tudjuk, hogy
0,2 annak a valdsziniisége, hogy egy 6ra alatt nem érkezik lekérdezés az adatszerverre.

(a) Mennyi a lekérdezések szamanak orankénti varhato értéke?

(b) Mennyi a 20 percre juto lekérdezések szamanak szorasa?

(c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 20 perc alatt legalabb 1, de kevesebb, mint 3 lekér-
dezés torténik?

Megoldas. Jelolje £ az egy ora alatt beérkezett lekérdezések szamat. Felhasznalva a Poisson—
eloszlas valoszintiségeloszlasat, kapjuk, hogy

PE=0)=e¢"=02,
azaz a £ eloszlas paramétere
A=—In02=1Inb ~ 1,61.
(a) Ezek alapjan a lekérdezések szamanak orankénti varhato értéke
E(§) =In5.

1
(b) Jelolje n a 20 perc, azaz — oOra alatt beérkezs lekérdezések szamat. Mivel 7 is Poisson—

n
eloszlast kovet, és varhatoan 3 lekérdezés fut be 20 perc alatt, ezért n paramétere

_ln5
3

A ~ 0,536 .

Ezek alapjan a szorasa

(¢) Az n valoszintiségeloszlasa alapjan

In5 _ws 1 /In5\> _ms
P1<n<3)=Pn=1)+P(n=2)=—=e€ 3 tol5)e” ~ 0,398.
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Kovariancia és korrelacio

o A& ésn diszkrét valdsziniségi valtozok pontosan akkor figgetlenek, ha minden x,y € R
eselén
P =z n=y)=P{=2)-Pln=y).

o A £ ésn valdszinidségi valtozok kovariancidja

Cov(¢,n) = E(¢n) — E(§) E(n),

korreldcios egyiitthatoja

Cov(&;n)
corr(&,n) = D{E) - D)

o Ha & ésn fiiggetlen valdszindségi vdltozok, akkor Cov(&,m) =0, corr(&,m) =0 és
D*(¢ +n) = D*(&) + D*(n) .

5. Feladat. Az egyik amerikai egyetemen a ’60-as években azt vizsgaltak, hogy az L.SD hogyan
hat a matematikai teljesitményre. A vizsga el6tt fél 6raval véletlenszeriien harom részre bontot-
tak a csoportot: az els6 csoport nem kapott semmit (7 = 0), a masodik egy (n = 1), a harmadik
pedig fejenként két (n = 2) darab 1 mg—os LSD tablettat kapott. (Mar 20 mikrogrammnak
is érezhets hatasa van.) A kisérletben csak azt nézték, hogy a hallgato atment (£ = 1) vagy
megbukott (£ = 0) a vizsgan. Szézalékosan kifejezve a kovetkezs eredmény sziiletett:

E\nl 0 1 2
0 [13 23 14

1 19 11 20

(a) Irjuk fel £ és n szazalékos eloszlasat, varhato értékét és szorasat kiilon-kiilon.

(b) Irjuk fel € - szazalékos eloszlasat és varhato értékét. Adjuk meg € és 1) kovarianciajat és
korrelacios egyiitthatojat.

(c) Ha egy véletlenszertien valasztott résztvevordl tudjuk, hogy sikeriilt a vizsgéaja, akkor mek-
kora valoszintiséggel kapott két tablettat? Filiggetlen—e egymastol a két véletlen valtozo?

Megoldas.
(a) A & véletlen valtozo szazalékos eloszlasat a tablazat sorainak Gsszegzésével kapjuk.

E\n|l0 1 2| %
0 13 23 14| 50
1 19 11 20| 50

Igy & varhato értéke
E)=0-05+1-05 =0,5,

mésodik momentuma
E()=0*-05+1*-05 =05,

szorasa pedig

D() = E(@) - EX€) = 025 =05.
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Az n szazalékos eloszlasdhoz az oszlopok szerint Osszegziink.

E\nl 0 1 21| %
0 |13 23 14| 50
1 |19 11 20| 50

% 32 34 34

Innen 7 varhato értéke
E(n)=0-0,324+1-0,34+2-0,34 =1,02,
masodik momentuma
E(n’)=07-032+1-034+27-034 =17,

és 1gy szorasa

D(n) = VE(P) - En)  ~0812.

(b) A £ -n szazalékos eloszlasa

5\77‘0 12 alapjan 5'77‘0‘1‘2

0 [13 23 14 % |69 11|
1 |19 11

Igy € - n varhato értéke
E(-n7)=0-069+1-0,1142-0,2 =0,51.
Ezek alapjan £ és n kovarianciija
Cov(&,n) = E(&-n) — E() E(n) =0,51 —0,5-1,02 =0.
Ezért a korrelacios egyiitthato is nulla,

corr(€, ) = 0,

azaz & és n korrelalatlan, nincs kozottiik linearis kapcsolat.
(c) A feltételes valoszintiség definicioja és a tablazat alapjan

P(=1,n7=2) 02
Pln=2) 034

Pé=1|p=2) = ~ 0,588

Jol lathatoan

P((=1,7n=2)#P(¢=1)P(n=2), ugyanis
0,2#£05-0,34,

azaz £ és n nem fiiggetlenek.

MEGJIEGYZES. A korreldlatlansagbol nem kdvetkezik a fiiggetlenség.
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6. Feladat. Az informatikus hallgatok elmult 20 év Kalkulus I. (§) és Diszkrét matematika I.
(n) tanulmanyi eredményeit a rendelkezésre all6 t6bb mint 6.000 adatpar alapjan értékelve az
egyiittes eloszlasukra szézalékban kifejezve a kdvetkezd tablazatot kaptuk.

E\n|1 2 3 45
1 [19 5 16 0 0
2 |1 29 7 3 0
3 /o 1 7 51
410 0 1 0 3
5 [0 0 1 01

Adjuk meg £ és n kovarianciajat és korrelacios egyiitthatojat. Milyen kapcsolat van a két ér-
demjegy kozott?

Megoldas. Az egyiittes eloszlas ismeretében a Kalkulus I. és a Diszkrét matematika I. sza-
zalékos eloszlasat a kovetkezs tablazat adja.

E\nl1 2 3 4 5] %

1 [19 5 16 0 0 40

2 |1 29 7 3 0] 40

300 1 7 5 1| 14

4 10 0 1 0 3| 4

5 10 0 1 0 1] 2

% [20 35 32 8 5

Ezek alapjan £ varhato értéke
E(€)=1-0442-04+3-0,14+4-0,04+5-0,02 =1,88,
masodik momentuma

E(E?)=17-04422-04+3-014+4%-0,04+5%-0,02 =44,

szordsa pedig

D(¢) = \/E (€2) —E*(¢) = 1/0,8656 =~ 0,9304.

Hasonloan, n varhato értéke
E(n)=1-02+2-035+3-032+4-008+5-0,05 =243,
méasodik momentuma
E(n’)=17-02+42°-035+3%-0,32+4%-0,08 +5°-0,06  =7,01,

szorasa

D(n) = /E () - EX(5) = /L1051 ~ 1,05.

A £ - n szazalékos eloszlasa a tablazat alapjan a kovetkezd.

En|1]23|4[5[6][8|9[10[12]15]16]20]25
% [19]6[16]29]0[8[3[7]0[6]2]0]|3]1
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Igy € - n varhato értéke

E(¢n) =1-0,19+2-0,06+3-0,16+4-0,29+6-0,08 + 8- 0,03
+9-0,07412-0,06+15-0,02+20-0,03+25-0,01  =5,17.

Ezek alapjan £ és n kovarianciaja
Cov(¢,m) =E(E-n) —E()E(n) =5,17—1,88-2,43 = 0,6016

és korrelacios egyiitthatoja

Cov(&,n)
D(£) - D(n)

A két jegy kozott pozitiv irdnyt, kozepes erdsségii linearis kapcsolat van.

corr(&,n) = ~ 0,616 .
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Videok

Nevezetes diszkrét eloszlasok

Oldjuk meg a kovetkez§ feladatokat.
1. Feladat.

(a) Szabalyos dobokockaval egyszer dobunk. Jeloljiik a dobott szam értékét a & véletlen val-
tozoval. Milyen értékeket vehet fel £, és ezeket milyen val6szintiséggel veszi fel?

(b) Jeloljiik & véletlen valtozoval azt, hogy egy ember a hét mely napjan sziiletett. Milyen
értékeket vehet fel £, és ezeket milyen valészintiséggel veszi fel?

(c) Egy pénzérme egyszeri feldobasnal jeloljiik a kimenetelt a £ véletlen valtozoval. Milyen
értékeket vehet fel &, és ezeket milyen valészintiséggel veszi fel?

(d) Az urnaban 1évs 20 goly6 koziil 16 piros és 4 kék. Egy golyot hizunk. Legyen a & véletlen
valtozo értéke 1, ha kéket hiuztunk, és 0, ha pirosat. Milyen valoszintiséggel veszi fel £ a
0-at illetve az 1-et?

(e) Egy nem szabélyos pénzérme egyszeri feldobasanal a fej valoszintisége legyen p. Jeloljiik
a & valoszintiségi valtozd a kimenetelt. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket milyen
valoszintiséggel veszi fel?

Megoldas. @3 YouTube

(a) & lehetséges értékei: {1,2,...,6}; P({=k)=

[\)

,...,6, egyenletes eloszlas.

(b) & lehetséges értékei: {1,2,...,7}; P(E=k)=—=, k=1,2,...,7, egyenletes eloszlas.

1
(c) & lehetséges értékei: {0,1}; P({=0)=P(=1) = 3 egyenletes eloszlas.
16
(d) & lehetséges értékei: {0,1}; P(£=0) = 20’ P¢=1)= 20’ Bernoulli—eloszlas.

(e) & lehetséges értékei: {0,1}; P(£ =0)=p, P({ =1) =1—p, Bernoulli-eloszlas.

2. Feladat.

(a) Az urnaban 16v6 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevés nélkiil 3 golyot kivalasztva,
jelolje a & véletlen valtozo a kék golyok szamét. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket
milyen valoszintséggel veszi fel?

(b) Az urnaban lévs 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevéssel 3 golyot kivalasztva,
jelolje a & véletlen valtozd a kék golyok szaméat. Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket
milyen valoszintiséggel veszi fel?

(c) Két kockaval n—szer dobtunk. Jelolje az n véletlen valtozo azt, hogy hanyszor lett a dobott
szamok Osszege 7. Milyen értékeket vehet fel 7, és ezeket milyen valoszintiséggel veszi fel?


https://www.youtube.com/watch?v=MHXOEbACcg0
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Megoldas. ° YOUTUhe

(a) Re={0,1,2,3};

16-15-14 16-15-12 16-3-12
(£=0) 20-19-18° (¢ ) 20-19-18° (¢ ) 20-19-18°
P(E=3)= 1:8:2 trikus eloszl4
=3) =0 0. 18’ ipergeometrikus eloszlés.
64 48 16 1
P& = = — PEt=1)=—, P€E=2)= —, Pl = = —— bi 1ali
eloszlés.

(c) R,=1{0,1,2,3,...,n}; Pin=k)= (Z) " (1 —=p)"* k=0,1,...,n, binomidlis

eloszlés.

3. Feladat.

(a) Az urnéban 1évs 20 golyo koziil 16 piros és 4 kék. Visszatevéssel addig htizunk, amig nem
htiztunk kéket. Jelolje a & véletlen valtozé azt, hogy hanyadik htzasra haztunk kéket.
Milyen értékeket vehet fel &, és ezeket milyen valosziniiséggel veszi fel?

A hidon egy ora alatt athalad6 autok szdma Poisson—eloszlast kovet A = 200 paraméterrel.
Mennyi a valoszintisége, hogy

(b) 3 perc alatt 8 auto halad at,
(c) 2 perc alatt legalabb 8 auté halad at?

Megoldas. u YO“TUhe

AN
(a) Re={1,2,3,...}; P({=k)= (5) B k € N, geometriai eloszlas.

(b) —— - e71% Poisson-eloszlas.

20\
() = o ,
-e 3, Poisson—eloszlés.



https://www.youtube.com/watch?v=2EVZmzhZFSE
https://www.youtube.com/watch?v=Tb8OKNVhsl4

NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK; KOVARIANCIA, KORRELACIO 178

Kvizek

A csoport

1. Feladat. A hires kalocsai porcelanmanufaktiraban naponta 40 kézzel festett porcelan ét-
készletet gyartanak, de sajnos ebbdl 10 mindig selejt. A nap végén a Nemzeti Fogyasztovédelmi
Hatosag rogtonzott mindség ellendrzést végez és megvizsgalnak 5 véletlenszerden kivalasztott
aznap készitett étkészletet.

(a) A megvizsgalt 5 termék kozotti selejtes termékek szama milyen eloszlast kovet?
(b) Varhatoan héany selejtes étkészletet vizsgalnak meg?
(c) Mennyi annak az esélye, hogy legfeljebb egy selejtes étkészlet lesz az ellendrzottek kozott?

2. Feladat. Husvétra piacra keriiltek a Kinder Meglepetés 1j, hires matematikusfigurakat tar-
talmazo Kinder tojasai. Atlagosan minden 4-edik tojas rejt matematikusfigurat, koztiik van
példaul Bernoulli, Cauchy, Lebesgue, Poisson, Darboux, ¢és az egyetlen magyar figura Zadori is.
Ompoly kapott a nagysziileit6l, Robinzontol és Jarmilatél 10 Kindert.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Ompoly 3 matematikust talalt?
(b) Mennyi a valoszintsége, hogy megtalalta Bernoullit, ha a cég 6sszesen 50 kiilonb6z6 hires
matematikust rejtett a tojasokba?

B csoport

1. Feladat. A statisztikdk alapjan egy ko6zonséges titon az egy évben torténd balesetek szama
Poisson—eloszlast kovet. Magyarorszag legveszélyesebb f6utvonala a 4—es f6ut, ahol atlagosan
200 baleset torténik évente, és a balesetek 7%—a halalos kimeneteli. Mekkora a valoszintisége,
hogy ebben az évben legalabb 17 halalos baleset fog torténni a 4-es f6uton?

2. Feladat. A World of Warcraft jaték Black Temple raidjében Illidan a fGellenség. A Black
Bow of the Betrayer fegyvert csak az 6 megolésével lehet megszerezni. Annak a valdszintisége,
hogy ezt a kardot a haldla utéan ki lehet a holttestébdl lootolni 17% (dropp rate), tovabba
hetente csak egyszer lehet megélni.

(a) Atlagosan hanyszor kell megélni Illidant, hogy megszerezziik a fegyverét.

(b) A jatékokban altalaban szerencsétlennek mondhat6é Zarnocz Tamaés kolléganknak 12 al-
kalomba, azaz majd 3 honapba telt megszerezni a fegyvert tigy, hogy minden héten pro-
balkozott. Mennyi annak a valoszintisége, hogy pontosan ennyi alkalom kell a targy meg-
szerzéséhez?

(c) Mivel a 10 éves Pistikék sirnak, hogy nehéz a targyat megszerezni, ezért a Blizzard,
a jaték gyartoja az 0j kiegésziténél a 17%—os valoszintiséget ugy szeretné modositani,
hogy legalabb 50%-os eséllyel legfeljebb a masodik alkalommal megszerezhetd a fegyver.
Legalabb mekkoranak kell beallitani a Black Bow of the Betrayer dropp rate—jét?
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C csoport

Feladat. Egy kinai tartomanyban a tiidérakos megbetegedések (£ = 0, 1) és a betegek dohany-
zési szokasai (u = 0,1,2) kozti kapcsolatot vizsgaltak. A & véletlen valtozé pontosan akkor
nulla, ha a beteg nem tiidérakos; p pedig attol fiiggéen 0, 1, vagy 2, hogy a beteg nem do-
hanyzik, kevesebb vagy legalabb 10 szal cigit sziv el egy nap. A megfigyelt 3000 beteg és 3000
egészséges egyén adatainak feldolgozasa utan a kévetkezd szézalékos eredményt kaptak.

Sl 1 o
0 32 15 3

1 12 8 40

Hatarozzuk meg a két véletlen valtozé korrelaciojat.
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Kvizek megoldasa

A csoport
1. Feladat megoldasa. Legyen £ a megvizsgilt termékek kozotti hibas étkészletek szama.

(a) Ekkor ¢ hipergeometrikus eloszlasu (40, 10,5) paraméterekkel.

(b)

()
PE<1)=PE=0)+P(=1) = ——7p—+

(40) 1 pt
2. Feladat megoldasa.

(a) Jeldlje & a 10 tojasban talalt matematikusfigurak szaméat. Ekkor £ is binomialis eloszlast
n = 10 és p = 1/4 paraméterekkel, ezért

(V)" .

(b) Jelolje n a 10 tojasban talalt Bernoulli figurak szaméat. Ekkor n binomiélis eloszlast n = 10

es
11

1
P=1"50 " 200

paraméterekkel, igy

10\ / 1 \" /199)"° 199\ "
P(lp>1)=1—Plp=0)=1— ) () =1 (22 . 3 pt
(nz1) (n=10) (0) (200) <200) (200) P
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Legyen i az egy évben bekovetkezett haldlos balesetek szama, ekkor
1 is Poisson—eloszlasi, és
E(p) =200-0,07 = 14

miatt A = 14. Igy

16 14k
P(,MZ17):1—P(u<17):1—zﬁ614

k=0

2. Feladat megoldéasa. Jelolje £ a targy megszerzéséhez sziikséges alkalmak (hetek) szamét.
Ekkor £ geometriai eloszlasi 0,17 paraméterrel.

(a) ,
E(¢) = 017
(b)
P(¢ =12) =0,83".0,17

(c) Legyen a keresett valosziniiség p. Ekkor a

P(<2)=P(E=1)+P(=2) >

—p® +2p >

S NN RN

v

9 1
2412

V2

V2

Tehat p legalabb p; =1 — -

1 pt

3 pt



NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK; KOVARIANCIA, KORRELACIO

C csoport

Feladat megoldasa. Ekkor

E\pl 0 1 21%

0 32 15 3 |50
1 2 8 40|50
% |34 23 43

és

50 50 1 34 23 43 109
BE) =0 412 =2 ¢ B =0 — 1.0 4y9.2 2"
(&) o0 02 ¢ EW 100 T 100 T 100~ 1007

50 50 1 34 23 i3 195

E 2:2._ 12 S P E 2:2._ 12__ 22._:_

() =015t =2 & B =015+ 1 15 100~ 100’

1 1 195 1092
DE)=1/=—~ & Du)=1/— - .
(&) ;-1 & D 100~ 1002

Tovabba & - u szazalékos eloszlasa

E€-n|0]1]2
% |52|8]40
Ebbal 52 8 40 88
BEu) =0 22 41— 49. 2 - °°
(&r) 100 7100 T 200 ~ 100
adodik, azaz
88 1 109 67
C i L
V(&1 =100 72 100 ~ 200°
tehat 67
200

corr(§, p) =

V/l 1 /195 1092
9 4 V100 1002

MEGJIEGYZES. Mivel
corr(&, ) ~ 0,768 ,

igy a két valtozo kozott pozitiv irdnya kdzepesen erds linearis kapcsolat van.

2 pt

3 pt



12.

Folytonos eloszlasok

HAazi feladatok

Eqgy & véletlen wvdltozo folytonos eloszldsi, ha létezik egy nemnegativ f fligguény, melyre &

eloszlasfigguénye

Fg(x):P(§<x):/_m f#) dt, zeR.

Az fe(z) = f(x) figguény a & véletlen vdltozo striségfigguénye, tovdbbd

E(§) ::/ vf(z) dv, E(&?) ::/ 2 f(x) dr .
Nevezetes folytonos eloszldsok
Eloszlas f(x) F(x) E(€) | D*¢)
1 T—a a+b| (b—a)
<z <
Egyenletes (a, b) g P a<zx<b 5 5
T _A\x )z T > 0 l i
Exponencialis () e l—e \ =0 )\ 2
Normalis (p, 0%) L —co<x <00 | W o?
’ V2o

1. Feladat. A Black Fridaykor megrendelt csomagomroél értesitést kaptam a futarszolgalattol,
hogy ma fogjak kézbesiteni délutan 1 és 4 kozott. A kézbesités idGpontja egyenletes eloszlést

kovet.

(a) A matekorarol csak délutan kettdre tudok hazaérni. Mi a valosziniisége, hogy a futar akkor

jon, amikor még nem vagyok otthon?
(b) Adjuk meg az eloszlasfiiggvényt, majd abrazoljuk is azt.

183
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(c) Mennyi a valoszintisége, hogy 3 utén érkezik meg a csomag?
(d) Mutassuk meg, hogy az

, haxell,4],
0, kiilonben

W =

fz) =

fliggvény a futar érkezésének stirtiségfiiggvénye, majd dbrézoljuk is a fiiggvényt.
Megoldas. Jelolje € a futar érkezési idGpontjat.

(a) A & véletlen valtozo egyenletes eloszlast kovet, igy a keresett valoszintiséget a kedvezd
intervallum, az [1,2] és az Osszes intervallum, az [1,4] hosszanak hanyadosaként szamit-

hatjuk ki, azaz
2—1 1
P(6<2)=""" =2,
(b) Az el6z6 rész alapjan, ha z € [1, 4], akkor
r—1
Fr) = Ple <) = T2 L.

Mivel annak, hogy délutan egy el6tt érkezik a futar, 0 a valoszintisége, tovabba & biztosan
kisebb, mint 4, ezért az eloszlasfiiggvény:

14 .
0, haz <1
—1
Fe(z) = ”33 , hal<z<4 Fe(x)
1, ha4 < x. . ;
1 4

MEGJEGYZES. Mivel Fg¢(z) folytonos, igy minden z € R szdm esetén P(§ = x) = 0, ezért
P(€ < 2) = P(€ < x) = Fy(x). 2

(c¢) Ekkor

P(§>3):1—P(§§3):1—F§(3):1—§:%.

(d) Az f(z) fiiggvény nemnegativ. Megmutatjuk, hogy az integralfiiggvénye Fg(z).

Ha z < 1, akkor
/ f(u)du:/ 0du=0=Fe(z).

Ha z € [1,4], akkor

Végiil, ha x > 4, akkor

T 1 41 T 1
/ f(u)du:/ 0du+/§du+/0du:0+[§u} +0=1=Fe(x).
—00 —00 1 4 u=1

A stiriiségfiiggvény grafikonja:
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fe(x)

wl=

L 4
MEGJEGYZES. Minden pontban, ahol f¢(z) folytonos, fennall az

F(z) = fe(x)

Osszefiiggés. e

2. Feladat. Amikor telefonalok, a beszélgetéseim percekben kifejezett hosszusiga egy & valo-
szintiségi valtozo, melynek értékei 1 és 5 kozé esnek, tovabba stiriségfiiggvénye

4 hal<a<5
7 a —_ x —_ 7
fe(x) =922
0, kiilonben.

(a) Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, majd abrazoljuk & sirtségfiiggvényeét.
(b) Mennyi annak az esélye, hogy egy telefonhivasom hossza 3 és 10 perc kozé esik?
(c) Atlagosan milyen hossziak a beszélgetéseim, és mennyi a hivasaim hosszanak szorasa?

Megoldas.
(a) Ahhoz, hogy fe(z) siirtiségfiiggvény legyen, teljesiilnie kell, hogy fe(z) >0, és
/ fe(u) du=1.

Ezért a > 0, tovabba

0 5 a 5 175
fe(u) du:/ —Qdu:/ au? du = [a —}
— 0 1 1 —1 u=1
[ ar a+ 4
= | —— —_ —— a = —q
Udu=1 57
miatt a—§
=
S |
1
fe(z)
1
2ZU
1 5

(b) A keresett valoszintiséget az eloszlasfiiggvény ismerete nélkiil, a striségfiiggvénybdl is
meghatarozhatjuk:

10 5
P(3<§<10):/3 felw) do = | idzzg[—l} :é.
3
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(c) A £ varhato értéke

masodik momentuma
2 = * . 3 °5 571 5
E(§)—/_OO:U fg(x)dm—/lx 5 dv /1 4d93 {493} 4(5 1)=5.

Tgy a szOrasnégyzete

3. Feladat. Az okostelefonokrol azt allapitottak meg, hogy élettartamuk exponenciélis eloszlast
kovet, atlagosan 5 évig miikodik.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy okostelefon 5 éven beliil elromlik?

(b) Hany éven beliil megy tonkre a telefon 50%—os valoszintiséggel?

(c) Ha a telefon kibirt mar legalabb 100 évet, akkor mennyi a valoszintisége, hogy kibir még
legalabb 5 évet?

Megoldas. Jelolje £ az okostelefon élettartamat.
1
(a) A feladat szovege alapjan E(£) = 5. Mivel £ exponencialis eloszlast kiovet, tehat E(&) = T

1
ezért az eloszlas parameétere A\ = £ Ezek alapjan

1
P<5) =F()=1—¢35°=1-> ~0,63.
e

1
(b) Azt az x értéket keressiik, melyre teljesiil, hogy P(§ < z) = 5
1
L =P(e <) = R)
1
5 =1- 6_%I
e 1
e 5 = —
2
STt
) 2

1
= —5In- ~ 3.47.
T n2 ,

(c) AP(£>105| &> 100) feltételes valoszintiséget kell meghatarozni.

P(¢ > 100) ~ P(6>100) 1-—P(£<100)
—1.105
_ ¢ f — o~ 3(105-100) _ -1 _ 1
e—g~100 e
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MEGIEGYZES. Az (a) rész alapjan
P(¢ > 105 | € > 100) = P(¢ > 5),

azaz a telefon tovabbi miikodésének esélyét nem befolyasolja az, hogy méar mennyi ideje
tizemel. Ezt orokifju tulajdonsaganak nevezziik, és ez csak az exponencialis eloszlasra igaz.

e

4. Feladat. Egy telefonkozpontba beérkezé hivasok szdma Poisson—eloszlast, két hivas kozott
eltelt id6 pedig exponenciélis eloszlast kovet. Tiz perc alatt atlagosan 2 hivas érkezik.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy negyed ora alatt legalabb 4 hivas érkezik?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé két hivas kozott legalabb 10 perc telik el?

Megoldas.

(a) Ha 10 perc alatt atlagosan 2 hivas érkezik a telefonkozpontba, akkor 15 perc alatt atla-
gosan mésfélszer annyi, azaz 3 hivas érkezik. Igy, amennyiben £ jel6li a negyed 6ra alatt
beérkezd hivasok szamat, akkor az A = 3 paramétert Poisson eloszlast kovet. Tehat

P(>4) =1-P(§ <4)
=1-(PE=0+PE=1)+P(E¢=2)+P(=3))
3 5, 3% 5 B
—1—<e + 3e +§6 —l-ge ) ~ 0,353.
(b) Jelolje n a két hivas kozott eltelt id6t percekben mérve. Mivel 10 perc alatt atlagosan 2
hivas érkezik, ezért két hivas kozott eltelt id6 atlagosan 5 perc, azaz E(n) = 5. Tehat az

1 .
1 exponenciélis eloszlas paramétere \ = £ Igy

P(n>10)=1—P(p<10)=1—F,(10) =1—(1—¢ 5%  ~0,153.

5. Feladat. Epifiania néni a z6ldség— és gylimolesboltjaban latszolag teljesen véletlenszert aron
kinélja az epret 1.000 és 3.000 Ft kozott. A szemfiiles Tonuzoba béacsi azonban megfigyelte, hogy
egy véletlenszertien valasztott napon 1 kilogramm eper ara a kovetkezd stirtiségfiiggvénnyel

irhato le:
52 haz € 1,3
—
f(x)=4¢26" " o

0, kiilonben,

ahol az ar ezer forintban értendd.

(a) Atlagosan mennyibe keriil az eper Epifinia néninél?

(b) Mennyi annak az esélye, hogy Tonuzoba bécsi legalabb 3 kilo epret tud venni, ha 5.000
forintot visz magaval?

(c) Atlagosan hany kilo eperre lesz elég Tonuzoéba bacsi 5.000 forintja?
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Megoldas. Jelolje £ az eper arat egy véletlenszertien valasztott napon.

(a) Egy kilogramm eper aranak varhato értéke
3 473
3 3 |z 3 81—-1
BEe) = [ o Sa?dp=2 |Y| =2 .81 ~ 2.308 Ft.
O [ gt 5],
(b) Harom kil eper ara 3¢, igy a keresett valoszintiség:

5 5 3
5 53 3 (23715 3 (3) -1
P3e<5) =P(e<2)=[ Ztde=— |2 =2.8. "~ ~ou.
(8¢ <5) (5—3) /126$ v 26[3} 26 3 7

1

(c) Tonuzoba bacsi Gtezer forinthol E kil6 epret tud venni. Igy varhatéan

5 35 3 15 (3 15 [221° 15 9-1
E(2 :/--—ﬁdm:— rdr=— |2 =222 ~2308ke
¢ Lz 26 26 J, 26 (2], 26 2

epret tud hazavinni a csalddjanak.

MEGJIEGYZES. Vegyiik észre, hogy 2.308 - 2,308 = 5.325 # 5.000. M

6. Feladat. Epifania néni 1 kil6s csomagokat is arul, mert tudja, hogy Tonuzoba bacsi unokaja,
Tarziciusz mindig igy kéri az epret. Atlagosan hany csomag kilés eperre lesz elég Tonuzoba bacsi
5.000 forintja, ha Tarziciuszt kiildi el epret venni?

Megoldas. Jelslje 1, hogy hany csomag kilés epret tud venni Tarziciusz. O csak egész cso-
magokat vasarol, ezért n diszkrét valdszintiségi valtozo. Mivel 1.000 forintos eperar mellett 6t
kilora, 3.000 forint esetén pedig csak egy kiléra elegendé 5.000 forint, ezért n lehetséges értékei
1,2,3,4,5. Hatarozzuk meg n valoszintiségeloszlésat.

Akkor tudunk pontosan egy kiloét venni, ha az eper ara 2.500 forintnal tobb, azaz

5 33 3 (237 3 38— (2)°
=Pp=1)=P(&>= )= —a?dr=— || =— —=2  =0437.
n=P=1 (5 2) 5 260 T 26 {3}5 2% 3 :

Hasonléan végiggondolva

5 5\ 3 [2817  (3)"-(3)
—Ph=2=pP|(2 <Z) === =212 3 ~ 0,423
p:=Pln=2) <3<§—2) 26[3}3 26 e
5 3 3
5 5\ 3 [2*]°  (3) - (5)
=Pn=3)=P(Z<e<Z)=—|=—| =23 4 ~ 0,103
ps =Pl =3) <4 5-3) 26{313 26 o
5 3
5 3 2277 (§) —
—Pn=4)=P(l<ée<) =2 |2| =4 ~
ps=P(n=4) (<€_4> 26{3}1 5 0,037,

Igy 7 varhato értéke

5
E(m)=> k-pr ~1739.
k=1



FOLYTONOS ELOSZLASOK 189

7. Feladat. Az eperszezon kozepén megjelent a malna is Epifania néninél. Tonuzoba bécsi
baratnGje a rejtvényfejtd klubbol, Baucisz néni meghatarozta, hogy az eper és a méalna aranak
egyiittes sirtségfiiggvénye

——yz?lny, haze[l,3] és ye(l,€,
o) = L BT Y [1,3] és ye[l,e]

0, kiilénben.

(a) Hatarozzuk meg a malna aranak strtségfiiggvényét.

(b) Fiiggetlen-e az eper és a malna ara egymastol?

(c) Mennyi a valosziniisége, hogy a mélna ara 2.000 forintnal dragabb?
(d) Mennyi a valészintisége, hogy a mélna dragabb mint az eper?

Megoldas. Jelolje ¢ a malna arat.

(a) Az egyiittes striségfiiggvény alapjan a malna aranak striségfiiggvénye

o) = | " fay) do.

Ha y € [1, e], akkor

3 3
6 2 6 2
= —— y’lydr=———ylny- d
9(y) /113(1+62)yx ny de = ey /196 z
S — Gl O my- 214
Ta+re)! B T B ey T3 T2

kiilénben g(y) = 0.
(b) Mivel
f(@)-g(y) = fz,y),

ezért az eper és a malna ara fiiggetlenek egymastol.
(c¢) Ekkor a malna stiriiségfiiggvényének ismeretében

e, e 4 4 e
P((>2)= dy = Iny dy = —— Iny dy.
(¢>2) /2 9(y) dy /21+e2yny y 1+62/2yny y

Parcialis integralas segitségével
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Az egylittes siirtiség fiiggvény ismeretében y1 o
kapjuk, hogy iy L
6 B
P> = [[ sy duy
y>x
1 +4

Az abra alapjan valasztjuk az integralasi
sorrendet, tovabba a fenti integralok alap-
jan

o0 Yy € Yy 6

pes 0= [ [ sy = [ ([t ety dn)ay
B e 6 [L’3 Y B e 6 y3_1
_/1 13(1+62)ylny’{3L21d3’_/1 13(1+e2)ylny'( 3 )dy

© 2
—/1 m(y4—y)lnydy.

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

H)—‘
Il

amibdl

5 2 5 27 Y=¢
P(C>§)=#K%—%)lny—y—+y—]

2 5 2 5 2 1 1
_ <€__€__e_+€_+___> ~ 0,308
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Videok

Folytonos eloszlasok

1. Feladat. Valasszunk a [0, 1] intervallumon véletlenszertien egy pontot. Jeloljiik a & valoszi-
niliségi valtozoval az origotol valo tavolsagat. Adjuk meg &

(a) értékkészletet, (e) szorasat,
(b) eloszlasfiiggvényét 1 3 N
’ f) aP| = = 1 t
(c) stirdségliiggvényét, (f) a 3 <&< g ) VAIOSZIUSEREL,
(d) vérhato eértékét, (g) a P(|¢€ —1,2| < c) valoszintiséget (¢ > 0).

Megoldas. &3 YouTube

(a) Re=[0,1]

(b) (c)

1
Z g
(@ 5 (8)
(e) 1_1 2c, O<C§1
3 4 Pl -12/<c)= 1 2
5 1, _<C
(f) = 2
12

2. Feladat. Két barat véletlenszertien talalkozik 8 és 10 o6ra kozott. Mennyi a valoszintsége,
hogy lekésik a 9:30-as mozit?

Megoldas. % & YouTube

3. Feladat. Egy villanykorte atlagos élettartama exponencidlis eloszlast kévet, varhatoan
10.000 ora.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb 10.000 orat vilagit?


https://www.youtube.com/watch?v=7apSIsePKok
https://www.youtube.com/watch?v=Pi_SkpEX494
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(b) Mennyi a valosziniisége, hogy még legalabb 5.000 orat vilagit, feltéve, hogy eddig mar
7.000 oraja ég?

Megoldas. &3 YouTube
(a) e! (b) ez

4. Feladat. Egy szoveten a szovéshibak exponencialis eloszlast kovetnek. Azt tapasztaljuk,

hogy 100 méteren 10 hiba talalhato.

(a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 10 méteren 3-nal t6bb hiba talalhat6?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy hiba utan legalabb 8 méteren keresztiil hibatlan az
anyagunk?

Megoldas. u YOUTUhe

22 23 _8
(a) 1— (6_2+2-€_2+—€_2+—'€_2) (b) 73

5. Feladat. Modellezziink a segitségével!

A kinai holgyek atlagmagassaga normaélis eloszlast kovet. Az &tlagmagassag 150 cm, 10 cm
szorassal. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy holgyet véletlenszertien valasztva

(a) magasabb, mint 160 cm, (b) alacsonyabb, mint 145 ¢cm?

Megoldas. u YOUTUhe

() 1 ®(1) ) 1_¢<%>

6. Feladat. Egy lift terhelése normélis eloszlast kovet. Az atlagos terhelés 660 kg, és tekintsiik
egy ember tomegét N (80, 100) eloszlastnak.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a lift 8 embert elbir?

b) Adjunk meg olyan, az egyiittes varhato értékre szimmetrikus intervallumot, amely a 8
J g oly gy y
ember tomegét 0,95 valdszintiséggel tartalmazza.

Megoldas. 2 YouTube
(a) ® (L) (b) [584, 696]


https://www.youtube.com/watch?v=lru-UatNRuw
https://www.youtube.com/watch?v=crCih9K_3ZE
https://www.youtube.com/watch?v=BC1nLMYrAcA
https://www.youtube.com/watch?v=8y-AkwkwoXs
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Kvizek

A csoport

Feladat. Gotham Cityben annyira elharapézott a biinozés, hogy éranként atlagosan 4-szer
riasztjak Batmant. A megfigyelések alapjin a riasztasok kozott eltelt id6 exponencialis eloszlas,
az oranként érkezett riasztasok szama pedig Poisson—eloszlésii.

a) Két riasztas kozott atlagosan mennyi idg telik el?

b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy két riasztas kozott eltelt id6 kevesebb, mint 10 perc?
)
)

— TN

c) Mennyi a valészintisége, hogy fél 6ran beliil kevesebb, mint 3-szor riasztjak Batmant?

d) Ha feltételezziik, hogy Batman, mint minden rendes szuperhds, csak napi nyolc 6rat dol-
gozik, este 9 és hajnal 5 kozott, mekkora az esélye, hogy munkaidejében tényleg annyi
riasztast kapott, amennyit vart?

(e) Kedden Batman rogton riasztassal kezdte a munkaidejét, utana viszont este 10-ig nem

kapott riasztast. Mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezd fél oraban sem fog?

~—~

B csoport

1. Feladat. A Ferrari autogyarban az ikerpar Ozor és Ozul két gépen motordugattytkat keé-
szit. Ezek élettartama exponencialis eloszlast kdvet, az els§ gépnél 15 év, a méasodiknal 18 év
varhato értékkel. Az elsé gép a termelés 40%-at adja. Mekkora a valoszintisége, hogy az egy
helyen gyiijtott dugattyuk koziil a mingségellenér Principusz egy olyat valaszt, amely tovabb
fog mtikodni, mint 20 év?

2. Feladat. Egy erdsen korroziv koriilmények kozé tervezett vezeték szigetelésének vastagsaga
egyenletes eloszlast 20 és 40 mikron kozott. Irjuk fel a szigetelés vastagsaganak eloszlasfiiggve-
nyét és dbrazoljuk is. Mekkora a valoszintisége, hogy a szigetelés vékonyabb, mint 35 mikron?

C csoport

1. Feladat. Egy csokoladégyarban a nugatkrémnyomoé berendezés mar nem szamit tjnak, at-
lagosan 20 percenként elakad és 5 percbe telik tjra elinditani. Az elakadésok kozott eltelt id6
exponencialis eloszlast kovet. Varhatoan mennyi idébe telik, mig a berendezés egy nett6 1 6réas
munkat elvégez?

2. Feladat. A ¢ véletlen valtozo stiriiségfiiggvénye

az’Inz, haxz € (1,e);
Jelw) = {o, Kiilénben,

Hatarozzuk meg az a paramétert. Mennyi £ varhato értéke?
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D csoport

Feladat. Brit tudosok kimutattak, hogy karacsonykor a Tescoban kaphato hecsedli (z) és pu-
szedli (y) £-ban adott aranak egyiittes stirtiségfiiggvénye

cx’+ay+1, haO0<ux,y<I;
flz,y) = o
0, kiilonben.

(a) Mennyi a ¢ paraméter értéke?
(b) Fiiggetlenek—e a termékek arai egyméastol?
(¢) Mennyi a valosziniisége, hogy a hecsedli dragabb, mint a puszedli?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa.

(a) Atlagosan 4 riasztéas érkezik 60 percenként, tehat atlagosan

60

15
4

perc a két riasztas kozott eltelt id6.
(b) Legyen £ a két riasztas kozott eltelt id6 percekben. Ekkor az (a) rész alapjan E(§) = 15,

ezért A\ = —.
15 )
P(£<10)=F:(10)=1—¢ 1"
(c) Legyen n a félorankénti riasztasok szdma. Mivel 30 perc alatt atlagosan 2 riasztés van,
ezért E(n) = 2 és igy A = 2.
2272

P(n<3)=P(n=0)+Pn=1)+Pn=2)=e?+2e 7+ o

(d) Jelolje ¢ Batman munkaidejében torténd riasztasok szamat. Munkaidejében, azaz 8 ora
alatt atlagosan 32 riasztéas torténik, igy E(¢) = 32, azaz A = 32.

32326732

P(¢ =32) o

~ P(£>90,€£ >60) P((>90) 1-—P(£<90)
PE>901E>60) = =50 ~Pe>60)  1-DP(e <60)

1—(1— 6—1%.90) e~ 1590

C1- (1-— 6_1%‘60) e 1560

5

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. Legyen

Ay = Az els6 gépen gyartottak
A = A masodik gépen gyartottak
Ekkor
P(A)) =04 P(A3)=06.
Ha ¢ a kivalasztott dugattyu élettartama, akkor

20

P(€>20|A)=1-P(E<20]|A)=1— (1—6—%20) = e 1,

és
_20

P(§>20|A2)=1—P(§§20|A2):1—(1—6—%8'20) — B | pt
Tehat

P(¢ > 20) =P(£ > 20 [ A1) P(A1) + P(£ > 20 [ A3) P(Ay)

20

20
—e15-04+e 1806,

2. Feladat megoldasa. Legyen £ a szigetelés vastagsaga, ekkor az eloszlasfiiggvénye:

0, ha x < 20;
x — 20
Fe(z) =P <) = 50 ha 20 <z < 40;

1, kiilsnben. 2 pt

1+ °

Fe(x)
20 10
lgy

35-20 15

5
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C csoport

1. Feladat megoldasa. Az elakadasok szama Poisson—eloszlast kovet. Ha & az 1 éra alatt
bekovetkezs elakadéasok szama, akkor E(§) = 3. A gép a 60 perces munkat 60 + 5¢ id§ alatt

végzi el, ennek a varhato értéke
E(60 +5¢) = 60+ 5B(£) =60 +5-3 = 75. 1 pt

2. Feladat megoldasa. A siirtiségfiiggvény tulajdonsaga miatt

/ fg(x)dx:a/ *Inwdr=1.
—0o0 1

Parcialis integralassal

3 3 3 3
22lnzx dx:x—lnx— x—-—dx:x—lnx—x——l—C,
[l T 3 = 3 3 9
T e o

g

azaz

31 2e3 4+ 1 2 pt
:a<e _%+_):a- C pt

A £ varhato értéke

ekkor
4 4

1
/I:vjlnx dx:lel_xl— % - d:v:lenx—l—G—i—C’
frg —_ g —_ LJ
f g
alapjan
9 xt il 9 et 41 1
(© = Tlne- 1| = Cme— - w4
2e34+1 | 4 161 2e34+1\ 4 16 4 16
9 et e4+1 3 pt
23 4+1\4 16 16
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D csoport

Feladat megoldasa.

(a) A strtiségfiiggvény tulajdonsiga miatt az

J[ sww = [[ (et =1
R? [0,1]2

egyenletet kell megoldanunk. Valasszuk a kovetkezd sorrendet:

1 1 1 ny y=1
/ (/ (cx® 4wy + 1)dy) dr = / {cwgy + T3 + y} dx
0 0 0 y=0

Yoo, R =e
:/ <cx +§+1>d$:{c—+—+x] =-+-+1=1
0

3 4 oo o 4
rt c 1 3
ezért — = —— aza =——.
zért o 7 zaz c 1
(b) Mivel
1 2 y=1
3 3 T 3 T
fhecs<x>:/ __332‘|‘5Uy+1 dy: ——:I:Qy—l—l—l—y :——SC2+—+1
0 4 4 2 =0 4 2
1 3 2 =1
3, 3 7y 1y
(y) = ~2 1) de=|-2- 2422 =+ 241,
Jous2 () /0(4x+:)3y+) x {4 3+2+93z:0 4+2+
és
(@, y) # frees(T) + fous(¥),
ezért a két termék ara nem fiiggetlen egymastol.

(c) Ha & jeloli a hecsedli arat és n a puszedliét, y1 )
akkor az egyiittes stirtiség fiiggvény ismere- y==x
tében kapjuk, hogy ‘

1
P> = [[ sy duy
>y
Az abra alapjan valasztjuk az integralési 1 ;
sorrendet

P(§>n):/01/oxf(x,y) dydx:/ol (/ﬂx (—Za:z—l—xy—i-l)dy)dx

1 2 y=z 1 3
3, ay } / ( 3, )
- — 2ty + L4y dr = ——1"+ — +1x|dr
/0 { 4 2 o .\ 4 2
1

1 pt

2 pt

3 pt
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Markov—egyenl6tlenség; centralis
hatareloszlas—tétel

Hazi feladatok

Markov—, Csebisev—egyenl6tlenség

o Markov—egyenlitienség. Ha a & nem negativ véletlen vdiltozonak létexik a vdrhato értéke,
akkor bdrmely o > 0 esetén
E()

o (Csebisev—eqyenldtlenség. Ha a & véletlen vdltozonak létezik a szordsa, akkor barmely o > 0
esetén

1. Feladat. Vitalij bacsi, felesége, Vaszilia néni unszoldsara minden évben vesz egy malacot,
hogy felhizlalja karacsonyra. Mivel mindig ugyanigy tartja a joszagot, ezért feltehets, hogy a
diszn6 vagosilya, &, egy olyan véletlen valtozo, amely csak a genetikatol fligg. Mivel mér sok az
unoka — a lanyok Derien, Dusmata, Firtos, Fébe, és a fitk Acsad, Atad, Gyécs, Gyeke, Zerénd
és Zebadias —, ezért Vitalij azt szeretné, ha legalabb 240 kil6s lenne a diszné karacsonyra.

(a) Legfeljebb mekkora valoszintiséggel teljesiil Vitalij bacsi kivansaga, ha sokéves tapaszta-
lata szerint a diszn6 varhatéan 200 kilos lesz.

(b) Hogyan valtozik a valoszintiségre adhaté becslés, ha Vitalij fia, Zajzon azt is megfigyelte,
hogy ¢ atlagosan +/1.200 kiloval tér el a 200 kg-tol.

(c) Vitalij unokaja, a miiszaki matekot is tanulé Zebadias azt is megallapitotta, hogy & egyen-
letes eloszlast kovet. Mennyi a valdszintisége, hogy Vitélij bacsi kivansiga teljesiil?

Megoldas.

(a) A diszno sulya csak pozitiv értékeket vehet fel, és a varhato érték is létezik, igy alkalmaz-
hatjuk a Markov-egyenlétlenséget. Mivel E(£) = 200, ezért

200
P& > 240) < — ~ .
(€ >240) < 540 0,833

199
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(b) A szoras, D(§) = v/1.200 ismeretében a Csebisev—egyenl6tlenség pontosabb becslést ad.
A Csebisev—egyenlGtlenség az

A= -E()|za=]{-200[=a
esemény valoszintiséget becsli, és ennek segitségével becsiiljiik a
B=¢2>240 =¢ — 200 > 40
esemény valoszintiségét. Ezért a = 40, és ekkor B C A miatt P(B) < P(A), tehat

DX(¢)  1.200
P(¢ > 210) < P (¢~ B()] > 40) < 22075

(c) Az eloszlas ismeretében a keresett valosziniiség pontosan meghatarozhatd. Mivel € egyen-
letes eloszlast kiovet valamilyen [a, b] intervallumon, igy

P(¢ > 240) = 1 — P(€ < 240) = 1 — F(240)
240 —a b — 240

" b—a  b—a’

azaz meg kell hatdroznunk az a, b értékeket.
A varhato érték és a szoras ismeretében kapjuk, hogy

a+b (b—a)?
E — ]:)2 =
©=" € =3
400=a-+b 14400 = (b — a)?
b=400 —a 120=b—a
b=a+120.
Igy
400 —a =a+ 120
a =140,
és ezért b = 260. Azaz a keresett valdszintiség:
b—240 260 — 240
P(¢ > 240) = = ~ 0,167

b—a 260 — 140

2. Feladat. Rozsilyon az éves csapadékmennyiség atlagos értéke 640 mm. Feltehetd, hogy a
csapadék mennyisége az egyes években fiiggetlen egymaéstol.

(a) Legfeljebb milyen valoszintiséggel fog tiz év alatt Gsszesen legalabb 5.800 mm csapadék
lehullani?

(b) Ha azt is tudjuk, hogy az évi csapadék szorasa 100 mm, akkor legfeljebb mekkora eséllyel
fog a tizéves csapadékmennyiség 6.000 és 6.800 mm ko6zé esni?
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Megoldas. Jelolje &, az n-edik évben, n pedig a 10 év alatt hullott csapadék mennyiségét
milliméterben.

(a) Amennyiben csak a varhato értéket ismerjiik, a Markov—egyenlGtlenség segitségével tu-
dunk a keresett valoszintiségre becslést adni.

E(n)
P(n>5.800) < —=.
(n 2 5:800) < 500
Tudjuk, hogy minden n esetén E(E,) = 640, igy a varhato érték linearitasa miatt

E(n) =E (i&) = iE(&n) = 6.400 .

Ezek alapjan

6.400
P(n > 5. < — ~ 1,1
(77_5800)_5‘800 103,

azaz a Markov—egyenl&tlenségbdl csak a trivialis

P(n > 5.800) < 1

becslést kaptuk.
(b) A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan

P(6.000 < 7 < 6.800) = P ( — 400 < n — 6.400 < 400) = P ( — 400 < n — E(n) < 400)

_ D*(n)
=P (In—E()] < 400) < S5

Mivel &,—ek fiiggetlenek egymastol, ezért

10 10 10
D?(n) = D? (Z§n> = D*(&) =) 100° = 100.000.
n=1 n=1 n=1

Tehéat

100.000
P(6.000 < n < 6.800) <

=0,625.
— 160.000 0,625

Normalis eloszlas

o A & véletlen vdltozd normdlis eloszldsi p virhaté értékkel és o szdrdssal, € ~ N (u,o?),
ha striségfigguénye

1 _ (@2
e 202

fe(z) =

2mo

e A =0 éso =1 paraméterekhez tartozo eloszldst standard normdlis eloszldisnak nevezziik,

eloszldsfiigguvénye
1 T2
P(r) = — e 2 dy.
(=) \/ﬂ/_oo Y
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o Standardizdlds. Ha & ~ N(u,0?), akkor n := Sl standard normdlis eloszldst kivet,

o
azaz n ~ N(0,1).

3. Feladat. A legutébbi felmérések alapjan a magyar egyetemisték testtomege normalis elosz-
last kdvet 80 kg varhato értékkel és 15 kg szorassal. Ennek fényében a kozbeszerzésen 95 kg
teherbirasi székeket vettek a felijitott egyetemre.

(a) Mi a valoszintsége, hogy egy véletlenszertien valasztott egyetemista kénnyebb 80 kg-—nal?

(b) Mekkora valoszintiséggel fog az 0j szék egy véletlenszertien valasztott egyetemista alatt
leszakadni?

(¢) Mekkora teherbirasu széket kellett volna beszerezni, ha azt szeretnénk, hogy az a hallgatok
95%—a alatt ne szakadjon le?

(d) A 10/2015. (VIL.30.) HM rendelet alapjan 50 kg a megengedett minimalis testtomeg a
harcol6 alakulatoknél. A hallgatok hany szazaléka alkalmatlan ezen kdvetelmény miatt?

Megoldas. Jelolje € a véletlenszertien valasztott egyetemista tomegét. Ekkor & ~ N(80, 152).

(a) A normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye szim-
metrikus az x = E(§) fiiggleges egyenesre,
ezért

P(¢ < 80) = P (€ < E(©)) = .

50 80 110

(b) A szék akkor szakad le, ha az egyetemista nehezebb mint 95 kg, ezért a P(§ > 95) valo-

véletlen valtozo kialakitasival standardizalunk:

szintiséget keressiik. Ekkor az n =

P(¢ > 95) =P (£ — 80 > 95 — 80)

£—80 95— 80 ¢80
_p _p(t= oy
( 5~ 15 5

16%
—P(p>1)=1-P(n<1)=1-a(1). o

1
|
|
|
|
1
|
|
|
1
|
1
L

A fejezet végén talalhato @ eloszlastablazat alapjan ®(1) ~ 0,8413, tehat a keresett
valoszintiség
P(E>95)=1-®(1)~1-08413 ~0,16.

(c) Keressiik azt az x értéket, amelyre teljesiil, hogy
P(¢ < z) = 0,95,

azaz

B o (§—80 _x—80
P(gg:c)_P(g—sogx—éso)_P( TRENET )

z— 80 2 — 80
—P(n< — % —0.95.
("— 15 ) ( 15 ) 0,95
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A standard normalis eloszléas tablazata alap-
jan

~ 1.64
5 Lo, 95%

ahonnan x ~ 104,675. Tehat egy 105 kg te-
herbirast szék mar megfelelt volna az igé- 10 4‘675
nyeknek. ’

x — 80 i

Ekkor a stirtiségfiiggvény szimmetridja mi- | |
att | |
P(§ <50) =P(y < -2) 2,2% '2,2%
=P(—2)=1-P(2) 1 !
50 110

~1-09773 ~0,022,

azaz a hallgatok 2,2 %-at biztosan nem vennék fel harcolé alakulathoz testtomegiik miatt.

4. Feladat. Két jo barat, Barlam és Cirjék tgy dontott, hogy kézmiives sort fognak elGallitani.
Vettek is ehhez egy adagologépet, amely 2 cl szorassal dolgozik. A rafinilt Barlam dgy allitotta
be a gépet, hogy az atlagosan 4,8 dl sort t6ltsén minden iivegbe. Az elgvigyazatos Cirjék azonban
figyelmezteti, hogy ha a hatésdg 470 ml-nél kevesebbet talal egy véletlenszertien ellen6rzott
iivegben, akkor megbiintetik Gket.

(a) Mekkora valoszintiséggel biinteti meg Gket a hatosag?

(b) Barlam szerint vallalni kell a kockazatot, mert igy is 10% felett van a fél liternél tobb sort
tartalmazo iivegek részaranya. Igaza van? Mi az az érték, amely felett lesz az elkészitett
sorok 10%—a?

(c) Mekkora valosziniiséggel esnek a sorok 4,5 és 5 dl kozé?

(d) Cirjék azt szeretné kideriteni, hogy mely értékre all fenn, hogy a sorok 95%-—a ennél
kevesebbel tér el a beallitott 4,8 dl értéktdl.

Megoldas. Jelolje £ egy véletlenszertien kivalasztott iivegben 1é6v6 sér mennyiségét centiliter-
ben. Ekkor £ ~ N(48,4).

— 48 .
(a) Standardizalunk, majd bevezetjiik az n = gT ~ N(0,1) valoszintségi valtozot. gy

P(§<47)—P(§_248<47;48)
1 1 |

-r(re3) =2 (=) :

. 31% |

:1—@(—) ; 1

2 43 47

~1-06915 ~031.
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(b) A fél liternél, azaz 50 cl-nél t6bb sort tartalmazo iivegek részaranya

P(§>50)=P(5_248>5O;48) =P(n>1)

—1-P(n<1)=1-9(1)~1-08413  ~0,16,

tehat igaza van, az iivegek 16%-aban tobb sor van, mint fél liter.
Ha a 10%—os valoszintiséghez tartozo érték x, akkor

0,1:P(§>x):P(€_248>w_248) :P(n>x_248)

—4 —4
__p ng:z: 8 __a(* 8
2 2

alapjan
xr — 48
09=90
9-0(252),
aAZaLl

z — 48 |
~ 1,282 |
2 ’ |
z ~ 50,56 . |

(c) Annak a valoszintisége, hogy £ értéke 45 és 50 kozé esik

45— 48 £ —48 50— 48
P(45§§§50):P( <& < )

2 -2 = 2

- (1-o(2)

=P(1)+ @ (g) -1
~0,8413+09332—-1  ~0,77. 45 50
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(d) Most azt az x értéket keressiik, melyre a sorok 95%-a 48 — x és 48 + x kozé esik.

- 48
0,95:P(48—x§§§48+x):13(—x§5 <x):P<—£§n§§>

2 2 2 2
x x x x x
r(1<3)-r (<) -e(5)-2(-5) -»(3) .
T=7% =75 2 2 2
Azaz
x l 1
o (—) — 0,975, | |
2 l l
és igy az eloszlastablazat alapjan i i
! 95% !
g ~ 1,96 |
v~ 3.92. 44,08 48 51,92
Centralis hatareloszlas—tétel
o Ha&y,&, ..., &, fiiggetlen, azonos eloszldsi véletlen vdltozok, p és o kézés varhato értékkel

és szorassal, tovdabba n elég nagy, akkor

G+ +& —np ~
P( o <x)~<b(x),

ahol ®(x) a standard normdlis eloszlds eloszldsfiggvénye.

5. Feladat. A Diablo 3 szamitogépes jaték elején sikeriilt egy Fjord Cutter fegyvert lootolni,
amely iitésenként 8% eséllyel egy Chilling Aurat von korénk egy pillanatra, amely lefagyasztja
a kornyezetiinkben allokat. Az egyes fagyasztasok bekovetkezése egymastol fiiggetlen. A Fjord
Cuttert 2.500 iités utan cseréltiik le, amikor is lootoltunk egy jobb fegyvert.

(a) Mi a valoszintisége, hogy hasznalata soran legalabb 220 alkalommal vont kérénk Chilling
Aurat a fegyver?

(b) Adjunk meg egy olyan értéket, melyre teljesiil, hogy 90%—os eséllyel ennél tobbszor jelent
meg Chilling Aura koriilottiink.

Megoldas. Jelolje &; azt, hogy az i—edik iités soran jelent—e meg Chilling Aura koriilottiink,
i =1,2,...2.500 = n. Ekkor a &k egyméstol fiiggetlenek, Bernoulli—eloszlast kovetnek p = 0,08
paraméterrel, és igy

p=E(&) =008 ¢ o=D(&)=+/0,08-092.

(a) A centralis hatareloszlas-tétel alapjan

i SZ500 ¢ 2.500-0,08 _ 220 — 2.500 - 0,08
P(S ¢>20)=pP(= >
v V0,08-0,02 - /2500 ~ /0,08 0,02 - v/2.500

S0 — 200 L 20 p S0 — 200 .2
V184 ~ V1’4 V184 V184
20

~l1—®( — ) ~1—®(1474) ~1-0,9292  ~0,071.
(i) =1 -enm
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MEGJIEGYZES. Természetesen )00

n= Zfi
1=1

binomialis eloszlast kdvet p = 0,08 és n = 2.500 paraméterekkel és

X /2,500
P(n >220) = ) < 'k )0,08k-0,922~500—k ~ 0,076

k=220
(b) Ekkor azt az x értéket keressiik, melyre
2.500 2.500
2500 ¢ 000 2 — 200
09=P|>Y &>a|=P 2o > 2
= V184 V184

i SO0 — 200 _ =200
B V184 - V134

Nl_q)(x—mo) _q)<_x—200)
- Jisd ) Visd )

Az eloszlastablazat alapjan

x — 200
1,282 ~ —
V184
r~200—1,282-v184
r ~ 182,61.

6. Feladat. Vitalij bacsi ugy dontott, hogy a disznodlba UV lampét szerel fel, hogy a diszné ne
fazzon, és ne is féljen a sotétben. Felvasarolta a helyi kozértbél az 6sszes UV izzot, Osszesen 150
darabot. Az izzok élettartama egymastol fiiggetlen és exponencialis eloszlast kovet. Sajnos az
izzok igen gyenge mindségiiek, és csak atlagosan 180 oraig miikodnek. Mennyi a valdszintisége,
hogy legalabb 3, de legfeljebb 3 és egynegyed évig lesz elegend$ a megvasarolt izzémennyiség,
ha amint kiég egy izz6, Vaszilia néni rogton betekeri a kovetkezdt?

180

Megoldas. Jelolje &; az i—edik izz6 élettartamat napokban. Mivel E(¢;) = 51 = 7.5, ezért
1
az exponencialis eloszlas paramétere A = TE és igy D(&) = 7,5 . Ha n jeldli, hogy hany napig
150 7
elegendé a 150 izz6, akkor n = Z & . Egy évet 365 naposnak szamitva a keresett valoszintiség
i=1
150
365
P(3-365 <n<3-365+ T) = P(1095 < n < 1186,25) = P(1095 < Zfz‘ < 1186,25)
i=1

(30 S E—150-T5 _ 61,25
N 150/7.5 — 150y/7,5 = 150/7,5
~ ®(0,15) — ®(—0,07) = ®(0,15) 4+ ®(0,07) — 1

~ 0,5596 + 0,5279 — 1 ~ 0,088.
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Videok

Markov—, Csebisev—egyenlStlenség

1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi feladatokat:

(a) A £ > 0 véletlen valtozora igaz, hogy E(£) = 5. Legyen tovabba & eloszlasfiiggvénye F.
Becsiiljitk meg P(£ > 12)-t és F¢(12)-t.

(b) Egy tizletben hétfén atlagosan 250-en vasarolnak. Becsiiljiik meg az
A = hétfon legfeljebb 300—an véasaroltak
esemény valoszintiségét.

(c) A € >0 véletlen valtozora igaz, hogy F¢(10) = 0,8. Becsiiljiik meg E(§)-t.

Megoldas. &3 YouTube

2 LR (b) P(4) > 2L

(@) PE212)< 2 =

(c) E(§) >2

2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatokat a Csebisev—egyenlGtlenség segitségével.
(a) A & véletlen valtozora igaz, hogy E(§) = 10 és D(§) = 2. Becsiiljiik meg a
P(5 <¢<15)
esemény valoszintiségét.
(b) A € > 0 véletlen valtozora igaz, hogy E(§) =5 és F¢(10) = 0,8. Becsiiljiik meg D(§)-t.

(c) Szegeden a sokéves atlagesapadék 800 mm és a mért adatok szordsa 50 mm. Becsiiljiik

meg az
A = 900 mm-nél tébb csapadék hullott
valoszintiséget.
Megoldas. & YouTube
21 1
(a) P(h<¢<15) > 3 (b) D(&) > V5 (c) P(A4) < I

Centralis hatareloszlas—tétel

3. Feladat. A villanykorténk varhato {izemideje 10.000 6ra. Ebbd&l 200 darabot véve, mennyi
a valoszintisége, hogy

(a) atlagban 10.000 o6rat vilagitanak?

(b) atlagban legalabb 9.000, de legfeljebb 11.000 6rat vilagitanak?


https://www.youtube.com/watch?v=SmBH9VNB0vM
https://www.youtube.com/watch?v=pDlBS_BATLk
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Megoldas. ° YOUTUhe
(a)

DN | —
=
[\
KH
VR
Sl-
[\
N————
|
—_

4. Feladat. Az 1 kg-os liszt tomegét N (98, 9) eloszlastnak tekintjiik, ahol a tomeget dkg—ban
értjik. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) egyet valasztva, az 96 dkg—nal kisebb tomegt, azaz selejt?
(b) 6tot valasztva legfeljebb ketts lesz selejt?

Megoldas. u YouTube

@ 1-0(2) (b) (§>5+§(§)4+%G)3


https://www.youtube.com/watch?v=GTxLCqwNUeQ
https://www.youtube.com/watch?v=QzETx29_SFY
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Kvizek

A csoport

Feladat. A mozambiki Zambézia Licua varosdban az orszag f6 exportcikkébdl, kesudiofabol
épiilnek az iskolak (is). A helyi lakosok, a makuédk a bejarati ajtokat pontosan 120 cm szélesre
épitik. A malawi Chilwa toban el6 vizilovak atlag szélessége 115 cm, 8 cm szoérassal. A helyi
makua iskolaigazgatonak, Oluwafunmilayo Quadratnak fel kell késziilnie minden eshetGségre,
ugyanis a vizilé az egyik legveszélyesebb allat az emberre nézve Afrikaban.

(a) Milyen becslést tudunk adni arra az esetre, hogy egy, az emlitett tobol elkoborolt vizilo
minden nehézség nélkiil be tud menni egy iskola ajtajan?

(b) Mekkora ez a valoszintiség, ha a vizilovak szélessége normalis eloszlast kovet?

(c) Mekkora lenne ez a valoszintiség, ha a helyi asztalosok altal készitett ajtok szélessége is
normalis eloszlast kovetne 120 cm varhato értékkel és 5 cm szérassal.

B csoport

Feladat. A colorad6i Oak Creek varoskdjanak a Lupita Cantine’s melletti iizemanyagtoltd
allomés jelenlegi készlete 74.000 gallon 6lmozatlan benzin. A heti fogyasztas normélis elosz-
last kovet 50.000 gallonos varhato értékkel és 10.000 gallonos szorassal. A 900 lakost szamlald
kisvarosba azonban csak heti 47.000 gallon benzinutanpoétlas érkezik.

(a) Ha 4 dollar/gallon iizemanyagarral szimolunk, mekkora az esélye, hogy a heti bevétel
nem éri el a 196.000 dollart?

(b) Mennyi a valosziniisége, hogy a 9. hét végére a benzinkut készlete 20.000 gallon ala esik?

(c) Mekkora széallitméanyt kellene rendelni hetente, hogy az el6bbi valoszintség 5% legyen?

C csoport

Feladat. Egy kupakgytijt6s nyereményjaték fédijasaként a 23 éves Bakta Polidor ellatogatha-
tott a Las Vegas-i Excalibur Casinoba, ahol még 2.000 szabadon elkolthetd zsetont is kapott. A
kaszinoban éppen jaték—expo volt, ahol a jatékgyartok 1j jatékotleteit mutattak be. Polidor az
1j Kakekiko jatékot probalta ki. Ebben a nyerési esély 1 a 10-hez, és nyereményként a jatékos
visszakapja a feltett Gsszeget, és annak kilencszeresét. Bakta Polidor nagyon szeretett volna
nyerni, mert a Budapest Févaros Kormanyhivatalahoz benytjtott masodszori névvaltoztatasi
kérelme, amelyben baratndje, a 22 éves Hina Ividé Kandida javaslatara a Sjam Upor Zdenko
név felvételét kérvényezte, mar 50.000 Ft-ba keriil. Sajnos egy zseton csak 9,5 centet ért, és
a bank 1 dollart csak 250 Ft—ért vett meg. Ezért az 6vatos Polidor a jaték sordn midig csak
egy zsetont tett fel. Mennyi a valoszintisége, hogy a 900-adik Kakekiko jaték utdn 30-cal tébb
zsetonja volt?
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Kvizek megoldasa

A csoport
Feladat megoldasa.
(a) Legyen n a vizilovak szélessége cm-ben. Ekkor
E(n) =115 ¢és D?*(n) = 64.

A P(n < 120) valoszintiséget keressiik, azonban becslést P(n > 120)-ra tudunk adni.
A Markov—egyenl6tlenség alapjan

115
P(n>120) < —.
(n2120) < 155
A Csebisev—egyenl&tlenség alapjan
64
P(n 2 120) = P(n — E(n) 2 5) < P(jn — E(n)| 2 5) < ¢,

ami nagyobb, mint 1. Ezek alapjan a Markov—egyenl&tlenség adja a jobb becslést:

115
P(y <120)=1-P(n>120) > 1~ .

(b) Ha n ~ N(115,64), akkor

115 5 5
P(y < 120) = P (" < —) - (—) — $(0,65) ~ 0,7422.

8 8 8

(c) Legyen & az ajtok szélessége cm-ben. Ekkor £ ~ N (120,25), és ¢ =n — & ~ N (-—5,89).
A keresett valdszintiség

P(n<§="P <C+5 )

:@(@> ® (0,53) ~ 0,7019.

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. Jellje ¢ az egy heti fogyasztéast ezer gallonban, ekkor & ~ N(50, 102).
(a) A heti bevétel 4¢ ezer dollarban. Ekkor

B (650 _49-50\ _(£-50 _
P(4§§196)—P(§§49)—P< TR )—P( T o,1>

= ®(—0,1) =1 — ®(0,1) ~ 1 — 0,5398. 1 pt

(b) Ha &; jeldli a heti fogyasztast, akkor a 9. hét végén a készlet

9
T4+9-47-> &

=1

ezer gallon. Ekkor

9 9 9
P (74+9~47—Z§i<20> =P <477<Zgi> =1-P (Z& §477)
i=1 =1 1=1

9 9
? & —9-50 _ 477—9-50 ) & — 450
N PUSLS < _qop(Zm b 450 <0,9
10v/9 10v/9 30
~1-®(0,9)~1-0,8159. 2 pt

(c) Legyen a heti szallitmany = ezer gallon. Ekkor

9 9 9
P(?4+9~3:—Z£i<20> :P<54+9x<25i> :1—P<Zfi§54+9x>
=1

i=1 i=1

9

azaz

30
A tablazat alapjan ®(1,645) ~ 0,95, ezért

@(%;§§>:Q%_

9z — 396

~ 1,645
30 ’

1,645 - 30 + 396
- 9

3 pt
ezer gallon.
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C csoport
Feladat megoldasa. Jeldlje & az i—edik alkalommal nyert, vagy vesztett zsetonok szamat.

Ekkor
1 9

PE=9) =1 & Pla=-1)=1.

900 900 1
P(Z@>30>:1—P<Z&§30) ﬂ
=1 i=1

valoszintiséget keressiik. Mivel

1 9

E i) — I T T 1-—= )
(&) =9 10 10 0
1 9 90
E(2) =81 - —+1. — =2 =
(&) =8 10 + 10 10 7,
és
D?*(&) =9, azaz D(&) =3, 2 pt
igy
900 900
— 3v 900 3v 900
Y& _ 1
=P | == < -] ~&(0,33) ~0,6293
( 90 — 3 (0,33) ’ ’
tehéat

900
1—P<Z&§30>z1—0,6293. 3 pt
=1
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®(2)

A standard normalis eloszlasfiiggvény tablazata

®(2)

z

®(2)

z

®(2)

z

®(2)

o(2)

0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43

0,5040
0,5080
0,5120
0,5160
0,5199
0,5239
0,5279
0,5319
0,5359
0,5398
0,5438
0,5478
0,5517
0,5557
0,5596
0,5636
0,5675
0,5714
0,5753
0,5793
0,5832
0,5871
0,5910
0,5948
0,5987
0,6026
0,6064
0,6103
0,6141
0,6179
0,6217
0,6255
0,6293
0,6331
0,6368
0,6406
0,6443
0,6480
0,6517
0,6554
0,6591
0,6628
0,6664

0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,36

0,6700
0,6736
0,6772
0,6808
0,6844
0,6879
0,6015
0,6050
0,6085
0,7019
0,7054
0,7088
0,7123
0,7157
0,7190
0,7224
0,7257
0,7291
0,7324
0,7357
0,7389
0,7422
0,7454
0,7486
0,7517
0,7549
0,7580
0,7611
0,7642
0,7673
0,7704
0,7734
0,7764
0,7794
0,7823
0,7852
0,7881
0,7910
0,7939
0,7967
0,7995
0.8023
0,8051

0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29

0,8079
0,8106
0,8133
0,8159
0,8186
0,8212
0,8238
0,8264
0,8289
0,8315
0,8340
0,8365
0,8389
0,8413
0,8438
0,8461
0,8485
0,8508
0,8531
0,8554
0,8577
0,8599
0,8621
0,8643
0,8665
0,8686
0,8708
0,8729
0,8749
0,8770
0,8790
0,8810
0,8830
0,8849
0,8869
0,8888
0,8907
0,8025
0,8944
0,8962
0,8980
0,8997
0,9015

1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72

0,9032
0,9049
0,9066
0,9082
0,9099
0,9115
0,9131
0,9147
0,9162
0,9177
0,9192
0,9207
0,9222
0,9236
0,9251
0,9265
0,9279
0,9292
0,9306
0,9319
0,9332
0,9345
0,9357
0,9370
0,9382
0,9394
0,9406
0,9418
0,9429
0,9441
0,9452
0,9463
0,9474
0,9484
0,9495
0,9505
0,9515
0,9525
0,9535
0,9545
0,9554
0,9564
0,9573

1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,02
2,04
2,06
2,08
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30

0,9582
0,9591
0,9599
0,9608
0,9616
0,9625
0,9633
0,9641
0,9649
0,9656
0,9664
0,9671
0,9678
0,9686
0,9693
0,9699
0,9706
0,9713
0,9719
0,9726
0,9732
0,9738
0,9744
0,9750
0,9756
0,9761
0,9767
0,9773
0,9783
0,9793
0,9803
0,9812
0,9821
0,9830
0,9838
0,9846
0,9854
0,9861
0,9868
0,9875
0,9881
0,9887
0,9893

2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48
2,50
2,52
2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68
2,70
2,72
2,74
2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,86
2,88
2,90
2,92
2,94
2,96
2,98
3,00
3,20
3,40
3,60
3,80
4,00

0,9898
0,9904
0,9909
0,9913
0,9918
0,9922
0,9927
0,9931
0,9934
0,9938
0,9941
0,9945
0,9948
0,9951
0,9953
0,9956
0,9959
0,9961
0,9963
0,9965
0,9967
0,9969
0,9971
0,9973
0,9974
0,9976
0,9977
0,9979
0,9980
0,9981
0,9983
0,9984
0,9985
0,9986
0,9987
0,9993
0,9997
0,9998
0,9999
1,0000
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Trigonometrikus fiiggvények

\
sinx
sin x

sin

4

d
- 7’
/, ’
- 4 ’
e
”/ \‘ ’ \\ 7
’ ’
St \ . \ ‘)3
\ 4 \
- 71'/6 1 , 7T/ ’
‘

T T T T
"Ml 13 |2
_ 0 1 [ V2] V3 | CoS T
sin - | = | =
2 2 2 gy \
V3lv2l 1
COS T 1 7 7 5 0 %
A
1
tex |0l —= | 1 | V3
g \/§
1 RREE I T

COS T 1 COoS T 1 CcosS T

Sorok

e Ha a, 4 0, akkor a ) a,, szamsor divergens,
ha a,, — 0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

e A > ¢" geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha |¢| < 1, és ekkor
>t
"=
n=0 1- q
1
e A — sor pontosan akkor konvergens, ha p > 1.
n

214
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e Osszehasonlito teszt. Amennyiben a,,b, > 0 és

. a
lim — =L cR",
n—oo n

akkor > a, ~ > b,, azaz a két sor hasonloan viselkedik, vagyis, ha valamelyik konvergens
(divergens), akkor a masik is konvergens (divergens).
e Hanyados teszt. Legyen a, > 0, és

. an+1
lim
n—00  (y,

=p€eRY,

ekkor a > a, sor

0 < 1 esetén konvergens,
0 > 1 esetén divergens,

0 = 1 esetén tovabbi vizsgilat sziikséges .
e A b, sor

o abszolut konvergens, amennyiben a »_ |b,| sor konvergens;
o feltételesen konvergens, amennyiben konvergens, de nem abszolut konvergens.

e Legyen a, > 0, ekkor a > (—1)"a, szamsort alternalo sornak nevezziik.

e Leibniz kritérium. Ha a, — 0 és a, monoton csokkend, akkor a > (—1)"a,, alternald sor
konvergens.

e A > f.(x) fiiggvénysor konvergens az xy pontban, amennyiben a »_ f,,(zo) szamsor kon-
vergens. Egy fliggvénysor konvergenciatartomanya a kozos értelmezési tartomany azon
pontjainak a halmaza, amelyekben a megfelel6 szamsorok konvergensek.

e Néhany nevezetes fiiggvény a = 0 pont koriili Taylor—sora:

o0 n

z s
e = Zm, xE]R
n=0
e 1.277,
cosr = Z(—l)"w, reR
n=0
o x2n+1
sy = ;(—1) m, .Z'GR
e :L.2TL
chx = Z(Qn)!’ relR
n=0
e x2n+1
hx = —_— eR.
S ;(2714-1)!’ v

e Barmely o € R esetén, ha |z| < 1, akkor

ahol

(3) L oa (a) _ola-D(@-2)(a—n+1)

az altalanositott binomiélis egyiitthatok.
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Fourier—sor

A 27 szerint periodikus f(z) fliggvény valos Fourier-sora az

flz) =ao+ Z (a, cosnx + by, sinnw)

n=1
fliggvénysor, ahol
— [ s a [ t@eosne e, b= 2 [ fsinne d
ap = — r)dr, a,:=— x)cosnx dr, b, := — r)sinnz dz .
O om ) ’ - T ),

Halmazelmélet

De Morgan—azonossagok és kévetkezmények:

AUB=ANB
ANB=AUB
AUB=ANB
ANB=AUB

A\B=ANB.
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