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El6sz6

Ezt a jegyzetet az elmult években tartott régi Miiszaki matematika kurzus anyaga alapjan,
a teljesség igényével allitottuk Ossze a miiszaki informatikus hallgatoknak tartott uj Miszaki
matematika 1. targy gyakorlati részéhez.

Az els6 13 fejezetet a gyakorlati 6raknak megfelelGen alakitottuk ki. Minden egyes részben
3 alfejezetben — Hazi feladat, Videok, Kvizek — ismételjiik at, egészitjiik ki, mélyitjiik el, majd
kérjiik szamon az adott gyakorlat anyagat. Részletes megoldasok ismertetésével kezdiink, ezt
kovetSen tovabbi példakon keresztiil, t6bb mint 200 vided segitségével fejlesztjiik a hallgatok
megoldési készségét, végezetiil lehetGséget biztositunk az onértékelésre, a felkésziiltségiik el-
lendrzésére. Az utolso fejezetben — ElGismeretek — foglaltuk Ossze a kurzus eléfeltételének, a
Kalkulus I. informatikusoknak targy gyakorlati anyagénak azon részeit, melyek ismerete elen-
gedhetetleniil sziikséges az 1ij anyag sikeres elsajatitasahoz.

Biztosak vagyunk abban, hogy a gyakorlaton val6 aktiv részvétel és ezen jegyzet feladatainak
megoldésa utan a hallgaté képes matematikai modellek azonositasara, rendszerbe foglalésara,
emlékezetébe vési és igy felismeri a feladattipusokat, felidézi a lehetséges megoldasokat, meg-
hatarozza a helyes eljarast és megvalositja azt. Készségeinek fejlesztése mellett olyan képesség
birtokaba keriil, melyek segitségével tisztan és egyértelmiien elmagyarazza, kifejti eredményét.

Ko6szonjiik Balazs Benaja, Bogya Ranciéna, Borsos Adelgund, Csényi Adeodata, Dénes Csa-
ga, Dudés Erato, Fekete Fehér Fehérke, Gémes Ifigénia, Dr. Gyongyosi Lulané, Herczeg Imma-
kulata, Karsai Psziché, Dr. Katai-Urban Nurbanuné, Kertész Sziintiiké, Dr. Kiss Anfetamea,
Méczyné Unige Gabor, Kosztolanyi Maminti, Lantos Matka, Dr. Nagy Szenglahak, Osztényi Ci-
lané, Patai Annunciata, Pete Ajlin, Dr. Posfai Akaiéna, Posfai Baucisz, Racz Témisz, Dr. Roja
Szenglahdk, Rovo Pszicha, Ruff Najika, Szijart6 Vrindavani, Dr. Tekeli Csaga, Tekeli Kandida
Kilit, Trungel-Nagy Anfissza, Dr. Varga Tamerlan, Zarnocz Manohar, Zombory Naftali, Balazs
Tablacska, Bogya Cukorka, Borsos Balaton, Csanyi Féni, Dr. Dénes Havadisa, Dr. Dudas Jinx,
Fekete Moka Fajsz, Gémes Polikarp, Gyongyosi Vérbulesi, Dr. Herczeg Kandida, Karsai Kiil-
likki, Dr. Katai-Urban Skolasztika, Kertész Cvi, Dr. Kiss Jukundusz, Dr. Kérmoczyné Bozsé
Modesztusz, Kosztolanyi Manéhar, Lantos Goévinda, Dr. Nagy Kratosz, Osztényi Odilo, Dr.
Patai Polikarp, Dr. Pete Piramusz, Posfai Nepomuk, Pésfai Kiicsid, Racz Csatar, Roja Alpikar,
Rovo Apaj, Dr. Ruff Eusztak, Szijjartd6 Agamennon, Szbtmsz, Tekeli Karcsa, Tekeli Karion, Dr.
Trungel-Nagy Tonuzoba, Varga Vitalyos, Zarnocz Zilio, Zombory Zuriel segitségét.

A készitdk



1.

Iranymez6; szétvalaszthato valtozéja
differencialegyenlet

Hazi feladat

IraAnymezd

1. Feladat. Vazlatosan abrazoljuk az 3y’ = 2x—y+1 differencidlegyenlethez tartozo iranymezét.

Megoldas. A megoldas soran azt a tényt hasznaljuk, hogy egy differencialhatoé fiiggvény egye-
nessel megkozelithets, pontosabban az érinté egyenessel helyettesitheté az érintési pont Kkis
kornyezetében. Ezeket a kis érinté szakaszokat felvéve kapjuk meg a differencidlegyenlethez
tartozé iranymezGt.

A fenti egyenletbdl kapjuk, hogy az (z,y) ponton athaladdé megoldésfiiggvény érintéjének
meredeksége az ' = 2x — y + 1 Osszefiiggés alapjan kiszamithato. Igy példaul a (0,2) pontban,
azaz az © = 0 és y = 2 helyettesitéssel kapjuk, hogy ¥/ = —1. Ennek megfelelGen a (0, 2) pontba
egy —1 meredekségii szakaszt rajzolunk (1. dbra). Hasonléan kapjuk, hogy az (1,2) pontban,
y' =1 (2. abra). De a (—1, —2) pontban is ¢’ = 1 ugyantgy, mint az el6bb (3. abra).

-3

1. 4bra 2. 4bra 3. abra

Ha az egyenletben az iy’ = 1 helyettesitéssel éliink, akkor megkapjuk a sik azon pontjait,
melynek minden pontjaban a megoldasfiiggvénynek 1 a meredeksége, tehat 1 = 2z —y + 1

2



IRANYMEZO; SZETVALASZTHATO VALTOZOJU DIFFERENCIALEGYENLET 3

alapjan az y = 2z egyenlet(i egyenest (4. abra). Igy sokkal tobb szakaszt tudunk felvenni egy
lépésben (5. abra).

Ezért a tovabbiakban igy haladunk tovabb, azaz a derivalt fliggvénynek, y'-nek adunk ér-
téket. Példaul az y' = 0 helyettesitésbdl az y = 2z + 1 egyenletii egyenest kapjuk, melynek
minden pontjaban a megoldasfiiggvénynek 0 a meredeksége (6. abra).
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4. dbra 5. dbra 6. abra

Amennyiben ¢y = —1, akkor y = 2x + 2 (7. 4bra). Hasonléan kapjuk, hogy a meredekség
y =2, illetve v = =2 az y = 22 — 1, illetve az y = 2z + 3 egyenes pontjaiban (8. abra). Igy
mar jol lathato a tényleges megoldas (9. abran), ezt szamitogépes programmal készitettiik.
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2. Feladat. Vazlatosan &bréazoljuk az 3y = 2? + 2z — y differenciélegyenlethez tartozo irany-
mezst.

Megoldas. Az el6z6 feladat alapjan mér rogton azzal kezdiink, hogy meghatarozzuk azokat
a pontokat a stkon melyekben a megoldasfiiggvény érintGjének meredeksége allando, példaul
y =0,£1,4+2, ... sth.

Ha ¢y = 0, akkor az egyenletbe behelyettesitve az y = x? + 2z gérbét kapjuk (1. abra),
és a 0 meredekség miatt vizszintes szakaszokat rajzolunk (2. &bra). Az ¢/ = 1, illetve ¢y = 2
helyettesitéssel az y = 2% + 2z — 1, illetve y = x* + 2z — 2 gorbéket kapjuk (3. abra), melyek
pontjaiba 1, illetve 2 meredekségii kis szakaszokat rajzolunk (4. abra).

Hasonloan kapjuk az 3/ = —1, illetve 4/ = —2 meredekségi kis szakaszokat az y = 224+-22+1,
illetve y = 2%+ 2z +2 gorbék pontjaiban (5. Abra). A tényleges iranymez6t a 6. abran lathatjuk.
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5. 4bra 6. 4bra

Szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet

Eqgy differencidlegyenletet szétvdlaszthato vdltozojunak neveziink, amennyiben

alakira tudjuk hozni.

1
3. Feladat. Adjuk meg az 3%y = — — z differencidlegyenlet 6sszes megoldasat.
x

Megoldas. Az egyenlet eleve f(y)y' = g(z) alakd, igy természetesen szétvalaszthatod valtozoja.
Ekkor mindkét oldalt x szerint integralva azonnal megkapjuk a feladat megoldasat. Ugyanak-
kor, a helyettesitéses integralas szabdlya alapjan a bal oldalon ez majd y szerinti integralast
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d
eredményez. Ez az ¢ = i jelolés hasznalataval jol lathato:

dx
2dy = N xr, azaz
dr ’
1
/y2 dy = / (— —x) dr, amelybsl
x
% 2

g—l—Clzln\xl—%—i—Cg, aholCl,CQER

vagyis

3
y* = 3ln|z| - §x2 +3C3, aholCy —C; =C5€R, ahonnan

3
y = §’/31n|x|—§x2+6’4, ahol 3C5 =Cy € R

adja a differencialegyenlet altalanos (6sszes) megoldasat.

MEGJIEGYZES. Jol lathatéan a C konstansok mindegyike tetszdleges valos szamot jeldl. Tgy elég
csak az egyik (jobb oldali) primitiv fiiggvénynél szerepeltetni, tovabbéa felesleges indexelni. Ezt
kovetGen igy jarunk el. Amennyiben véltozik a C' konstans alaphalmaza, azt az egyenlet jobb
oldalan jelezziik. M

(U

Y
|
o

-3

A fenti dbra a differencidlegyenlet néhany megoldasat mutatja
a megfelel6 C' konstans értékek esetén.

4. Feladat. Oldjuk meg: tgz dy — ydx = 0.

d
Megoldas. Az egyenletet az 3/ = d_y Osszefiiggés alapjan, majd rendezéssel a kovetkezd alakra
x

hozzuk:

tgx-y —y = 0
tgr-y =y

/

y = y-ctgx.
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Ahhoz, hogy szétvalasszuk a valtozokat, osztanunk kell y—nal, az ismeretlen fiiggvénnyel. Ekkor,
hogy ne veszitsiink fiiggvénymegoldést, a kovetkezd eseteket kell vizsgalnunk.
(1) Ha y = 0, akkor 3/ = 0, ezt visszahelyettesitve az atalakitott differencidlegyenletbe azt
kapjuk, hogy

0 = 0-ctgz, azaz

0 = 0,

tehat y = 0 megoldéasa a differencidlegyenletnek.
MEGJIEGYZES. Csak az x valtozot tartalmazo kifejezéssel oszthatunk esetvizsgalat nélkiil. M

(2) Amennyiben y # 0, akkor az el6z8 feladat alapjan dolgozunk:

Lo

-y = ctgx
Y

1dy ‘
—-— = ctgx
ydx &

1
/—dy = /ctga:dm.
)

A jobb oldali integralt helyettesitéssel,
z=sinx, dz=cosx dx

alapjan oldjuk meg:

coS T 1 1
/Ctg:vdx:/ . dx:/, -cosxdx:/—dz:ln|z]+C:1n\sinm\+C,CER.
sinx sin x z

Abban az esetben, amikor a valtozot, z-et tartalmazd oldal integralasakor logaritmikus ki-
fejezést kapunk, célszeri a C' konstanst InC' alakban folirni. Ugyanis a logaritmusfiiggvény
értékkészletete a valos szamok halmaza, tovabba hasznélni tudjuk a logaritmus azonossagait,
azaz

Inly] = In|sinz|+InC, CeR"
Injy] = InC|sinz|

lyl = Clsinz|

y = =£Csinzx

y = Csinz, CeR\{0}.
A differencidlegyenlet 0sszes megoldasa tehét
y=Csinz, Ce€R\{0}, tovabba az elss esetben kapott y =0.

Ez a két megoldashalmaz 6sszevonhatd, amennyiben megengedjiik, hogy C' felvegye a 0
értéket is. Igy a differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasa:

y=Csinx, CeR.
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— C=-2.
C=-15
— C=-1.
— C=-05
— C=0.
— C=05
— C=1.
C=15
— C=2.

5. Feladat. Oldjuk meg: 2%y —ylny = xy/, y(—1) =e.
Megoldas. A kezdeti érték probléma megoldasat azzal kezdjiik, hogy megadjuk a differencial-

egyenlet Osszes megoldéasat.
Rendezziik az egyenletet, hogy a derivaltak ugyanazon az oldalon legyenek:

/

xy = ylny
v*—z)y = ylny

<

/
$2y -
2

/

ylny-

<
I

xr2 —

Jol lathatd, hogy az egyenlet szétvalaszthatd valtozoju.
(1) Az yIny = 0 esetben, mivel a differencidlegyenlet csak y > 0 esetén értelmezett, az Iny = 0
feltételt adja. Ebbdl kapjuk, hogy y = 1 és igy 3/ = 0. Helyettesités utan irhatjuk, hogy

0 = 1-0-— , azaz
x?—ux
0 = 0,
tehat y = 1 megoldés.
(2) Ha yIny # 0, akkor
1 , 1
Yy = , azaz
ylny x?—x
1 d 1
o S , ahonnan
ylnydx 2 —x

1 1
/ dy = / dx .
ylny x?—x

Az egyenlet bal oldalan helyettesitéssel integralunk,
1
z=Iny, dz=—-dy
)

szerint

1 1 1 1
/ dy — _._dy:/_dz:1n|z|+0:1n|1ny|+0-
ylny Iny y “
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A jobb oldalon elemi tértekre bontas modszerével dolgozunk:

1 1 A B A(x — 1)+ Bx

- - - Y

22—z zz—-1) =z x-1 z(z —1)

ahonnan
1=A(x—1)+ Bz.

A gy6kok behelyettesitésével kapjuk, hogy

=0 esetén 1=A-(-1), azaz A=-1,
xr=1 esetén 1=B-1, azaz B=1.
Azaz
11
22—z r-1 =z
Innen
1 |z — 1] N
de=In|z—1] —In|z|+InC =1n ¢, CeR".
2 —x ||
Ezek alapjan irhatjuk, hogy
—1
In|lny|] = ID%C, C eR*
x
|z — 1]
| Iny]
|z
—1
lny = +2 C
x
-1
lny = ——C, CeR\{0}
x
y = 59,

amely a C' = (0 valasztéssal tartalmazza a fenti y = 1 megoldast is. Tehat a differencidlegyenlet

altalanos megoldésa:
z—1
y=e=¢, CeR.

Ezek utan vizsgaljuk az y(—1) = e kezdeti feltételt. Ez azt jelenti, hogy ha x = —1, akkor
a megoldésfiiggvény az e értéket veszi fel, azaz y = e. Ezeket az adatokat visszahelyettesitve az
altalanos megoldasba kapjuk, hogy

e = e -1 =e¢e°, gy

1
1 = 2C, ahonnan 025'

Tehat a kezdeti érték probléma megoldasa
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A kezdeti feltétel a megoldassereget sziikiti. Esetiinkben csak egy olyan gorbe van,
amely eleget tesz a feltételnek, &tmegy a (—1, e) ponton.
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https://youtu.be/8QUAJhSNX2c
https://youtu.be/_DXwwwWN8Dk
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3. Feladat. vy =1+ 2 — 3
Megoldas. 3 YouTube
Szétvalaszthato valtozo6ja differencidlegyenlet
Oldjuk meg a kovetkez§ differencidlegyenleteket.

4. Feladat. iy = —2xy
Megoldés. y — Ce—*, C € R &3 YouTube
5. Feladat. ¢/ = il

y?+1

2
Megoldéas. - <% +In |y]> =z+C, CeR, y=0 3 YouTube
6. Feladat. Oldjuk meg az alabbi kezdeti érték problémat: zy' =y — o', y(1) = —1

1

Megoldas. y = —5(1 + ) °YOUT|.|he
7. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenletet: (22 + 2) dy — 3 dx = 0

Megoldas.

Lo G cere oo 3 YouTube
Yy |z + 1]



https://youtu.be/q8EDXmBK328
https://youtu.be/KetptC129Jg
https://youtu.be/QXg_HoEdkXk
https://youtu.be/Geay3ksQnNA
https://youtu.be/LxCBZzyAUpI
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8. Feladat. Oldjuk meg az alabbi kezdeti érték problémékat:
(z+1) dy = (v —y’z) dv, a)y(0)=0, b)y(0)=1, d)y(2)=-1L

Megoldas. 3 YouTube

1
’y+ =2x — 2In|z + 1|

Z/
) y=

9. Feladat. Oldjuk meg a kovetkez§ differencidlegyenletet:
U
@+mw=§mu=ww>

Megoldas. uv=C- ’%‘, CeR °YOUTUbe
Y

10. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezs kezdeti érték problémat:
(4 D2 +tz+t =0, (z = z(t)), 2(1) = -2.

Megoldas. © = —i —1 °YOUTUbe

124+ 1


https://youtu.be/RnI1e3ZfKl8
https://youtu.be/WfgvA-sVKG0
https://youtu.be/pBXAMFqKjvU
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Kvizek
A csoport

: s ] s . ,_ Tty
1. Feladat. Az 3’ = 0,+1,1/2 értékek hasznalataval vazlatosan adjuk meg az 3y’ = )

Z Y
egyenlethez tartozé irdnymezét.
-1
2. Feladat. Oldjuk meg az /— dz hatarozatlan integralt.
202+ 2 —1

B csoport

1
Feladat. Oldjuk meg az xy' + 2y = y* + 1, y(—e) = B kezdeti érték problémat.

C csoport

Feladat. Oldjuk meg az e”y’ + 2zy = xy? differencidlegyenletet.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. Az x + 2y = 0 egyenes pontjaiban nem vehetiink fel szakaszokat.

x
Az y' = 0 meredekségii helyek a 0 = ++2y egyenletbdl az 2* +y = 0, azaz az y = —a°
x )
. . , 4y . 2 . 2
parabola pontjai. Ha ¢y’ = 1, akkor 1 = om tehat © + 2y = 2 +y, gy azy = 2° — =
x )
parabolat kapjuk.
\ A
3 3+
/
/
/
/
1 an /
. ” /
-3 2 1 _»" _’_> 1 2 3 -3 2 -1 _»" 74/1 2 3
-2 -2
-3 -3
z’ +y a? +

1
Ha 3/ = —1, akkor —1 = , tehat —z — 2y = 2% +y, azaz y = — .Hay' = Y akkor

T+ 2y

1 22+ 1 x 1
= = y) tehat —x 4y = 224y, igy a 0 = 2% — = egyenletbsl az x = 0 és © = — egyeneseket
2 o+ 2 2 2
kapjuk.
- 3r
4 el
-~ v
e 2t
A el
1z |
i
. . \\\( 7;:// e 0
-3 -2 \ 1_> 1 2 3
N f«‘\
N —~ gl Ny :
N - \
N g N o
N N e N\
el
- AN -3
-

L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3
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2. Feladat megoldasa. A 222 + 2 — 1 = 0 egyenlet megoldasa a megoldoképlet segitségével

—1+4/1-4-2-(-1) —1+3
T2 = 4 = 4 9

azaz 1, = —1, o = —. Igy

Ekkor

Ha z = —1, akkor

1
Ha x = 2 akkor

Igy

r—1
—d
/2m2+m—1 *

2

22 4o —1 =2z + 1) (gg—%> — (4 1)(2z—1).

r—1 A B A2z — 1)+ Bz + 1)

-1 41 2w—1  @tr)@r—1)
r—1=AR2zx—-1)+ Bz +1).

—2=-3A4, azazAzg.

1 3 1
——=-B, azaz B=——.
2 3

z+1 20 — 1

2 1 2 1 1
:/< /3 _ 13 > dv=zlnjz+1| - 2Inf2z -1].5+C, (C€R).

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. Rendezziik az egyenletet:

vy +2 = y*+1
zy = y*—2y+1.

Hay? —2y+1=(y—1)2 =0, azaz y = 1, akkor v/ = 0 és igy

rz-0 = 1-241, azaz
0 =0

alapjan az y = 1 konstans fiiggvény megoldésa a differencidlegyenletnek, de jol lathatéan nem

elégiti ki a kezdeti feltételt: y(—e) =1 # 1/2.
Ha 3% — 2y + 1 # 0, akkor

1 , 1
y?—2y+1 -
1 1
- _dy = [=4
/(y—1)2 ’ /x !
1
7 = Injz|+C, CeR
y_
-1
y—1 = — =+
In|z|+C
Y In|z|+C

az egyenlet megoldasa, és nincs olyan C' érték mely az y = 1 megoldast adné.

1 .
A kezdeti feltétel y(—e) = 3" gy

r ] 1
2 In|—el+C
r 1
2 1+4C
2 = 1+C
Cc =1
alapjan a kezdeti érték probléma megoldasa
V= Injz|+1°

1 pt

2 pt

0]
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C csoport
Feladat megoldasa. Rendezziik az egyenletet:

ey + 2y = ay

ey = wzy?— 2y
ey = a(y’ - 2y).
Ha y? — 2y = y(y — 2) = 0, akkor
y = 0 vagy y = 2
y/ — 0 y/ _ O
e’-0 = z-0 er-0 = z-(4—4)

alapjan az y = 0 és y = 2 konstans fiiggvények megoldasai a differencidlegyenletnek.
Ha 3% — 2y # 0, akkor

1 )
-y
y? — 2y

1 —x
/y2—2ydy = /:ce dx .

A bal oldalon el6bb elemi racionéalis torteket alakitunk ki:
1 _A+ B Aly—2)+ By

= ge °

1 pt

-2y oy y—2  yly—2)
1=A(y—2)+ By.

y2

Ha y = 0, akkor
1=-2A, azazA——%.
Ha y = 2, akkor
1=28, azazB:%.

Igy

1 —1/2 1/2 1 1
dy = —t—— ) dy=—=1 —1 -2 .
/y2—2y Y /( ) +y—2) Y 2n|y|+2n\y [+C 2 pt

Az egyenlet jobb oldalén a parcialis integralas modszerével, s = x, t' = e ™, ' =1ést = —e*

szerint

L L 1
st st s't

/xew de = —xe * — / —e P dr=—xe " —e "+ C.
I_/I 1
A fentiek alapjan az implicit megoldas

1

§(ln|y—2| —Inly|)=—-e*(z+1)+C, CEeR,

amely nem tartalmazza az y = 0, y = 2 megoldasokat. 3 pt



2.

Valtozo6iban homogén fokszamu
differencialegyenlet;
linearis differencialegyenlet

HAazi feladatok

Valtozéiban homogén fokszamu differencidlegyenlet
A differencidlegyenletet vdltozdiban homogén fokszamunak nevezzik, amennyiben
Y x
y = (—) vagy Y =g (—)
Z )
alakra tudjuk hozni.

1. Feladat. Adjuk meg az xyy’ = y?> — 2%y’ differencislegyenlet 6sszes megoldésat.

Megoldas. Els6 lépésben Osszevonjuk az y'—t tartalmazo tagokat

vy =y 2%y
xyy’+x2y’ — y2
(zy +2%)y = >

Az egyenletben mind a harom tag, xy, 22 és y? is masodfoku kifejezés azonos fokszami. Igy az x>
kifejezéssel vald osztas utan a differencidlegyenlet jol lathatoan valtozoiban homogén fokszamii:

2
G+)v=0)-
T x
Ez a tipusu differencidlegyenlet az v = y/x, y = ux, ¥y = v’z + u helyettesitésekkel mindig

szétvalaszthato egyenletet ad, amit az el6z6 fejezetben tanultak alapjan oldunk meg:

(u+D('r+u) = u

(u+ 'z +u*+u =
(u+ D'z = —u.

u2

18
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Az u = 0 megoldasa az egyenletnek. Amennyiben u # 0, akkor

u—+1
U

e
oL

u+ In |u|

/
Uu

1

—Inlz|+C, CeR,

mely nem tartalmazza az v = 0 megoldast. Tehat az egyenlet megoldasa:

u+lnfu=—Inlz|+C, CeR, ésu=0.
Mivel u = y/x, az eredeti egyenlet (implicit) megoldéasa

g"—ln‘y‘ =—Injz|+C, CeR, ésy=0.

x x

MEGJEGYZES. Ezt a feladatot megoldhatjuk a v = z/y helyettesités alkalmazasaval is. Ugyanis
y*—tel osztva (feltéve, hogy y # 0 ,az y = 0 fiiggvény nyilvan megoldés), az

(zy +2*)y = y°

egyenletet, az alabbi alakot 6lti:

T
=+
y

. U_
Ekkor a v = z/y miatt y = z/v, 3/ = 02
v—av
(v +v?) 2
12
Y 2U (v —av")
v
1
+v(v—xv')

v
(1+v)(v—av)
v+ vt — (14 )2

(Y

1
/—dm
z

In|z|+C

V)

K|~

e

alapjan kapjuk, hogy

1
——+Infy, CEeR,
v

amely ugyanazt a megoldast szolgaltatja, mint az el6z6 modszer. Altalaban ezzel a helyettesi-

téssel bonyolultabb egyenletet kapunk.

e



VALTOZOIBAN HOMOGEN FOKSZAMU ES LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET 20

2
2. Feladat. Oldjuk meg az y' = _rt y7 y(2) = —2 kezdeti érték problémat.

Y

Megoldas. A kifejezés rogton atirhato az

/

y =" 2
y

. ) x
alakra, azaz egyértelmi, hogy valtozéiban homogén fokszamu, tovabba az is, hogy a v = —,
)

x v—xv
y=—9y = ;— helyettesitést alkalmazzuk:
v v
y/ = _{ —_ 2
Y
v —xv
3 = —v—2
v
v—av = —vd— 202
w = v+ 208+
v = v+ 20+1)=v(v+1)>.
A v = z/y helyettesitésbdl kovetkezik, hogy v # 0. A v = —1 fiiggvény jol lathatoan

megoldasa az egyenletnek. Ha v ¢ —1, akkor oszthatunk a jobb oldali kifejezéssel is:

1 1
_ — —
v(v+1)2 x
1 1
[t = [
v(v+1)2 T
Elemi tortekre bontéas alapjan
1 A B N C  Alw+1?+Bv(v+1)+Cv
vlv+1)2 v v+l (v4+1)2 v(v+1)2 ’

ahonnan
1=A(w+1)>+ Bv(v+1) + Cv.

Helyettesitéssel kapjuk, hogy
, azaz A=1,

1
(—1), azaz C=-—1,
A+B-24C-1=44+2B—1, azaz B=—1,

v=10 -esetén 1=A
v=—1 esetén 1=C"-
v=1 -esetén 1=A
azaz

111 1

vw+12 v v+l (v+1)2°

In|v] —Injv+ 1] + =Injz|+C, CeR.

v+1
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Tehat az egyenlet Gsszes megoldésa:

In

1
T4 + = =l|z|+C, CeR, ésy=—u.
y c+1

x
—’—ln
y

Y
Behelyettesités utan azt tapasztaljuk, hogy az y(2) = —2 feltételnek csak az
y=-—x

fliggvény tesz eleget.

Linearis differencidlegyenlet

A differencidlegyenletet linedrisnak nevezziik, amennyiben az
Y+ pla)y = q(z)
alakra tudjuk hozni. Tovdbbd az egyenlet homogén, ha q(x) = 0, inhomogén, ha q(z) # 0.

1—-2x

3. Feladat. Oldjuk meg az 3 + .

y = 1 differencidlegyenletet.

Megoldas. A differencidlegyenlet a fenti alakd, inhomogén linearis differencidlegyenlet. Az
ilyen tipusi differencidlegyenlet megoldasa harom lépésbdl all:
(1) Els6 lépésben megadjuk a homogén egyenlet altalanos megoldasat. A homogenizalt

1—2x

Y+ y=0

egyenlet mindig szétvalaszthato valtozoju, az y = 0 fiiggvény mindig megoldasa a homogén
egyenletnek, tovabba a megoldas mindig y, = C - f(z) alak:

, 20 -1
Vo= 5y
y _ 21
Y w?
1 20 — 1 2 1
/—dy:/x2 dxz/(———Q) dx
Yy x r
1
Inly] = 2lnjz|+—-+mC, CeR"
x
1
Injy| = InCx?+ -

x
y = Cz%'* CeR\{0}
yn = Ca?e/®, CeR.

(2) Masodik lépésben a konstans varidlas modszerével adjuk meg az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasat. A homogén egyenlet altaldnos megoldaséat tekintjiik, amelyben a C
konstans helyett egy c(x) fliggvényt frunk:

Yy, = c(x)z’et* = ca?el/ .
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Ekkor, figyelve arra, hogy ¢ most fiiggvény, adodik, hogy

e, L
x2

/
Y, = da?el/® + 2xel/T + cale

Ezt visszahelyettesitve az eredeti inhomogén differencidlegyenletbe kapjuk, hogy

dz2eV* 1 2xe* 4 cx2el/* . -1 + ﬂcﬁel/“ =1
x? x? ’

ahonnan egyszerii 0sszevonas utan (a c-t tartalmazé tagok mindig kiesnek) irhatjuk, hogy

drell = 1

¢ = g2,

Innen helyettesitéses integraléssal,
uw=—1/z, du=2%dx

szerint kapjuk, hogy
02/55_26_1/9” da::/e“ du=e"+D=eY"4+D.

Mivel az inhomogén egyenletnek csak egy konkrét megoldasat keressiik, ezért a D konstanst
valasszuk pl. nullanak, vagyis

c(x) = e 1/

ahonnan
yp — 6—1/xl,2€1/w — 1,2 )

(3) Az inhomogén egyenlet Gsszes megoldasat megkapjuk, ha ésszeadjuk az (1) 1épésben kapott
homogén egyenlet altalanos megoldasat a (2) lépésben kapott inhomogén egyenlet partikularis
megoldéasaval, azaz

y:yh+yp'

Igy a differencialegyenlet Gsszes megoldasa:

y = Cx2el/* + 22,

4. Feladat. Oldjuk meg: ¢/ cosz + ysinz =1, y(r) = 2.
Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat a cosx kifejezéssel osztva kapjuk, hogy

,  sinx 1

v+ Y= :
COST COST

Ez az egyenlet jol lathatéan inhomogén linearis differencidlegyenlet.

(1) A homogenizalt
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egyenlet megoldéasa

, sin x
y = - Y
cosx
y  sinz
y  cosx
1 — i
/ —dy = / 2T g
Yy Cos T
A jobb oldali integralt a
u=-cosxr, du=—sinxzdr

helyettesités segitségével kapjuk meg.

. 1
c:/ Smxdx:/—du:1n|u|+D:1n|coszv|—|—D.
u

CoS T
Igy
Inly] = In|cosz|+InC, CeR*
Inly] = InC|cosz|

yp, = Ccosx, CeR.
(2) A partikuléris megoldast az alabbi alakban keressiik:
Yp = c(x) cosT = ccosx .

Ekkor

y, = c cosx — csinx

alapjan visszahelyettesitve kapjuk, hogy

, , sinw 1
c cosx —csinx + -CCOST =
COS T COS &
, 1
ccosr =
COS X
1
d = 5
cos? x
c = tguo,
ahonnan
Yp = tgrcosr =sinw.
(3) Ezért

Y=yn+y,=Ccosx+sinz.
Az y(m) = 2 kezdeti feltétel miatt

2=Ccosm+sinmt=—-C, azaz (C=-2,
igy a kezdeti érték probléma megoldéasa

y= —2cosx +sinzx.
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Videok

Valtozéiban homogén fokszamu differencidlegyenlet

Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket.

1. Feladat. 2%y + zy = 42°

Megoldas. y = 2z — %, CeR °YOUTUbe

2. Feladat. (2y — 3z)dx + zdy =0, y(1) =2

Megoldas. y = x + % @3 YouTube
x
3. Feladat. ¢ = Ty
y—x

Megoldas. y? — 22y —2>=C, C € R BYOUTUI]E

/

4. Feladat. 22y’ + 3y = —yy

Megoldas. y*(y +57)> =C, C €R °YOUTUbe

5. Feladat. (vy — 2*)dy — y*dx =0, y(1) =1

Megoldas. % —In ‘%‘ =1+In|z| &3 YouTube

6. Feladat. yuu' +u® = v*, (u = u(y))

Megoldas. u? = % 2 %, CeR °YOUTUbe
Y

7. Feladat. 2¢™/Y (1 — £> Y +2"Y+1=0
Y

Megoldas. 2ye®? +2=C, C €R 3 YouTube


https://youtu.be/Iof3zUQ8KzE
https://youtu.be/JY9oYGM43_A
https://youtu.be/jvxYZSrBQAw
https://youtu.be/m4i4SCjJLj0
https://youtu.be/dnvL5P7WJqQ
https://youtu.be/QL838YUb6ww
https://youtu.be/Xdtv0vZ2m5s
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Linearis differencidlegyenlet
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket.
8. Feladat. ¢/ + 22y = x
1
Megoldas. y = Ce ™ + > CeR °YOUT|.|be
9. Feladat. (x + 1)y — v_ ze®, y(l) =e
x
Megoldas. y = ——(e” +¢) @ YouTube
z+1

10. Feladat. y' 4 2y = e 2*, y(0) = 2
Megoldas. y = (v + 2)e”** &3 YouTube
11. Feladat. (2> + 1)y + 2y + 2 =0, y(0) =2

3
Megoldas. y = -1 @ YouTube

2+ 1

12. Feladat. (2y — 3z)dz + zdy =0, y(2) =1

4
Megoldas. y =z — — @ YouTube

x
13. Feladat. (e + 2zy — z)dz + dy = 0

1
Megoldas. y = (C — x)e_“”2 + 1 CeR °YOUT“be
14. Feladat. zu' + 1 = u + 42° —/, (u = u(x))
Megoldas. v = (4z —8Injz+ 1|+ C)(z+1) -3, CeR &3 YouTube
Yy —
15. Feladat. = 2ctg2x
y—x

Megoldas. y = C -sin2zx +z, C € R\ {0} °YOUTl|bE


https://youtu.be/IodacIvDZBQ
https://youtu.be/ZSGDwsssdME
https://youtu.be/m-hhH_WkLLU
https://youtu.be/w7ddp_JauSs
https://youtu.be/M3-PqX_zqoM
https://youtu.be/Fu61klGOopU
https://youtu.be/8xjP9c-vIQY
https://youtu.be/9AJnhJ3ao_w
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Kvizek

A csoport

Feladat. Oldjuk meg a (2zy — y*)dxr = x*dy egyenletet.

B csoport

Feladat. Oldjuk meg az vy sin Ty Yy COS - x1y cos E egyenletet.
Y Y Yy

C csoport

2
Feladat. Oldjuk meg az y' — % = (z + 1), y(0) = 2 kezdeti érték feladatot.
x

D csoport

Feladat. Oldjuk meg az zy' +y = xInz, y(1) = —2 kezdeti érték problémat.



VALTOZOIBAN HOMOGEN FOKSZAMU ES LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLET 27

Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa.

(2zy —yHdx = 2°dy

2y = 2xy —y?
P 2y Y
L R
2
‘- a
x x
Innen u = y/x, y = ux, y = v’z + u alapjan
vr4+u = 2u—u?
vr = u—u?
vr = u(l—u).

Ha u = 0, vagy u = 1, akkor mindkét esetben v’ = 0 és

Oz = 0-1 wvagy -0 = 1-(1—-1)
0 =0 0 =

alapjan az v = 0 és u = 1 konstans fiiggvények megoldasai a differencidlegyenletnek (igy y = 0
és y = x megoldasai az eredeti egyenletnek).
Ha u(1 — u) # 0, akkor

1 pt

!/

U 1
u(l—u)

1 1

[ = [
u(l —u) x
A bal oldalon elemi torteket alakitunk ki:
1 _A+ B A(l —u)+ Bu
u(l—u) u 1—u  u(l—u)

1=A(1-u)+ Bu.
Ha u = 0, akkor 1 = A, ha u = 1, akkor 1 = B. Igy

1 1 1
/u(l—u) du /(u+1—u) du=In|u] —In|l —u|+C
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Tehéat

Inful —In1—u| = Injz|+InC, CeR"
u

In

= InClz|

1—u
U

= Ca, CeR\{0)

u = C(l—u)rx=Cr—Cux
u+Cur = Cx
u(l+Cz) = Cx
Cx
14+ Cz’

u =

amely a C' = 0 valasztassal tartalmazza az v = 0 megoldast is, de az u = 1 megoldast nem,
tehat
Cx

uzl—i—Cx’

Igy az eredeti egyenlet Gsszes megoldasa

CeR é u=1.

Cx?
1+Cx

Y= , CelR é& y==x.

3 pt
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B csoport
., 1. 4 x x / v — xvl iz
Feladat megoldasa. Ekkor nyilvin az y # 0 ésav = ;, Yy = o Yy = 2 helyettesitéseket
alkalmazzuk:
, . T x , T
Yy sin— +ycos— = Yy cos —
Y
, . x x, x x
y'sin— — —y cos— = —cos—
) )
. T X x\ , x
sin———cos— |y = —cos—
y v Y Yy
, v — v
(sinv — v cosv) = —cosv
02
. 2 . r_ 2
vsinv — v cosv — (sinv —vcosv)xv’ = —v°cosv
vsinv = (sinv —wvcosv)zv'.

Mivel v # 0, igy a sinv = 0 egyenletbdl a v = kn, k € Z \ {0} konstans fiiggvényeket kapjuk.

Ekkor v/ =0 és

v

-0 = (0—wcosv)z-0

0 =20

alapjan ezek megoldasok (és igy y = z/(km) is az).

Ha sinwv # 0, akkor

vsinv = (sinv —wvcosv)zv’
1 1 cosvy ,
— — - — — v
T v sinw

/ldx =
x

1
/(__C?SU) o
v sinw

A z =sinwv, dz = cosv dv helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy

CoS v
- dv =
sinv

1
/—dz
z

In|z| + C =In|sinv| + C.

1 pt

2 pt

Ezért
Injz] = In|v|]—In|sinv]|+InC, CeR"
Injz] = In " lc
sinv
v
= C, CeR\{0
r = ——C, CeR\{0}
Tsine = C
v

ysinf = (C, CeR
Y

az implicit megoldas, mely tartalmazza az y = k;i’ k € Z \ {0} megoldasokat is. 3 pt
T
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C csoport

Feladat megoldasa. A homogenizalt

y — 2y _
z+1
egyenlet megoldésa
y = 2y
r+1
y 2
y x4l
1 2
/—dy = / dx
Y rz+1
Inly] = 2Injz+1+WnC, CeR’
Inly| = WnC(z+1)?

Y = C(JZ+1)2, CeR.

A partikuléris megoldasra
yp = cl@)(x+ 1) =clx+1)*, o, =d@+1)°+2c(x+1)
alapjan kapjuk, hogy

2c(x +1)?

! 1)2+2 ) [t S/ —

d(x+1)"+2c(z + 1) P
d(x+1) =

d =

—_
~—
no

)
+  +
—_
e

= —

C g
Yy = z(z+ 1)2.

Ezért
y=uyn+y=Clx+1°+a(x+1)7?=(z+O)(z+1)>.

Az y(0) = 2 kezdeti feltétel miatt
2=(0+C)-(0+1)*=C,
igy a kezdeti érték probléma megoldasa

y=(r+2)(z+1)>%
3 pt
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D csoport

Feladat megoldasa. A homogenizalt zy’ 4+ y = 0 egyenlet megoldasa

ry = —y
y 1
y  x
1 1
/— dy = —/— dz
Yy x
Inlyl = —lnjz|+InC, CeRT'
C
Inly] = In—
]
C
y, = —, CeR.
. 1 pt
A partikularis megoldasra
_co(r) e , Ccdr—c
T T BT T2
alapjan kapjuk, hogy
de—c ¢
rT—7F — = zlnz
x x
, ¢ ¢
¢c——+—- = zhhx
x
d = zlnx.
Parcialis integralassal, f' =z, g =Inz, f = 2?/2 és ¢’ = 1/x alapjan kapjuk, hogy
2
c—/x-lnxdx = x_ ln:r;—/— — —Z‘—lnx—/zdx
— 2 2 2
I'g
xQ x?
2 pt
Tgy
c x
b= =g
azaz
. C+x1 x
= =—+—-Inzx——.
Az y(1) = —2 kezdeti feltétel miatt
Cc 1 1 1
-2 = —+-Inl—-=C--
1T 1
7
c = —.
4
Tehat a kezdeti érték probléma megoldasa
7T x
y=——+-Inzr— —

472 4 3 pt



3.

Masodrendt hianyos differencialegyenlet

HAazi feladatok

Masodrendt hianyos: nincs y

Amennyiben a mdsodrendd (y'—t is tartalmazd) differencidlegyenletben nem szerepel az y
fliggvény, akkor az u(x) = u = y' helyettesitéssel, v' = y" alapjin visszavezetjik a felada-
tot elsdrendi differencidlegyenletre. Az igy kapott elsérendid egyenlet a kordbban tanult tipusok
barmelyike lehet: szétvdlaszthato vdltozoji, vdltozoiban homogén fokszdmi vagy linedris diffe-
rencidlegyenlet.

In?x

differencidlegyenlet 6sszes megoldasat.

1. Feladat. Adjuk meg az (xInz)y” — ¢ =

Megoldas. Az u(x) = u = y helyettesitéssel, v’ = y” alapjan elsérendii differencidlegyenletet
kapunk:

(xlnz)u —u=

Jol lathatoan ez az egyenlet linearis:

(1) A homogenizalt

— u =70
xlnx
egyenlet megoldésa:
, 1
u o = u
rlnx
u 1
v zlnz’
a jobb oldalon a
1
z=Ilnx, dz=—dx
x
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helyettesitésessel

zlnzx

1 1
/ dx:/—dz:ln|z|+C:1n|lnx|—|—0
2
adodik, ahonnan

Inju| = In|Clnz|, CeR\{0}
u, = Clnz, CeR.

(2) A partikuléris megoldas

1
up = c(x)Inz =clne, wu,=cdInz+c-

T
alapjan:
, 1 1 Inz
clnx +c— — clhr = —
z zlnz 2
|
dlnx = n_zx
T
1
/ —
©c T 2
c = ——,
T
vagyis
up:clnx:—glnx.
(3) Innen

1
u:uh%—up:Clrm—Elnx.

Mivel u(x) = u =1/, ezért

/

1
y = (Clnz——Inz
x

1 1
y = /(Clnx——lnx) dx:/Clnxdx—/—lnxdx.
x x

Az elsé integralt parcialis integralassal, az
f'=C, g=lnz, [f=Czx, ¢=1/x
valasztassal oldjuk meg:

/IC’-lnxldleCx-lnxl—/Cx-ldmzC’xlnx—/C’dx:Cm-ln$—0x+D.
T

g fg | E—
fg

1
A masodikat ismételten a z = Inz, dz = — dz helyettesitéssel szamoljuk ki:
x

1 2 In?
/—lnxdx:/zdz:z——i—D: - x—l—D.
T 2 2

gy az eredeti egyenlet megoldasa:

In?

D.
2+

y=C(zlnx —z)—
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2. Feladat. Oldjuk meg az zy” = 3/ (Iny' —Inx), y(2) = €/2, y'(1) = e kezdeti érték problémét.
Megoldas. Az u(z) = u =y’ helyettesitéssel, v’ = y” szerint kapott

2u' = u(lnu — Inx)
els6rendii differencidlegyenlet valtozoiban homogén fokszami, ami az

u, U
u = —In—
r T
alakbol jol lathato.
Alkalmazzuk most az v = u/z, u = vz, u' = v’z + v helyettesitést:

vr4+v = wvlno

vr = vlhnv—w.

Avlnv—v =v(lnv — 1) = 0 Osszefiiggés, csak v = e esetén teljesiil, ugyanis In v miatt v > 0.
Amennyiben v # e, akkor irhatjuk, hogy

A jobb oldalon a

helyettesitéssel kapjuk, hogy

1 1
/—dvz/—dz:ln|z|+C:1n|lnv—1|—|—C’,
v( ) z

Inv—1
ahonnan

In|lnv—1] = In|Cz|, CeR\{0}
Inv = Cr+1

v = et CeR,

amely tartalmazza a v = e megoldast is, amennyiben C' = 0.
Mivel u = vz, igy
u=ze’"", CeR,

és ebbdl u = 3’ miatt adodik, hogy

Az i/ (1) = e kezdeti feltétel alapjan:

e =
1 = C+1
C

I
o
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ahonnan
y = ex
y = / ex dx
2
x
= e—+D
Y €5 +
Az y(2) = e/2 tulajdonsig miatt
e 4
2 — e—4D
> — 97
3
—56 = D .
Igy a kezdeti érték probléma megoldasa
2 3e
= e— — —
YT T

Masodrendi hidnyos: nincs z, de van y

Ebben az esetben is visszavezetyiik a feladatot elsérendid differencidlegyenletre, de most a

d
v(y) = v(y(x)) = v =1y helyettesitéssel kell dolgozunk. Ekkor v' = d—v és az 0sszetett fiigguény
Y

dy  dv dvdy L,
= —=——=20y =vv.

derivdldsi szabdlya alapjdan kapjuk, hogy y' = —— = —
eriwdldsi szabalya alapjan kapjuk, hogy y de  dr dydx

3. Feladat. Oldjuk meg az yy” + 2 (/)* = 0 differencialegyenletet.

Megoldas. Az egyenletben nincs x, de van y; ezért a v(y) = v = y' helyettesitéssel kell
dolgoznunk. Ekkor 3" = vv'. Igy az
yov' 4+ 20% =0

els6rendii egyenletet kapjuk, melynek a v = 0 fiiggvény nyilvan megoldésa. Amennyiben v # 0,
akkor

yv' +2v =0
v 2
vy

azaz az elsérendi egyenlet szétvilaszthato valtozoju. Ekkor
1 2
/ —dv=— / —dy
v )
Infv]=—2nly|+InC, CeR"

C
U:E’ CER,
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amely tartalmazza a v = 0 megoldast, ha C' = 0. Visszahelyettesitve az

szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet kapjuk, melyet a tanult médon oldunk meg:

y2y/ — C

/dey:/C’dx

y3
EICI‘—FD, DER
y=+vCr+D.

4. Feladat. Oldjuk meg a 2yy’ — " = 0 differencidlegyenletet.

Megoldas. Az egyenletben nincs x, de van y; ezért a v(y) = v = y' helyettesitéssel kell
dolgoznunk. Ekkor " = vv'. Igy a
2yv — v’ =0

elsérend szétvalaszthatd egyenletet kapjuk. A v = 0 fiiggvény nyilvin megoldast szolgéltat.
Amennyiben v # 0, akkor
v =2y,

azaz
v=1y’4+C, CeR,

amely nem tartalmazza a v = 0 megoldast. Tehat
Y =y*+C, CER; vagy 3y =0.
Ha 3’ = 0, akkor
y=D., DeR.
Ha 3/ # 0, akkor az 3y = y*> + C, C € R egyenletbdl kapjuk, hogy

/

Y
y?+C
1

/y2+Cdy = /1da::x+D, DeR.

A bal oldali integral fiigg C' értékétol.
(1) Ha C' =0, akkor

= 1

1 1
/—2dy:——::1:+D,
Y Y
azaz

DelR.

y:x+D7

(2) Ha C pozitiv, akkor egyszert integralt kapunk és

/mdy—a/(%)urldy—\/ﬁarctgﬁ_ijD’
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azaz

y=vVCtg(VCx+ D), CeR", DeR.
(3) Ha C negativ, akkor elemi tortekre bontunk, ugyanis

(0= (s -vT) (sv).

ezeért

1 A B Aly+v-C)+B(y—v-C)

(y—v=C) (y+v=C) y—V—C  yivJC (y-v-C)(y+v-C)

ahonnan

I:A(y+\/—0> +B<y—\/— >
A gyokok behelyettesitésével kapjuk, hogy

x=+v—C esetén 1=A-2v-C, azaz A:1/2\/—C,
r=—vV—C esetén 1=B-(-2)v-C, azaz B=-1/2V-C.

Avzaz .

1
1 3/ 0 2/ C

- (=C) y—v-C y+v-C

Igy ebben az esetben

1 1
/2 1 dy :/ WO __ W3 |y,
y* = (=C) y—+v—-C y++v-C
1 _
— 2\/__0(ln|y+\/—C’|—ln]y—\/—Cl):x—l—D, CeR, DeR,

adja az (implicit) megoldast.
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Videok
Masodrendi hidnyos: nincs y
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket.

1. Feladat. v +¢'tgx =0
Megoldas. y=C -sinx+D, C,DeR °YOUT|.|he
2. Feladat. ¢ — 2y =z, y(0)=-1/2, 4/ (0) = -1

3 1 1 1
Megoldas. y = ——e* — 2% — —ox — = °YOUTUbe

8 4 4 8
3. Feladat. 2°y" + 27y’ =Inz, y(1) =0, 3/(1) =2

1
Megoldas. y =3 — 34 3 In*z — In |z| @3 YouTube
x
4. Feladat. i’ + 2z + e —2 =0, y(0)=0, y(0) =1/2
1 1 _ =2 1
Megoldas. y = 57+ ée’x -3 & YouTube
5. Feladat. " +¢y' =e¢ ™ +2+2, y(0)=-1, /(0)=2
2

Megoldas. y = —xe™* —2e " + % +x+1 °VOUTUbe
6. Feladat. 2°y" — (v/)> +22° =0, y(0)=1/2, ¥y (1) = -1

2

-1
Megoldas. y = z 5 °YOUT“be
7. Feladat. 2y — (y/)? +4=0
Megoldas. ° YouTube
y=2r—2n|l-Ce*|+B, y=-20+D, B,C,DcR

8. Feladat. ¢ +Iny”" =0, y(1)=-2, ¥ (1)=0
Megoldas. y =rlnz —x — 1 @ YouTube


https://youtu.be/nXXFYXxS-sM
https://youtu.be/PupH26Qb_6g
https://youtu.be/90FXJykceuc
https://youtu.be/XrkNQdNuf3M
https://youtu.be/6MR0qhLfOvM
https://youtu.be/HT8PRveNkxI
https://youtu.be/yMHbWmmCxJk
https://youtu.be/lqk4jMyFZYA
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Masodrendi hidnyos: nincs z, de van y

Oldjuk meg a kovetkezd kezdeti érték problémékat.

9. Feladat. yy” = 2(y)> — 2y, y(0)=1, y'(0) =2

Megoldas. y = tg (m - %) @ YouTube

10. Feladat. y" =¢¥, y(0) =0, ¢'(0) = —V2

Megoldas. y = —21In (?m + 1) @ YouTube
11. Feladat. y*y" =1, y(0) = -2, y'(0) =1

2/3
Megoldas. y = —2 (1 — za:> @ YouTube

12. Feladat. yy" + (v/)> =% 9(0) =2, 4/(0) = —V2

Megoldas. y = 2e~%/V2 °YOUTUbe


https://youtu.be/7BCWD3qkR5E
https://youtu.be/XlJys00xxNM
https://youtu.be/sCZCJQP0epc
https://youtu.be/bXH4lZQ6pKI
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Kvizek

A csoport

Feladat. Oldjuk meg: 3y'y" =€V ,y(—3) =0, ¢/ (-3)=1.

B csoport

/

Feladat. Oldjuk meg az ¢’ = Y 4 zsin z, y(0) =1, ¢/(7) = 0 kezdeti érték problémat.
x

C csoport

Feladat. Oldjuk meg a 23" + y(3/)* = 0, y(1) = 1, 3/(1) = 4 kezdeti érték feladatot.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A v(y) =v =1/, y” = vv’ helyettesitéssel a
3?0 = e¥

szétvalasztott valtozoju egyenletet kapjuk. Ez megoldva kapjuk, hogy

% = v

/3v2dv = /eydy

W= e4+C, CeR
) = e+C

y/ _ :‘/—ey+0.

Felhasznalva, hogy y(—3) = 0 és y'(—3) = 1 azt kapjuk, hogy
1=Vel+C=v1+C, amib6l C =0.

Tehat az egyenlet

yl = \3/611 = ey/g ,
ami szétvalaszthatd valtozoju:
eV =1

/e_y/3 dy = /1d:z:

—3¢7¥? = z+D, DeR.

2 pt

Az y(—3) = 0 kezdeti feltétel miatt
—3¢’=-3+D, amibsl D=0.
Igy a kezdeti érték probléma implicit megoldasa

—3e V3 =g .

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. Az u(x) = 3/ helyettesitéssel ¢y’ = u’ és

/ u .
U =—+xsinx,
T

ami egy elsérendii linearis differencidlegyenlet. A homogenizalt egyenlet

megoldasa

Injul=In|z|+InC=mIC|z|, CeR"
up, =Cr, CeR.

A partikularis megoldas u, = c(x)r = cx, ekkor v’ = dx + ¢, és igy
dr+c=c+zsinx
d =sinz
c=—cost,

azaz u, = —x cos x. Tehat
/
Yy =u=up+u,=Cr—xcosx.

Az y/(m) = 0 feltételbsl kapjuk, hogy

0=C -7 —mcosm

0=C-m+m
C=-1,

azaz
y = —x — TCcosT.

Parcialis integralassal, s = x, t' = cosz, s =1, t = sinx alapjan
2

x
y:/(—x—xcosx) d:zc:———xsin$-|-/smﬂC dx
|_/| L 1 L 1

2
st st s't

2

= —% —xsinx —cosx+ D.
Az y(0) = 1 feltételbdl:
1=—-1+D,
azaz D = 2. Ezért
22
Y = —?—xsinx—cosx—l—Z.

1 pt

2 pt

S

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Az egyenletben nincs « de van y, ezért a helyettesités: v = v(y) = v/,
y' =o' A
200 +yv® =0

egyenlet szétvalaszthato.

Ha v =0, akkor v/  =0és2-0-0+y-0 =0 alapjan ez megoldésa a differencidlegyenletnek.
De az y = v = 0 fiiggvény nem rendelkezik az y'(1) = 4 feltétellel, tehat a kezdeti érték ]
probléménak ez nem megoldasa. ,ﬂ[

Ha v # 0, akkor

200 +yv? =0
200" = —yv?
20’
=Y
2

/ﬁdvz—/ydy

2 y?
——:—?—FC, CeR
v
2 y4C
v 2
v 2
2 24 C
/_U_ 4
V= 2+ C

A y(1) =1, y/(1) = 4 feltételbdl kapjuk, hogy

4 4
1+ C
azaz C = 0. Tehat 2 pt
4
/
Yy = —
Y2
y2y/ —4
/y2 dy = /4 dx
%
3= dr+D, DeR
y=+V12z+D.
Ekkor y(1) =1 alapjan 1 = v/12 + D, azaz d = —11, tehat a feladat megoldasa
y =12z —11.

0]



4.

Laplace—transzformalt; alkalmazas

HAazi feladatok

Laplace—transzformalt

Az f(x) figgvény Laplace—transzformdltja L] f(x)|(p) = /OO F(x)e™ da.
0

Tulajdonsdgai:

Lle- f(z) +9(@)l(p) = c- Lf(@)](p) + Llg(x)](p), c€R;

L™ f@)(p) = LIf@)p—-a), acR;
L J)0) = —EU@i) = -,
Néhdny fiigguény Laplace—transzformdltja:
L = L) = op. mel;
Licosaz](p) = ]ﬁ, a€R; Lichaz](p) = piGQ, a€R;
Llsinaz](p) = ]ﬁ, a€R; Lishaz](p) = prQQ, a€eR.

1. Feladat. Hatéarozzuk meg az f(x) = 22° — 322 + 4 fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
Megoldas.
Lif(x)l(p) = L[22° - 32" +4](p)

= 2-Ll2°|(p) — 3 L[z*](p) +4- L[1](p)
5! 2! 1

2.5 6 4
P p o op

44
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2. Feladat. Adjuk meg az f(x) = cos 2z — e® sh 3z + 2¢™** fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
Megoldas.

L[f(x)](p) = Llcos2x](p) — Lle” sh3z](p) 4+ L[2e~*](p)

= Llcos2x|(p) — Lish3xz](p — 1) +2- L[1](p + 4)
= p — 3 +2.L
pP+4 (p—12-9 p+4

MEGJEGYZES. Ezen feladatban is megmutattuk, és kés6ébb is gyakran hasznaljuk, hogy

1
L[e™](p) = R.
[e*](p) o_a °F

M

3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = €°* cosdx + xe >*

Laplace-transzformaltjat.

Megoldas.

— xch2x + ze " sin 3z fiiggvény

Lif(x)(p) = L[e* cosda](p) + Llze™](p) — L[w ch 2z](p) + Llze™" sin 3z] (p)
= L[cos4z|(p — 5) + L[z](p + 3) + L'[ch 2z](p) — L'[sin 3z](p + 1)

e el I [
 (p—=5)2+16  (p+3)2  |p2—4 (p+1)24+9
p—5 1 p*+4 6(p+1)

P52 +16 (137 -0 (p+12+98

MEGJIEGYZES. Elemi szamoléds utan kapjuk, hogy

p 1 _ pP-da 1 —2a”
L[.CECOSG-T](p) = - _pQ +a2_ = <p2 +CL2)2 = P2+ a2 + (pz +a2)2>
- a7
Llzchaz](p) = - I f a2 = (ppfjjj)g = e i a2 + (p? 2_(12(12)2 J
Llzsinaz|(p) = - :pg _7_ a2: | - <p22f];2)2 )
Llzshaz)(p) = - :pg i aQ: | = (p22_al;2)2 :

Inverz Laplace-transzformalt

A Laplace-transzformalt ismeretében hatarozzuk meg az eredeti fiiggvényt.

I I S
p p+l (p—12 p2-1°

4. Feladat. L[f(z)](p)
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Megoldas. A fent ismertetett transzforméltak és tulajdonsagok ismeretében rogton irhatjuk,

hogy
flx)=1+e*+ze” +chue.

1 3 p—>5
5. Feladat. L[f(z)](p) = 1P pt2 + pERR

Megoldas. Alakitsuk at a feladat jobb oldalat a kovetkezdképpen:
1 3 p-5 1 2! 1 » 5 3

— + — — 3. + - — .
p+1)3 p+2 p2+9 2! (p+1)3 p+2 p*4+9 3 p*+9

ahonnan kapjuk, hogy

1 )
flz) = 5:626’“ —3e7*" + cos 3z — 3 sin 3z .

p+2 P

6. Feladat. L[f(x)](p) = -3 R

Megoldas. Az els6 tagot elemi raciondlis tortekre bontas segitségével linearis nevezdji kifeje-
zések Osszegére bontjuk:

p+2 B p+2 B A . B _A(p—3)+B(p+1)
P»-2p-3 (@+1@pP-3) p+1 p-3 (p+1)(p—3)
ahonnan
p+2=A(p—-3)+B(p+1).
Ha p= -1, akkor 1=A-(—4), azaz A=-1/4,
ha p=3, akkor b=B-4, azaz B=5/4.
azaz
p+2 5 1 1 1

A masodik tagot pedig a kovetkezSképpen alakitjuk:

D 1 6p

(P2 +9)2  6(p2+9)2

gy az el6z6 megjegyzésben kiszamolt eredményeket felhasznéalva adodik, hogy

5 1
flz) = 16396 — Ze“’” — &7 sin 3x .
1

7. Feladat. L[f(z)|(p) = i 1s)
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Megoldas. Elemi racionalis tortekre kell bontanunk a kifejezést. A p?> —4p+5 = (p—2)?+1 és
ap’—4p+8 = (p—2)?+4 atalakitasok alapjan jol lathato, hogy a nevezd két szorzotényezGjének
nincs valos gyoke, igy a helyes felbontas:

1 _ Ap+B n Cp+D
(P? —4p+5)(p* —4p+8) p*—dp+5 p’—4p+8
(Ap+ B)(p* —4p+8) + (Cp+ D)(p* —4p +5)
(p* —4p +5)(p* — 4p +8)

Most az egyenld egyiitthatok modszerével dolgozunk.

1= (Ap+ B)(p* —4p +8) + (Cp + D)(p* — 4p +5)
1=p*(A+C)+p*(B+D —4A—4C) + p(8A — 4B + 5C — 4D) + (8B + 5D)

Vagyis az
0=A+C
0=B+D—-4A—-4C
0=8A—-4B+5C —4D
1=8B+5D,
egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els§ egyenletbdl példaul A = —C. Ezt a mésodik

egyenletbe helyettesitve
0=B+D+4C —-4C =B+ D,

ahonnan B = —D. Ezeket az utolsé két egyenletbe irva kapjuk, hogy
0=-8C+4D+5C —4D = -3C,
azaz C' =0, és igy A = 0. Tovabba
1=-8D+5D =-3D,

ahonnan D = —1/3 és igy B = 1/3. Ezért

1 1 1 1 2
(p2 —4p +5)(p>2 —4p+8) 3p2—4p+5 6p2—4p+8
1 1 1 2

3(p—22+1 6(p—2)2+4

adodik, igy

1 1
flz) = ge% sinz — 66296 sin 2 .
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Alkalmazas
Amennyiben az y = y(x) figgvény Laplace—transzformdltjat Y = Ly|(p)-vel jeloljik, akkor
y derwdltjinak Laplace-transzformdltjdara teljesil, hogy

Lly')(p) = pY —y(0), L[y"|(p) = p°Y — py(0) —4/(0).

8. Feladat. Oldjuk meg Laplace—transzforméacio segitségével az v —y = e*, y(0) = 1, y/(0) = 0
kezdeti érték feladatot.

Megoldas. Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat, majd rendezziik
az egyenletet Y-ra:

y//_y — e
Lly"| = Lly] = Lle"]
1
Y —py(0) =4/ (0)—- Y = ——
pY —py(0) —y'(0) p—
1
pPY-p-1-0-Y = ——
p—1
) 1
pY —p-Y = —
p—1
Y1) = ——+p
p—1
1
Yy = P

G- —1)  pP-1

A jobb oldal els§ tagjat elemi racionalis tortekre bontjuk:

1 B 1 A B C
G-D@ -1 -2+ p-1 G- p+l’
ahonnan
1=A(p—-1)(p+1)+Bp+1)+C(p—1)
p=1 esetén 1=B-2, azaz B=1/2,
p=—1 esetén 1=C-4, azaz C=1/4,
p=0 esetén 1=A-(-1)+B+C=—-A+1/2+1/4, azaz A=-1/4.
Ezért
1 1 1 1 1 1
-1 —1)  dp—1 2(p—1p dp+1’
vagyis

11 1 1 11 P

__Zp—l+§(p—1)2+4_1p+1+p2—1'
Végiil a Laplace-transzforméalt ismeretében meghatarozzuk az eredeti fliggvényt, igy a fel-
adat megoldéasa

(NS B
= ——€ —XTe —€ cnar.
Y=74° 73 1
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MEGJEGYZES. Természetesen az Y-t elGszor Gsszevonhattuk volna egyetlen tort kifejezéssé.
Ekkor, ugyan csak ezt az egy kifejezést kell elemi tortekre bontanunk, &m ez a legtobb esetben
joval bonyolultabb, mint tobb, de egyszertibb kifejezéssel dolgozni. Ezért a tovabbi feladatokban
is egyszerd felbontasokat szamolunk ki tobbszor. e

9. Feladat. Oldjuk meg az 3" + 3y’ + 2y = xe™*, y(0) = 1, ¥/(0) = 1 kezdeti érték feladatot
Laplace—transzformécioé segitségével.

Megoldas. Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat, majd rendezziik
az egyenletet Y-ra:

y' 4+ 3y +2y = ze

Lly"] +3L[y'| + 2L[y] = Llze ]
1
2y —p—14+3(pY = 1)+2Y = ———
pY —p—1+3(p ) + TENIE
1
Y2 +3p+2)—p—4 =
(p" +3p+2)—p TESE
v 1 n p+4
(p+1)2(p*+3p+2) p>+3p+2
v o_ 1 p+4

(p+1)3*p+2) " (P+1)(p+2)

Elemi racionalis tortekre bontassal kapjuk, hogy

1 A B C D
G+ 1Pp+2) prl pH1P 1P pt2
ahonnan
1=A(p+1)*(p+2)+Blp+1)(p+2)+Clp+2)+Dp+1)°.
Behelyettesitéssel

p=—1 esetén 1=C-1, azaz (C =1,
p=—2 esetén 1=D-(-1), azaz D= -1,
p=0 -esetén 1=2A+2B+2—1, ahonnan A= —B,
p=1 esetén 1=12A4+6B+3—-8=—-12B+6B —5, ahonnan B = —1¢ésigy A=1
adodik. Tovabba
p+4 B F
GrDp+2) prl pr2

ahonnan
p+4=Ep+2)+Flp+1).

Ha p= -1, akkor 3=F-
ha p= -2, akkor 2=F
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Ezért
4 1 1 3

= —_ _.I_ —_ ,
p+1 (p+1)?2 (p+1)3 p+2

igy a feladat megoldésa

1
y=4e " —xe " + §$26_I — 37,

10. Feladat. Oldjuk meg az y” + 4y = cos 2z, y(0) = 3, ¥/(0) = —1 kezdeti érték problémat.
Megoldas. Ekkor

2y _3p4+ 144y = L
b P p?+4
p
Y(p?+4) = 3p—1
(p” +4) gt
v — P 3p—1
(P +4)2  p*+4
1 4 12
Y =7 2p2+3'2p T o2
4 (p®>+4) pr+4 2 p2+4

alapjan a feladat megoldésa

1 1
Yy = szin2x+30032x— 5511121‘.
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Videok

Laplace—transzformalt

Adjuk meg a kdvetkez fliggvények Laplace—transzformaltjat.

1. Feladat.
filz) =1 fa(z) = ba® =2z +1/4 fo(z) = 22e*
folz) = = fs(z) = € fr(z) = z€®
f3(z) = 2?
Megoldas. u YOUTUhe
1 2 1 1 1
LIfl(p) = » Lifsl(p) = 5'E—2-E+Z-Z—9
LRG) = L) = o
2 2 Lif7l(p) = 1)
Lifs](p) = o L{fel(p) = (= 3)
2. Feladat.
fi(z) = sin3z — cos2x fi(z) = z-cos2z
fo(z) = €**sinaw +2e “cosdx fs(z) = ze **sin3x
fs(x) = x-sin3x
Megoldas. " YouTube
HAW = 577 o
1 p_|_1 L[f4](p) = ( 2+4)2
L{fs)(p) = _—2+2~—2 p
(p—2)2+1 (p+1)2+9 6(p + 2)
L) = 2 HEI®) = o rop
3I\P) = (p2—|-9)2
3. Feladat.
fi(z) = sh2z fa(z) = e**chbx fe(r) = xchax
fo(z) = ch3z fs(z) = xshax fr(x) = ze ¥ch3x

fs(z) = e"sh2z


https://youtu.be/Zl23pZjG57U
https://youtu.be/q9qBmzwzkHo
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Megoldas. u YouTube
2
LiAllp) = —— . "
L ’ 1 Lifi(p) = m Lifl(p) = ﬁ
2/\P) =
7Y _ ap 1P+
Lifsl(p) = m Lifslp) = (2 — a2)? L{f7](p) (p+1)?—9)

Inverz Laplace—transzformalt

A Laplace—transzformalt ismeretében hatarozzuk meg az eredeti fliggvényt.

4. Feladat.
1 3 1
L = s p+1
Alp) = ot~ prap LAl = g
2 5 3
L = + - 2p—1
) = o (p+1? p>+4 LiFl) = a7
_ pt2 p—2
Megoldas. u YOUTUhe
— _ —2x
filz) = 143 - e ; fa(z) = 3e* —2¢°
folz) = 277+ 53326*”3 —3 sin 2 f5(x) = 2 + 3ze*
2
f3(x) = cos3z+ 3 sin 3x + e** cos 3x
5. Feladat.
2p+5 p—3 2p—1 2p—1
L = L == L =
[fl](]?) p2 —9 pg —9 [fQ]( ) 2(])2 9) [f3] (p) (p + 3)(]72 I 9)
Megoldas. ° YouTube
11 1 5 7 )
fl(x) — Ee&ﬂ 4 66—3x 4 6—335 fg(l‘) — —%6_39: 4 éxe—?)z 4 %631
2 1 2 1
fo(x) = ~9 + g% + §Ch3x — 2—75h3x
6. Feladat.
p+3 3p+2 p+1
L = L = L =
£10) = 52 1) = ) = s


https://youtu.be/pIsE1f_ADB8
https://youtu.be/o7NWN9jvPfQ
https://youtu.be/1rPVyuudFG0
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Megoldas. u YOUTUhe

fi(x) :cosx/imwt%sin\/ﬁx f3(z) = e**chx 4 3e* shx

fo(z) = 3 cos x + 8e** sinw

p+2
7. Feladat. L[f] (p) = m
Megoldas. f(x) = Ze% + re®® — Ze“ + ;xe“ °YOUT“be
p+2
8. Feladat. L[f] (p) = m
1 1 1
Megoldas. f(z) = R sin 3x — g% cos 3z + 77 sin 3x °YOUTUbe
p—1

9. Feladat. L[f]|(p) = m

Megoldas. f(r) =e™" (%J} sinx 4+ x cos x — sin x) uYOUTUbe

Alkalmazas

Laplace—transzformécioval oldjuk meg a kovetkezé kezdeti érték feladatokat.

10. Feladat. y' 4+ 2y = e 2*, y(0) =2

Megoldas. y = 2¢ 2 + ze ** @ YouTube

11. Feladat. " —4y =2z +1, y(0)=2, ¢/(0)=1

Megoldas. y = ?LCh 2r + gsh 2x — % — }Lx °YOUT|.|be

12. Feladat. 3’ — 4y = e 2, y(0) =1, /(0) = —2

Megoldas. y = %eh — ixe% + 1—1662z @3 YouTube

13. Feladat. 3" +y' =e*+2+2, y(0)=-1, y/(0)=2

Megoldas. y=1+a + %9@2 — 27" °YOUTUbe


https://youtu.be/OW2hWULwmdE
https://youtu.be/ormz4W4kgoI
https://youtu.be/IOpXAuorwRA
https://youtu.be/lQRUeIeO3Rs
https://youtu.be/8AodAEmJOos
https://youtu.be/PrdPE3YHihQ
https://youtu.be/lBvj1l1TFnw
https://youtu.be/Z-nMUroKxHY
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14. Feladat. y" + 3y +2y=¢7*, y(0)= -2, y/(0) =1
Megoldas. y = —4e ® +2e 2 + ze™® °YOUT|.|he
15. Feladat. " +2y +y=¢e¢*+1, y(0)=2, y(0)=3
1
Megoldas. y = e * + 4xe " + 53;26” +1 @ YouTube
16. Feladat. ¢y’ +4y =sin2z — 1, y(0) =1, ¢/'(0) =2
5 1
Megoldas. y = 708 2r + 3 sin 2x — 4T cos 2x — 1 °YOUTUhe
17. Feladat. y” — 4y’ + 13y = ¢** cos 3z, y(0) =1, /'(0) = —1
1
Megoldas. y = e** cos 3z — e** sin 3z + 6:662”” sin 3z °VOUTUbE


https://youtu.be/VOHDMCUR9Yg
https://youtu.be/xGq2mXsVNXk
https://youtu.be/XGUpTA8szgU
https://youtu.be/0lKgYkTfYOk
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Hatarozzuk meg az 22 cos 5z fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

3p? — 7
2. Feladat. Hatéarozzuk meg az eredeti fiiggvényt, ha L[f(z)](p) P

p+1

B csoport

Feladat. Laplace-transzformacioval oldjuk meg az
y' 3y +2y=we™, y(0) =1, y(0)=1

kezdeti érték problémat.

C csoport

Feladat. Laplace-transzforméciéval oldjuk meg az
y' —dy =4e** —8sin2r, y(0)=3, y(0)=-1

kezdeti érték problémat.

P16 -9
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. Mivel

L[z? cos 5x] = L[z - v cos 5x] = —L'[x cos 5],
* p 1 1-(p>+25)—p-2p p? — 25
L 5 - _L/ 5 = — _— = — —
[ cos 5a] [cos 5a] {pQ T 25} (® + 25)2 (1 + 25)2 -
ezért
225 1" 2p(p? +25)% — (p* — 25)2(p? + 25)2
L[z* cos5x] = —L'[vcosbr]=— e pp”+ 257 — (b 2" +25)2p
(p? +25) (p* +25)
2p(p* 4 25) — (p* — 25)2-2p  2p® — 150p
(p? +25)3 (P25
2. Feladat megoldasa.
3P —7 p+1
L[f ()] (p)

= +
pP—16p p*—9

Az els6 tagot elemi racionélis tértekre bontjuk:

3p2—7_ Ip? -7 A B C

= + +
pP—16p p(pP*—16) p p—4 p+4

Y

ahonnan
3p* —7=Alp—4)(p+4) + Bp(p+4) + Cp(p — 4).

e Ha p =0, akkor —7 = A - (—16), amib6l A = 7/16.
e Hap=4, akkor 3-16 — 7= B -4-8, amibdl 41 = 32B, azaz B = 41/32.

e Ha p = —4, akkor 41 = 32C, azaz C' = 41/32. 2 pt
Tgy
3p*—7 7 1+41 1 +41 7 1 41 2p
pP—16p 16 p 32 p—4 32 p+4 16 p 32 p2—16
7 1 41 P 7 41
= — .4+ — .= —=_TIn —L|ch4 .
Tekintsiik a méasodik tagot:
p+1 D 1 3 1
tehat Y ]
f(z) = —=+ —ch4r +ch3z + -sh3zx.

16 16 3 3 pt
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Kvizek megoldasa

B csoport
Feladat megoldasa. Az Y =Y (p) = L[y|(p) jeloléssel

Ly =pY —p—1, Lly]=pY-1.
Ezért

y' 4+ 3y + 2y =z "

1
Y —p—1+3(pY —1)+2Y =
pY —p (p ) TESNE
1
p2Y+3pY—|—2Y:(p+1)2+p+4
1
(p2+3p+2)Y:(p+1)2+p+4

1 n p+4
p+12(p*+3p+2) p*+3p+2°
Ap*+3p+2=(p+2)(p+1) szorzatta bontas alapjan

1 A B C D

3 - + 2+ 5+

p+1)Pp+2) p+1 (p+1? (+1)° p+2
L=A(p+1’(p+2)+Blp+1)(p+2)+Clp+2)+ Dp+1)°.
A p = —2 helyettesitéssel kapjuk, hogy 1 = —D, azaz D = —1.
A p = —1 helyettesitésével C' = 1 adodik.

e Ha p =0, akkor
1=2A4+2B+20+D=2A+2B+2—-1=2A+2B+1
0=2A+2B
A=-B.

e Ha p =1, akkor
1=12A4+6B+3C+8D=—-12B+6B+3—-8=—-6B—-5
6 =—-68
B=-1,

és igy A=1.

Tehat
1 1 1 N 1 1
(p+1P(p+2) p+1 (p+1)2 (p+1)P° p+2’

Tovabba

p+4 A n B
P>P+3p+2 p+l1 p+2
p+4=A(p+2)+Blp+1).
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e A p = —2 helyettesitéssel kapjuk, hogy 2 = —B, azaz B = —2.
e A p = —1 helyettesitésével A = 3 adodik.

Avzaz

p+4 3 2
PP+3p+2 p+l p+2°
Ezért
B 1 p+4
C(pH+12(p2+3p+2)  pr43p+2
1 1 1 1 3 2
- - 3+ 3 + N
p+1 (p+1) p+183 p+2 p+1 p+2
4 L 3
T p+l (pH1)2 (p+13 pt2”
Igy

1
y=4e " —xe " + 53026_”” —3e %,

3 pt
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C cso

DOT

Feladat megoldasa. Az Y =Y (p) = L[y|(p) jeloléssel L[y"] = p*Y — 3p + 1. Ezért

y' —4y = 4e ** —8sin2x

4 2
%Y —3p+1—4Y = ~ 8.
P r p+2 p*+4
, 4 2
(P2 —4)Y = 8- +3p—1

p+2 = pr+d
4 16 3 1
Y = 2 ~ 2 2 + zp Y :
P —4)(p+2) @*—-4)@P*+4) p*—4 p*—4

Ekkor, (p* —=4)(p +2) = (p = 2)(p+2)(p +2) = (p — 2)(p + 2)* miatt

A B C

4
(p* —4)

r2  p2tpi2tprop
4 = A(p+2)2+B(p—2)(p+2)+0(p—2).

e A p = —2 helyettesitéssel kapjuk, hogy 4 = —4C', azaz C' = —1.
e A p =2 helyettesitésével 4 = 164, A = 1/4 adddik.
e Ha p =0, akkor

Tehat

Tovabba

16

(p* —4)(p* +4)
16

4 = 4A-4B-2C=1-4B+2=3—-4B

B = —1/4.

A n B +C’p+D
p—2 p+2 p>+4
Alp+2)(p*+4)+Bp—-2)p*+4)+(Cp+D)(p—2)(p+2).

A p = —2 helyettesitéssel kapjuk, hogy 16 = —32B, azaz B = —1/2.
A p = 2 helyettesitésével 16 = 324, A = 1/2 adodik.

Ha p = 0, akkor
16 = 8A—8B—4D =4+44—-4D =8 —4D
8 = —4D
D = -2.
Tovabba p = 1 esetén
15 5
16 = 15A—5B—|—(C+D)-(—3):?4—5—30%—6:16—30
0 = =3C

0.

1 pt
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Azaz

16 1 1 1 1 2
(P2 —4)(p>+4) 2 p—2 2 p+2 p2+4
Ezért
16 3 1
Y = — 2 2 + zp 2
P?=p+2) EP-4H@E*+4) p -4 p -4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3p 1
- 1 ,_9 1 - 2 o T35 T3 T T2
4 p—2 4 p+2 (p+2?2 2 p—2 2 p+2 p*+4 p*—4 p*—4
1 1 1 1 1 2 n P 1 2
4 p—2 4 p+2 (p+2)?2 p2+4 pP2—4 2 p2—4
Tgy ) .
Yy = 62z+16_2$—$6_2m+sin21‘+3ch2$—581’121‘.

3 pt



D.

(Geometrial sor; teleszkopikus sor;
osszehasonlito teszt

Hazi feladatok

(GGeometrial sor

A Z " =14+q+@F+¢+...+¢"+ ... alaki sort geometriai vagy mértani sornak nevezzik.
n=0

Tudjuk, hogy

(0.) o0 1
n . n __
nE_O "<oo <= gl <1, ésekkor nE_O q" = T4

oo 47'L
1. Feladat. Hatarozzuk meg a Z %(—1)” sor Osszegét.
n=0

Megoldas. A

5. 2n+3
3n—1

2. Feladat. Adjuk meg a Z

n=2

sor 0sszegeét.

61
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GEOMETRIALI SOR; TELESZKOPIKUS SOR; OSSZEHASONLITO TESZT
= m + 2)

Megoldas. Az Osszegzés n = 2-t6l indul, igy elsé 1épésben az m = n — 2, (
helyettesitést végezziik el, hogy a sor m = 0-t6l induljon:
— 52t

0 2n+3 0 5. 2m+2
Z 3 o Z 3m+1

(m+2) 1

n=2 m=0 m=0
Ezt kovetGen, a hatvanyozas azonossagait alkalmazva a
i5-2m+5_°°5-25-2m i5.25 2m 520 O (2)’”
m+l T3 am “aom T 2
m=0 gt m=0 3-3 m=0 3 3 3 m=0 3
2 . .
alakra hozzuk, és —‘ < 1 miatt kapjuk, hogy
520 & <2)m 5-2° 1
=) = : =5-2° =160
2
3 ~=\3 3 1—3
3. Feladat. Adjuk meg a kévetkezd sorok Osszegét
> 22n+1 . 37174 > 22n+1 . 7n74
(@) p —5 b) 2~
n=1 n=1

Megoldas.
(a) Az m=n—1, (n =m+ 1) helyettesités és atalakitas utan kapjuk, hogy
3(m+1)74 * 92m+3 __ gm—3

0 22(m+1)+1 _
3. 5l

0 92n+1 _ 3n74 Z
. Rn = . Em+l -

n=1 3-5 m=0 3. 5mF m=0

B Z 23 qm _ 3—3 .gm Z qm 3—3 .3m

A&~ 3.5-5m 15-5m  15-5m

_Zﬁf_ﬁﬁ_iﬁém_?’_B%m

—\15 5™ 15 5"/ £=\15 \5 15 \5) )
Az R < 1, és || < 1 Osszefiiggések miatt az Osszegzést felbonthatjuk két konvergens
sor kiilonbségére, és a sorokat kiilon-kiilon kiszamolva kapjuk, hogy
is 4’”_53:3—3 3\" 8 1 3% 1
) —~ 15 ) 15 1—— 15 1—%

— 15

(b) Vegyiik észre, hogy ez a példa az el6z6 feladat modositasa, 34 helyett most 774
> 1 miatt a masodik sor divergens.

szamlalo masodik tagja. Igy a fentiek alapjan
Mivel az els6 sor konvergens, ezért az eredeti sor divergens
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MEGJEGYZES. Ezt a tényt az altalanos tag hatarértékének vizsgalataval is igazolhatjuk, ugyanis
. 22n+1 o 7n—4 ' ™92 4;_: . 7—4 ‘ 7 no9, (%)n . 7—4
L T e T () i

amelybdl kovetkezik, hogy a sor divergens.
Ugyanakkor, ha az altaldnos tag hatarértéke 0 , akkor tovabbi vizsgalatot kell végezni. Csak
ez a tulajdonsag nem elégséges a konvergencidhoz. M

Teleszkopikus sor

Tudjuk, hogy egy sor dsszege (ha van) az s, részletisszeq—sorozat hatdrértéke. Teleszkopikus
sorok esetében ez az s, algebrai dtalakitdsok segitségével eqyszerien megadhato.

1
n2 +2n

4. Feladat. Adjuk meg a Z sor 0sszegeét.

Megoldas. Az
Sn:a3+a4+"'+an

részletdsszeg—sorozat hatarértékét fogjuk vizsgalni, de ehhez el6bb atalakitjuk az altaldnos tagot
elemi tortekre bontas segitségével:

1 1 A B A(n+2)+ Bn
an:n2+2n:n(n+2)zﬁ+n+2: nn+2)
ahonnan
1=A(n+2)+ Bn.
Ha n =0, akkor 1=A-2, azaz A=1/2,
ha n= -2, akkor 1=B-(-2), azaz B=-1/2.
Tehat
/2 1/2
" g

Legalabb addig irjuk ki a tagokat elolrél és hatulrdl is, amig mar megjelennek az egymast
kiejts kifejezések. Ehhez pontosan 1-gyel tobb tagot kell felhasznalni, mint az n(n +2) = 0
egyenlet gyokeinek tavolsiga, azaz jelen esetben 3—at. A jobb szemléltetés végett most ennél
tobb tagot is feltiintetiink:

(-1 () (-0 (222 (2 0)

/2 1/2 /2 1/2 12 1/2
o (G )G ) ()
_Y2 12 12 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

3 5 4 6 5 7 6 8 7 9
/2 1/2 1/2 /2 1/2  1/2
ot /‘—L+ /2 12 12 172

n—2 n n—1 n—+1 n n -+ 2
71/2+1/2 1/2 1/2

3 4 n+1l n+2
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Jol lathatoan elolrdl és hatulrol is a megmarado tagok szama kettd, ami éppen az n(n+2) = 0
egyenlet gyokeinek tavolsiga. Innen a részletdsszeg hatarértéke mar egyszertien megadhato:

lim s, = lim (1—/2+1/2 1/2 1_/2>_1/_2+1/2 7

1
3 4 n+1 n+?2 tsT o

1
B 4 6

n—oo n—o0

tehat

o=y
n2+2n 24°

n=3

MEGJIEGYZES. Megfigyelhetjiik, hogy pontosan annyi tag maradt meg eldlr6l és hatulrol is,

mint az n? + 2n = 0 egyenlet két gydkének, n = —2 és n = 0-nak a tavolsiga, azaz 2. Y
5. Feladat. Hat3 k N 2 0 (
. Feladat. Hatarozzuk meg a HZ:% m sor osszegeét.

Megoldas. Az altalanos tagot elemi tortekre bontjuk:

_ 2 _ 2 A N B A@2n+3)+B(2n+1)
S 4n2+8n+3  2n+1D2n+3) 2n+1 2043 (2n+D(2n+3)

Qn

azaz
2=A2n+3)+ B(2n+1),

n=—1/2 esetén 2=A-2, azaz A=1,
n=—3/2 esetén 2=DB-(-2), azaz B=-1.
Tehat a felbontés
2 1 1
Qp

T A2+ 8n+3 2m+1 2m+3’

és mivel a 4n?+8n+3 = (2n+1)(2n+3) = 0 egyenlet gyokeinek tavolsaga 1, ezért a részletosszeg
az

Sp, = aot+ar+---+ a1+ ay

_11+11++1 1+1 1
\1 3 3 5 n—1 2n+1 m+1 2n+3

B 1+1 1+ N 1 1 N 1 1
N 3 3 5 m—1 2n+1 2n+1 2n+3
1
= 1-—=
2n + 3

alakban irhato fel. Igy a sor Osszege

) . 1
lim s, = lim (1 — =1

- 1
6. Feladat. Hatarozzuk meg a Z In <1 + —) sor Osszegét.
n

n=>»s
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Megoldas. A logaritmus fiiggvény tulajdonsaga miatt

1 1
anzln(1+—>:lnn+ =In(n+1)—1Inn,
n n

ahonnan

Spn = a5 +ag+ -+ ap—1+ay
(In6 —Inb5)+ (In7—I6)+---+(Inn—In(n—1)) + (In(n+ 1) —Inn)
= In(n+1)—Inb5.

Azonban
lim s, = lim (In(n+1) —Inb5) = oo

n—oo n—oo

miatt a sor divergens.

Osszehasonlito teszt

Poztiv tagi sorok konvergencidjinak vizsgdlatdra t6bb eljdrdst ismertetink.
Az 6sszehasonlité tesztek:

(1) Ha valamilyen indextdl kezdve minden n-re a, < b, és > b, konvergens, akkor > a, is

konvergens.

(2) Ha valamilyen indextdl kezdve minden n-re a, < b, és Y. a, divergens, akkor > b, is
divergens.

(3) Ha nh_}rgo % = L létezik és 0 < L < oo, akkor a két sor hasonloan viselkedik, > a, ~ > by,

azaz, ha valamelyik konvergens (divergens), akkor a mdsik is konvergens (divergens).

Mindhdrom teszt esetén az alkalmazdsdhoz ismerniink kell az eqyik sort konvergencia szem-
pontjabol. A geometriai sor konvergencidajanak ismerete mellett azt is tudjuk, hogy

1
Y —<oo = p>1.
np

7. Feladat. Konvergencia szempontjabol vizsgaljuk meg a kévetkez6 sorokat.

(a) Z g@ + sinn) (b) Z 4(2 + sinn)
Megoldas.

(a) Elészor ellendrizziik, hogy a sor pozitiv tagi. Az altalanos tagban szerepld tort szamlaloja
és nevezGje is pozitiv, a masodik szorzotényezd pedig

—-1< sinn <1
1< 2+4sinn <3

miatt szintén pozitiv.
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Bzt kovet6en meghatarozzuk az altalanos tag hatarértékét:

Vn 1
71121010 F(Q—ksmn) nlggo W(Z—i—smn) =0,

ugyanis a rendérelv alapjan

‘H
=

s < #(2+Sinn) <

3/ 372
! 3 !
0 0 0
han — oo .
Mivel a Z sor p = 3/2 > 1 miatt konvergens, és
1 1 1
n3/2(2+smn) S W?):?)W,

igy az (1) dsszehasonlito teszt alapjan az eredeti sor is konvergens.
(b) A feladat az el6z6 esethez hasonloan pozitiv tagi, tovabba az altalanos tag szintén nullé-
hoz tart:

1
lim @(2+smn) = lim —5(2+sinn) =0.

n—oo N n—+00 n1/2

Azonban most a Z 1/2 sor divergenciaja (p = 1/2 # 1) miatt alulrol kell becsiilniink.
n

Az 1 <2+ sinn < 3 oOsszefiiggés alapjan

1
n1/2(2+smn) > pYes -1,

tehat a (2) 6sszehasonlito teszt alapjan az eredeti sor is divergens.

n—>s
8. Feladat. Konvergens-e a —— sor?
& Z 2n + 9n?
Megoldas. Els6 lépésben ellenérizziik, hogy a sor pozitiv tagi. Ez most n > 5 esetén teljesiil,
hiszen ebben az esetben a toért szamlaloja és nevezdje is pozitiv.
Ezt kévetSen az altalanos tag hatarértékét hatarozzuk meg:
n—>5 n 1-5/n I 1-5/n 1

IOy BT gy 2T g,
nSoo 20 + 0P noeo 1 2/n2+9 nS00 112 2/n2+4+9 9

Ebbél ugyan nem kivetkeztethetiink a konvergencidra, de a (3) dsszehasonlit6 teszt alapjén arra

igen, hogy a sorunk hasonléan viselkedik mint a Z sor, hiszen a megfelel két altalanos tag

hanyadosanak hatarértéke L = 1/9 > 0.
n—>5 .
A Z — sor p = 2 > 1 miatt konvergens, igy a Z e is konvergens.

V2n —1
9. Feladat. Vizsgaljuk konvergencia szempontjabol a Z Eaarwe sort.
—2n
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Megoldas. Mivel n > 3 esetén a sor minden tagja negativ, ezért a sor —1-szeresét vizsgaljuk.
Ez méar pozitiv tagi, ha n > 3:

R IR
7T—2n 2n —
Ekkor az altalanos tag hatarértéke

- V21 V21 )
i V2oL VR V2o /m_o. Y2

n1—>oo 2n—17 n—oo 1 2—7/n n—oo n1/2 2—7/n a 2

. V2 . V2n —
Tehat L = > > (0 miatt Z oy —

Z 1/2 Ez utobbi sor p = = ;4 1 miatt divergens,
n

V2n — 1
amibdl kovetkezik, hogy a Z n—

— sor is divergens. Tehat a —1-szerese is, vagyis az eredeti

sor is divergens.
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Videok

Geometrial sor

Amennyiben konvergensek, hatarozzuk meg a kovetkezé sorok Osszegét

1. Feladat. a) Z (g) , b) Z(_l) B’ c) Z <§)
n=0 n=0 n=0
Megoldas. a) ! b) ! ) di
.a c) divergens
g2 1— %7 1+ %7 g
Fel =\ 3 = 3 — 3
2. Feladat. a) Z4—n, b) ZW’ ) Z42n_1
n=0 n=0 n=0
1 3 1 1
Megoldas. a)3-1_1, b)é_l'l—l’ )12 —
4 1 16
o en
3. Feladat. Z T
n=1
e 1
Megoldas. — -
egoldas 3T ¢
o 22n—3
4. Feladat.
3n+1
n=3
Megoldas. Divergens.
oy on—1 e gn+3
5. Feladat. Z o 31
n=1 n=2
1 1 57 1
717 93" 5
31— 5

Megoldas. —
egoldas. —= -1

e 32n+1 o (_5)n—1
6. Feladat. JErES

n=2

35 1 5 1
Megoldas. — - —5 + — - -

42 1—a 4 1+

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/bVGKvrAvKjs
https://youtu.be/Ai-t_6G6lVY
https://youtu.be/EPYf_rqnK68
https://youtu.be/UZCkQdRvPlM
https://youtu.be/UkzWBEu5sGk
https://youtu.be/GWDT3qzVDKU
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0 23n—1+42n+1
7. Feladat. Z W
n=1
Megoldas. Divergens. & YouTube
Teleszkopikus sor
Hatarozzuk meg a kovetkez§ sorok 0sszegét.
- 1 1
8. Feladat. —
clada nzl (2n+3 2n+1)
1
Megoldas. -3 °YOUT“be
=1
9. Feladat.
elada 2 i
1
Megoldas. 3 °YOUT“be
10. Feladat i L
) ) —~ n?—2n
3
Megoldas. 1 °YOUT“he
- 1
11. Feladat. —_—
clada ; n?+3n+2
1
Megoldas. 3 3 YouTube
= 1
12. Feladat.
elada ; g
1 1 1 1
Megoldas. —— 1+ -+ - + - °YOUTUbe
4 2 3 4
13. Feladat i L
' C=dn? — 1
1
Megoldas. 3 °YOUT“he


https://youtu.be/lJN3bHgNF24
https://youtu.be/9uaj0d5m1ZA
https://youtu.be/vd2F7qkZ6Gw
https://youtu.be/ANg3ebRunlA
https://youtu.be/V5V3_8wgcpc
https://youtu.be/qe8ujr-QBCg
https://youtu.be/lDNP2Njc30E
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Osszehasonlito teszt

Vizsgaljuk a kdvetkezd sorok konvergenciajat.

1
nz+n

14. Feladat. Z

Megoldas. Konvergens.

n—3 n—3
15. Feladat. a) Z Sl b) Z 5n2 4+ 1

Megoldas. a) divergens, b) divergens.

1

—n2

16. Feladat. Z 1

Megoldas. Konvergens.

n+3
n — n?

17. Feladat. Z 5

Megoldas. Divergens.

\Von — 2

18. Feladat. Z 2 1
n2—n

Megoldas. Konvergens.

J2n — 5
NS

Megoldas. Divergens.

19. Feladat. Z

In3
20. Feladat. Z %
n J—

Megoldas. Konvergens.

3"+ 2n

21. Feladat. Z 5 5
n—n

Megoldas. Konvergens.

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/_Pwp6rNKI2c
https://youtu.be/M8WoUq0hUk8
https://youtu.be/1EMB9eBkWmU
https://youtu.be/jT8Gv0k4zco
https://youtu.be/-pDaGWm6_R0
https://youtu.be/XVIuoSDS86g
https://youtu.be/Dhwarnmdftg
https://youtu.be/cxXXuEibqIE
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3" 2n
5n,n2

22. Feladat. Z

Megoldas. Konvergens.

n?+ 2

23. Feladat. Z 5 5
n—2n

Megoldas. Konvergens.

1
24. Feladat. Y - rcosn

n2

Megoldas. Konvergens.

3 YouTube

@ YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/BmTBQJTwNKY
https://youtu.be/qmjjpBpl09k
https://youtu.be/5CjnnEQG9bU
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Kvizek

A csoport

1. Feladat.

2. Feladat.

B csoport

1. Feladat.

2. Feladat.

C csoport

1. Feladat.

2. Feladat.

3. Feladat.

D csoport

1. Feladat.

2. Feladat.

. =~ 2n—3.5" 1 )
Hatarozzuk meg a BT sor osszeget.
n=2
3—vV2n+5
Konvergens-e a Z TG sor?
. X 5" + 2 . o
Hogyan viselkedik a Z o sor konvergencia szempontjabol?

n

oo
Hatarozzuk meg a Z 5
n

———— sor Osszegeét.
—n—2

n=3

3-5"
23n+1

oo
Hatarozzuk meg a g sor Osszegét.
n=1

InTE

Konvergens-e a g
Inn

sor?

3"+ 2
5" —n

sort.

Konvergencia szempontjabol vizsgaljuk meg a Z

2

Hatarozzuk meg a Z m
n n

n=2

sor 0sszegét.

n? + 3n

sor?
2n_n3

Konvergens-e a E
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. Az m = n — 2 helyettesitéssel, n = m + 2 alapjan

f: on _ 3. 5n—1 > 2(m+2) 3. 5(m+2)—1 o om+2 _ 3. 5m+1
n—1 - 2(mt2)—1 - 2m+3
n=2 3 m=0 3 ( ) m=0 3

27 - 9m 27.-9m  27.9m

m=0 m=0

e 42m—3.5.5m & (4-2m 15-5m)

Felhasznéalva a

2<1’
— és
9

5
5‘ < 1 osszefiiggéseket kapjuk, hogy

2. on —3.571 L 4.0m =15 5™
ZW:ZQ’z.gm_z}OQ?.gm

n=2 m=0 m=
4 X /2\" 15 <= /5\"
=% ,;@ 3 ;(5)
41 151
27 1-2 27 1-3

2. Feladat megoldasa. A sor negativ tagi n > 2 esetén, ezért a

n2—n—|—6 ng—n+6

sort vizsgaljuk:

Ve2n+5-3 \/n \/2+5/n—3/n'?

li = lim .
1 /2+5/n—3/n'2% . ”
i e V2HS ST pr

n—>oon3/2 1—1/n—i—6/n2

Mivel /2 = L > 0, ezért

Sl T ()

és p = 3/2 > 1 miatt az utobbi sor konvergens, ezért az eredeti sor is konvergens.

1 pt

2 pt

3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A sor pozitiv tagd, ugyanakkor

N A . b 142/5m ) 51" 1+2/5"
lim =lm ———=1lm (=] - —— =% -1"= 0,
n—so0 3" —n  n—o0 3" 1 —n/3"  nooo \ 3 1—n/3"
azaz nem 0 , igy ez a sor divergens. 1 pt

2. Feladat megoldasa. Ez egy teleszkopikus sor. Az n? —n — 2 = 0 egyenlet megoldasai

1+v1+8 1+3
2 2

Ni2 =

alapjan n; = —1, ny = 2, és igy n®> —n — 2 = (n + 1)(n — 2). Tovabb4
1 A B A(n+1)+ B(n—2)

n2—n—2_n—2+n+1: (n+1)(n—2)

l1=An+1)+B(n—2).

1
e Han =2, akkor 1 = 3A, azaz A = 3

1
e Han = —1, akkor 1 = —3B, azaz B = —3

Ezért
113 13
n2-n—2 n—2 n+1’
amibl 2 pt
(1313 /3 1/3 /3 1/3 /3 1/3
S”_(1_4)+(2_5+3_6+4_7
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
+ +(n—5 n—2)+(n—4 n—1 + n—3 n * n—2 n+1
1313 13 13 13 13 1 1 1
“ T T2t 3 a1 n niit3tetos o)
1 1 1 3 pt

vagyis a sor 0sszege — + — + —.
gy g3 679
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C csoport

1. Feladat megoldasa. Az m = n — 1 helyettesitéssel, n = m + 1 alapjan
135" = 3.5t Zg.smEl 3.5 5™
Z 93n+1 Z 23(m+1)+1 Z - Z

23m+4 24 . 8m
n=1 m=0

m=0 m=0
LR (5)m 15 1
== 2) =2~

16 = \8 16 1-32

hiszen

5)
- < L
8‘

1 pt

2. Feladat megoldasa. Az altalanos tag hatarértékére, a L’Hospital-szabély alapjan

) A (el i T S 1
T—00 Inax o T—00 % o T—00 3<x + 5)2/3 o T—00 132/3 3(1 -+ 5/x)2/3
1
= i 1/3 B S E—— ey
B Sy Pk
tehéat ,
lim vin +5

n—oo  Inmn
azaz nem 0, tehat a sor divergens.

=

2 pt

3. Feladat megoldasa. A sor pozitiv taga, és

3"+ 2 3" 14+2/3™ 3\" 1+2/3"
lim o :hm—-izhm = -Lzo-lzo.
n—oo B — 1, n—oo H7 1—n/5" n—oo \ O 1—n/5”

Tehat L = 1 > 0 miatt

Yaex(l)

Az utobbi sor < 1 miatt konvergens, igy az eredeti sor is konvergens.

3 pt
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D csoport
1. Feladat megoldasa. Ez egy teleszkopikus sor. Az n? + 5n + 6 = 0 egyenlet megoldasai

 —5+.25-24 -5+1

ni2 9 9

alapjan ny = —2, ny = =3, és igy n®> + 5n+ 6 = (n + 2)(n + 3). Tovabba

2 A B A(n+3)+B(n+2)
(n+2)(n+3)

n2+5n+6:n+2+n+3:
2=An+3)+B(n+2).

e Ha n = —2, akkor 2 = A.
e Han = -3, akkor 2= —B, azaz B = —2.

Tehat
2 2 2
n2+3n+2 n+2 n+3’
1 pt

amibdl
5 2 2 N 2 2 - 2 2 N 2 2
" \4 5 5 6 n+l n+2 n+2 n+3
2

alapjan a sor Gsszege 1/2.

2. Feladat megoldasa. A sor n > 9 esetén pozitiv tagu, és

2 2
O R T e /LR Y

n—oo 20 — n3 —n1—>nc}o2_n 1—n3/2n
2 pt

TL2

Zn2+3n
an _n3 2n

3\" 2 3/2)" 3\"
),ésn—<u:<—> , azaz

Mivel 1 = L > 0, ezért

Ha n elég nagy, akkor n? < (2 om on 1

Sy (3)

3 n? .
—’ < 1. Ezért Z on is konvergens és igy az eredeti sor is

A geometriai sor konvergens, hiszen 1
3 pt

konvergens.



6.

Gyok, hanyados teszt; integral teszt;
alternalo sor; szamsor becslése

Hazi feladatok

Gyok, hanyados teszt

A > ay, pozitiv tagi sorok konvergencidjinak eldontésére, amennyiben az dltaldnos tag tar-
talmaz exponencidlis vagy faktoridlis kifejezést is, a gyok- vagy a hdnyados kritériumot alkal-
mazzuk.

G,
Gyok teszt: Ha lim {/a, = o; Hanyados teszt: Ha lim o= 0,

n—00 n—00 (U,

akkor o<1 esetén a sor konvergens,
o>1 esetén a sor divergens,

o=1 -esetén tovdbbi vizsgdlat sziikséges.

Vizsgaljuk a kovetkezd sorok konvergenciajat.

2"(n — 2)!

(2n —1)!

Megoldas. A sor n > 1 esetén értelmezett és pozitiv tagi. A feladat faktoridlist tartalmaz,
igy a hanyados tesztet hasznéljuk:

(i1 1 2 ((n+1)—2) 2n—1)! 27%(n—1) (20— 1)
G M T T2 ) -0 29 —2)  @n+ )l 20(n—2)
ot (n=1! (2n—1)!

2 n—2) 2nt 1)’

1. Feladat. Z

ahonnan egyszertisités utan irhatjuk, hogy

Uny1 2 n—1 1  2(n—1)

ap I 1 (2n)2n+1) 2n2n+1)°

7
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Ennek a kifejezésnek a hatarértékét kell meghataroznunk, amit a dominans tagok kiemelésével
a tanult moédon kapunk meg:

2n—=1) ~n 21-1/n) 1 2(1-1/n) 0 2 0
2n(2n+1) n2 22+1/n) n 2(2+1/n) 4
Tehat a
lim 22 =0=p<1,

n—00

ezért a sor konvergens.

2" —3n
nd+n—2
Megoldas. A sor n > 3 esetén pozitiv tagi. Faktorialis kifejezés nincs, de van exponenciélis
tag, ezért a gyok tesztet alkalmazzuk.

— . 2"—=3n V2" —3n 2-3/1-=3n/2"
nan: = —
n+n—2  YnP4n-2 (Y/n)?-Y1+1/n2—2/nd

2. Feladat. Z

Ha n elég nagy, akkor
1/2<1-3n/2" <1,

ezért

Y1/2 < 3/1=3n/27 < V1.
Y/1=3n/2" = 1.

Y1+1/n2—2/n3 = 1.

Igy, a rendér-elv alapjan

Hasonléan kapjuk, hogy

Tehat
2. /1= 3n/2n 2.1
n/ —9—p>1,

Vo R AT e 1]

ami miatt a sor divergens.

MEGJEGYZES. A hanyados kritérium hasznalatéval is a o = 2 értéket kapjuk, ugyanis:

Unp1 1 2" _3n+1)  nf4n—-2 271 —3p-3  nd4+n-—2
a4 M T )Pt (ntl)—2 2 —3n 2 —3n  (mn+lP+n-—1
_ontl 1 3p/ontl —g/ontl pd 1+1/n2—2/n?

oo 1—3n/2¢ 03 (L+1/n)?+1/n2 —1/n3
1 — 3n/2nt! — 3/2nH 1+ 1/n2 —2/n}
' 1—3n/2" (14 1/n)3+1/n2—1/n?

—2-1-1-1=2.

e

MEGJIEGYZES. Faktoridlist tartalmazo feladatokndl egyszeriibb a hanyados kritériumot hasz-
nalni, kiilonben tetszés szerint hasznalhatjuk mind a hanyados, mind a gyokkritériumot. Ugyan-
akkor ezek a tesztek tobb esetben nem tudnak dénteni (o = 1 miatt), mint példaul a kivetkezs
feladatok esetében sem. ey
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Integral teszt

Amennyiben f(x) pozitiv és monoton csékkend a [k,00) intervallumon, akkor a, = f(n)

esetén -
Zanw/ f(z)dx,
n=~k k

azaz a E a, sor pontosan akkor konvergens, ha az adott improprius integrdl konvergens.

Vizsgaljuk a kdvetkezd sorok konvergenciajat.

1
nyvInn

Megoldas. Ha x > 1, akkor x, Inx, VInx pozitiv és monoton novs fiiggvények, igy zv/Inx is

1
zvVinzx

3. Feladat. Z

monoton nové, ahonnan monoton csokkend. Ezért alkalmazhatjuk az integrél tesztet:

i L / Tl
— nvInn o zvlnz
Az
y=Ilnzx, dy= ldx
x
helyettesitéssel

1 1/2
/ dr = y_1/2dy:y—+C:2\/§+C’:2\/1nx+C.
rvVinz 1/2

Tgy az improprius integral

/OO L=t [ de = lim [2vine| = lim (2vint - 2vin2) = oo,
) t—o00

t
zvVinz t=oo fo x4/Inx t—00 2

azaz divergens, tehat a sor is divergens.

In 3n
4. Feladat. Z 3
. o . Indz . .
Megoldas. A sor pozitiv tagi és f(z) = —— derivaltja
T
. 2.2 —In3z-322 22 -322In3r 1-3In3z
f (g’/‘) = —_= —= s

b 6 xt
ami negativ, ha > /e/3, azaz ekkor f(z) monoton csokkend. Ezért /e/3 < 1 miatt

. In3n / * In 3z
Z ~ dz .
n3 , 3

n=1
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Parcialis integraléassal,
s=Indz, =27, §=2' t=-272/2

alapjan

1
/ n s dx:/ln3x-x_3 dmz}an-(—m_Q/Z)l—/lx_l : (—x_2/2)I dx

a3 -
st st st

1In3x 1 3 1ln3x 11
=—= — dr = —— -—+C.
23:2+2/ TETY e i
Igy
* In 3z "3z 1ln3z 117"
3 dr = lim S dr = lim - ——
1 T t—oo || @ t—o0 2 2 4 12 1
) 1ln3t 11 1 1 1 1
23520(7 2 g 51““1)—51“3*1’
: t -y . .
ahol a lim = 0 értéket a [L’Hospital szabaly
t—oo 12
3t ¢ 1
t—oo  [t2] _t1—><>02_t_t1i>r£>2_t2_0

alkalmazasaval kapjuk meg.
Tehat az improprius integral konvergens, ezért a sor is konvergens.

Alternalo sor

Legyen a, > 0 , ekkor a > (—1)"a, vagy >_(—1)""a, alaki sort alterndld (vdltakozo eldjeli)
sornak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az alterndlo sor

e abszolit konvergens, amennyiben a > |(—1)"a,| = >_ a, sor konvergens;
o feltételesen konvergens, amennyiben konvergens, de nem abszolit konvergens.

Az alterndlo sor feltételes konvergencidjdt a Leibniz—kritérium segitségével igazoljuk:

ha a, — 0 és a, monoton csokkend, akkor az alterndlo sor konvergens.

Hatarozzuk meg, hogy a sor abszolit konvergens, feltételesen konvergens vagy divergens.
3—n
5. Feladat. e
Z( ) 2n® —4n3
Megoldas. A sor alternal6, mert
n+1 n—3

Z()\/WZ V205 — dnd
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n—3

S —_—
\V/2n5 — 4An3

Az abszolat konvergencia vizsgalataval kezdiink, a

pozitiv amennyiben n > 3.

Z /2n5 4n3
pozitiv tagi szamsort nézziik. Ez nem tartalmaz faktorialist, exponencialis kifejezést, és

lim n—3 ERTIN 1-3/n _ 1 1-3/n :0-i:0

1m .
n—00 4/2n5 — 4n3 n—o0 \/m ,/2—4/712 n—>00n3/2 \/2—4/’/22 \/§

alapjan, L = 1/v/2 > 0 miatt a (3) 6sszehasonlité tesztet alkalmazhatjuk. Azaz

Zm an/w

ami p = 3/2 > 1 miatt konvergens, tehat az alternalé sor abszolat konvergens.

vVan +1

6. Feladat. Z(—l)” "

Megoldas. A sor alternalo. A
Z Vian +1
n
sor pozitiv tagu,

Van 11 VAT 1 JAr1
lim a, = lim YLy VP +/”f1 VARIR 9.

n—oo n—oo n n—)oo n n—oo n1/2 1

és igy L =2 > 0 miatt a (3) 6sszehasonlito teszt szerint

vin +1 1
Y~

ni/z’

1
Az utobbi p = = # 1 miatt divergens, tehat az alternélé sor nem abszolit konvergens.

A feltételes konvergencia vizsgalatahoz a Leibniz—kritériumot hasznaljuk. Mar megmutat-

Viar +1

tuk, hogy a, — 0. Az f(x) = ——— fliggvény derivéltja
x
() T+ 1)V 40— Vi + 1 —2r—1
x) = =

x? Cox2Ar + 1

negativ, ha = > 1, amibdl azt kapjuk, hogy f(x) monoton csokkend, és igy a, is monoton
csOkkend. Azaz a Leibniz—kritérium feltételei teljesiilnek, ezért az alternalo sor feltételesen kon-
vergens.
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Szamsorok becslése

(1) Amennyiben a Z(—l)"an (a, > 0) alterndld sor konvergens, akkor

00 k—1
D (D~} (=1)"an,
n=1 n=1

ahol a hiba kisebb mint ay,.
(2) Amennyiben a Z a, pozitiv tagu sor konvergencidja igazolhato az integrdalkritérium se-

gitségével (a, = f(n)), akkor
oo k—1 1 0o
;an%;an—l—iak—k/k f(z)dz

1
ahol a hiba kisebb mint §ak.

Tudva, hogy az adott sorok konvergensek, 10~2 pontossiaggal becsiiljiikk meg az Osszegiiket.

o0

7. Feladat. Z(—l)"

n=2
Megoldas. A sor valtakozo elGjeld. Ha a hiba kisebb mint ay, akkor a fenti (1) becslés érvé-
nyes. Ezért a;, < 1072 esetén a megfeleld pontossidg mar biztosan garantalt. Tehat az utobbi
egyenlGtlenséget kell k—ra megoldani:

5n + 2
n?—1

ap < 1072
5k + 2 _ 1
k2 —1 100

500k +200 < k*—1
201 < k(k —500).

Ez utobbi jol lathatbéan teljesiil, ha k£ > 501, amibdl

] 500
5n + 2 5n + 2
2R
n=2
8. Feladat OOE #
‘ C 4= 2n% 4+ 3n -2

Megoldas. Az &ltalanos tag pozitiv és monoton csokkend, azaz az integral teszt kdvetkezmé-
nyeként megbecsiilhetjiik a sor 0sszegét:

1
~ < 1072
o
1 3 1
—_— . — < PR—
2 2k2+43k—2 100

2k +3k—2 > 150
k(2k +3) > 152
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amely k > 9 esetén nyilvan teljesiil, és igy legalabb 1072 pontosiggal

o8 oy ] 3 +/°0de
Mm24+3n—2 “—~wm2+3n—2 2 2-92+3.-9-2 J, 2024+3x—2

n=1 n=1
Elemi racionalis tortekre bontassal nyerjiik, hogy

3 3 A B

_ _ h
22 +37—2 (e—D(@+2) 2w—1 zyp cromman

3=Ax+2)+B2x—-1).

Ha x=1/2, akkor 3=A-(5/2), azaz A=6/5,
ha x = -2, akkor 3=B-(-b), azaz B = -3/5.
Ezért
3 6/5 3/5 6 Inj2cz—1] 3
———— dx = — der = - - —— — -1 2|+ C
/2:L'2—|—3x—2 ‘ /(Qx—l x+2) T75 2 5ol 42+
3 20 — 1
=-1 C.
5 x+2‘+
Tgy
00 t . t
/Ld:ﬁ:hm Lalx:lim §ln e =1
9 2x%43x—2 t—oo Jg 2224 3z — 2 t—oo | 5 r+2 ],
2t —1 1 1
= lim §111 —§1n—7 :§ln2—§ln—7,
t—oo \ D t+2 5 11 5) 5 11
vagyis
- 3 3 1 3 3 3,17
L S 2 — 2.
A a2 mE a2 T @rs o a2y

n=1 n=1
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Videok

Gyok, hanyados teszt

Vizsgaljuk a kovetkezd sorok konvergenciajat.

1. Feladat.

Megoldas.

2. Feladat.

Megoldas.

3. Feladat.

Megoldas.

4. Feladat.

Megoldas.

5. Feladat.

Megoldas.

6. Feladat.

Megoldas.

7. Feladat.

Megoldas.

8. Feladat.

3" -2
> s

Konvergens.

ZE:QV‘+-2n
in __n2
Konvergens.

2n+1

2n+1

Divergens.

n?+1
ZE: n3n

Konvergens.

j{: 3n—+1
2n —1
Divergens.

S~ Va2

n?+4

Konvergens.

SEINRCI

Divergens.

—2n—1
2+ 1

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/bk9Ofa4tOY0
https://youtu.be/GpvqNmx-rXE
https://youtu.be/ZiV9O9V-wDc
https://youtu.be/4WtpO8NiL-Q
https://youtu.be/LXTYr5lMqQI
https://youtu.be/jkKdNj4TL_c
https://youtu.be/qaPeI3VBJz0
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Megoldas. Konvergens.

2n2"
n!

9. Feladat. Z

Megoldas. Konvergens.

2n + 2"
n!

10. Feladat. Z
Megoldas. Konvergens.

3"(n + 1)!

11. Feladat. Z @ 3)
n — 3)!

Megoldas. Konvergens.

(2n+ 1)!

12. Feladat. Z m
n nj!

Megoldas. Divergens.

Integral teszt

Vizsgaljuk a kovetkezd sorok konvergenciajat.

1 1
13. Feladat. CL) Zﬁ’ b) Z%

Megoldas. a) konvergens, b) divergens.

1

14. Feladat. Z o
nln2n

Megoldas. Divergens.

1

15. Feladat. Z _—
nVin®n

Megoldas. Konvergens.

Inn

16. Feladat. —
n

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/gPKaz1kOKuI
https://youtu.be/WlhR66yT7r0
https://youtu.be/wiNjG8hKU2Q
https://youtu.be/GjZHDYWz1CI
https://youtu.be/Ma1HtEMrOiQ
https://youtu.be/sNWYnnPAMmk
https://youtu.be/B_M1xsD-xKE
https://youtu.be/aRPJSlJc22I
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Megoldas. Konvergens.

el/n

n2

17. Feladat. Z
Megoldas. Konvergens.

1
n2 —2n

18. Feladat. Z

Megoldas. Konvergens.

Alternalo sor

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

Hatarozzuk meg, hogy a sor abszolit konvergens, feltételesen konvergens vagy divergens.

cosn
n2

19. Feladat. Z

Megoldas. Abszolut konvergens.

2 n
20. Feladat. Z (5) cos 9"

Megoldas. Abszolut konvergens.

ncos(nm/4)

21. Feladat. Z 3
n

Megoldas. Divergens.

—1)"
22. Feladat. E (2 —i—)n
n

Megoldas. Abszolut konvergens.

an
23. Feladat. —1)mH——
3. Felada Z( ) yr——
Megoldas. Divergens.
vn+2

24. Feladat. » (—1)" 3
n

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/eVNTFt2ltT8
https://youtu.be/yQyFE3_hUQs
https://youtu.be/3qJW7giohho
https://youtu.be/ktnmXrHTago
https://youtu.be/01vNMx7ngUw
https://youtu.be/kcev1Vp-zwI
https://youtu.be/gx_i6Vd4ErY
https://youtu.be/yun4sLqlZUc
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Megoldas. Feltételesen konvergens.

3—2n
n?2+5

25. Feladat. » (—1)"

Megoldas. Feltételesen konvergens.

, N+ 2"
n2_3n

26. Feladat. Z(—l)
Megoldas. Abszolut konvergens.

(_1)2714—1 b) Z 1
nin3dn ’ (—1)"*nIn3n

27. Feladat. a) Z

Megoldas. a) Divergens, b) feltételesen konvergens.

nd"

28. Feladat. Z >3
n —

(-2 —3)t

Megoldas. Feltételesen konvergens.

3n+1
3 3 P
29. Feladat. Y n;; (2 (5 _ g) _ 3>
n n

Megoldas. Feltételesen konvergens.

Szamsorok becslése

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

Ellenérizve, hogy az adott sorok konvergensek, 102 pontossiggal becsiiljiik meg az dssze-

giiket.
e (_1)n+1
30. Feladat. E -
elada 2 0

0o 101
i (_1)n+1 (_1)n+1
Megoldas. —

egolaas Z n n

n=1 n=1

- nr1 ViR — 3
31. Feladat. Z(—l) m

n=1

3 YouTube


https://youtu.be/HUyEu3RsOxg
https://youtu.be/Eb2aqNpjynY
https://youtu.be/gE51pSManqg
https://youtu.be/hQo5OboJQ00
https://youtu.be/Fkn2pd3l0zM
https://youtu.be/QTBLeLZGSmw
https://youtu.be/Eoq-SLbQ3YM

GYOK, HANYADOS TESZT; INTEGRAL TESZT; ALTERNALO SOR; SZAMSOR BECSLESE 88

- n+1m N%(_l)nm

Megoldas. Z(—l) S
—-n

n=1 n=1

o

-3
32. Feladat. S (—1)2+1 12
elada ;( ) 5 3
Megoldas. Divergens.
- -3
33. Feladat. —1)
elada nz;( ) g

o

N | —

12
-3 3 3 3. 15
A 2n+1 ~
Megoldds. ) (~1""' g =5~ - (Z w172 165 zmﬁ)

n=3

o0

-3
34. Feladat. Z:(—I)Q”’Ll—2
o 4+n

3

-3 1 1
4 2n+1 ~ . oY -
Megoldas. E (—1) T E ypr + 3 773 + 13 arctg 5
n=3

n=3

[e.9]

1
35. Feladat. Z _
« 2n?—n—3

n—=

fe'e) 5
Megoldas. Z 57 Z 572
n=1 n=1
36. Feladat f: 1
. . —2
- nln“n
Megoldas. ~
& Z nln’n Z nin’n

n=2

1 1 n 11 14
—_ — —_— n_
2 63 5 9
1 1
+
2 51-(In51)2  In51

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/wfTnGV5mRFU
https://youtu.be/4MmUIwr4bV4
https://youtu.be/ZPwIwxl8z8I
https://youtu.be/NYcfmWZyemY
https://youtu.be/esshI4LqCaY
https://youtu.be/D8p1blYHSRE
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Kvizek
A csoport
n2
1. Feladat. A tanult médon vizsgaljuk a Z sor konvergencidjat.
3n — n?)
2. Feladat. Becsiiljiik meg a f: __ sor Osszegét 1072 pontossaggal.
“—~ 2n®+5n — 3

B csoport

A tanult médon vizsgaljuk a kovetkezé sorok konvergenciajat.

1. Feladat. Z(—l)”%

2. Feladat. Z %

C csoport

1. Feladat. Becsiiljiik meg a i(—l)”# sor Osszegét 1072 pontossaggal.

n=2

1
2. Feladat. A tanult m6don vizsgaljuk a Z %\/f sor konvergencidjat.
n
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. A sor n > 3 esetén pozitiv tagi. Alkalmazzuk a gyok tesztet.
/)2
e LI _
3" —n V3 —n3  3.3/1—n3/3n
Ha n elég nagy, akkor 1/2 < 1 —n®/3" < 1 és ezért ekkor {/1/2 < {/1—n3/3" < V/1. Igy a
3 e 3 . 1 pt
rend6r—elv alapjan {/1 —n3/3" — 1. Tehat azt kaptuk, hogy
n 2 1
Va, = (¢/n) —=-=0p.
3 Vi3 3

A o < 1 Osszefiiggés miatt a sor konvergens.

2. Feladat megoldasa. Az altalanos tag pozitiv és monoton csokkend, azaz az integral teszt
kévetkezményeként megbecsiilhetjiik a sort:

1 1
N
2n2 +5n — 3 = 50
50 < 2n* +5n —3
0 <2n®+5n —53 =n(2n+5) — 53.

1
Ez utobbi teljesiil, ha n > 5, a5 = 7 Tovabba

1 A B Alx+3)+ B2z —1)

2 +55—3 2e—1 143 (x+3)(2z—-1)

azaz 1 = A(x + 3) + B(2x — 1) alapjan, + = —3 és © = 1/2 helyettesitésével kapjuk hogy 5 ot
B =—1/7, A=2/7. Ezért ,Jp

1 2/7 1)1
= - d
/2:c2+5:c—3 v /(2:(;—1 :c+3) v

1 1 1 20 —1
=—-In2z — 1| — =1 3| +C ==1 C.
2o 1] - zlnfr+ 3+ 7nx+3‘+
Innen
[e’s) 1 t o t
/—dx:lim ;dx:hm lln 2 -1
5 2x%245r—3 t—oo J5 222 4 5xr — 3 twoo |7 | w43 ],
= lim 1ln 2t—1 —lln9 :lim1 ln2_1/t —n9
t—oo \ 7 t+3 7 8 t—oo 7 1+3/t 8
:1 1r12—ln9 1lnE
7 8 7 9
Tehat %5 = L téb
ehé 5 1441smelree en
[e’s) 4
1 1. 16
—In—.
Z2n?+5n— Z2n?+5n— Tt

n=1 n=1 3 pt
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B csoport

1. Feladat megoldasa. A sor alternalo,

2—n n—2
_1TL — _1 TL—‘rl—'

Vizsgaljuk az abszolut konvergenciajat:

lim n-2 . n 1-2/n 1 1-2/n

S e LI T —40.17 =0,
nhoon2 3 nsoo n? 14+3/n?> nooon 14 3/n?

Mivel L = 1, ezért

D O
n?+3 n’
ami p = 1 ¥ 1 miatt divergens, tehat az alternal6é sor nem abszolut konvergens.

n x
Mar megmutattuk, hogy az altalanos tag, ———— hatarértéke 0. Az f(x) = fliggvén
Mér meg gy az & 73 z f(z) 2 figgvény
derivaltja
() 2 +3—(r—2)-2z —z*+4x+3 x(r—4)—3
) = = = —
(22 4 3)2 (2% 4 3)2 (22 +3)2 7
ami negativ, ha x > 5, igy az altalanos tag monoton cstkkend n > 5 esetén. Tehat a Leibniz—
tétel feltételei teljesiilnek, azaz az alternald sor konvergens. Ezért az alterndlé sor feltételesen

konvergens.

2. Feladat megoldasa. A sor pozitiv tagi és faktorialist tartalmaz, igy a hanyados teszt
alapjan

Uni1 1 2143 (2n43)! 2"t 4+3 (2n+3)!
4 e T @ntes)! 2743 243 (204 5)
2743 1
T 2"4+3  (2n+4)(2n+5)
2r 243/20 1 1
Ton 143/27 n?2 (2+4/n)(2+5/n)
_>1.g.0.L:0:Q
1 2.2

ha n — oco. Tehat, o < 1 miatt a sor konvergens.

2 pt

3 pt
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C csoport

1. Feladat megoldasa. Ez egy alternalo sor.
2n 1
- <«
5n?+3 ~ 100
200n < 5n* + 3
0 < 5n® —200n + 3
0 <b5n(n—40)+ 3

teljesiil, ha n > 40. Igy

> 2n 39 2n
1" 7 .
Z( )5n2+3 ;5n2+3

n=2 1pt
i . ) Inyz 1 Inz o
2. Feladat megoldasa. A sor pozitiv tagiu. A g(z) = W =5 s derivaltja
1 2, — 2
gl(x)zl, 1228 —Ing - 22713 _ 11—z
2 x4/3 2 5/3
2 « 3 3/2 o dad; i PP
Az 1——1Inz = 0 egyenletbsl Inx = g r=e /2 adodik. Tovabba In 2 monoton néve, ezért ¢’ ()
negativ, ha r > %2, azaz ekkor g(z) monoton csékkend. Alkalmazhatjuk az integral tesztet. 2 pt
Parcialis integralassal, f =Inz, ¢’ = 2= %/3, f' = 2~ !, g = 32'/3 alapjan kapjuk, hogy
1
/$ dr = /1n:v~1:_2/3 dr = lnx-3x1/3—/x_1 3213 dx
12/3 L 1 L 1 i 1
I fg fg
=323z — /3x_2/3 dx
=32 Inz — 922+ C =32Y3(lnz —3) + C.
lgy
1 <] b1 3 !
Z ri\/ﬁw/ I1’\/de:lim = 2% dr = lim 23 (Inx — 3)
n2 9 .T2 t—00 9 2 [E2/3 t—oo | 2 9
IRV Y 1/3 _
—}5?05 (t'?(Int — 3) — 2"3(In2 — 3)) = o0,
3 pt

miatt az improprius integral divergens, tehat a sor is divergens.



7.

Fuggvénysor konvergenciaja; Fourier—sor

HAazi feladatok

Fiiggvénysor konvergenciaja

A fu(x) figguénysor konvergens az xo pontban, amennyiben a Y f,(xo) szdmsor konver-
gens. Eqy fiigguvénysor konvergenciatartomadnya a kizés értelmezési tartomdny azon pontjainak
a halmaza, amelyekben a megfeleld szdmsorok konvergensek.

Az dltalunk vizsgdlt fiiggvénysorok dltaldban tartalmaznak faktoridlis vagy exponencidlis ki-
fejezést, ezért a kovetkezd teszteket alkalmazzuk:

fn+1 ($)
()

Gyok teszt: Ha lim {/|f.(x)| = o; Hanyados teszt: Ha lim
n—oo

n—oo

2

akkor o <1 esetén a fiigguénysor abszolut konvergens,
o0>1 esetén a fiigguénysor divergens,
0=1 esetén tovabbi vizsgdlat (integrdl-

vagy dsszehasonlitd teszt) szikséges.

Jeloljiik a szdmegyenesen, hogy a fiiggvénysor mely pontokban abszolut konvergens, felté-
telesen konvergens, divergens, illetve nincs értelmezve.

= 3n—2
1. Feladat. Hn?
elada ;n+1(m+ )

Megoldas. A fiiggvénysor els6 néhany tagjat kiirva

°°3n—2( Ly -2 1 11
€T = — —
c~n?+1 1 (x+1)2  2(x+1)
kapjuk, hogy a fiiggvénysor nincs értelmezve az x = —1 helyen.

O)
U g

—1

93
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Ha x # —1, a hanyadoskritérium alkalmazésaval kapjuk, hogy

1 3n+1 L, n?+1 1
- . 1)"2.
Ay 7o Il Fomurg v L A ¥ g Y
~3n+1 n?+1 (x+1)"2
T3 -2 (n+1)2+1 |(x+1)n3

n 3+1/n n? 1+ 1/n? o0
:_._/._2. 2/ - |I+1|H |z +1].
n 3—2/n n? (1+1/n)2+4+1/n
Tehat a fliggvénysor abszolut konvergens ha z # —1, és
o=lr+1 <1
-l<z+1<1
—2<x<0,
azaz ha —2 < x < —1 vagy —1 < x < 0.
AK AK
L O @ >
-2 -1 0
Divergens amennyiben
o=lzr+1>1
azaz v < —2 vagy x > 0 esetén.
D AK AK D
@ O L
-2 —1 0
A végpontokban, ahol
o=|lr+1=1,
azaz az x = —2 és x = 0 pontokban a megfelel§ szamsorok konvergencidjat vizsgiljuk az
Osszehasonlito— vagy az integralteszt segitségével. Az
x = —2 helyettesitéssel x = 0 helyettesitéssel
— 3n — 2 . 3n—2
-9 1 n—3 0 1 n—3
;%nQ—l—l( 1 Zn2+1(+)
— 3n — 2 -2
=3 e —Z :
=ont+ 1 n® + 1
o~ 30— 2 3n — 2
=3 o %
=nt A+ 1 =ont A+ 1

Az els§ sor a masodik alternald valtozata, ezért a masodik, a pozitiv taga sor vizsgalataval
kezdiink. Az altalanos tag nem tartalmaz logaritmusos kifejezést, igy az Osszehasonlito teszttel
dolgozunk:

3n —2 n 3—2/n 1 3-2/n

li =lm—--—F—=1lm—-———=0-3=0.
nhoo nZ £ 1 nieo 2 1+ 1/n? n00 1 1+ 1/n?
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Ekkor L = 3 > 0 alapjan

3n — 2 1
Z?’LQ—{—l NZE’

amely p = 1 # 1 miatt divergens, tehat = O-ban a fiiggvénysor divergens.

Emiatt az © = —2 esetén kapott alternalé sor nem abszolut konvergens. Ugyanakkor a
n —_—
Leibniz-kritérium feltételei teljesiilnek. Korabban mar megmutattuk, hogy a, = —; 1 hatar-
n

értéke nulla, és a

3r — 2 s , —32% + 4z + 3
g(x) = o derivaltja  ¢'(x) = e <0, haz>2,
miatt a, monoton csokkend. Igy az alternalo sor konvergens, ezért az @ = —2 pontban a
fliggvénysor feltételesen konvergens.
D FK AK AK D D
@ O L
-2 -1 0

Igy a fiiggvénysor konvergencia tartomanya, amely az sszegfiiggvény értelmezési tartoma-
nyat adja, azon pontok halmaza ahol a fiiggvénysor konvergens, tehat esetiinkben a

L4 O O >
—2 —1 0
halmaz, azaz
[—2,—1) U (—1,0).
2. Feladat. i oo (2 —3x)*™"
— n?+3
Megoldas. Az
— 5"en — 5"en 1
2—32)*" = :
;nQ—i-S( z) ;n2+3 (2 — 3a)n2

osszefiiggeés alapjan kapjuk, hogy x # 2/3. Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

. ARy _n_\’75_”-{‘/ﬁn —
Vfu(x)| = \/n2+3(2—31’)2 —WVB—MP

5-/n . B 5
= 23zl 5. 12-3x]7' = .
(\"/5)2\"/14—3/712’ | | | 2 — 32
Innen
5
= <1
¢~ 12 =34
12 -3z >5

miatt
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2—3r < -5 2—3x > 5
7T < 3z -3 > 3z
g < -1 > =z

alapjan kapjuk, hogy = > 7/3 vagy x < —1 esetén a sor abszolut konvergens. A végpontokban
az

x = —1 helyettesitéssel x = 7/3 helyettesitéssel
iS”-n 1 f:5”~n 1
. P * 77’1—
~n2+3 (2-3-(-1)"2 n2+3 (2-3- D2
5en 1 =\ 5"en 1
_;n2+3'5n—2 _;n2+3'(—5)n—2
_i 5 .n 11 _i 5 n 1 1
C=n?43 5 572 S =n?43 (-1 5e?
Il «— n 5" -n 11
= — = (=1 =
52 — n?+3 ;nQ—i-S (=1) 5n 52
1 & n N
_F;( ) n?+3

szamsorok adodnak. A masodik az els§ alternald valtozata, ezért az els6 sor vizsgalataval kezd-
jik. Az altalanos tagra kapjuk, hogy

lim —— lim = ! lim ! 0-1=0
11 = m —  — = = 1mm — —— = . = .
n—soon? +3  nooon? 1—1—3/712 n—o00 N, 1+3/n2

n 1
P e R Dt
amely p =1 # 1 miatt divergens. Ezért a fiiggvénysor az x = —1 pontban divergens.
Az €l6z6 eredmény alapjan x = 7/3-ban a sor nem abszoliat konvergens, ugyanakkor a

Ekkor L =1 > 0 miatt

T e 22 +3—a- 2 —z2 43
9(@) = g el (@) = =g = g hevz2?

Ez negativ, azaz az altalanos tag monoton csdkkend. Tehat a Leibniz—kritérium miatt az alter-
n4lo sor konvergens. Igy = = 7/3-ban a fiiggvénysor feltételesen konvergens.
Ezek alapjan

AK D D D FK  AK
@ @
-1 2/3 7/3

és a konvergencia tartomany, ami az Osszegfiiggvény értelmezési tartomanya

n
>

O

O @
—1 7/3

azaz a (—oo, —1) U [7/3,00) halmaz.
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o0

3. Feladat. Z

n=1

n!

2n+3

(21, + 3)271—1

Megoldas. A fiiggvénysor els6 néhany tagjat kiirva kapjuk, hogy

= nl 1! ) 3!
2 +3)2" = — 2043+ ——(20+3P+ —(2z+3)°+...
22n+3(:”+ ) s 33+ 3] 4 s (et )+

n=1

Tehét a fiiggvénysor minden = € R esetén értelmezve van. A hanyadoskritérium szerint

1 (n+ 1)! 9 2" +3 1
n . = |——2 (22 + 3)**.
Jon(@) - 75| = | g2 +3) nl (22 + 3)2n1
(n+1)! 2"+3 |(2z+ 3)*H!
ol 2ntl 43 | (22 4 3)21
2" 143/2" 9
= 1) ———— ]2 .
(n+1) > 3332 |22 + 3|
Mivel
20 4 32 = 0, ha z = —-3/2,
>0, haz#-3/2,
ezért
an(x)‘ 1+43/2" 9 m—o 0, ha z = —3/2,
=n+1) ——— - 22+3]" — o=
| Tt 5 | 7Yoo, haz#-3/2.
Igy a fiiggvénysor az x = —3/2 pontban abszoliit konvergens, az 6sszes t6bbi pontban divergens,
D AK D
- >
—3/2

azaz az Osszegfiiggvény csak egyetlen egy pontban definialt, és itt a 0 értéket veszi fel.

Fourier—sor

A 21 szerint periodikus f(x) fiigguény Fourier—sora az

f(x) =ap+ Z (an cosnz + b, sinnzx)

n=1

fuiggvénysor, ahol

1 [7 [ I
ao ::%/_ﬂf(x) dx, ay ::;/_ﬂf(x)cosnx dx, by, ::;/_Wf(x)sinmc dx .

Csak a Fourier—sorok elddllitisdval foglalkozunk, a konvergencidjdat nem vizsgdljuk.
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4. Feladat. A fenti definiciok alapjan hatarozzuk meg az

f(m):{o’ ha —7 <z < —7/2,

I, ha —7/2<z<m.

fiiggvény Fourier—soranak elsé hat tagjat.

Megoldas. A

27ra0:/ f(z) dm:/ 1da::[x]7i7r/2:3—7r
-7 w/2 2

3
képlet alapjan ag = T Az a, egyiitthatokra vonatkozd képletet hasznalva kapjuk, hogy

™ ™ 1 i
Ta, = / f(z)cosnz de = / cosnx dr = {— sin nx}
-7 w/2

—7/2 n
1 1 nmw
n(smmr sinn(—7/2)) ~sin—-,
ahonnan
! 0 —1 0 —
a;=—, ay =0, ag = — ay =0, as = — .
1 7'(" 2 , U3 37T’ 4 , U5 51

Tovabbé a b, egyiitthatokra kapjuk, hogy

™ ™ 1 ™
b, = / f(x)sinnx do = / sinnz dr = {—— Ccos na:]

—m/2 n —7/2

= ——(cosnm — cosn(—m/2)) = %(COS(TL?T/Q) —cosnm),

n
amib6l . 1 1 1
bp=—, by=——, bg=—, 04 =0, by = —.
1 7T’ 2 7T7 3 37'('7 4 5 5
Az egyiitthatokat felhasznalva kapjuk a Fourier—sor elsé 6t tagjat:
< 3 1 1 1
fs(z) = 1t —COST — gcos?)x + §C085$
1. 1. 1 . I
+ —sinx — —sin2x + —sin 3x + —sin oz .
s s 3T om

Az f(x) fiiggvény 5-6drendii Fourier—kozelitése.
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5. Feladat. Hatarozzuk meg az

0, ha —7<x<0,
flx) =
r, haO0<z<m.

fliggvény Fourier—egyiitthatoi koziil aqg-et, ajg-et és boo-t.
Megoldas. Ekkor
Ta, = / T cosnx dx
0

miatt parcialis integralassal, s = x, t’ = cosnz, s’ = 1, t = sin(nx)/n alapjan kapjuk, hogy

sin nx sinnx T . 1
rcosnr dr =x — dr = —sinnz + — cosnz + C,
—_ n no n n

st s't

st/

ahonnan

T i
T . 1
Ta, = rcosnx dr = |—sinnx + —5 COSNT
0 n n 0

= —(cosnm —1).
n

. 2
Igy a1 =0, a9 = — .
gy aio ;a9 19°+
Hasonloan, parcialis integralassal, s = x, ' = sinnz, s’ = 1, t = — cos(nx) /n szerint kapjuk,
hogy
o T I "
b, = rsinnx dx = ——cosnx + — sinnx
0 n n 0
s
= ——cosnm,
n
-b //1 b 1
amibd =——.
22 29

_3m I it

o 1 p i1 in 2

Az f(x) fiiggvény 22—edrendd Fourier—kozelitése.
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Videok

Fiiggvénysorok konvergenciaja

Jeloljiik a szdmegyenesen, hogy a fiiggvénysor mely pontokban abszolut konvergens, felté-
telesen konvergens, divergens, illetve nincs értelmezve.

o0

1. Feladat. Y -2 5 (20 =3
n —
n=0
Megoldas. 3 YouTube
p FK AK D p
o ®
1 2
> vn—+2
2. Feladat. Z —(x — 3)2"’1
— n?+4
Megoldas. @3 YouTube
D AK AK AK AK D
o O @
2 3 4
> 3n—1
3. Feladat. ) (2 — 3z)2n*
—~ 3n+2
Megoldas. @3 YouTube
D D AK AK D D
o O ®
1/3 2/3
= (22 —1)3 ™
4. Feladat. -
; nin’n
Megoldas. 3 YouTube
AK AK D AK  AK
° o
0 1
5. Feladat. ) n2—|—23 (22 — 3)*"*!
ne . 2"


https://youtu.be/09hRThMoxMM
https://youtu.be/QciEzu3oBus
https://youtu.be/RdxfVwDWFqI
https://youtu.be/HY1-rbDOfrE
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Megoldas. °YOUT|.|be
D FK AK D D
@ @
3-V2 3+ Y2
2 2

241
6. Feladat. 5 -l
elada Z RO 1( )
Megoldas. °YOUTUbe
D AK AK AK D
o o
10—v2 10+v2
4 1
7. Feladat. Z (x+2)"
Megoldas. °YOUT“be
D D AK D D
- =
—2-5% —2+53
8. Feladat. a) Z E
n=0
Megoldas. °YOUTUbe
AK
AK ~ AK
0
9. Feladat. a) Zn! -z ) Zn! T
= n=0
Megoldas. @3 YouTube
D AK D
@


https://youtu.be/d4yqy0YnaUs
https://youtu.be/Jd19SFvMUmE
https://youtu.be/NWzepp3zQzQ
https://youtu.be/Mt-sTQq8cQ4
https://youtu.be/LbKUWF6PSCU
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b) b .
=\ 3" + 27 . nl gl
10. Feladat. nZ:O W(z +2)
Megoldas.
D AK AK AK D
@ @
_5 _3
2 2

oo 3 o0
11. Feladat. Y ——" n
~n- 2n(x

Megoldas.

D

3 YouTube

@ YouTube

D

v @ T

AK AK F.K D D D AK

wi= O

Hatarozzuk meg az Osszegfiiggvény értelmezési tartomanyét.

(=1)"  n
m + T

n=0

12. Feladat. F(z) := Z

n=0

Megoldas. Dp = (—1,1)

NE

13. Feladat. G(z) :=

Il
o

n

Megoldas. Dg = (—3,—1) U (0,2)

Fourier—sor

14. Feladat. Hatarozzuk meg az

1

Y

(B)" (1) 2

=0

1
(2z + 1)nt1

—mr<zx<0,

f@:{o, O<z<r.

fliggvény Fourier—sorat.

i @ I

3 YouTube

3 YouTube


https://youtu.be/EHuDtGh2F8U
https://youtu.be/0BCPnOxCd8Q
https://youtu.be/BBr8v-GLuVQ
https://youtu.be/qGU7P4QLGoI
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Megoldas. f(z) = % + ; o= 1)n -sin(2n — 1)z BYOUTUhe

15. Feladat. Adjuk meg az

1, —m<z<-—m/3,
flx) =40, —7/3<z<m/2,
2, w/2<z<m.

fiiggvény Fourier-soranak ag és byg egyiitthatoit.

|
Megoldas. ay — —%, bio =~ &3 YouTube

16. Feladat. Adjuk meg az

e 0< <.

f(x):{o, —nm<x<0,

fliggvény Fourier—soranak egyiitthatoit.

Megoldas. u YouTube

l—e™ 1 (=1)"He™ 41 1 (=1)"Mne ™ +n
ag = , Ap = — - ’ bn = — -
27 T n?+1 T n?+1
17. Feladat. Hatarozzuk meg a 27 szerint periodikus
flx)=2% —7m<z<nm

fiiggvény Fourier—sorat.

Megoldas. f % Z — COS N °VOUTllhe


https://youtu.be/FiVKVQ1Wz7I
https://youtu.be/3LahWD-O3NI
https://youtu.be/EvVN2_YSqBE
https://youtu.be/uGi3DCQMNIw
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Kvizek

A csoport

3
nt (22 — 3)*™" fiiggvénysor?

Feladat. Hol konvergens a Z

B csoport

Feladat. Abrazoljuk az

> 2x+1"+1 >
D TR

n=2 n=1
fiiggvény értelmezési tartomanyéat.
C' csoport
Feladat. Hatarozzuk meg az
0, ha —7m <z <7/2,
fz) =
n/2—x, hanm/2<zx<m.

fliggvény Fourier—soranak elsé hat a,, egyiitthatojat.



FUGGVENYSOR KONVERGENCIAJA; FOURIER—SOR 105

Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A

~n+3 ~n+3 1
20 — 3)° " = :
;ntz(:’? ) ;rﬂ—z 2z —3)n2

atalakitas alapjan kapjuk, hogy = # 3/2. Hanyadoskritériumot alkalmazunk:

n-+4 n?—2

— 2 - 2—n
2

n-+4 n?—2 9 _3
= . (27 — no(9r — 3)\"
P A P T (2x — 3) (2x — 3)
C|1+4/n 1—2/n? (20— 3)!
S 1+3/n (141/n)2—2/n2

fos1(z) - (22 —3)""

1

— |2z —3)7"| .

1 pt
Innen
= ! <1
e~ 20 — 3
2z — 3| > 1
miatt 2z —3 > 1 vagy 2x —3 < —1 alapjan kapjuk, hogy = > 2 vagy < 1 esetén a sor abszolut
konvergens. A végpontokban az
= n+3 5 S n+3 3_
2 —3)% " 4-3)""
“n+3 “n+3
— -1 3—n — 1 3—n
“n+3 o1l “n+3
=2 a5 = s
n=0 n=0
szamsorok adodnak. Az els6 a masodik alternalo valtozata. Az altalanos tagra kapjuk, hogy 2 pt
3 143 1 143
i 23 gy LS LIRSy,
n—oon? —2 nooon? 1—2/n? nocon 1—2/n?
Ekkor L = 1 miatt Z nts Z L amely p = 1 # 1 miatt divergens. Tehat x = 2-ben a
= R s amely p = gens. =
fliggvénysor nem konvergens, x = 1-ben nem abszolut konvergens. De
r+3 L, 2 =2—(r+3)- 2z —2*—6x—2
g(x) = PO derivaltja ¢'(x) = (7 —2p = 27
ami x > 0 esetén negativ, azaz az altalanos tag monoton csokkend. Igy a Leibniz-kritérium 3 pt

alapjan az alternal6 sor konvergens. Tehat © = 1-ben a fiiggvénysor feltételesen konvergens.
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B csoport

Feladat megoldasa. A

i (22 J;)n1)"+1 _ (2x+1)§: (295;1)”

n=2 n=2

geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha

20 +1
3
2¢+ 1
3
—3<2x+1<3

—2<x<l.

<

—1< <1

1 pt

Hasonl6an,

i(5x+3 i(Ew+3)n

n=2

akkor és csak akkor konvergens, ha

5T + 3
5z +3] > 1,

azaz

or+3<—1 vagy dSx+3>1,

_ 4 2
X —_— va X —_——.
5 o8y 5

[gy a sor konvergenciatartomanya a (—2, —4/5) U (—2/5, 1) halmaz, azaz

)
—0

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Mivel

" T a?1" @ e s (7/2)? 2
Tag /7r/2(7T/ x) dx {237 2:|7r/2 ((27T 2) (27r/ 5 )) T
igy ag = —m/16. Tovabba 1 pt

wan:/ (m/2 — x) cosnz da::/ (gcosnx—xcosn:c) dx .

/2 w/2

Parcialis integralassal, u = z, v' = cosnz, v’ = 1, v = (sinnx)/n szerint kapjuk, hogy

r-cosny dr=ux- r=x + 5 +C.
_ n n n n

UV u’-v 2 ])t
Ezek alapjan

T o T sinnz sinnr cosnz ]|
Ta, = —cosnx —xcosnx) dr = B —x - —
w/2 n n n w/2

wsinnm  wsinnm  cosnm  wsin(nw/2) N 7 sin(nm/2) N cos(nm/2)

sin nx / 1 sin nx sinnx  cosSnx

2n n n? 2n 2n n?
cos(nm/2) — cosnm
szerint
1 cos(m/2) —cosm 1
a = —- =
T 12 T
1 cos(2m/2) —cos2m 1 cosm — cos0 1
a = — = —-—— = —
2 T 22 T 22 21’
1 cos(3m/2) —cos3rm 1 cos(—m/2) —cosm 1
a fry — —_ — . e —
’ ™ 32 T 32 9’
1 cos(4m/2) —cosdmr 1 cos0—cos0 0
a = —_ = ——— =
! T 42 T 42 ’
1 cos(bm/2) —cosbmr 1 cos(m/2) —cosm 1
as = —- 5 =— 5 = :
T ) T 3 25T 3 pt
Y
cos T
» |
: x
o7 : € 2 4
_1 1




8.

Taylor—sor; binomialis sor

HAazi feladatok

Taylor—sor, alkalmazas

Néhany nevezetes fiigguény a = 0 pont korili Taylor-sora:

[e.9] n

z xr
e = Z m, T € R
n=0
& m2n
cosx = Z(—l)”@—n)!, reR
n=0
x x2n+1
sImr = Z()(—l) m, x ER
chxr = reR
' Y
“— (2n)!
e x?n—&-l
hzx = P eR
S ; EES

A megfelel sorfejtés els6 4 tagjaval becsiiljiik meg az alabbi kifejezések értékét.

1
1. Feladat. / sh2? dx
0

Megoldas. Tudjuk, hogy

o y2n+1
hy=> -2 yeR
Y ;(2n+1)! Y

Az y = 23 helyettesitéssel kapjuk, hogy

5 e <x3)2n+1 > x6n+3
et = 2l =N T zeR
S ;(2n+1)! ;(Qn—i-l)!’ rEE

108
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1 ; 1 [ >®  6nt3
ha® de = =) dx, z€R.

A hatvanysor a konvergenciatartoményan beliil tagonként integralhato, azaz az Gsszegzés és
az integralas sorrendje megcserélhetd, ezért

ahonnan

1 , 00 1 6043 ad 1 Y onis
ha? de = e dr ) =) o T
[ s Z(/ (2n+1)! ) ;(%H)/x ‘
o0 1 1,6n+4 o 1
= eR
;(2n+1)! [6n+4] ; 2n—|—1 G4 T
tehat
! - 1 1 11 1 1 1 1 1 1
h3d: . ~ — .« — _ . — _— — —_— e — .
/OS v RZ:O(Qn—Fl)! Gntd 117310 5 167 22
U cosdx
2. Feladat./ x
12 T
Megoldas. A
o0 2n
N T
COSJZ_nz%(—l) @)’ reR
Osszefiiggés alapjan
ee} (4x)2n 00 4277,1.277,
dy = 1" = -1 eR
COS &T ;( ) (2n)| ;( ) (2”)' ? T Y
és igy
cos4x > 42” n = 42ngn=s
= S [ R\ {0}.
p $5Z RZ:O( S TERMY

Mivel az x = 0 pont az integralasi tartomanyon, az [1/2, 1] intervallumon kiviil esik, ezért
irhatjuk, hogy

U cosdz / I (& g2ng2n—5 > g2l
dx = )" dzx =) (—1)" / 20 dx .
/1/2 z® 1/2 ;( ) (2n)! Z_: (2n)! 1/2

n=0

A primitiv fiiggvényeket az n paraméter lehetséges értékeinek megfelelGen kapjuk.

e Ha n # 2, akkor
o4 11 n
/1 275 = [ﬁ] el U

1/2 2n —4 1/2 2n —4
e Ha n =2, akkor, In1 = 0 alapjan

1 1
1
/ z7! d$=/ — dr = In|z| ]1/2 Inl—1In(1/2) =In2.

1/2 12T
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Igy
' cosdx - 42n (1 —(1/2) 4 44
dx = —1)" —1)2=1n2
/12 = ) >(2n)!< on —4 >+( Vo
/ n=0, n#2
11— 442 1 2 44 6 1 _ 2
ORI el C V) R S e €70 BT S NP M el CV22) o
] —4 2l —2 41 6! 2

Binomidlis sor, alkalmazas

Bdrmely o € R esetén, ha |y| < 1, akkor

ahol

(a) o (a) _ofa-D(@-2) - (a—n+1)

az dltaldnositott binomidlis eqyiitthatok; ezért nevezziik a fenti Taylor—sort binomidlis sornak.

3. Feladat. Adjuk meg az alabbi fiiggvények origd koriili hatvanysorat.
(a) eV T oy 2
(1 —3x)?
Megoldas.
(a) A masodik szorzotényezs atirhato a

V1422 = (14222

alakra. Igy az o = 1/2 és y = 22 helyettesitéssel kapjuk, hogy

vizE = a3 (P =3 (V)

ha |22| < 1, vagyis, ha |z] < 1. Ezért
= [1/2 = [1/2
1 2 n _ 2n+tl h <1.
wVl+zx xg:o(n)m g ( )x , ha |z

n
n=0

(b) Ekkor az a = —2 és y = —3x helyettesitéssel

223

3 -2 _ 9.3 -2 _ 300 —2 n
m:%c(l—?)x) =22°(1+ (—32))" =2z ;(n)(—%)

=2 f% (F)marar =2 () o

n=0

ha | — 3z| < 1, azaz |z| < 1/3.
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4. Feladat. Adjuk meg arctg x orig6 koriili hatvanysorat.

1 1
Megoldas. Az arctgx fiiggvény derivaltja —— T2 , és egyszeriien adodik, hogy ( ) =(=1)".
n

Ezért
1 oo [e.e]
[arctg ]’ = T2 = (1+ 2% Z < ) Z(—l)%%, ha [z] <1.
n=0 n=0
Lgy
arctgr + C = / (Z(—l)” 2") dx
n=0
i (/2 S pg e
"d:z:): (=1)"——, ha |z|<1.
n=0 n=0 2n+1
Az x = 0 pont behelyettesitésével kapjuk, hogy
0 02n+1
tg0+C =
arete 0 nz T
0+C = 0
C 0,
vagyis
e x2n+1
arctgx = Z(—l)”Qn 1 (|z| < 1).
n=0

A megfelel6 sorfejtés els6 4 tagjaval becsiiljiik meg az alabbi kifejezések értékét.
5. Feladat. v/9

Megoldas. A binomiélis sorfejtés alkalmazasaval kapjuk, hogy

NTTe=(4a/ =3 (1/3) o

n=0 n

feltéve hogy |z| < 1,azaz 0 < 1+ < 2. De 9 > 2 miatt a v/9 érték kdzvetleniil nem becsiilhetd

meg. Ezért a kifejezést az
A 9 9 1
39:13/8-—:2~<’/j:2~13/1 z
Vo 8 8 * 8
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alakra hozzuk. Ugyanis a {/9/8 értéke, az x = 1/8 helyettesitésével megadhato és igy a V9 is:
-2 (V) 6)
1/3 1/3\1  /1/3\ /1\* [1/3\ [1})°
~ 2 -1 = i~ =
)+ (D5 () - ()G

| —%11%4&32&9.(%)2_%1/3'(—2/3)-Q—5ﬂﬂ (é)3]‘

=21+

11
3 8 2 3!

1
6. Feladat. arctgé
Megoldas. A 4. Feladatban lattuk, hogy

o0 x2n+1
arctgr = Z(—l)"Qn 1 (lz] < 1).
n=0

Ezért az x = 1/2 helyettesitéssel (]1/2| < 1) kapjuk, hogy
- O R AL S TS D BS RS
tg ==Y (—1)2 ~o(2) 24 (2) 2 (2) -
arctg 5 =) ()" o~ 5 <2> 3*’(2) 5 (2) 7

MEGJEGYZES. Az x = 1 pontban a hatvanysor konvergens, és az arctg x fiiggvény is folytonos
itt. Ezért Abel tétele alapjan a sor itt is elGallitja a fiiggvényt, azaz

s (=) 1 1 1 1
L arete1 =S L
T ;%m+1 3757779

l

tehat
ISR
TEETY Ty T Ty

7. Feladat. ln;

1
Megoldas. Tudjuk, hogy az In(x + 1) fiiggvény derivaltja T2
x

azZaz
In(r+ 1)) = ;= =+a)7" =3 (-1)'a", ha |o[<1,
n=0

ahonnan

s 4= [ 1S w
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Az x = 0 pont behelyettesitésével kapjuk, hogy C' = 0, vagyis

In(z +1) = Z(_w:jl (2| < 1).

Ezért © = 1/2 esetén irhatjuk, hogy

1n&0:=hm1+1/%==§20‘9"<%) 7111
1
3

n=0
11V L, I 1\* 1
9 2 2 2 2 4

MEGJEGYZES. Az x = 1 pontban a hatvanysor konvergens, és az In(z+ 1) fiiggvény is folytonos
itt. Ezért Abel tétele alapjan a sor itt is elallitja a fiiggvényt, azaz

3

= (1) 1 1 1 1
In2= =l—c4-—>+=-—..
n2=) 2737175

n=0

—~
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Videok

Taylor—sor
Adjuk meg az f(z) fiiggvény Taylor—sorat és a sor konvergenciatartomanyat.

1
1. Feladat. f(z)=—, a=2.
x

Megoldas. Tj(z) = i (_1>n(:v —2)", xe(0,4). &3 YouTube

2n+1
n=0

2. Feladat. f(z) =Inz, a=1, g(z)=Ih(l+2z), a=0.

Megoldas. @3 YouTube
> — 1) St n
@) = e nw =Y re -1y
n=1 n=1
3. Feladat. f(z)=¢", a=0.
Megoldas. Ty(x) = Z Z—T , reR. BYOUT“he
n=0
4. Feladat. f(z) =cosz, a=0, g(z)=sinzx, a=0.
Megoldas. n YUUTUhe
> 2n o 2n+1
T =3 G T€R L) =3 Gy weR
5. Feladat. f(z) =shz, a=0.
0 2n+1
Megoldas. Ty(z) = Z S r €R. &3 YouTube

(2n+1)!°

n=0


https://youtu.be/x-mDJ5CwmS4
https://youtu.be/vMAmuZcddNE
https://youtu.be/gQu4KiV3TtQ
https://youtu.be/Lm-8VEem744
https://youtu.be/JvjA5QIKOyw
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Alkalmazas

A megfelel6 sorfejtés els 0t tagjaval becsiiljiik meg a kovetkez6 integralok értékét.

2 _ad
6. Feladat. / dx
LT
Megoldas. &3 YouTube
In2 23+26 29+ 2" In1l 1+1 1—1-—1
~In2—-=—+— - — —Inl—=+—=—-—
3 12 54  24-12 3 12 54  24-12
? sin(32)
7. Feladat. / — - dz
.
Megoldas. &3 YouTube

38.92  35.9t 37.96 3998 L CHN (RN |
~3n2 - - —(3m1- -
TR T I T 6om 8o ( RS TR 6-7!+8-9!>

1

8. Feladat. / chz? dx

-2

Megoldas. u YOUTUhe
R (2P (C2P (28 (9"
~ 1 — [ =2 —_
T2 T a3 e T8 ( L IR T T T ST T

Binomialis sor

Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények binomialis sorat.
1

9. Feladat. f(z) = V1 +x, g(x):ﬁ’ h(z) =2 V4 —a?

Megoldas. ° YouTube
ro) =3 (M) el <
o) =3 (T2 ) arsan, <

2 (1/4\ (=)™
h(z) :41/4-2 ( 7/1 >—( 4n) 2 2] < 2.
n=0


https://youtu.be/Nb_ybF5iThM
https://youtu.be/PfyzHQwTyqk
https://youtu.be/pcN2m40-Un0
https://youtu.be/Sg4_4ytMCls
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10. Feladat. f(z) — 1;, o(z) = <1+1x)2
Megoldas. 3 YouTube
flz) =) (=1)"a", |z| <1
n=0
g(@) =Y (-1)"(n+1)z", |z| <1
n=0
11. Feladat. f(z) =In(1 + z)
Megoldas. u YOUTUI]E
flz) =) (-1)"™—, |z <1
n=1
12. Feladat. f(z) = arccosz
Megoldas. ° YouTube
T o~ 1/2 a2l
T2 nZ:O< ) 2n—i—17 [l <1

Alkalmazas

A megfelel6 sorfejtés els6 négy tagjaval becsiiljiik meg a kovetkezd szamokat.

13. Feladat. </§

Megoldas. @3 YouTube
11 (1/3)-(=2/3) (1\*, (1/3)-(=2/3)-(=5/3) (1Y’
A (5) * 3] (5)
1/3) - (=2/3) - (=5/3) - (=8/3) [1\*
+(/)(/)4(!/)(/).(9


https://youtu.be/pSMAye1iZBE
https://youtu.be/XxntkO5zKN4
https://youtu.be/ULD5nKrrdkE
https://youtu.be/nWROUrJ1Dj8
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14. Feladat. V11

Megoldas. ° YouTube
L2 (1/2)-(=1/2) (2\* (1/2)-(=1/2)-(=3/2) (2}’
”‘(1 * 5'5*#'(5) * 3] (5)
1/2) - (=1/2) - (=3/2) - (=5/2) [2\*
b Q1) 3 />_(§)>

15. Feladat. \5/%

Megoldas. @ YouTube
N 1=\ | (1/5)-(=4/5) (=T\*, (1/5)-(=4/5)-(=9/5) (-T\°
~2‘<1 * 5(:?2)*?(5) * 3] (3—2>

(1/5) - (—4/5) - (=9/5) - (—14/5) (-T7\"
* 4] (3_2) )

16. Feladat. In6

Megoldas. 3 YouTube

1
17. Feladat. arcsin§

Megoldas. &3 YouTube

Sl (D) ()L e 1
> 5132>.<(3‘°’/2>.i;2>,(i) i

* 3 7) 7

L G2 (=3/2) - (£5/2) - (=7/2) 1 1

41 9 29



https://youtu.be/4-5-swNmGyg
https://youtu.be/nJc30-HE52s
https://youtu.be/4X5t3YTc_tI
https://youtu.be/KacIr8srTqA
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1 3/8 _ x2

. Feladat. dx
18 £ /1/2 .
Megoldas. n YouTube
o (IO L () I b L
(1/3) - (=2/3) - (=5/3) 1\ 1-(1/2)
* 3! ' (‘@) 2
L 1/3)(=2/3)-(=5/3) - (=8/3) 1 1- (1/2)4>
4! 84 4

1 g
19. Feladat. / zt - arctg (T) dx
0

Megoldas. n YOUTUhe

N 1 1+ 1 1+ 1 1+ 1 1 1 1
- 9/ 7 3.9 11 5-95) 15  7-97 19 9t0 /23



https://youtu.be/GQ2ElTJUG2Y
https://youtu.be/GQ2ElTJUG2Y
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. A megfelels sorfejtés elss 4 tagjaval becsiiljiik meg v/11 értékeét.

2. Feladat. Adjuk meg az f(z) = xsin 2z fiiggvénynek az a = 0 pont koriili Taylor-sorat.

B csoport

Feladat. A megfelel sorfejtés elsé 4 tagjanak segitségével becsiiljiik meg

/ 29 — 23
— dx
1 x
értékeét.

C csoport

1/2
1. Feladat. A megfelels sorfejtés els6 4 tagjaval becsiiljiik meg V1 + 3 dx értékét.
0

2. Feladat. Adjuk meg az f(x) = 22 cos(—3x) fiiggvénynek az a = 0 pont koriili Taylor-soréat.
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa.

T 7= (1) = i(l/‘*) S (el <)

Ezek alapjan kapjuk, hogy 1 pt

JiT= e 1. 412”@ = () )
(1/4) (90 <—% ()

et () (g gy

2. Feladat megoldasa.

' & x2n+1
SIHZE:Z(—l) m, I'GR
=0 2 pt
Ezért
et o (21.)271—&—1 o0 22n+1 _—
i nz;( S a1 ;( Vet
ahol z € R. Innen
0 22n+1

T sin2x = Z(-l)nm$2n+2 s
n !

n=0
barmely z € R esetén. 3 pt
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B csoport

Feladat megoldéasa. Ha 1 < z < 2, akkor 0 < 23/9 < 1 miatt

e e ()5 () ()
34 3§; (1) Gl
Ebbol kapjuk, hogy
[ [Een () )w
lslnygcugz(l/?)
—31n2_31n1+3§;(n) 23";1"
iy

Innen

29— a3 1/2\ -1 7 1/2Y1 8 -1 /2y -1 8 -1
117 1/2-(=1/2) 1 &-1
L2 (212 (=3/2) 1 81
6 2% 9

78 -1 8 —1
18 24.92  24.3.9%

0]
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C csoport

1. Feladat megoldasa. Ha |z| < 1, akkor

Vitad =1+ =

Mivel [0,1/2] C (—1,1), ezért

1/2

7\2 2

/7 (=6/7) - (—13/7)
+ 3l

2. Feladat megoldasa.

A koszinusz fiiggvény paros, ezért

)

[e.e]

(1) e

ﬁnmx/““@gﬂw_gcgﬁ%wM
I CHIE==T

(D600

¢ L (1) L YT 8D

n 3n+1
() ()
4 2 2
1\"1

) ;

|
i

(3x)2n

cos(—3x) = cos 3z = Z(—l)" on)l

Igy

[e.9]

n=0

2 _ n 3% 2n+2
x” cos(—3zx) = Z(—l) WZ‘

n=

minden xz € R esetén.

0

1
7

i

1/7
3

)

1

10

1 pt

2 pt

3 pt



9.

Tobbvaltozo6s fiiggvények értelmezési
tartomanya, hatarértéke

Hazi feladatok

Ertelmezési tartomany

1. Feladat. Abrazoljuk az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat.
(2) f(z,y) =In(2" =2+
(b) f(z,y) = P 1

(c) f(x7y)=1n(x2—2+y2)+x+y

Megoldas.
(a) Az f(x,y) = In(2® — 2 +y?) fiiggvény ese-

tén az
2 =24+ >0 )

feltételnek kell teljesiilnie.

Y

Abrazoljuk az
2 —24+94*=0
2?4y =2 \\
egyenlet gorbét, ami egy origd kézéppon- “
ta, /2 sugart kor. A kérvonal pontjai nem
tartoznak az értelmezési tartomanyhoz.

123
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Tovabba a kor két részre osztja a sikot.
Mindkét részbdl egy—egy tesztpontot valasz-
tunk. A megfelel§ fiiggvények folytonossa-
ga miatt a sikrészeken a fiiggvények elGjele
allando. Ezért egy sikrészen beliil tetszéle-
ges tesztpontokat hasznalhatunk, melyeket
a feltételbe helyettesitve dontjiik el, hogy az
adott sikrész része—e az értelmezési tarto-
méanynak, vagy sem.

e Az [I. sikrészbol valasszuk példaul a
P;(2,0) pontot. Ekkor

22_2402=2>0.

e A II. sikrészbdl valasszuk példaul a
P,(0,0) pontot. Ekkor

02—2+0%=—-2#0.

Azaz a fiiggvény értelmezési tartomanya az
1. sikrész, a korvonal pontjai nélkiil.

Az f(z,y) = T fiiggvény esetén a tort

nevezGje nem lehet nulla, azaz

r+y#0
y#_xv

tehat az értelmezési tartoméany az y = —x
egyenes pontjai kivételével az egész sik.
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1
¢) Az f(z,y) =In(2® — 2+ %) + fiigg-
(c) Az f(z,y) ( y7) Ty lige
vény esetén az
2 =241y >0 ésaz y# —x >

feltételeknek egyszerre kell teljesiilnie, azaz
az (a) és a (b) rész alapjan a megoldas az
el6z6 két tartomany metszeteként adodik.

2—x+2y

2. Feladat. Abrazoljuk az f(z,y) = T

fiiggvény értelmezési tartomanyéat.
Megoldas. Az értelmezési tartomanyra vonatkozo feltételek

2—x+2y . 9

Abrazoljuk kozos koordinata rendszerben a
2—2x+2y=0 ésaz 1l—a+9y°=0

egyenleti gérbéket.

/—1/ Iv.

Az egyenes és a fekvG parabola 5 részre osztja a sikot. Az egyenes pontjai igen, mig a
parabola pontjai nem tartoznak az értelmezési tartomanyhoz. Ezért mar csak az elsg feltételt
ellendrizziik. Az V. sikrész kivételével, az dbra alapjan egyszertien valaszthatunk pontokat.
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(11,9/2

A P,(0,0) biztosan I-ben van és itt

220404
1-0+0
e A P(0,—2) eleme I]-nek és
2-0-4
1-0+14
o A JII. sikrész tartalmazza a P3(3/2,0) pontot és itt
2—-3/24+0
y—42+o<0‘
e A JV. sikrészbdl valasszuk példaul a Py(3,0) pontot. Ekkor
223404
1-3+0

A V. sikrész esetén a tesztpont elsd koordinataja legyen z = 11. Az 2—x+2y = 0 egyenesen
az v = 11 értékhez tartozé pont masodik koordinatéja y = 9/2 >4, az 1 —z +y*> =0
parabola felsé 4gan 16v6 ponthoz y = /10 < 4 tartozik. Igy példaul a Ps(11,4) pont az
V. sikrészbe esik és

2—-11+8
— < 0.
1—11+16

Ezek alapjan az értelmezési tartomany az I. és [V. sikrészek unidja.

A
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Hatarérték

3. Feladat. Hatarozzuk meg a  lim _rty hatarértéket, ha
. . (@y)=Ai \/xy? — o ’
(a) A1 = (2,00), (c) Az =(—00,1/2), (e) As = (00, 00),
(b) AQ = (_OOaS)a (d) A4 = (17 _2)7 (f) A6 = (070)

Megoldas. A fiiggvény hatarértékét — ahogy az egyvaltozos esetben — alapvetGen az értelmezési
tartomany szélein szamoljuk, ahol a fiiggvényt nem tudjuk kiértékelni. Ezért elsG 1épésben
meghatarozzuk az értelmezési tartomanyt akkor is, ha ezt a feladat kiilén nem is kéri.

A kikotésiink a tort és a négyzetgyok miatt

zy? — x> 0.

Az zy* — x = x(y? — 1) = 0 egyenletet megoldva kapjuk, hogy z = 0, y = +1. Ez a hirom
egyenes hat részre osztja a sikot.

Most egyszertien valaszthatunk tesztponto-

A
kat: I. | V.
at P, : P,
I. sikrész: P(=1,2) —4+1%#0 * . °
I1. sikrész: Py(—1,0) 1>0 "_I_[""f_’"_"i""f_’__"X_/"_
. 2 1 5 .
II1. sikrész:  P3(—1,—-2) —44+14#0 *——9 >
IV.sikrész:  Py(1,2) 4—1>0 e -
V. sikrész:  Ps(1,0) 140 LEPO I
VI.sikrész:  Pg(1,—2) 4—1>0 111 5 VI
Ezek alapjan felvessziik az értelmezési tar- A1. A5.
tomanyt. Az abran szaggatott vonallal jeloltiik
az értelmezési tartomany széleit és jeloltiik a o A,
hatarérték helyeket is.
L >
.A4

(a) Az A;(2,00) hely az értelmezési tartomany szélén talalhato. Az els§ valtozo véges ér-
tékhez, kettGhoz tart, a méasodik végtelenhez. Igy a méasodik valtozé dominans tagjanak
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kiemelésével nyerjiik, hogy

: T +y . y z/y+1
lim ——= Ilim .
() =(200) \Jzy? —x  (@y)=20) /Y2 Jx — /1>
r/y+1 0+1 1

(@y)—200) /1 — /1> 2—-0 V2

(b) Jol lathatoan As(—o0,3) nincs az értelmezési tartomanyan szélén és nem is bels§ pontja
annak, igy itt a hatarérték nem definiélt.

(¢) Az A3(—00,1/2) hely esetén az = koordindta minusz végtelenbe tart és a feladatban
van négyzetgyokds kifejezés, igy célszert = helyett —x—et irni, majd a tanult modon a
dominéns tagot kiemelni:

lim Y im =Y v ity
(@y)=(=01/2) \/zy? —x (@) —=(01/2) \/—zy? + o ,y)—> o1/ VT /—y +1
_1 + y/ilf “

= lim
(2.9)— oo1/2> MV VA 1/2

(d) Az A4(1,—2) bels6 pontja az értelmezési tartomanynak, ezért a hatarérték behelyettesi-
téssel kaphato:

r+y 1-2
lim =

(y)—=1,-2) \/xy? — x \/
(e) Az As(oc0,00) hely esetén mindkét valtozo Vegtelenbe tart. A dominans tagok kiemelésével
azt kapjuk, hogy

im Y — i vy Myt
(@y)=(000) \/zy2 —x  (@y)=(oo00) \Jay? (/1 —1/y?

1 1 (43 077
— hm \/EM% o0+ —— :“OO‘O”,

(2,9)—(00,00) V1—1/y2 V1

azaz ez a modszer most nem vezet eredményre. Ezért, hogy sejtésiink legyen a fiiggvény
viselkedésérdl, kiilonb6zs utak (gorbék) mentén vizsgaljuk a hatarértéket.
e Az y = 1 egvenes mentén az
r=t y=t t>1
paraméterezéssel irhatjuk hogy
t+t

lim ——— = i
t—00 t3—t Hoo\/_ \/1—1/1%2 .

2
—0.2-0.

Hoof Jioye 1

e Az z = y? gorbe mentén az

y=t z=1tt>1

paraméterezéssel kapjuk, hogy
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12+t 2 1+ 1/t 1+ 1/t 1
lim =t i +1/ = lim1- L4t —1.-=1.

t—oo \/HA — 2 t—ooo \/_ /1—1/12 =0 /1—1/t2 1
Két kiilonb6zé gorbe mentén két kiillonbéz6 hatarértéket kaptunk, igy ezen a helyen a
hatarérték nem létezik.

[43 2

(f) A (0,0) pont behelyettesitésével o tipusi hatarértéket kapunk. Az értelmezési tarto-

méany alapjan a kovetkez6 gorbék mentén vizsgaljuk a fliggvény viselkedését.

e Azels6ataz v = —1, y =0, ¢t >0
felegyenes. Ekkor

li ——1 —Vt=0.
t = v D

1. at
e Az =—t, y=+Vt, 0<t<1ut
esetén

L tEVE VT
lim ——— = lim
t—=0+t /—12 + ¢t t=0t /—t + 1

Két kiilonb6z§ gorbe mentén két kiillonb6z6 hatarértéket kaptuk, ezért a hatarérték nem
létezik ebben a pontban sem.

—3yx?
4. Feladat. Hatarozzuk meg a lim yr

(zy)=Ai /22 + 12

hatarértéket, ha

(a) Al = (1/2, —OO)j (b) AQ = (OO, OO), (C) Ag = (O, 0)
Megoldas. Hatérozzuk meg az értelmezési 4 Az.
tartomanyt. A kikotésiink a tort és a négyzet-
gyok miatt

A

2+ y®> >0, ahonnan (z,y) # (0,0).

Igy mindharom hely az értelmezési tartomany A,
szélén talalhato. °

(a) Az z koordinata véges értékhez, az y koordinata —oo-be tart. A feladatban van négyzet-
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gyokos kifejezés, igy y helyett —y—t irunk, majd a dominéans tagot kiemeljiik:

, —3yz? , —3(—y)x? _ Jya?
lim —_— = lim —— = lim ———
(@)= (1/2-00) /22 +y2  (@y)—=(1/200) /2?2 4+ (—y)?  (@y)—=(1/200) /22 + 32

3x? 1 32
m

. Yy xz .
= lim - = 1 l ————
(@y)=(1/200) \/y?2 /a2 [/y?+1 (@y-=0/20) /22 /y? +1

IR

VO+1 4°

(b) A dominans tagok kiemelésével kapjuk, hogy

_ —3ya? . %y -3
lim —_— = lim .
(z.y)(o000) /22 + 42 (zw)=(oo00) \ /222 \/1/y? + 1/a?
-3
= lim =z
(@y)=(000)  \/1/y?* 4+ 1/a?
B « —3» . -
= 00 oF =“0-(—0)" = —00.
(c) A hatarérték — tipusi. Mivel a feladatban x2 + y? valamilyen hatvanya szerepel, ezért

polarkoordinatakra hasznalata természetesen adodik:
r=rcosp, y=rsing, amibél a4+ y* =1’

gy a megfelel§ hatarérték

, —3ya? . —3(rsiny)(rcosp)? . —3r¥sinpcos?p
lim = hm+ - = hm+
()= 0.0 /2% 4y 05’2% VT 0%?2% "
= lim (—37"2 sin ¢ cos? gp) =0,
r—071
0<p<2m

ugyanis
—1 <singcos®p < 1

miatt, a renddrelv alapjan
—3r? < 3r?sinpcos?p < 3r?
\ 1 \
0 0 0

har —07.
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Videok

Ertelmezési tartomany

Abrazoljuk az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat.

1

1. Feladat. f(z,y) = -3 glx,y) = a2 +y2 -5, h(r,y) =In(z* -3 —y)

Megoldas. 2 YouTube

1
2. Feladat. f(z,y) = \/%
T4y —

Megoldas. ° Yﬂ“TUbe

4



https://youtu.be/IzEus0GBmik
https://youtu.be/6SKMfeH5TWo
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9 — 22 — 2
224+1-y

Megoldas. ° YGUTUbe

3. Feladat. f(x,y) =

T+ 2 —y?
r—y

Megoldas. 3 YouTube

4. Feladat. f(z,y) =In



https://youtu.be/bFE_EDYlC34
https://youtu.be/zJ3J_OIGx5E
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Hatarérték

Adjuk meg az alabbi fiiggvények hatarértékeit a megadott helyeken.

1

5. Feladat. = — 0,0 b) (0,2 3,0

e€lada f(:c,y) x+y2—3’ a)(a)a )(7)7 C)(?)
Megoldas. &3 YouTube

a) — % b) 1 ¢) nem létezik
6. Feladat.

y— 2
Y e — —1 1,2 1 —-1/2,2 1

f(z,y) Vor g1 a) (=1,0), b) (1,2), ¢ (1,0), d)(=1/2,2), €)(0,1)
Megoldas. &3 YouTube

a) 2 b) 0 d) nem létezik

3 ¢) nem definialt e) oo
7. Feladat. f(z,y) = —~—Y_ &) (1,3), b) (0,0)
Va2 +y?

Megoldas. ° YOUTUhe

a) 0 b) nem létezik

3xy
8. Feladat. f(r,y) = ——, a) (1,3), b) (0,0)
Va2 +y?
Megoldas. u YOUTUhe
9 b) 0
a —
) Vo
22y

9. Feladat. f(l',y) = m, CL) (0,0)
Megold4s. a) nem létezik @ YouTube

10. Feladat. f(z,y) =zy — 2y,
a) (—00,2), b) (=2,00), ¢)(2,00), d) (00,0), e) (c0,00)


https://youtu.be/Ib6YCxwfZeQ
https://youtu.be/OL5QK5bv8n8
https://youtu.be/iNXHJF-8XpI
https://youtu.be/3U29_lISXbI
https://youtu.be/1DCt8nbR41Q
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Megoldas. u YOUTUhe

a) — oo b) — oo ¢) nem létezik d) nem létezik e) 0o

y -
11. Feladat. f(z,y) = ——, a) (—oo,—1), b) (3,00), ¢) (c0,—00)
Va2 +y?

Megoldas. &3 YouTube

a) 1 b) — o0 c¢) nem létezik
12. Feladat. f(z,y) = 5 + o _® a) (00,00), b) (z,00), c¢) (c0,y)

* ¢ 7y_1:2+y 2y+3 2x+1> ) ) ) ’ ay
Megoldas. @3 YouTube

a) 1

3 x oo s
b) 5 il ha © # —5 kiilonben nem létezik
1 3y

3
c) — 3 213 ha y # —5> kiilonben nem létezik

223 —axy + 1
13. Fel . = — -2, —
3. Feladat. f(z.9) = 20U @) (0,0), ) (-2-ox), ) (.%)
Megoldas. @3 YouTube
a) nem létezik b) 0 c¢) nem létezik
x + y?
14. Feladat. f(z,y) = ———
z?y — 3y
CL) (007 _OO) ’ b) (17 _OO) ) C) (2’ _OO) ’ d) (OO, OO) ’ 6) (07 0) ’ f) (3’ O)
Megoldas. " YouTube
a) nem definialt ¢) nem definiélt e) nem létezik

b) oo d) nem létezik f) o


https://youtu.be/ohbf3rzei0o
https://youtu.be/TTZo_yvrTCY
https://youtu.be/vDOl8oqpLqc
https://youtu.be/LLQ2DsM_VJo
https://youtu.be/o7rIzeyEwtk
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Kvizek
A csoport
. Vi 2
1. Feladat. Abrazoljuk az f(z,y) = _VEFZL fiiggvény értelmezési tartomanyat.
n(y/2— 1)
2%y — 2x1?
2. Feladat. Hatarozzuk meg a  lim ————— hatarértéket.

(z,)—>(0,0) 22+ y?

B csoport
-1
Feladat. Hatarozzuk meg a lim In L hatarértékeket, ahol
(z,y)—A Y — 2
(a) Al = (OO7 1
(b) Ay = (=1, —00)
(c) A3 =(1,2)
C csoport
. : vyt
Feladat. Hatarozzuk meg a lim —————— hatarértékeket, ahol
(y)—A T —Y
(a) Ay =(1,2)
(b) Ay = (OO, OO)
(¢) As=(=1,-1)
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Kvizek megoldasa

A csoport

1. Feladat megoldasa. A kikotés a négyzet-
gyok, a tort és a logaritmus miatt

4
2 +2>0 65 In(y/2—1)£0 és y/2—1>0
x> =2 y/2—1#1 y/2>1 5
x> =2 y#4 y>2.

Ennek megfelelGen az értelmezési tartomany a

jobb oldalon lathato.

11 ”

2. Feladat megoldasa. A hatarérték 0 tipusd.

Kikoteés:
Polarkoordinatakkal
alapjan
lim
(z,y)—(0,0)
ugyanis

és a renddérelv miatt

har — 0.

22y — 2xy?

2> +y*#0, ahonnan (z,y) # (0,0).

r=rcosp, y=rsing, z*+y?=r’

(1 cos p)?(rsin ) — 2(r cos ) (r sin p)?

= lim
x? + 12 r—s0+ r?
0<p<2m

73 cos? psin o — 213 cos @ sin? ¢

= lim 5
r—0T r
0<p<2m

= lim r (0082<psing0— 2 cos @ sin? go) =0,

r—0t
0<p<2m

—3 < cos® psing — 2cos gsin® o < 3

—3r < r(cos?psing —2cospsin®p) < 3r
l 1 I
0 0 0

2 pt

3 pt
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B csoport

Feladat megoldasa. Az értelmezési tarto-

many a logaritmus és a tort miatt I.
r—1
y—2

Az x =1, y = 2 egyenesek négy részre osztjik

>0 és y—2#0.

a sikot. A tort

0-1
I a P;(0,3) pontban

——= <0
3—2 ’

0—1 I1.
—F >0
0-2 ’

21 A
III. a Py(2,3) ban 55 >0, :
21
IV. a Py(2,0)-ben 03 < 0.

II. a P(0,0)-ban

e Az Ai(o0, 1) helyen a hatarérték nem definialt.
e Az Ay(—1,—00) helyen

x—1 B
1—-2/y

z—1

lim = lim
(z’y)%(_lv_oo) y - 2 ($7y)_>(_17_oo)

< |

miatt a logaritmus fiiggvény ismeretében

) z—1
lim In =
(zy)—(-1,—00) Y —2

—00.

1V.

1 pt

0" (~2) =07

2 pt

e Amennyiben az A3(1,2) pontot az x = 1 —+t, y = 2 — ¢, t > 0 gorbe mentén kozelitjiik

meg, akkor
1—t—1

limIn——— = lim In— = lim Inl=In1=0,

t—=0+t 2—1t—2 =0t —t  t=0t

haazx =1+2t,y=2+1t, ¢t >0 gorbe mentén, akkor
14+2t—1

lim In —— = lim 1n§: lim In2=1In2#0.

t—0+ 2+t—2 t—0+ t t—0+

Igy ebben a pontban a hatarérték nem létezik.

3 pt
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C csoport
Feladat megoldasa. Az értelmezési tarto- 4 Az.
many a tért miatt x —y # 0, azaz y # x. P
‘o
°
As

(a) Az A; = (1,2) pont bels6 pont, ezért

lim \/x2+y2_\/12—|—22__\/5
@12 z—y  1—-2 '

(b) Amennyiben az Ay = (00, 00) helyet az x =t, y = t, t > 1 gorbe mentén kozelitjiik meg,

akkor
ViRt 2 12+ 1 y V1/t2+1 )
= D ——— lm _— = —

lim ————— = lim — = =
t—woo T — t2 t—oo 12 ]_/t— 1 t—o00 1/t— 1 ’

ha az x = t%, y = t, t > 1 gorbe mentén, akkor

Vi +t2 2 1+ 1/t2 14+ 1/t2
1im—+—l'm—~;/—lim;/:17é—l.

i 2 —1 e 2 1—1/t  t5e 1—1/t

Igy ebben a pontban a hatarérték nem létezik.
(c) Az A3 = (—1,-1) pontot az x = —1, y = —1 + ¢, t > 0 gbrbe mentén megkozelitve

VEDP L2 L V22 V2T

lim = lim ,
t—0+ —1-— (—1 + t) t—0+ —t 0~

az x = —1,y=—1—1,¢t >0 gorbe mentén

VOIPF (L2 _ Vagara V2

I Lo, V2E248 V2
ti%i —1—-(-1-1%) ti%i t 0+ o0

ezért ebben a pontban a hatarérték nem létezik.

1 pt

2 pt

0]
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Derivalt; lokalis széls6érték

HAazi feladatok

Derivalt

Az f(x,y) figgvény (a,b) pontban vett

e 1 vdllozo szerinti parcidalis derivdltja

£ (a,b) = Tim 20D b}>L — f(w.b)

h—0

amennyiben ez a hatdrérték létezik és véges;
o y vdltozo szerinti parcidlis derivdltja
) a,b+h)— f(a,b
fi(a,b) := lim /( ]z /( ),

h—0

amennyiben ez a hatdrérték létexik és véges;

e gradiens vektora
Vf(a, b) = (fslc(av b)7 f@ll(a’a b)) )

e totdlis differencidlja

df(a7 b) = f;(a, b)dl' + f;(a’ b)dy,

amennyiben az f, és f, folytonos.
Az f(x,y) figgvény (a,b) pontban vetl, u(uy,us) irdny szerinti derivdltja

e definicio szerint

f <a + b+ ﬁt) — f(a,b)
fi(a,b) := lim —~ —~

= t—0+ t ’

amennyiben ez a hatdrérték létezik és véges;
e formdlisan

I5

f;(a, b) =V f(a,b)o

=

139
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1. Feladat. Definici6 alapjan és forméalisan is adjuk meg az f(x,y) = 3z +/zy — 1/y fliggvény
f2(1,4) és f,(4,1) parcidlis derivéltjait.

Megoldas.
El6szor definicio szerint szamoljuk ki a parcialis derivaltakat.

o Az x valtozo szerinti parcialis derivalt

1 1
f(1+h,4)=3(1+h)+ (1+h)4—1:3+3h+\/4+4 v

1 1
FAL4)=3+Vi- =51

alapjan

, L fa +h4)—f(14) 3+3h+vV4+4h—1—(5-17)
fz(174) - h 1
h—0 h—0 h
oy 30 2+\/4+4 3h—2-Va+dh _ . (3h —2)2 — (4 + 4h)
= h 3h—2—+/A+4h h-0h(3h—2— A+ 4h)
b 9h% — 16h i 9h — 16 ~16
= l1m =
h=0 h(3h —2 — A+ 4h) h=0(3h —2—+/A4+4h) —4

e Az y valtozo szerinti parcidlis derivalt

f(4,1+h):12+\/4(1+h)—1%h

f(4,1):12+\/_—%:13

=4.

miatt

1) = iy LI ZJOD mm

h—0 h—0

y Vi+4dh— (5 +1) VaA+4dh+ (5 + 1)
= 111 .
h0 h Vai+4h+ (5 +1)
(44 4h) — (& + 1) . 4h® + 11~ 4 8h

— lim 1+h im
=0 (VA AR+ 1o + 1) -0 h(h+ D2(VA T AR+ o + 1)
4h% 4+ 11h + 8 8

= lim =
fHo(h+1) (VA+4h+ 5 +1) 4

A derivaltak formélisan:

1 4
o« fllwy) =3+ S(ay) Py =3+ fi(1,4) =3+ —==3+1=4;

2 2,7y’ N4
4

1 B 1
. fyx,y) = 5 () Vg 4y = /

x
+—, 4,1) = —= =
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2. Feladat. Formalisan hatarozzuk meg az f(z,y) = xzcosy — In 22y fiiggvény masodrendi

parcialis derivaltjait.

Megoldas.
Az els6rendii derivaltak:
1 2 1 1
fi=cosy — —— - 2xy = cosy — —, fl = —xsiny — — -2 = —zsiny — —.
x2y x Y x2y

A maéasodrendi derivaltak:

2 1"

" "

fow =

o
1»2

1

fry = —siny, Jyz = —siny, Jyy = —xcosy + E

MEGJEGYZES. A fenti példaban a megfelel§ vegyes parcialis derivaltak megegyeznek. A parci-

alis derivaltak folytonossaga garantalja ezt a tulajdonsagot.

e

3. Feladat. Adjuk meg az f(z,y) = 32’y — /o — y? fiiggvény gradiens vektorat és totalis

differencialjat altalanosan és a P(2,—1) pontban.

Megoldas. Az elsérendii parcidlis derivaltak:

1 _
fi= 6oy — 5 (o —y?) V= bry — ———
2\/r —y

1
[l =3 — 5(:1: — )V (—2y) = 327 +
Ezek alapjan a gradiens vektor altalanosan
1 y
v Z, = 6zy — ) 31’2 + )
fz.y) ( W M)

a P(2,—1) pontban

25
Az .
f Gy — ——— s fl =32 P
J Y 2v/x — 1y? fy x—y?

parcialis derivaltak folytonosak, ezért

1
df (z,y) = (61@ - m) dz + (3:62 + %ﬁ) dy

2
(2, 1) —gder 1dy .

és
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4. Feladat. Definicio alapjan és formélisan is adjuk meg az f(z,y) = /z(1 —y) fiiggvény
P(2,—3) pontbeli, u(1,4) irAnyban vett derivaltjat.

Megoldas.

e A derivilt definici6é szerint.
Az w hossza |u| = V17 és

Tovabba

(g i) = (o ) (- (o 3)

At AP
Ji7 17

és f(2,—3) = /8 alapjan

72+ 4t —3+r>_f(2’_3)

fi(2,-3) = lim

t—0t+

8_%—%—¢§ CPETRTRY

— hn}r " . 42
t—0 t
V8- -8
8

= lim vIT 17
HO*t( 8—%—%—#\@)

4 _ 4

= lim \/ﬁ 1

Lo 12 _ Ly / _4 2
P a2 () - o gy 2 1
=5 =) V) = e (29 =g =
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Lokalis szélsGérték

Legyen az f fligguény differencidlhato. Az

fal@,y) =0
fo(z,y) =0

egyenletrendszer megolddsa adja a fiigguény kritikus pontjait. A

" "
— 5 |z xy| . g1l "oen
Ay = zz €5 Ay = " 1" _fxxfyy_fxyfy:p
yx vy

jelolésekkel, amennyiben az adott kritikus pontban

Ay > 0, akkor ott van szélséérték, mégpedig
A1 > 0 esetén minimum,
A1 < 0 esetén mazimum,

Ay < 0, akkor ott nincs szélsdérték,

Ay =0, akkor ott lehet szélsdérték,

tovdbbi vizsgdlat sziikséges.

5. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = x*+y* — 2% — 22y — y? fiiggvény lokalis szélsGértékeit.
Megoldas. A fiiggvény differencidlhat6 és a parcialis derivaltak

fi=4a® 20 -2y és f;:4y3—2x—2y.

Igy a
4a3 — 22 — 2y =0
4y — 20— 2y =0
egyenletrendszert megoldasat keressiik. A két egyenletet egymésbol kivonva kapjuk, hogy
4o — 4y =0, azazz=1y.
Ezt visszahelyettesitve példaul az elsé egyenletbe
4o — 4y =0
dy(y* —1) =0
adodik, ahonnan y = 0, y = £1. Tehat harom kritikus pont van:
My(0,0), M(1,1), My(—1,-1).
A fiiggvénynek csak ezen pontokban lehet szélsGértéke. Tovabbé

f// 12I2 _ 27 f// _ f// — _2 éS f// 12y2 _ 2

zr zy — Jyzx yy:

alapjan
Ay = (122% — 2)(12y* — 2) — 4.
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e Az M, és az M, pontban
As(1,1) = Ag(—1,-1)=10-10—-4 >0
miatt a fliggvénynek szélsGértéke van. Mégpedig
A(1,1) =A(—-1,-1)=10>0
alapjan mindkét pontban minimuma van; a minimum értékek megegyeznek, ugyanis
f(1,1) = f(-1,-1) = =2.

e Az M, pontban A,(0,0) = 0, igy tovabbi vizsgalat sziikséges. Ebben a pontban a fiigg-
vény értéke f(0,0) = 0. Nézziik a fliggvény viselkedését a pont kérnyezetében kiilonb6zs
irdnyok mentén.

— Az z-tengelyen 0 < |z| < 1 esetén
f(z,0) =2* —2? = 2*(2® — 1) < 0 = £(0,0);
— az y = —x egyenesen, ha x # 0, akkor
f(z,—z) =22* > 0= £(0,0).

Azaz az origé tetszéleges kornyezetében az f fiiggvény felvesz f(0,0)-nal kisebb és na-
gyobb értéket is. Ezért a fliggvénynek az M, pontban nincs szélsGértéke.

A fenti abra a fiiggvény 3D-s grafikonjat mutatja
szintvonalakkal és magassag szerinti szinezéssel.
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6. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = (1 + €¥) cosz — ye? fiiggvény lokalis szélsGértékeit.
Megoldas. A parciélis derivaltak
fo=0+e")(—sinx) & f,=e"cosz— (1 e’ +ye).

Igy a

eY(cosx —1—y) =0

{—(1+ey)sin:v =0

egyenletrendszer megoldasat keressiik. Az exponencidlis kifejezés pozitivitasa miatt elegendd a

sin x =0
cosr—1—y =0
egyenletrendszert megoldani. A sinx = 0 egyenletbdl kapjuk, hogy x = Im, ahol | € Z. Ezen

pontokban a koszinusz fiiggvény vagy az 1 vagy a —1 értéket veszi fel attol fliggden, hogy [
paros vagy pératlan. Igy a masodik egyenletben

e ha x =2kn, k € Z, akkor e ha x = (2k + 1)m, k € Z, akkor pedig
cos(2km) —1—y =20 cos((2k+1)m) —1—y=0

Ezek alapjan végtelen sok kritikus pontunk van:
Mo (2km,0), illetve Mop 1((2k + 1)7r,—2), k€Z.
Tovabba
fon = —(1+¢e¥)cosz, fr = fn,=—e'sine és f =e’(cosz—2—y)
alapjan
Ay = (—(1+e¥) cosz)-e(cosz — 2 —y) — (—e¥sinx)?
Ay =—(1+¢€Y)cosz.
e Az My, pontokban, cos(2km) = 1, sin(2k7) = 0, és € = 1 miatt
Ay(2km,0) = —2-(=1) —=0=2>0 barmely k € Z esetén.
gy ezekben a pontokban a fiiggvénynek szélséértéke van, mégpedig
Ay (2km,0) = -2 <0
alapjan maximuma van; a maximum érték
f(2km,0) =2 barmely k € Z esetén.
e Az Myy41 pontokban, cos((2k + 1)m) = —1 és sin((2k + 1)7) = 0 alapjan
Ay =—e?(1+e?)<0.
Ezért ezekben a pontokban nincs szélsGérték.

Azaz a fiiggvénynek végtelen sok maximum helye van, de egyetlen minimumhelye sincs.
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Videok

Derivalt

Definici6 szerint és formélisan is hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények adott pontban vett
parcialis derivaltjait.

1. Feladat. f(z,y) = 2* + 3zy, f.(-1,2)

Megoldas. f/(—1,2) = 4 @3 YouTube

2. Feladat. f(z,y) = vy*> =32y, f,(—

5. F(—2.1) = © YouTube
Megoldas. f,(—2,1) 7 °
3. Feladat. f(z,y) =2vy+ 3y, f.(1,2), f,(0,3)
Megoldas. f,(1,2) =4, f(0,3)= % °YOUT“he

4. Feladat. f(x,y) = /oy +2y, f.(2,1) 7(0,1)

Megoldas. f/(2,1) = }1’ F1(0,1) = —8—\1/5 @ YouTube

2
-3
5. Feladat. Az f(x,y) = Ty figgvény esetén adjuk meg az f,(—1,2), f,(2,3), Vf(2,3),

y+2
df (2, 3) kifejezéseket.

Megoldas. &3 YouTube

12 2

22Y e = 2as Za
5,25), (2,3) = e+ dy

L2 =1, e =z, Ve - (

" /
x? Tx Y

6. Feladat. Az f(z,y) = 22° — 32%y + In(y* — 1), fiiggvény esetén adjuk meg az
vy foy fliggvényeket, tovabba a Vf(1,2), df(0,2) értékeket.

Yy’


https://youtu.be/rqMQ-Ay7UEY
https://youtu.be/RWtRTXJ94WQ
https://youtu.be/RUD1xWPFlcI
https://youtu.be/OgV8Sk5K_7k
https://youtu.be/TKIb0sWrQqc
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Megoldas. u YOUTUhe
!/ 2 " / 2 2y
fr = 62" —6zy fow = 120 — 6y fy=—31"+ —
yc—1
20y — 1) — 2y - 2y 4
foy = W= 1) foy = —62 df(0,2) = 0dx + gdy,

Vf(1,2) = (—6, 3+ %)

/ l !/ 1
x xxT ) Y Yy ?

392 2
7. Feladat. Az f(z,y) = xye” 5" fiiggvény esetén hatarozzuk meg az
»y Darcialis derivaltfiiggvényeket.

Megoldas. u YouTube

x2 2 w2 2 m2 2
L= (y — a%y) I = wy(a® —3)e 3" fl=e"7 (z - )
22442 22442
fo,=zy(y* — 3)e” N fo, =€ (22 — 2t — 1)

Definici6 alapjan és formélisan is adjuk meg az alabbi fiiggvények P pontbeli, u irdny szerinti
derivaltjat.

8. Feladat. f(x,y) =+/2x+3y, P(-1,2), u=(4,-3)

Megoldas. f,(—1,2) =

3 YouTube

20

9. Feladat. f(z,y) =2vy>—1, P(3,-2), u=(-1,2)
Megoldas. f,(3,-2) = —/15 °YOUTUhe

22\/y? — 3z

10. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 5
r—vy

fiiggvénynek a P = (2,3) pontbeli,

u = (4, —1) irany szerinti derivaltjat.

Megoldas. f,(2,3) = —% °YOUTUhe

LokAalis szélsGérték

Hatarozzuk meg a kovetkez§ fiiggvények lokalis szélsGérték helyeit.


https://youtu.be/951TPAmZkzk
https://youtu.be/5c2w8fM4688
https://youtu.be/83Ju0Z9NIt8
https://youtu.be/z-rKurBRWmM
https://youtu.be/hXkULWX595o
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11. Feladat. f(z,y) = 2° — 22 — y* + 4y

Megoldas. Nincs szélsGérték. BYOUTUhe

12. Feladat. f(z,y) = 2 — 32y + ¢*

Megoldas. Minimum hely: (1,1) @3 YouTube

13. Feladat. f(z,y) = 2* +y* — 227 + 4oy — 2¢/°

Megoldas. Minimum helyek: <\/_, —\/5), (—\/5, \/§> BYOUT“be

14. Feladat. f(z,y) = 2* +y* — 22%y* — —8z% — 8?

Megoldas. Minimum helyek: 2% + y*> = 4; maximum hely: (0,0) °YOUTUbe
224y

15. Feladat. f(z,y) = zye 2

Megoldas. u YOUTUhe

Minimum helyek: (1, —1), (—=1,1); maximum helyek: (1,1), (-1, —1)


https://youtu.be/tEvkIJlevxc
https://youtu.be/x94rr7Sb358
https://youtu.be/FWWoj4ThOqo
https://youtu.be/pfbDR8clJvA
https://youtu.be/0TETcwmaaS4
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Kvizek

A csoport

1. Feladat. Definici6 alapjan és formalisan is hatarozzuk meg az f(z,y) = /2 — 3y fliggvény
y valtozo szerinti parcialis derivéltjat a P(2,1) pontban.

2. Feladat. Adjuk meg az f(z,y) = e In(22? — 3y + 2) fiiggvény gradiens vektorat altala-
nosan, illetve a (—1,0) pontban.

B csoport

3r — 2 fioevé
—— fiiggvén
vy +1 e
P(1,—-3) pontbeli, u(—3,4) iranyban vett derivaltjat. Adjuk meg a fiiggvény totalis differenci-

aljat is a P(1,—3) pontban.

Feladat. Definicio alapjan és formalisan is hatarozzuk meg az f(z,y) =

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = xy® + 2%y — y? fiiggvény helyi szélssértékeit.
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Kvizek megoldasa

A csoport
1. Feladat megoldasa.

e A definicié szerinti parcidlis derivalt:

f2,1+h)=+/4-301+h)=vV1-3h, f(2,1)=vV4-3=1
alapjan

2,14 h) = £(2,1) vI—3h -1

! . . . .
A0 = h —mT
g YIZ3h—1 V1-3h+1

B0 h VI-3h+1
1-3h—1 3

-3
= lim =lim —=—.
h=0h (V1—=3h+1) h>0/1-3h+1 2

e Formalisan:

1 3 3 3
(=3 V(=) = "2.1)=—— " -
fy =g =3 () =y =gy MU= "5
2. Feladat megoldasa.
1

P 5 2 —x
fi(z,y)=e™ - (—y) -In(22° — 3y +2) +e¢ y'2x2——3y+2' x

F=10) = 0 1 o () = —1,

2+2
illetve
1
—x 2 —x
fy(@y) = e (=) In(22® =By +2) + ™ - grr— s - ()
1 3
"(-=1,0)=1-1-In(2+2 l-—— - (-3)=In4 — -.
A gradiens vektor
Vi(x,y) = (filz,y), [,(xz,9))
= [ —ye ™ 1In(22° — 3 +2)+£ —ze” ™ In(22* — 3y +2) — _ s
-\ Y 222 — 3y + 2 Y 202 —3y+2)°

és

3
Vf(-1,0) = <—1,1n4— é_l) :

1 pt

3 pt
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B csoport
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Feladat megoldasa. Az u vektor hossza |u| = v/9 + 16 = 5. Igy az irdnymenti derivalt
e definici6 szerint:

-3 4
F01-3) = lim f(1+ 2, -3+ 3t) — f(1,-3)
i t—0+ t
3(1+2¢)—2 3.9 9
~ lim (14+32t)+(-3+2t)+1  1-3+1 ~ lim T +1
t—0+ t t—0+ t
1-3t4+4t—1 s
— lim —2 1 — 5
t—0+ t t—0+ ¢ (3t — 1)
8
-z 8
= lim 5 -
t—0+ =t — 1 )

e formalisan:

f,:3($+y+1)—(3:£—2)

1 pt
3y +5
(x+y+1)? B

) ! 17_3 = _4a
3x — 2
= — '(1,-3) = -1
fy ($+y+1)2 ) fy( ) )
alapjan 2 pt
U -3 4
'(1,-3)=Vf(1,-3) o — = (-4, -1 —
F0,-3) = VAL =30 £ = (a-ne (2.2)
12 N -4 8
5 5 5
e A totalis differencidl, mivel f; és f, folytonos az értelmezési tartomédnyén,

(1, =3)dx + f,(1,=3)dy

—4dx — 1dy .

3 pt
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C csoport

Feladat megoldésa. A parcidlis derivaltak: f, = y® + 2zy és f] = 2zy + 2 — 2y. Igy

y? 4+ 22y =0
2zy + 22 — 2y =0

szerint az els egyenletbdl

yly +22) =0
y=0, y=-—2x.

A masodik egyenletbe visszahelyettesitve

ha y = 0, akkor ha y = —2z, akkor
0+2°+0=0 27(—27) + 2% — 2(—2x) = 0
=0 —4a® 42 +4r =0
r=0. r(—=3x+4)=0

r=0, x=4/3.

4
Tehat a kritikus pontok: My(0,0), M, (5’

8
——). Tovabba
3
fow =2y, foy="Fp=2y+2x & f, =22—2,
igy
Ay =2y(22 — 2) — (2y + 22)2.

e Az M, pontban

4 8 16 /8 8\ 2 16 2 8\ 2
A= -2 )=—Z(22)—(=2) =—=.2_(2 0
(35)=5G2)-(5) =535 (5) =0

miatt a fliggvénynek nincs lokalis szélsGértéke.
e Az M, pontban A,(0,0) = 0. Ha y = 22, akkor

flz,2®) =2 -2* + 2% 2% —2* =25,

amely fiiggvény az origod tetszéleges kdrnyezetében felvesz pozitiv és negativ értéket, azaz
felvesz f(0,0) = 0-nal kisebb és nagyobb értéket is. Igy ebben a pontban sincs szélsGérték.

3 pt



11.

Feltételes szélsOérték

HAazi feladatok

Gorbe mentén

1. Feladat. Hatérozzuk meg az f(x,y) = x? — 22%y? — y? + 4 fiiggvény = + 2y = 0 feltétel
melletti lokélis szélsGérték helyeit.

Megoldas. Az x + 2y = 0 feltételbsl x = —2y adodik, ezt a fiiggvénybe helyettesitve az
f(=2y,y) = (=2y)" = 2(=29)** — y* +4
=8y  —y +4=yg(y), yeR

egyvaltozos fliggvény szélsGértékeit keressiik.

q'(y) = 32y° — 2y = 2y(16y° — 1)

miatt a kritikus pontok y = 0,+1/4.
Tovabba

g"(y) = 96y*> — 2,
ezért
¢"(0) = -2 <0
1
g'(E1/4) =96 7 —2=4>0

miatt g(y)-nak az y = 0 pontban maximuma, az y = £1/4 pontokban minimuma van.
Tehét az f fiiggvénynek az adott @ = —2y feltétel mellett az M;(0,0) pontban helyi maxi-
muma, az My(—1/2,1/4), M3(1/2,—1/4) pontokban helyi minimuma van.

153
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—1/4 1/4

A bal oldali abran a feltétel melletti g(y) fliggvény sematikus képe lathato. Jobb
oldalon az f(x,y) fiiggvény térbeli abrajat lathatjuk az alapsikon 1év6 x 4+ 2y =0
feltétellel (fekete egyenes), és az altala meghatarozott sikmetszettel egyiitt.

1 1 1
2. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x — y fiiggvény -+ 5= 5 feltétel melletti lokalis
T Y
szélsGérték helyeit.
Megoldas. Ebben az esetben a feltételbdl az egyik valtozot kifejezni sokkal nehezebb, mint az
el6z6 feladatban volt. Ezért a Lagrange-fiiggvény segitségével oldjuk meg a feladatot. A feltételt
0-ra rendezve kapjuk, hogy

1 r 1 0
x? 2 2 )
majd képezziik a
F( A) +A ! + L1
x = — -+ =-=
Lagrange-fiiggvényt. Ekkor
2\ 2\ 1 1 1
!/ !/ /o
Fx—l—F, Fy__l_ﬁ’ F*_P-i_ﬁ_ﬁ’
igy az
_ 22 —
x3 -
—1 - 12/_? =0
hed-t -0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 két egyenletet Gsszeadva egyszert szamolassal ado-
dik, hogy
y=—x.
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Ezt a harmadik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
1 1 1

2 27
2 1
22 2
2 =4
xr =42

és ekkor az egyenletrendszer megoldasai
T = 2, Yy = —2, )\1 =4 illetve To — —2, Yo = 2, )\2 = —4.

Tehét a kritikus pontok \; = 4 esetben M;(2, —2) és Ay = —4 esetben Ms(—2,2). Ezutén a
lokalis szélsérték meghatarozésakor tanultakat alkalmazzuk az F fiiggvényre. A

R
parcialis derivaltak alapjan
6\ 6 3672 6
A2F2—4—4—02: 14 és A1F2—4
xt oy xty x

e A \; =4 esetben, az M;(2, —2) pontban
AgF = 9/4 > 0, ezért itt van szélsGér-
ték, és A F' = 3/2 > 0 és miatt itt helyi
minimum van.

e A )y = —4 esetben, az My(—2,2) pont-
ban AgF = 9/4 > 0, ezért van szélsd-
érték, A F = —3/2 < 0 miatt itt helyi
maximum van.

Az abrén az f(z,y) figgvény 3-dimenzios ké-
pe lathato, amin jol beazonosithaté a lokalis
maximum és minimumbhely.
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Korlatos, zart halmazon

3. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22° — xy? — 3z fiiggvény globalis szélsGértékeit a
(—1,2), (2,—1) pontokat Gsszekotd szakaszon.

Megoldas. A (—1,2), (2,—1) pontokon atha-

lad6 egyenes egyenlete
(_la 2)
y=1—=x. \
Igy az
flx,1—2)=22° —2(1—2)* 32 \(2 )
=2 +22% — dx = g(z) .
egyvaltozos differencialhato fliggvény szélsGér- h
tékeit keressiik a [—1, 2] zart intervallumon.

Ezeket g az intervallum végpontjaiban, vagy az intervallumon beliil talalhato kritikus pon-
tokban (ahol ¢’ = 0) veszi fel.
g(x) =32 +4x —4=0

miatt a kritikus pontok x = 2/3, x = —2. Az x = —2 nem bels6 pontja a [—1, 2] intervallumnak.
° F ° . >
2 2B

Ezért

f(=1,2) =g(-1) = —-1+2+4=5

f(2,-1)=g(2) =8 +8—-8=8

alapjan az f(x,y) fliggvény a korlatos, zart halmazon

40
— a minimumét a (2/3,1/3) pontban veszi fel és a minimum érték —o7)

— a maximum hely a (2, —1) pont és a maximum érték 8.
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4. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = x*+y* — zy + 3z — 3y fiiggvény globalis szélsGértékeit
azy =0, v = —2 és az 2x +y = 0 egyenletd egyenesek altal hatarolt korlatos, zart siklemezen.

Megoldas. Az egyenesek altal meghatarozott o
sikrész az A(—2,0), B(0,0) és C(—2,4) cstcs- OAN
ponti derékszogi haromszog, ami egy korlatos, N
zart halmaz. Igy szélsGérték a halmaz belsejé- \
ben talalhato kritikus pontokban, ahol f! =0 r=-2 N2z +y =0
és f, = 0, vagy a hatdran adodik. N

A parcialis derivaltak f, = 2x —y + 3 és
fo=2y—r—3. A c

20 —y+3=0
20— —3=0
egyenletrendszernek egyetlen megoldésa van, .
M;i(—1,1), ami a haromszog belsejében van és

1tt A B

f(=1,1) = -3.

A keriilet harom szakaszbo6l all.
e Az AB oldalon —2 <z < 0ésy =0, ezért az
f(z,0) = 2+ 3r = g1(x)

egyvaltozos fiiggvény szélseértékeit keressiik a [—2,0] zart intervallumon. Az el6z6 fel-
adatban latott modon,
gi(z) =22 +3

alapjan a kritikus pont x = —3/2, amely belsé pontja a [—2, 0] intervallumnak.
r . s
C g ] >
—2 —3/2 0

Igy ebben a pontban, valamint a végpon-
tokban, az A és a B pontban szidmoljuk ki C
a fiiggvényértékeket:

f(=2,0) =q1(-2)=4—-6=—2

3 3 9 9 9
f(_é’o) -9 (“) TiTaT o

f(0,0) = g1(0) = 0. 2 on 0

[\]
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e Az AC oldalon z = —2 és 0 < y < 4, ezért az

f(=2,y) =4+ y*+2y —6—3y
=y —y—2=gy)

egyvaltozos fiiggvény szélsGértékeit keressiik a [0, 4] zart intervallumon. Hasonl6an, mint
az el6bbi pontban,

g5(y) =2y —1

alapjan a kritikus pont y = 1/2, ami bels§ pontja a [0, 4] intervallumnak.

jJ

@ >
1/2 A v

jeniyes =

Igy a kivetkezs értékeket szamoljuk
10
1 1

F(=2.1/2) = a1/2) = 7 — 5 2 = —9/4

f(=2,4) =g2(4) =16 —4—-2=10. .

—9/4 —3

Vegyiik észre, hogy az A(—2,0) pontbeli ér- ¢ 73/4 0
téket ismételten kiszamoltuk.

e A BC oldalon az y = —2x és —2 < x < 0 feltétel alapjan az

fz,—2x) = 2* + (—22)* — 2(—27) + 3z — 3(—27)
= 72° + 97 = g3()
egyvaltozos fiiggvény szélsGértékeit keressiik a [—2, 0] zart intervallumon. A
gs(x) =14z +9
derivalt miatt a kritikus pont o = —9/14 és ez belsé pontja a [—2, 0] intervallumnak.
r .

T ® . >
5 —9/14

Ekkor
f(=2,4) = g3(—2) =28 — 18 = 10

f(=9/14,9/7) = g5(—9/14)
81 81 567 ,
=7.— _ - —_""_ 5 _3 367
196 14 196 8"
f(0,0) = g3(0) = 0. —9/4 =3

Az els6 és a harmadik értéket mar ismertiik. 2" 0/ 0

10
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A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a fiiggvény a zart haromszégon

— a minimumat a sikidom belsejében, a (—1, 1) pontban veszi fel és a minimum érték —3,
— a maximum hely a hdromszog C'(—2,4) csticspontja és a maximum érték 10.

5. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2% + y? — 12z + 16y fiiggvény globalis szélsGértékeit
az 2% + y* < 25 kérlapon.

Megoldas. Széls6érték a korlap belsejében
talalhato kritikus pontokban vagy a kérvona-
lon adodik. / \
A parcidlis derivaltak f, = 2z — 12 és
fi=2y+16. A \JS
{295 —12 =0
2y+16 =0 s
egyenletrendszer egyetlen megoldasa (6.-8)

M; (6, —8), amely nincs a korlap belsejében.

Ezért a szélsGértékek a keriileten adodnak. Ezeket most a Lagrange-fiiggvény segitségével
hatarozzuk meg. Tehét

F(z,y, ) = 2% +y® — 120+ 16y + A (2% + > — 25)
igy
Fl =2r—12—2\z, F)=2y+16+2)\y, Fl=a?+42—25
alapjan az
20 — 1242z =0
2y+16+2\y =0
?+y*—25 =0
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. . 6 i -8
egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenlethdl z = R a méasodikbol y = 1
adodik, ezeket visszairva a harmadikba kapjuk, hogy
36 64
=25
e ERNPEIE
100
— =(A+1)
4=(A+1)
+2=X1+1.

Azaz A\ = 1 és ekkor x1 = 3, y; = —4, valamint Ay = —3 és ekkor x5 = —3, yo = 4. Tehat a

kritikus pontok M; (3, —4) és My(—3,4).

f(3,—4)=9+16 —36 — 64 = —75
f(=3,4) =9+16+ 36+ 64 = 125

miatt M; a minimum hely, a minimum érték —75, a maximum hely M, a maximum érték 125.

125 2°°:

—75 L
-100
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Videok

Gorbe mentén

1. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2> — 2 — y* + 4y fiiggvény feltételes szélssérték
helyeit az

a) x =2 egyenes, b) a (2,—3)-bol (2,3)-ba mend szakasz mentén.

Megoldas. " YouTube

a) Maximum hely: (2,2).
b) Minimum hely: (2, —3); maximum hely: (2,2).

2. Feladat. Hatérozzuk meg az f(z,y) = 2 — 3y +9° fiiggvény feltételes szélsdérték helyeit

a) az y = x egyenes mentén,

1 1
b) a (—5, —5) pontbol a (2,2) pontba mend szakasz mentén,

¢) az origobdl indulod, az (1,1) ponton atmend félegyenes mentén.
Megoldas. &3 YouTube

a) Nincs szélsGérték.
1 1
b) Minimum helyek: (—5, —§>, (1,1); maximum hely: (2, 2),

¢) Minimum hely: (1,1).

3. Feladat. Hatarozzuk meg f(z,y) = x+ 2y feltételes szélsgérték helyeit az y? +xy =1,y > 0
gbérbe mentén.

Megoldas. Minimum hely: (0, 1). &3 YouTube

4. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 22% + y* + 3 fiiggvény feltételes szélsGérték helyeit
az #* +1y? = 1 gérbe mentén.

Megoldas. &3 YouTube

Minimum helyek: (0,—1), (0,1); maximum helyek: (—1,0), (1,0).

5. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2° + 42 +y* — 2y + 1 fiiggvény feltételes szélsGeérték
helyeit az 2° 4+ y* = 1 gérbe mentén.


https://youtu.be/o4iZbKPM4dE
https://youtu.be/SyxyHLgCQAc
https://youtu.be/6fRg2BHQ3JE
https://youtu.be/C5lgSxssVK8
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2 1
. _%) @ YouTube

Megoldas. Minimum hely: ( ); maximum hely: <

2 1
V55

6. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2° + 42 — y* — 2y + 1 fiiggvény feltételes szélsGeérték
helyeit az 22 = 1 + y? gérbe mentén.

Megoldas. Nincs szélsGérték. °YOUTUbe

7. Feladat. Hatarozzuk meg f(x,y) = xy feltételes szélsGérték helyeit a 422 + 9y* = 8 gorbe
mentén.

Megoldas. u YUUTUhe

2 2 2 2
Minimum helyek: (1, —§>, (—1, 5)’ maximum helyek: (1, g), (—1, —g)

Korlatos, zart halmazon

8. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2° —y* — 22+ 4y fiiggvény globalis szélséérték helyeit
a (—2,0), (2,0), (2,4) pontok altal meghatarozott zart haromszogon.

Megoldas. Minimum hely: (1,0); maximum hely: (—2,0). uVOUTUbE

9. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2° — 3wy +1° fiiggvény globdlis szélsGérték helyeit a
(—1,-1), (2,2), (2,—1), (—1,2) pontok altal meghatarozott zart négyzeten.

Megoldas. Minimum hely: (—1, —1); maximum helyek: (—1,2), (2, —1). °YOUTUbe

10. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22* +y* — 22 — 2y + 3 fiiggvény globalis szélsGértek
helyeit a —1 <z <1, =2 <y < 2 feltételek altal meghatarozott zart téglalapon.

Megoldas. 2 YouTube

1
Minimum helyek: (j:—, :I:l); maximum helyek: (£1,+2), (£1,0).

V2

11
11. Feladat. Adjuk meg f(z,y) = 2y + 2z — Inz?y globélis szélséérték helyeit az <Z’ Zl)’
1
(Z’ 3), (3,3) pontok altal meghatarozott zart hiromszogon.

1
Megoldas. Minimum hely: (4_1’3); maximum hely: (3, 3). °YOUTUbe


https://youtu.be/nqCjMw6gi1g
https://youtu.be/2pmH9C4V_dA
https://youtu.be/Sv5Em-w55W0
https://youtu.be/s3ZnulAOEyY
https://youtu.be/A8XNNga4wzo
https://youtu.be/70wkLmk69CQ
https://youtu.be/zSmGSBfdESg
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12. Feladat. Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2 — 42” + 50 — xy fiiggvény globalis szélséérték
helyeit az y = 0, x = 2, y = 22 egyenletti gérbék altal hatarolt korlatos, zart sikrészen.

Megoldas. Minimum hely: (2,4); maximum helyek: (1,0), (2,0). °YOUTUbe

13. Feladat. Hatarozzuk meg f(z,y) = x* —2® +1y* globalis szélssérték helyeit a 42% +14* < 9
tartomanyon.

1
Megoldas. Minimum helyek: (iﬁ7 0); maximum helyek: (0, +3). °YOUTUbe


https://youtu.be/P7CIwQ23DxA
https://youtu.be/tsztZqrLj68
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Kvizek

A csoport

Feladat. Hatérozzuk meg az f(x,y) = 23+ 3xy + > fiiggvény globalis szélsGértékeit a (—3,0),
(1, —4) pontokat 0sszekots szakaszon.

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x? + 3y? — 4y + 1 fiiggvény globalis szélsGértékeit az
22 +y? =4,y > 0ésy =0 gorbék altal kijelolt zart félkorlapon.

C' csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az f(x,y) = 2 + y? fiiggvény (z — 2)? + y* = 1 feltétel melletti
globélis szélsGértékeit.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A (—3,0), (1, —4) pon-

tokon athalado egyenes meredeksége 4
—4 -3 1
m=—=—1.
4

Igy y = —2 + b, ahol a (—3,0) pont koordina-
tait behelyettesitve

=y=—-ax+b=—(-3)+b=3+b,
azaz b = —3. Tehat

y=-z—3.

Az

flz,—x —3) =2 + 3x(—2 — 3) + (—z — 3)*
=2° —32% — 91 — (2 + 92% + 272 + 27)
= —122% — 361 — 27 = g(7)

1 pt
egyvaltozos fiiggvény szélsGértékeit keressiik a [—3, 1] zart intervallumon. A derivalt
g (x) = —24x — 36,
emiatt a kritikus pont z = —3/2, ami bels6 pontja a [—3, 1] intervallumnak.
r ° ] .
C ]
—3 /2 1
2 pt

.3 3
Igy 5 -3 = —5 =Y alapjan

f(1,=4)=g(1)=1—-12— 64 = —T75.

Tehét az f(z,y) fliggvénynek a feltétel mellett az (1, —4) pontban minimuma, a (—3/2,—3/2) 3 ot
pontban maximuma van, a minimum érték —75, a maximum érték 0. o P
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B csoport

Feladat megoldasa. Mivel f; =2z, f, = 6y — 4, igy

2 =0
‘ azaz x =0 és y = 2/3.
6y—4 =0,

Tehat M;(0,2/3) az egyetlen kritikus pont. Ez
bels pontja a félkdrnek és

2\? 2 48 3 1 —1/3
0,2/3)=3|=) 4-4+1l=-—-+-=—=
1(0,2/3) (3) 3+ 3 3+3 3
—2 | 2
N L, o1 1 pt
A keriilet két részbdl all. .
e A vizszintes szakaszon y =0 és —2 <z < 2.
Ezért 5 b4 . >
, 2 0 2
g(z) =2z
alapjan a kritikus pont x = 0, ami bels§
pontja a [—2,2] intervallumnak.
f(=2,0) =g (-2)=4+1=5
f(0,0) = g1(0) =1 ~1/3
f(2,0)=q1(2)=4+1=5
f'- 1 'r
5 T ) 2 pt
o A félkoriven 22 + 9> =465 0 <y < 2.
Tehét : 4 . >
0 1 > Y

flzy) =2 +3y° — 4y +1
=22+ + 27 —dy+1
=2y —dy+5=ga(y), 0<y <2
Goy) =4y —4
miatt a kritikus pont y = 1, amely belsG

pontja a [0, 2] intervallumnak.
Ekkor z = ++/3 és

F(£2,0) = g2(0) =5, f(£V3,1) =ga(1) =2—4+5=3, f(0,2) = g2(2) = 5.

Osszegezve kapjuk, hogy fiiggvénynek a zart félkdrlapon az M;(0,2/3)-ben van a minimuma, 3 ot
ami —1/3, és a (—2,0), (0,2) és (2,0) pontokban pedig a maximuma, ami 5. 2P
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C csoport

Feladat megoldasa.

F(z,y,\) =2+ + X(z — 2)* +9° — 1)

2z + 2\ (z — 2) =0
2y + 2y =0
(z—22+y*—-1 =0

A masodik egyenletbol

2u+2\y =0
2y(1+X) =0
y=0, A=-1.

1 pt

Ha XA = —1, akkor az els§ egyenletbe visszahelyettesitve a 2z — 2(x — 2) = 4 Gsszefiiggést
kapjuk, ami ellentmondas, igy A # —1.
Amennyiben y = 0, akkor a harmadik egyenletbe behelyettesitve

(x—22-1=0
(r—2)2=1
r—2==l1
r=3, z=1.

Ha z = 3, akkor az elsé egyenletb6l A = —3, ha x = 1, akkor A = 1. Tehat a kritikus pontok

A1 =1 esetén M;(1,0) és Xy =—3 esetén M(3,0).

Tovabba
FI' =24 2), F;’ZJ:F;;:O, Fé’y:2+2/\

szerint
AoF = (24202 ¢ A F=2+2)\.

e A )\ =1esethen AgFF =16 > 0és Ay F =4 >0, igy az M;(1,0) pontban minimum van,
a minimum érték f(1,0) = 1.
e A \y = —3 esetben pedig AxF' =16 > 0 és A1 F = —4 < 0, tehat az M(3,0) pontban

maximum van, a maximum érték f(3,0) = 9. 3 pt



12.

Egzakt differencialegyenlet; vonalintegral

HAazi feladatok

Egzakt differencidlegyenlet

Legyenek P = P(x,y) és Q = Q(x,y) kétvdltozds fiiggvények. A
Pdx+Qdy=0 wvagy P+Qy =0

alakra hozott differencidlegyenletet eqzaktnak nevezziik, ha

Ekkor létezik olyan U = Ul(x,y) figgvény, melyre U, = P és U, = Q, tovdbbd a differencidl-
egyenlet (implicit) megolddsa
U=C,

azaz o kétvdltozos U fligguény szintvonalai.

1. Feladat. Oldjuk meg a (cosz — xsinz + y)dz + (x — cosy)dy = 0 differencidlegyenletet.
Megoldas. Esetiinkben
P=cosz —zsinx+y é () =x—cosy,

ahonnan
;- , r VAN
P,=1 ¢ Q,=1, azaz P, =Q,.

Igy a differencialegyenlet egzakt. Tehat van olyan U fiiggvény, amelyre U/ = P és U, = Q.
o Az U, = P = cosxz — xsinx + y Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy
U= /(cosx —zsinz + y)dz.
Parcialis integralassal, az

f=uz ¢ =sinz, f'=1, g=—cosw

168
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valasztassal kapjuk, hogy

/chsina:I dle—xcos:cl+/lcos:cl dr = —xcosz +sinx + C,
I’ fg I'g

gy
U= /(cosx—xsinery)dx =sinx + zcosx —sinx + yx + C + g(y)
=xcosx+yr+ C+g(y),

hiszen tetszéleges g(y) fiiggvénynek is 0 az x valtozo szerinti derivaltja.
e Az U, = @Q =z — cosy Osszefiiggés miatt

U:/(x—cosy)dy:my—siny—i—C’—l—h(x).

Tehéat

U=uxcosx+yx+C+gy),
illetve

U =uazy—siny+ C + h(x)
alapjan g(y) = —siny, h(x) = x cosx. Azaz
U=uzcosx+zy—siny+ C,

és a differencidlegyenlet implicit megoldasa:

xcosr +ay —siny =C.

A fenti abrakon az U fiiggvény néhéany szintvonala,
azaz az egzakt differencidlegyenlet néhany megoldasa lathato.
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2y(x — 1)

2. Feladat. Hatarozzuk meg a In(y® + 1) + — 1
Y

-y’ = 0 differencialegyenlet megoldésait.

Megoldas. Esetiinkben

2y(x — 1)
P=In(y*+1) ¢ =0
w1 s Q=L
ahonnan 5 5
Y ) Y _
P;:yZ—I—l és Q= , azaz P, =Q),

x y2 + 1
miatt a differencidlegyenlet egzakt.

o Az U, =P =1In(y?+ 1) Ssszefiiggés alapjan
U= /ln(y2 +1) dr=xIn(y*+ 1)+ C + g(y) .

_ 2y(x — 1)

e Az U, =@ )

Osszefliggés miatt, a

z=9y>+1, dz =2ydy

helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy

_ [2y@-1) / 2y B /1
U—/ 1 dy = (x — 1) y2+1dy—(m 1) Zdz
=(@—1hly*+1|+C+h(x)=chy*+ 1] —In|y> + 1| +C + h(z).

Igy g(y) = —In|y® + 1|, h(z) = 0, azaz
U=z +1|—In|y? +1]+C.

Tehat a differencidlegyenlet implicit megoldasa:

zlnly* + 1 —In|y* + 1| =C.
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Vonalintegral

Az
/LP(af,y) dx + Q(z,y) dy

vonalintegrdlt az L irdnyitott girbe x = x(t),y = y(t),« <t < [ paraméterezése utin az

B8
/ Pa(t), y(£)a' (1) + Qa(t), y(6))y' ()] di

osszefiiggéssel hatdrozzuk meg. Esetinkben az L gorbe vagy eqy szakasz, vagy eqy koriv, amelyek
példdul a kévetkezd modon adhatok meg:

Szakasz paraméterezése:
Az A = (a1, as) pontbil a B = (by, by) pont- B

ba mutato szakasz eqy lehetséges paraméterezé-
Se A

Qi(t) =a; + (bl — Cll)t
y(t):az—i—(bg—ag)t, 0<t<1.

Koriv paraméterezése: t=1%
Az O = (a,b) kizépponti, r sugari kérvo- e
s .o, P P T
nal eqy paraméterezése pozitiv irdnyitds ese- 7 b==5 "\ +
tén / \
t = T v( O T |
z(t) = a+ rcost PR —tt=0
y(t) =b+rsint, —m<t<m, \ —///
v irdnyitd 5 o t=Z
negativ iranyitds esetén S~ 2
z(t) = a+rcost t=-3

y(t)=b—rsint, —7m<t<m.

3. Feladat. Hatéarozzuk meg / In(x+1) de—zy?* dy értékét, ahol L a (2, —1) — (0,2) pontokat
L

Osszekots szakasz.

Megoldas. A szakasz induld pontja A = (2,—1) és a B = (0,2) pontba érkezik, ezért a szakasz

paraméterezése

z(t) =2+ (0—-2)t=2-2t
yt)=—-1+2+1)t=3t—1, ahol 0<t<1,
amib6l /(1) = =2, y/(t) =

w

gy
/ In(z +1) do — xy* dy = /1 In((2—2t)+1)-(-2) — (2—2t)(3t — 1)*- 3] dt

- /1 [—2In(3 — 2t) — 3(2 — 2t)(3t — 1)*] dt .
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Az els6 kifejezés primitiv fiiggvényét parcialis integralassal, az

valasztassal kapjuk:

—2
/(—2) In(3—2t)dt = [ = —2tIn(3 — 2) —/(—275)3 dr
L ] L ] —_—
f'g fg ITI

3
= —2tIn(3 — 2t 2 1—— | dt
nE -2t /( 3—2t>
— 2¢In(3 — 20) + 2t + 31n[3 — 2t| + C.

A maésodik kifejezés esetén

/ [3(2 —2¢t)(3t — 1)?] dt = /(—54t3 + 90t — 42t + 6)dt
t4 3 2

= 54— 4+ 90— — 42— .
54 + 90 5 H6t+C

lgy
/ In(z +1) de — ay* dy = /1 [—2In(3 — 2t) — 3(2 —2t)(3t — 1)*] dt

# #3 12 !
— [—Qtln(?) —2t) 4 2t 4+ 31In |3 — 2t| + 54 = 90 + 42 — 6
0

1 1 1
:—21n1+2+31n1+541—905+42§—6—31n3

27
:2+7—30+21—6—31n3.

4. Feladat. Hatarozzuk meg /(x —3y) do —y* dy értékét, ahol L a P(1,—2) kdzépponti, 2

L
sugara koriv A(1,0) — B(1, —4) pontjait negativ iranyban koti 6ssze.

Megoldas. A kor kozéppontja O = (1,-2), A
sugara r = 2, irdnyitasa negativ. Igy -
z(t) =1+ 2cost, z'(t) = —2sint /
y(t) = =2 — 2sint, y'(t) = —2cost, ) t=0
és az abran alapjan /
—nm/2<t<m7/2.
B
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Igy
/(1:—311) dx —y* dy
L

w/2
= / [(1+2cost —3(—2— 2sint))(—2sint) — (=2 — 2sint)*(—2cos t)] dt,
—7/2

ahonnan a zardjelek felbontasa és Osszevonés utan kapjuk, hogy

w/2
/ (—14sint + 8cost — 12sin®t + 12 costsint + 8costsin®t)dt .
—7/2

Ekkor

° /—14sintdt—14c0st+6’,
° /SCostdtZSSint—l—C,

1 — cos2t
. /—1231n2tdt:/—12-%dt:/(—GJchoth)dt:—6t+3sin2t+0,

valamint helyettesitéses integralassal, u = sint, du = cost dt valasztéassal

° /12(:ostsint dt:12/u du = 6u* + ¢ = 6sin’*t + C,
ud 8
° /8005tsin2tdt:8/u2 dqu-E—l—c:gsin?’t—i—C’.
Igy
/(w—3y) dx —y* dy
L

/2
= / (—14sint + 8cost — 12sin’t + 12 costsint + 8 costsin® t)dt

—7/2
] /2
= [14cost+8sint— 6t 4+ 3sin 2t + 6sin’ ¢ + gsin3t]
—7/2
8
= 14cosg+8sing —37T+381n7r—|—6sian+ gsin?’g
_ _ _ 8 _

— (14008% —|—8sin77r + 37 + 3sin(—m) —|—6Sin277r + gsim3 %)

8 8
=8 =31+ 645 - (—8+37r+6—§).

cos :C/ sin &
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Videok

Egzakt differencidlegyenlet

1. Feladat. Egzaktak-e az alabbi differencidlegyenletek?
a) (32%y — da)dz + (2° — 4x)dy = 0

1
b) 293y+—+<x2~|—1ny—£2) "= 2x
Yy Yy

) , 3 —2xy
Y R

Megoldas. 3 YouTube

a) Nem egzakt.
b) Egzakt.
c) Egzakt.

Oldjuk meg az alabbi egzakt differencialegyenleteket.
2. Feladat. (2zy — 3)dx + (2 + 2y)dy = 0

Megoldas. 2%y — 3z +y*> =c & YouTube

1
3. Feladat. (2zy — 2z + —)dx + (2* +Iny — %)dy =0
Y )

Megoldas. 2%y — x? + z +ylhy—y=c °YOUTUhe
Y

4. Feladat. ¢* % = (2¢"7%Y + 3y)y/
Megoldas. e* %Y — §y2 =c 3 YouTube

5. Feladat. (322 + xsiny)y’ + 6zy = cosy , %(2) =0

Megoldas. 3z%y — rcosy = —2 °YOUTUbe
2 922
6. Feladat. y' = xy——l—zc , y(=1)=2
2y —x

Megoldas. y* — 2%y —32° =5 °Y0uTube


https://youtu.be/Kcwl6otR-Lo
https://youtu.be/8bYlJuNORaU
https://youtu.be/aqoDUL81Phs
https://youtu.be/WHDl45ysceo
https://youtu.be/aE5mYGoWswg
https://youtu.be/nnrSVSb2eKk
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Vonalintegral

7. Feladat. Adjuk meg

a) az A(2,3) potbol a B(1,4) pontba, valamint a B-bdl A-ba mend,
b) az A(—1,2) pontbél a B(3,1) pontba, valamint a B-bsl A-ba mend

szakaszokat paraméteres alakban.

Megoldas.
a) A= B: xz(t)=2—-t, ylt)=3+t 0<t<1
B— A z(t)=1+t, yt)=4—t 0<t<1
b) A= B: z(t)=4t—-1, y(t)=3—-t, 0<t<1
B—A z(t)=3-4t, yt)=t+1, 0<t<1

8. Feladat. Adjuk meg az O(—1,2) kdzéppontu, r = 3 sugari,

&

, —1) kezd6pontu, B(2,
, —1) kezdépontt, B(2,
,2) kezdGponti, D(
,b) kezdépontu, C(

A(-1
A(-1
C(—4
D(-1

2ZE

1
4,
korivek paraméteres alakjat.
Megoldas.
a) z(t) = —1 + 3cost, y(t) = 2 + 3sint, tc [—g,o]
b) z(t) = —1+ 3cost, y(t) =2 —3sint, te [—5,27@
c) z(t) = —1+4 3cost, y(t) =2+ 3sint, te [—77, —]

d) z(t) = —1 + 3cost, y(t) = 2+ 3sint, te [f,w]

Szamoljuk ki az alabbi vonalintegralok értékét.

2) végponti, pozitiv iranyitasu;
2) végponti, negativ iranyitasu,
, D) végponti, pozitiv irdnyitasu;
2) végponti, pozitiv irAnyitasa

3 YouTube

3 YouTube

9. Feladat. /(3x —y)dx + zydy, ahol v az A(0,2) kezd6ponti, B(2,1) végponti szakasz

v

Megoldas.

W] ot

3 YouTube

10. Feladat. /(Bx — y)dx + xydy, ahol vy az O(—1,1) kézéppontt, r = 2 sugart, A(—3,1)

ol
kezd6ponti, B(—1, —1) végponti, negativ iranyitasa koriv


https://youtu.be/mVrF9C--tGQ
https://youtu.be/sKDnABCyRF4
https://youtu.be/oV0HEh13aOg
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Megoldas. —6m — ? °YOUT“he

11. Feladat. /x2y dx+3x dy, ahol v az O(0, 0) kézéppontu, r = 3 sugart, A(3,0) kezdGpontu,

.
B(0,3) végpontu, pozitiv irdnyitasa koriv

Megoldas. % @ YouTube

12. Feladat. /— dx + 2zy dy, ahol v az O(0,0) kézéppontu, r = 2 sugard, P (1 \/_) kezd6-

ponti, () (\/_ —\/_) végponti, negativ irdnyitasa koriv

— 2
Megoldas. # °YOUTUbe
2 3 2 _
13. Feladat. / L i 2y dr+ Y f dy, ahol v az A(1, 2) kezd6pontu, B(2,0) végpontu szakasz
x
v
Megoldas. —5+ 20In4 — 3?7 In3 @ YouTube

14. Feladat. /(3$—2y) dx+y* dy, ahol v = v, Ua; 1 az (0, 2) kezdéponti, B(4,2) végponti
2!

szakasz; o az O(3,2) kozépponta, r = 1 sugarta, B(4,2) kezd6ponta, C (3 — £ , 2 — \/7—>
végponti, negativ irdnyitasi koriv

93 —-7v2-9
Megoldas. V2~ 97 uv()UTUbe

12

15. Feladat. /(3:C2y — 4y)dz + (2° + Iny — 4x)dy, ahol v az A(1,3) kezdSponti, B(3,1)
2
végponti szakasz

Megoldas. 26 — 31n3 3 YouTube

16. Feladat. /(3:C2y — 4y)dz + (2° + Iny — 4x)dy, ahol v az A(1,3) kezdSpontd, B(3,1)
2

végponti szakasz

Megoldas. 26— 31n3 2 YouTube


https://youtu.be/2tHE59doVbQ
https://youtu.be/OPvWITgmurM
https://youtu.be/ZZbTuNj7714
https://youtu.be/tcpPYIz-NGU
https://youtu.be/fQUwtpG1rqk
https://youtu.be/zFVyOuAc-p4
https://youtu.be/M_VeLM_u8MI
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Kvizek

A csoport

Feladat. Oldjuk meg a

differencidlegyenletet.

B csoport

Feladat. Hatarozzuk meg

2
/x LA dy

értékét, ahol L az A(—2,1) — B(0,0) — C(2,0) pontokat 6sszekots tortszakasz.

C csoport

Feladat. Hatarozzuk meg az

-1
/(Z:B—l)da:— Y dy
L

x3 — 2

vonalintegral értékét, ahol az L gorbe az O(1,1) kézépponti, 1 sugari, pozitiv iranyitasa kor-
vonal A(2,1) és B (1+v2/2,1+ /2/2) pontjait 5sszek5té negyedkoriv.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. A

1 1
P=— —  — —(px—q) /2
N A
4/x — 1 1
Qo AIytl_ o Lo e
2/x —y 2

Osszefiiggések miatt

Q.= [-2-Ja-] = —fe—n

azaz P, = @), a differencidlegyenlet egzakt.

o Mivel U, = P = i(z —y)~'/2,

U= [ 5=y = (=) 4 C 4 gly).

e Viszont U] = Q@ = =2 — £ (z — y)~/? miatt

U:/<—2—%(x—y)1/2) dy = =2y + (x —y)"? + C + h(x).

Igy g(y) = —2y, h(x) = 0, vagyis
U=@x-y'?-2y+C.
Tehat a differencidlegyenlet implicit megoldasa

(x—y)? =2y =0C.

1 pt

3 pt
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B csoport
Feladat megoldasa.

Az L gorbe 2 szakaszbol all. Ly

B(0,0)  C(2,0)

o Az els6 rész Ly = A(—2,1) — B(0,0), ezért

z(t)=—-2+(0—(=2)t=—-2+2t, 2'(t) =2
yt)=14+0—-1t=1—-¢t, y{t)=-1,0<t<1.

1 pt

Igy
Y949t — (1 —1t)2 —2 492t
/ Y g ——dy_/[ A0t , 2+ -(—1)]dt
L, y+1 y+2 0 2t 3—t
1r 2 1 2
12 4t — 2% — 2 22 — 8t % —6+4
:/ + 3‘2_ dt:/ 8t+6 6 + &
o | 2—t t—3 0 t—2 t—3
1 2
22 — 8¢ 4
:/ LA SN T
o | t—2 t—3
-
2(t —2) — 4(t —2) — 2 4
:/ ( ) — 4( ) P
o L t—2 t—3
Lr 4
:/ 2t-4—i—2—— dt
o L t—2 t—3

= [1? — 6t —2Inft — 2| — 4In|t — 3|
— (1—6—2In|—1|—4ln|—2|) = (=2In| — 2| — 4In| — 3|)
=—-5—2In2+41In3.

o A masodik rész Ly, = B(0,0) — C(2,0), igy

z(t)=0+(2-0¢t=2t, 2'(t)=2
yt)=0+(0—-0)t=0, ¢'(t)=0, 0<t<1.

2 1
_ %6 2t
/x Yo — 2 dy:/ {—-2——-0}&
Lo y+1 Y+ 2 o L1 2

Ezért

Tehéat

/—/ —i—/ =—-3—-2In2+4In3.
L Ly Lo 3 pt
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C csoport
Feladat megoldasa. A gorbe paraméterezé- +
se: T
T -, B
z(t) =1+ cost, 2'(t) = —sint; ,
y(t) =1+sint, y'(t) =cost; /
0<t< /4. 1 <0 LA t=0
1 2
Tehat
y—1
/L( r—1) dx_x3—:1:2 dy
[ et cosn — 1) (st — o LT ]
= cost) — 1) - (—sint) — - (cos
o L (14 cost)?(1 + cost — 1)
w/4 T int
:/ —9sintcost —sint — — ' | gt
o | (1+ cost)?
/4T —sint
:/ —sin2t—sint+$ dt
o L (14 cost)?
Az u =1+ cost helyettesitéssel, ' = —sint alapjan
—sint 1
—du=—+C=————+4+C
/(1+cost / “= + 1+cost+
Igy
w/4
y—1 cos 2t 1
20 — 1) do — dy = p— —
/L(x ) de 25— g2 [ 2 oo 1+ cost |,
cos /2 1 cos 0
( 2 + cos/ 1+COS7T/4> ( 2 cos 1+COSO)

0 V2 1 1 1
=(§+7‘1+—m>‘(5“‘m)'

1 pt

2 pt



13.

Integral

HAazi feladatok

Abrazoljuk az integralasi tartomanyt, majd cseréljiik fel az integralasi sorrendet.

2 —%x—i—%
1. Feladat. / / f(x,y) dydz
1/3 J1/z

Megoldas. A dydz sorrend jelentése alapjan

az integralt az

=2 y=—3a+3
/ (/ f(z,y) dy) dx
x=1/3 y=1/x

bévitett alakban adjuk meg. Kiviilrél befelé
haladva megéallapitjuk, hogy a tartomény az
1/3 < x < 2 savban taldlhato.

A belsé integral,

alapjan az integraldsi tartomanyt alulrol az
y1 = 1/x, felilr6l pedig az yo = —3x/2 + 7/2
gorbe hatarolja az 1/3 < x < 2 savban.

Yy
1/3 2 T
Yy
Y2
n
| + I
1/3 1 2 \*

181
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Az x = 1/3, x = 2 hatarpontokban kisza- Y
moljuk az y;(x), ya(x) értékeket:
3 £+
1 1
yi(1/3) = 3" 3, w2 =3
p(1/3)= 3 +2 =3, p@)=-3+L =", 12 |
és ezeket jeloljiik az y tengelyen. 1/3 2 v
Amennyiben forditott sorrendben, dzdy Y
sorrendben integralunk, akkor el6szor azt alla-
pitjuk meg, hogy az integralasi tartomany mely 3 TR
vizszintes savban talalhato, azaz y milyen ha-
tarok kozott van. Esetiinkben 1/2 < y < 3,
ezért a kiils6 integral
y=3
/ ( ) dy . - 12T
y=1/2
x
A belsé integral hatarainak meghatérozasa Yy
a kovetkezoképp torténik. Egy rogzitett 1/2 <
y < 3 érték mentén hizzunk egy vizszintes 3 TR
egyenest és ezen haladjunk balrél jobbra. Ek- v1| \ s
kor az integralasi tartomanyt az y; = 1/x
gérbe mentén érjiik el, haladunk benne egé-
szen az Yy, = —3x/ + 7/2 egyenesig, majd kilé- St B SN N -
piink bel6le. Azaz minden 1/2 < y < 3 érték
esetén a tartomanyt balrol (a nyil irAnyabol 12T
alulrol) az y; = 1/x gorbe, jobbrdl (felilrdl)
az ys = —3x/2 + 7/2 egyenes hatarolja. Rog- x

zitett y érték esetén = az y = 1/x, vagyis az
r = 1/y értékt6l az y = —3x/2 + 7/2, vagyis
az x = —2y/3 + 7/3 értékig valtozik.

Igy a belss integral
2,7
T=—3Y+t3
/ fa,y)de.

=1/y

Tehat a felcserélt sorrend

y=3 x=—%y+§ 3 —%y-{-
/ / f(z,y)dz dy:/ / f(x,y) dzdy.
y=1/2 r=1/y 1/2J1/y

Wl



INTEGRAL

3 Inz

2. Feladat. / / f(z,y) dydz
1 11—z

Megoldas. Az

/383 (/yln T
=1 y=1—x

bévitett alak szerint a tartomény az 1 <z <3
savban talalhatd. A belsé integral alapjan az
integralasi tartomanyt alulrol az y; = 1 — x
egyenes, feliilr6l pedig az yo = In x gorbe hata-
rolja az 1 < x < 3 savban.

F(,y) dy) d

Y2

__________T_____
r=3 w

1

Az x =1, x = 3 hatarpontokban kiszamoljuk az y;(z), yo(x) értékeket:

n(1) =0,
y2(1) =In1=0,

A forditott sorrendet tekintve az integrala-

si tartomany jol lathatéan az —2 < y < In3
vizszintes savban talalhato.
Ugyanakkor, ha egy rogzitett —2 < y < In3
érték mentén huzunk egy vizszintes egyenest
és ezen haladjunk balrol jobbra, akkor —2 <
y < 0 esetén az y; = 1 — x egyenes mentén, ha
0 <y < In3, akkor viszont az y, = Inx gorbe
mentén lépiink be az integralasi tartomanyba.
A halmazboél mindig az = = 3 egyenes mentén
lépilink ki. Ezek alapjan a tartomanyt az y = 0
egyenletii egyenes mentén ketté kell vagni.

Azaz az integralt fel kell bontani:

/< >dy+/yy:m3<

=0
Ha —2 <y <0, akkor rogzitett y érték ese-

tén x az y = 1 —x, vagyis az x = 1 —y értéktol

az x = 3 értékig valtozik.

Ha 0 < y < In3, akkor rogzitett y érték ese-

tén = az y = Inz, vagyis az x = €Y értéktol

az x = 3 értékig valtozik. Tehat a felcserélt

sorrend
0 3 In3
/ (/ f(x,y)d:v) dy+/
—92 1—y 0

) dy.

yi1(3) = -2
y1(3) =1In3.

In3 +
Yo

Y1
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3 Inz
3. Feladat. / / f(z,y) dydz
1 —1—x

Megoldas. Az
=3 y=Inz
/ (/ f(x,y) dy) dx
=1 y=—1—x

bévitett alak szerint a tartomény az 1 <z < 3 Y
savban talalhatd. A belsé integral alapjan az In3 + Yo
integralasi tartoméanyt alulrél az y; = —1 — z,
feliilr6l pedig az ys = Inx gorbe hatarolja az o
1 < x < 3 savban. Valdjaban az el6z6 feladat
als6 hatarolo egyenesét az y tengely mentén 2- -
vel lefelé toltuk. A forditott sorrendhez jol lat- oL
hatoan az integralasi tartomanyt harom részre
kell bontani, az y = 0 és az y = —2 egyenleti
egyenesek mentén.

Y

Ezért a kiils6 integrél

/yy:_42( )dy+/yy:_2< >dy+/yy?n3( ) dy.

és a belsg integralok, az el6z6 feladat segitségével

/_42 (/_i_yf(“%y)dx) dy+/_z (/13f(:v,y)dx> dy+/01n3 (/:f(x,y)dx) dy .

4. Feladat. Szamitsuk ki az // (xy — 3x) dxy integralt, ahol H az (1,0), (1,2), (2,2) pontok
H

altal meghatarozott haromszog.

Megoldas. Els6 lépésben eldontjiik, hogy milyen sorrendben integralunk:

2 [)32

T
3p)dr ="y -3 ¢
/(:cy 3z)dx 5 Y 32—|— ,

2
/(xy—3a:)dy:x%—33:y+0

miatt a kifejezést barmely valtozo szerint konnyt integralni. A késébbiekben C-t mér nem frjuk
ki.
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Ekkor a tartomany alakjat vizsgéaljuk. Jol Y 1
lathatoan alulrol-feliilr6l és balrol-jobbrol is i
egy-egy gorbe hatarolja a tartomanyt, azaz ~ _____ N I o - PO
barmely sorrendet valasztjuk is nem kell bon- i
tani az integralt. Az utolsé szempont a sorrend 3
megvalasztasanal a hatarolo gorbék egyenlete. 1
Azért dontiink a dydx sorrend mellett, mert a i
lentrél-fentrsl hatarold gorbék egyenletét alta- }
laban az y valtozora kifejezve adjuk meg. Tehat T

Do+
8

1 < <2, atartoméanyt alulrol az ¢y, = 20 — 2 ,
egyenes, feliilr6l az y» = 2 egyenes hatarolja. )

Igy
y=2

2 y=2 2 [ 2
// (xy — 3z) dxy = / (/ (ry — 31) dy) dr = / [— — 3:By] dx
H 1 y=2x—2 1 2 y=2x—2

56-22_336‘2_(5”(29”—_2)2_31;(2;5—2))] dx

2
_/1 { 2 2

? 3 2 1, 10 4 22
= (—2:17 + 10x —12$) de = |—=2" + —2° — 62

1 2 3 1

1 10 1 10
=(—=-21+—=-22-6-22)——=+—-6].

(2 P10 ) (2+3 6)

—2
5. Feladat. Hatarozzuk meg az // i
g 2r+1

pontok altal meghatarozott hiromszog.

dxy integral értékét, ahol H az (1,0), (2,2), (4,0)

Megoldas. A sorrendet vizsgalva

20+ 1—1—4y 1 1+ 4y
de = = 1— dr =
20 +1 2 2r +1
In|2x +1
(o a2y

r—2y 1 1 9 xy — 2
dy = —9y)dy = =Y
/2x—|—1 Y 2:6—1—1/(36 vy =57y —v) =59

alapjan jol lathato, hogy a kifejezést az y valtozo szerint joval konnyebb integralni. Ezért a
dydx sorrendet valasztjuk.
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Vegyiik fel az integralasi tartomanyt. A Y y2 //'
dydzr sorrend miatt az x = 2 egyenes men- S
tén bontani kell az integralt, a lentrél-fentrél 2T ) . )
hataroldo goérbék egyenletét y-ra kell rendez- } o
ni. Az (1,0), (4,0) pontok az x tengelyen he- 4 N
lyezkednek el, y3 = 0. Az (1,0), (2,2) ponto- //i i ) .
kat Gsszekots egyenes egyenlete y; = 20 — 2, a - | o . ; N
(2,2), (0,4) pontokat 6sszekits egyenes egyen- ) 1 | 2 | .
lete yo = 4 — x. Tehat ,1/1/// } }
T — 2y /2 (/y_Za:—Z T — 2y ) /4 (/y——a:+4 T — 2y )
dy | dxz + dy | dx .
// 2x—|—1 1 y=0 2 +1 2 y=0 2 +1
Az els6 rész
2 y=20-2 .. 9 2 L 27y=2z-2 2 (20 —2) — (20 — 2)2
/(/ x yd)d /[my y] dx:/w(l“ )~ (22 —27°
1 =0 2r + 1 L2z +1 ) 1 2 + 1
/2 —2x% + 62 — 4
= dx .
1 20 +1
Ekkor a
5 7
(=22* +6x—4): (2x+1) = —m—|—§
— (=222 — )
Tr —4
7
B z
( T+ 2)
15
2
polinomosztasbol
—2x% + 6z — 4 151
J— _a«: _I_ - .
2x +1 2 241
adodik, amibdl
/2—2x2+6x—4d /2 LT Y,
xr = —x+ - - —" x
1 2041 1 2 2 2z+1
a2 L7, 15 Inj2e+ ] 2
= | —— - — —  —
2 2 2 2 1
B 22+7 5 15 In(2-2+1) 1 7 15 In(2+41)
S\ 22 2 2 2 2 2 2

)
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Tovabba
4 y=—2+4 .. _ 9 4 o 27y=—a+4 4 0 4) — (— 4)2
L e [T e ettt
9 y=0 2z + 1 2 [224+1] 2 2z +1
/4—2x2+12x—16
= dx
9 2z +1
ahol a
9 13
(—2x +12x—16):(2:17—|—1):—x+?
—(—22% — 1)
13z — 16
13
— (13 -
( I+2>
45
2
polinomosztassal kapjuk, hogy
4222 + 127 — 16 4 13 45 1
dr = -+ = ——"- dx
9 2z + 1 9 2 2 2xr+1
B x2+13 45 In|2z+1[1*
T2 T2t 2 2 |,
42 1 .
= ——+_3.4_§.M
2 2 2 2
22 13 45 In(2-2+1
— __+_.2__5.u .
2 2 2 2

6. Feladat. Szamoljuk ki a ey dxy integralt, ahol H az v = 0, y = 1 és az y*> = z egyenlet(
H
gorbék altal hatarolt korlatos, zart sikrész.

Megoldas. ElGszor az integralas sorrendjérdl dontiink. Vegyiik észre, hogy az

/e;dy

integralt nem tudjuk meghatarozni, ugyanakkor az x valtoz6 szerinti integral egyszerien adodik:

/ezdwz/e;mdz:yei.

Tehat a dxdy sorrend szerint integralunk.
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A hatarol6 gorbéket felvéve az dbra alapjan Yy
megallapitjuk, hogy 0 <y < 1.

Tovabbéa rogzitett y esetén mindig az x = 0 1
egyenes mentén 1éplink be a tartoméanyba és
mindig az x = y? gorbe mentén lépiink ki. - iy > N -
o N
A tartomanyt nem kell bontani, tovabba a [ (9//

balrol-jobbroél hatarolé gorbék egyenlete eleve
x-re van kifejezve.

. ‘ 1 x

Igy
N 1 y2 = 1 z y2 1
// ev dry = / / evdr | dy = / [yei] dy = / (ye’ —y)dy.
H 0 0 0 0 0

Parcialisan integralva az

f=y, gd=¢e, f=1g=¢
valasztassal azt kapjuk, hogy
/yey dy:yey—/ey dy = ye¥ — e .
— — L
fq' fg f'g
Tehat
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Videok

Integral

1. Feladat. Abrazoljuk és irjuk fel az alabbi sikbeli tartomanyokat hatarolo egyenesek egyen-
letét az x illetve az y valtozojaként is.

a) A (0,0),(2,3),(4,—1) pontok altal hatarolt haromszog.
b) A (-=2,1),(0,3),(2,1),(4,2) csucsok altal meghatarozott négyszog.
Megoldas. u Yﬂ“TUhe
2 ] 3 I y=1
— — 1
oy =—gz o=—d4y Ly =z, =2y
1 7
— — 1
III.y——2m+7,x——§y+§ IV.y:—Zx+3,x=—4y+12
Y
Y.
L.
L.
I1I.
— 1 M
S 4 —2 4
_1 1 II '

2. Feladat. Abrazoljuk az alabbi gorbék altal meghatarozott integralasi tartomanyt, majd
fejezziik ki a hatarolo gorbék egyenletét y fiiggvényeként.

a) f(r)=2"-22x-3;g(x) =31
b) f(x) =2* — 3z —4; g(x) = —2° + b — 4

Megoldas. u Yﬂ“TUhe
a) f(x): z=1++/4+uy; b) f(z): $:3iv25+4y;

2
$_5j:\/79—4y
a 2


https://youtu.be/5A9Rab81uCI
https://youtu.be/P8OG3zIyGaA
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3. Feladat. Abrazoljuk a H integralasi tartomanyt, ahol H a (—1,0), (2,2), (3,0) pontok altal
meghatarozott zart haromszoég; majd irjuk fel a kettds integralokat a megadott sorrendnek

megfelelGen.
a) dxdy

Megoldas.

b) dydx

3 YouTube

4. Feladat. Abrazoljuk a H integralasi tartomanyt, ahol H az (1,4), (3,

-1), (5,5), (6,2)

pontok altal meghatarozott, zart négyszog; majd irjuk fel a ketts integralokat a megadott

sorrendnek megfelelGen.

a) dxdy
Megoldas.
r=y+4
/ / —2y+13
x+15

o [ ([

b) dydx

3 YouTube

) dy +/2 </ _i fd“") dy + /45 (/::y—i fdx) v
) dx+/3 (/ = fdy) dx+/: (/yy::jx+20fdy) dx


https://youtu.be/_NHg5k7bDzA
https://youtu.be/Y9JM6B7MaZA
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Abrazoljuk az integralasi tartomanyt, majd cseréljiik fel az integralasi sorrendet.

4 =5
5. Feladat. / (/ f(z,y) dx) dy
-2 r=y2—-2y—3

Megoldas. &3 YouTube

5 y=1+4+x
/ / flz,y)dy | dv "
—4 y=1—V4d+z T é—»

3 y=—a+3
6. Feladat. / (/ fz,y) dy) dx
0 y=z2—4x+3


https://youtu.be/vk7jHt-gPgo
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Megoldas. u YOUTUhe
Yy
3 £
0 T=2+y+1
[/ Fla,y)de | dy
-1 z=2—/y+1
3 r=—y+3
ST ) a N =
0 \Ja=2-yyF1 1 3
14
3 —x+4
7. Feladat. / </ f(z,y) dy) dx
0 r2—42+3
Megoldas. &3 YouTube
Yy
0 24+/y+1 4 +
/ / f(z,y)dz ) dy
-1 \J2—yy¥1 3T
1 3
+/ </ f(z,y) dfc) dy
0 2—/yT1
3 —y+4 1+
+ / < / flx,y dx) dy x
BV —T -
4 —y+4
+/ (/ f(z,y) dw) dy -1
3 0

Szamoljuk ki az alabbi kettds integralok értékét.

8. Feladat. // (32%y — 6y) dwy, ahol H a (0,0), (3,2), (4,0) pontok altal meghatarozott, zart
H

haromszog

Megoldas. ?

3 YouTube


https://youtu.be/FjE3y6O_ves
https://youtu.be/QPn8iA6Vfsc
https://youtu.be/Etwnl1FYmYc
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9. Feladat.
2v — 1
a) // (5y + 1)dxdy, ahol H az y = 3 —x, y = %, 0 < x < 2 kifejezések altal
H x
meghatarozott, zart tartomany
2v — 1
b) // (5y + 1)dydz, ahol H az y = 3 —a, y = % 0 < z < 2 kifejezések altal
H X
meghatarozott, zart tartomany
Megoldas.
5
a) 55m2— 2 @ YouTube
5
b) 5502 - 2 & YouTube

10. Feladat. // ~** 4 zy) day, ahol H a (0,0), (3,3), (3, —3) pontok altal meghatarozott,

zart haromszog

Megoldas. 1 —e™? BYUUTUhe
2
11. Feladat. // 3 i d:vy, ahol H az (1,0), (1,4), (3,2) pontok altal meghatarozott, zart
Y+
haromszog
16 28 247
Megoldas. — + —1In7— ——1In13 °YOUTUbe
9 9 81
12. Feladat. // x—i_?d:vy, ahol H a (0,0), (1,2), (2,0) pontok altal meghatarozott, zart
T
haromszog
Megoldas. 12In3 —81n2 — 6 @ YouTube

i ®sinx | |
13. Feladat. Kett6s integralas segitségével hatarozzuk meg az / —— dx integral értékét.
g

Megoldas. g 2 YouTube

2

o0
14. Feladat. Kett6s integralas segitségével hatarozzuk meg az / e~ 7 dr integral értékét.
0

Megoldas. \/g @3 YouTube


https://youtu.be/Rxdq7k3cZ4Y
https://youtu.be/5gXFj82hXtY
https://youtu.be/nax2lz9hfL8
https://youtu.be/dvFcPEUti_I
https://youtu.be/c_xFWFs7PlA
https://youtu.be/ZY8T9g3cnGw
https://youtu.be/6MvomR6O4ns
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Kvizek

A csoport

Feladat. Abrazoljuk az integralasi tartoméanyt, majd cseréljiik fol az integralasi sorrendet.

2 px341
/ / f(z,y) dydzx
0 1—22

B csoport

2y
2 —4

Feladat. Szamitsuk ki az //
H

altal hatarolt, zart haromszog.

dzxy integralt, ahol H az (1,0), (—1,4) és az (1,4) pontok

C csoport

Feladat. Szamitsuk ki az // e " dry integralt, ahol H a (—2,-2), (0,0) és a (0, —2) pontok
H
altal hatarolt, zart haromszog.
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Kvizek megoldasa

A csoport

Feladat megoldasa. Az integralasi tarto-
many a 0 < x < 2 sdvban talalhato, alulrél az
y1 = 1 — 22, feliilrél pedig az 1y, = 2% + 1 gorbe
hatarolja. Az x = 0, x = 2 hatarpontokban

) =1, 5n(2)=-3

—37 =1-—2a?
i v 1pt

Az integralasi tartomany jol lathatdéan a —3 < y < 9 sdvban helyezkedik el és az y = 1
egyenletd egyenes mentén ketté kell vagni, az integralt fel kell bontani:

/( >dy+/yng< ) dy.

2 pt
Rogzitett y érték esetén

e ha -3 <y <1, akkor z az y = 1 — 22, vagyis z > 0 miatt az x = /1 — y értéktdl az
x = 2 értékig valtozik.

e hal <y <9, akkor x az y = 23 + 1, vagyis az v = iy — 1 értéktsl az v = 2 értékig
valtozik.

Tehat a felcserélt sorrend

/_13 (/i_yf(‘”’y) dx) dy+/19 (/jy_lf(x,y) dx) dy.

3 pt
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B csoport
Feladat megoldasa. Az y-valtozo szerint Y
egyszerti integralni, T
2 1 2 RO | It
y Y S Sl S
dy = - 2ydy = C > i !
/x2—4 4 x2—4/yy x2—4+ ’ .
ezért a dydzr sorrendet valasztjuk. % \\ i ET
Az abra alapjan —1 < 2 < 1, nem kell SN |
bontani. A tartomanyt alulrél az (1,0), (—1,4) % hl
pontokat Gsszekots egyenes, y; = 2 — 2z, feliil- ‘ 3 N
r6la (—1,4), (1,4) pontokat 6sszekots egyenes, ] 1 1? x
y2 = 4 hatarolja. L 1 pt
1 y=4 1 2 v
= dy) dr = / [ } dx
//H x? — /_1 (/y:2—2a: r?—4 1 2?4 y=2—2z
1 2 2 1 2
4 2—2 16 4x° — 8 4
:/ : B ( x) s :/ _dx T+ dr
a2 —4 2 —4 |22 —4 x?—4
1 2 12
—4 8 12 —2xr—3
Y
~1 2 —4 1 2 — 4
P22 —4-22+1 ! 21 — 1
:—4/3j 5 Tt d:zc:—4/ 1— < dx
1 x? —4 1 .CCZ —4
2v -1 20 — 1 A . B
22—4 (z—-2)(z+2) -2 z+2
20 —1=A(x+2)+ B(x —2)
2 pt
Behelyettesitve a nevez6 gydkeit:
r =2 esetén 3=A-4, azaz A=3/4,
r=—2 esetén —5=B-(—4), azaz B=5/4.
Azaz
// dx ——4/2 1-— 3/4 5/4 dex = —4 x—§ln\x—2\—§ln|x+2|l
Lz —a TR r—2 z+2)%7 B

:—4[1—§ln1——1n3 ( ——1n3—§ln1>]
5
4[1—Zln3+1+—ln ]

3 pt
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C csoport

Feladat megoldasa. Az Y

/e_y2 dy ‘
| T

integralt nem tudjuk meghatarozni, ugyanak-
kor az x valtozo szerinti integral: 7

2 2 S
/eydm:xey. ,,,,,,,,,,,,,,,,,, o .

Tehat a dxdy sorrendet valasztjuk.

Az abra alapjan megallapitjuk, hogy —2 < y < 0. Tovabbé rogzitett y esetén mindig az
xr = y egyenes mentén lépiink be a tartomanyba és mindig az © = 0 gorbe mentén lépiink ki,

ezeért
) 0 =0 )
// eV dxy :/ / e Y dxdy,
H -2 Jz=y
0 0 0 2=0 0
/ (/ e_dex) dy :/ [xe_yﬂ dy :/ (—ye_y2> dy .
—2 Y -2 =y -2

Helyettesitéses integralassal, az

Tovabba

helyettesitéssel élve kapjuk, hogy

2 1 1 1 _2
[ )ar=g ferdumger =g e

Tehat

1 pt

2 pt

=

3 pt



ElGismeretek

Ertelmezési tartomany

1. Feladat. Hatarozzuk meg, majd abrazoljuk szamegyenesen a koévetkezs fliggvények értel-
mezeési tartomanyat.

(a) 2 (b) V2x+1 (c) logy(z? — 4) (d) sin

2 4 zlogy /3

Megoldas.

(a) Az értelmezési tartomany megadasakor (kikotés vizsgalat) harom dologra kell figyelniink:
tortre, paros kitevgji gyokre és logaritmusra.
Egy tort nevezdje nem lehet nulla, igy ebben az esetben

4+ r#£0
2z +1) #0,
ahonnan
x#0 és x#—1.

() ) >

-1 0

(b) Négyzetgyokét csak nemnegativ kifejezésnek vehetjiik, tehat

2c+1>0
1
x> ——.
- 2
.............................. o >
1
2

(c) Logaritmusat csak pozitiv kifejezésnek vehetjiik, ezért

22 —4>0.

198
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Az f(z) = 2* — 4 = (v — 2)(x + 2) parabo- © ©
lat dbrézolva leolvashato az egyenlGtlenség

; = o ,f
megoldéasa: z > 2 vagy =z < —2.

(d) Figyelniink kell a tortre és a logaritmusra is, azaz

zlogy s #0 és x>0
r#0, logysx#0 és x>0
r#0, v#1 és x>0.

O
D)
\4

Polinomosztas; elemi tortekre bontas

2. Feladat. Végezziik el a kovetkezd polinomosztasokat.

(a) (22 +5x+2): (z+2)
(b) (2° =32 + 22 +4x+1): (2® — 22 + 3)

Megoldas.
(a)

(22 4+5x+2): (zr+2)=x2+3
—(2? + 272)
3r+2
—(3xz +6)
—14

A fenti szamolés alapjan
22 + 5z + 2 4
- r43 - ——.
T+ 2 T+ 2
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(b)
(25 =33+ 2? +4r+1): (2 =20+ 3) =23 + 22 — 22— 9
—(2° — 22 + 323)
224 — 62% + 22 + 4 + 1
— (22 — 423 + 62?)
— 223 —hr? +4x +1
—(— 223 + 42% — 62)
— 922+ 10z + 1
—(—92% + 18z — 27)
— 8z 4 28
tey P33+ 2 +4r+1 8x + 28
0 —ox" +att+ar+1 4 2 B —3T +
7513 =x° + 22" — 2w 9+—x2—2x+3'
3. Feladat. Bontsuk elemi tortekre a kdvetkezd kifejezéseket.
D 2—x 3z +1
b — =
(a) (x —1)(z +3) (b) x?2 —2x+1 (c) (x 4+ 1)(2%2 4+ 2)
Megoldas.

(a) A tort nevezgje két kiilonboz elséfoki tényezs szorzata, igy a felbontés

) A B

(x —1)(x +3) x—1+x+3'

Ko6z6s nevezére hozva kapjuk, hogy

5 A B Alx+3)+ Bz —1)

@—1)@+3) 7-1 243  (@-D@+3)
amibdl
5=Ax+3)+B(z—-1).
Az A és B értékek meghatarozasa torténhet a nevezd, (x — 1)(z + 3) gydkeinek, azaz az
x =1 és az x = —3 helyettesitésével.

e Az x = 1 behelyettesitésével kapjuk, hogy

5=A-4, ahonnan A:Z.

e Az x = —3 helyettesitéssel irhatjuk, hogy

5=DB-(—4), ahonnan B = —Z.
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(b)

Ebbél
5 54 -5/4 5 1 51

(z—-1)(z+3) -1 z2+3 4 -1 4 z+3°

Ebben az esetben a tort nevezéje az x — 1 elséfoki tényezs négyzete, igy a helyes felbontés

2—x 2—x A B Alx—1)+ B

332—2x+1:(x—l)z_x—1+(:1:—1)2_ (x—1)2

amibdl

2—zr=Alx—-1)+B.
Az A, B értékek meghatarozasa torténhet az egyenls egyiitthatok modszerével is. Ezt
altalaban akkor hasznéljuk, ha az ismeretlenek szdma nagyobb mint ahany zérushelye

van a nevezének, mint példaul ebben az esetben. El6szor felbontjuk a zardjelet majd
csoportositjuk az egynemi kifejezéseket:

2—rx=A(x—1)+B
—l-2+2=A-2—A+B.

Az x valtozo egyiitthatoinak Gsszehasonlitasaval kapjuk, hogy

-1=A
2=—-A+DB.

Az A = —1 értéket a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 2 =1+ B, azaz

B =1.Igy ) . .
-

(z—12 (@—-12 z-1°

A nevez masodik tényezGje egy olyan méasodfokd polinom, amelynek nincs valos gyoke,
igy a helyes felbontés

3z +1 A Br+C  A@*+2)+ (Bz+CO)(z+1)

CrD(212) 41 i e+ (2 12) !

tehat
3r+1=(A+B)2>+ (B+C)z+24+C.

Az egyiitthatok Gsszehasonlitasaval kapjuk, hogy

0=A+B
3=B+C
1=24A+C.

Az els6 egyenletbsl B = — A adodik, ezt beirjuk a mésodik egyenletbe:

3=—A+C
1=24+C,
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majd ezen két egyenletet egymasbol kivonva kapjuk, hogy

9= 34,

vagyis A = —2/3. Igy B =2/3 és

2

3=—x+C

3 +

alapjan C' = 7/3. Tehat
3r+1 - =2/3  (2/3)x+(7/3)
(z+1)(224+2) x+1 2+2

Sorozatok hatarértéke

4. Feladat. Hatarozzuk meg a kdvetkezd sorozatok hatarértékeét.

n?—2n 37" 42301
Lo e q) 2 =
@) 523 @) =
4n® — 2n 22n 4 A
b) 5——— ) ———
n—n+mw n —n2 -+ 4n3

vVn? —bn + 1 (f) Vn2—=3n—+/n2+4n—5
V2n® —1 "
! () V77— 4"

Megoldas.

(c)

7

¥e’e)
(a) A hatarérték — alakd. A szamlaloban és a nevezében szerepld kifejezések legnagyobb

00
kitevgji (dominans) tagjait kiemelve, az els§ szorzotényezs egyszertsitése utan kapjuk,

hogy
n?—2n n* 1-2/n 1-2/n
_ _ ,

1
3n2—2 n? 3-2/n2 3-2/n> 3
(b) Az el6z6 feladathoz hasonléan kapjuk, hogy

4n?® — 2n n? 4 —2/n? 4 —2/n? “o 47
—_— = — =n — 00—

n2—n+n n? 1—1/n+x/n? 1—1/n+=/n? 1

(c) A dominans tagokat kiemelve kapjuk, hogy
Vn2—=5n+1 Vn2 {1—5/n+1/n?
V2nd — 1 vnb V2 —1/nb
1 v/1—5 1/n?
_ Vi=5/n+1/m> o

- n7/12 ) 1/9 1/n5

ugyanis
3
N2 p23 p8/12 1

5 mb/A T pls/1z T p7/12
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(d)
3742l 3T 482 8 3.T/8"+1/2

gl —gn  3n.3—50 5 3n/En.3—1
n . n 12 « 1277
:(§) .3(<7/8> + 1/ AR

%
5 3/57-3—1 ~ 0 1
(e)
22n+n4 4n+n4 4n 1+n4/4n —>cc 1”
= = — X0 — = 0
n—n?+4n3 n-—n?+4n? n3 1/n2-1/n+4 4

(f) A hatéarérték “co — co” alaki. A dominans tagot kiemelve, figyelve arra, hogy vn? =
|n| = n, azt kapjuk, hogy

Vi =30 = Vi? $dn =5 = Va2 - (V1= 3/ = /T 4fn—5/n?),

ami “oo - 07 alaka hatarérték. Ezért az eredeti kifejezést az elsé lépésben gyoktelenit-

“oo

jik, majd az igy kapott — tipust hatarértéket a szokdsos modon, a dominans tagok
00

kiemelésével hatarozzuk meg:

Vn2—3n—+vn2+4n—5

= (\/n2—3n—\/n2+4n—5)'

Vn2—=3n++vn?2+4n—->5
Vn? —3n++vn?+4n—5

(n* —3n) — (n* +4n —5) —Tn+5
B \/ 2 _3n4+vVn2+4n—5 VnZ—3n++vVnZ+4dn—5
—7+5/n
J_ V1=3/n+\/1+4/n—5/n?
—7+5/n 7 7

i+ itdn—5m ity 2

(g) A hatarértéek “ /o0’ alaki. Az n—edik gydkjel alatti kifejezésbdl kiemelve a dominans
tagot, majd az els§ szorzotényezGt egyszerisitve kapjuk, hogy

T —4n = (1 —4n[Tn) = T 1 —4an T =T 1 — (4)T)m.
1 - (;)n -1,

1<1 4"<3
2 7 2

és ekkor a hatvanyfiiggvény monotonitasa miatt

\/> < {[1-— \/> ha n elég nagy.

Tovabba {/1/2 — 1 és {/3/2 — 1, ezért a renddrelv alapjan {/1 — (4/7)" — 1, vagyis

az altalunk vizsgalt sorozat hatarerteke

VT =7 YT (4T > T-1=T1.

Mivel

igy, ha n elég nagy,
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Valos fliggvények hatarértéke

5. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd hatarértékeket.

(a)
(b)
(c)

x — 223 . 2—=x .
zlggo 5+ 22 (@) }:1—%4—1-:162 (8) :lvl—% x? —2x

2—x . 1
lim (1 +x+ \3/13> ( ) lim (h) lim e«?—2«

T——00 =2 4 — 12 T—2

-2 1
lim <x+\/x2—|—2w—5> (f) limw

T——00 z—1 T — 12

Megoldas.

(a)

A végtelenben vett hatarértéket a sorozatoknél tanultak szerint hatarozzuk meg.

“oo ., s . ,
Ez egy — tipusd hatarérték. A szdmlalo és a nevez§ dominans tagjat kiemelve, és az
00

elsG szorzotényezGt egyszertisitve kapjuk, hogy

r — 223 o2 1)z =2 . /x> -2 o« —27
lim ——=1lm —--——=lmzr-———= 00— = —0.
a—oo b+ 12 g0 x?2 5/x24+1  2o00  5/x?+1 1
Most a minusz végtelenben vessziik a hatarértéket, ami “ — oo + 0o ” alaki. A feladatban

nincs paros gyokkitev6ji kifejezés, ezért ugyantugy dolgozunk mint a végtelenben vett
hatarérték esetén:

1 1
lim (1—|—:E+v3x2): lim x(—+1—|——> =“—_00-1"=—0.
T

Z——00 T——00 \3/5

Ismételten minusz végtelenben vessziik a hatarértéket, és mivel a feladatban van négyzet-
gyokos kifejezés, ezért az x = —y helyettesitéssel visszavezetjiik a feladatot végtelenben
vett hatarértékre, ugyanis is vVa? = |z|:

lim (:H\/m)— ( y+ /(= —y)—5)

T—r—00

— lim (—y+\/y2—2y—5>
Y—>00
A yr — 2
= lim (x/y2—2y—5 ) v o2 5ty

y=reo VY =2y =54y
i y?—2y—5—1y° —2y—5
= [11m
Y=o \/y —2y-b+y K VI —2y—5+y
B —2—-5/y
y—><><>\/ 2/1-2/y—5/y2+1
—2-5/y —2

lim -1,
y—><>o\/1—2/y—5/y 1 VItl

mivel y — oo, ezért y > 0, tehat \/y? = |y| = v.
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(d) Ebben a feladatban a hatarértéket véges helyen vessziik. Ilyenkor a hely behelyettesitésével
megallapitjuk a hatarérték tipusat. Az x helyére 2-t irva elvegezhetd miveletet kapunk,
igy ez lesz a hatarérték is:

2—ux 2—-2 0

I - ——
A4t a2 4422 8

o bb

(e) Behelyettesitve a 2—t kapjuk, hogy a hatéarérték o tipust. Ebben az esetben szorzatta

alakitunk, egyszerisitiink, majd az egyszertsitett kifejezésbe 1jbol behelyettesitiink:

I Ty 2—x I 1 1 0
111l —— = 1111 = |lim—— = — = .
e>24 —x2 22(2—2)241x) 224z 4
() 2 2 2
—2z+1 -1 -1 -1 0

TSl O et S MO C il N et L

a1 x—x? e=1x(l—2) 221 —x(z—1) 291 —z —1
(g) A hatarérték — tipusi. Ebben az esetben harom lehetdség van, a hatarérték +oo, —oo

vagy nem létezik annak megfelelGen, hogy a kifejezés elgjelérél mit allithatunk a hely
kornyezetében. Ezt a féloldali hatarértékek vizsgalataval allapitjuk meg.

Az 2? — 2z = x(x — 2) fiiggvényt abrazolva
a grafikonrol leolvassuk a nevezd elGjelét a 22 9p
2 pont kornyezetében:
1‘ 1 14 1 2
im = — =—-00
o212 —2x 0~ ’
és
’ 1 “17 L L@
im —= — =o00.
z—2+ 12 — 21 0t Q/2
Igy a lim hatarérték nem létezik.

xr—2 $2 — 22

(h) Nézziik elGszor a kitevs hatarértékét. Az elézo feladat alapjan

. 1 ) 1
lim — =-—00 ¢és lim — =00,
e—2- T4 — 20 z—2+ 1% — 2
ahonnan az exponencialis fiiggvény grafi-
konjanak ismeretében
. % “ —oco” ‘
lim e=?-22 ="¢ =0, e
T2~
illetve
: i w00 /—/1/
lim e«?-22 ="“e>” =00. 7
z—2+1 '

. 1
Igy a keresett lir% e=?-2z hatarérték nem létezik.
T—
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Differencidlhanyados; L’Hospital-szabaly

6. Feladat. Definici6 szerint hatarozzuk meg az f(x) = 3z — x? fiiggvény xy = 2 pontbeli
differencialhanyadosat.

Megoldas. A definici6 alapjan

7@ = tig LD =IO _ Vo= = V2

r—2 xr — 2 r—2 2

mfm+\f

B 3z — 22+ 2
~ im 3x — 2% —2 ~ im (x —2)(1—x)
e ) T V)

11—z

= o vR) 2\/5‘

7. Feladat. Formélisan derivaljuk a kovetkez fliggvényeket.

(a) 8 — 213 44 (c) 2*\/x
log, 3cosw
J) =~
(d) 1+sinz

(b) Sarcsinx — 3tgx +

Megoldas.
(a)

[ — o3 4 4] = [28] — [«¥4] + [4] = 6a° — %w/?’ L0

(b)

log, 2]’

. Y 1
Sarcsinz — 3tgx + 1 =5 [arcsinz]) — 3 - [tgz] + 1 [log, x|’
SRR S SIS S
T V1 —a2 cos? 4 " zln?2

[Zm . \/E], _ [235 . xl/z}’ _ [233]/ /2 4o [l,l/Q}’ —92%pn2. p/2 4 9t . %x—1/2

(14 sinx)?
—3sinz - (1 +sinz) —3cosx - cosx
(14 sinx)?

3cosz |"  [3cosa] - (1+sinz) —3cosz - [+ sinz]
1+sinz|
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8. Feladat. Formélisan derivaljuk a kdvetkezs Gsszetett fiiggvényeket.
(a) (22 4+ x)* (b) /(2 —22)? (c) I’z (d) ze
Megoldas.

(a) Az (2% + x)* sszetett fiiggvény esetén f(y) = y* a kiils6, y(z) = 22 + x a bels fiiggvény.
Az Osszetett fiiggvény derivaltja

Mivel
flly) =4y =4(2x* +2)° és y =20+1,

ezért
[((@* +2)] = f(y) -y =42 +2)* 20+ 1).
(b) A kiils6 fiiggvény f(y) = y*/3, a bels6 y = 2 — 22, ezért
2

2
fly) =3y =3@=a)7" & o = -2

lgy
. / !/ , , 2 _
|:3 (2 _ x2)2i| _ |:(2 . 172)2/3] _ f (y) oy = g (2 . l’2> 1/3 ) (—QI‘) .
(c) Az f(y) = y? és y = Inz Osszefiiggések szerint

[ln2x}, = [(lnx)Q]/ =2Inzx- !

- .

[:Ee_x/)‘]/ =1-e P pg.er. (—%)

9. Feladat. Ha alkalmazhato, a LL’Hospital-szabaly segitségével hatarozzuk meg a

1—cosz
im——-
z—0 21 + 12

hatarértéket.

13 77

Megoldas. A hatarérték 0 tipusta. Mivel

. [1—=cosz] . sinz 0
lim ——— = lim = — = 0,
=0 [2x + 22/ =02+ 2x 2

ezért az eredeti hatarérték is létezik és

1 —cosz

m =5 =
z—0 20+ x
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SzélsGérték

10. Feladat. Hatérozzuk meg az f(x) = 2% + 2? — x + 1 fiiggvény szélsGértékeit a [0, 1] zart
intervallumon.

Megoldas. Az f fiiggvény differencidlhato, igy folytonos is. Ezért szélsGértékeit az intervallum
végpontjaiban, vagy az intervallumon beliil talalhato kritikus pontokban (f’ = 0) veszi fel.
Mivel

fl(x) =32 +22 -1,

igy a
302 +22—1=0
egyenletbdl,
—2++44+12 244
I‘LQ —_= =
6 6
alapjan az 1 = 1/3, x5 = —1 kritikus pontok adodnak, de csak az z; = 1/3 van a [0, 1]
intervallumban.
® [ o ] >
L _
~1 01/3 1

Ebben a pontban és a végpontokban sza-
moljuk ki az eredeti, azaz az

flx)=2"+2" -z +1 ........ 1\/

fiiggvény értékeit:
22

fO =1, f1/3)=3, f1)=2. I

Igy a minimum 22/27, a maximum 2.

11. Feladat. A méasodik derivalt teszt hasznélataval hatarozzuk meg az f(z) = 2% — 42 + 4x
fiiggvény lokalis (helyi) szélsGértékeit.

Megoldas. Jol lathatoan a fiiggvény kétszer differencialhato. A kritikus pontok
f'(z) = 32° — 8z + 4
szerint a 37% — 8z + 4 = 0 egyenletbdl az 1, = 2, x5 = 2/3. Tovabba
f"(z) =6x —8

alapjan

f"(2) =6-2—8 > 0 miatt 2-ben helyi minimum van, a minimum érték f(2)

0,
X - 2 2 32
I (§> =6- 3~ 8 < 0 miatt gfban helyi maximum van, a maximum érték f (5) =5
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Hatarozatlan integral

12. Feladat. Egyszertsités, algebrai atalakitas utdn hatarozzuk meg a kovetkezs egyszert

integralokat.

<>/(5e+4—;—5)dl~ (d)/ﬁdm
(b) /63_2”” dx (e) /sian dx

1
4
(c) /x2+6x+9 .

Megoldas.
(a)

- 1 1 B - 1 _3 1
/(56 +4x3_x) dx—5/e d:v—|—4/a: dx /agd:v

1 —2
:5-63”—1——-1;——111\3:]4—0

4 =2
(b) Az egyszer( integralok tulajdonsiga alapjéan,
F b
/f () +C, akkor /fa:c+b)d %H}.
lgy
/ 3 on 63—233
e dr = +C.
-2
) 1 1 (x+3)71
- - 9 _(x+9)”
/:1:2—|—6x+9 dx_/(a:+3)2 dx_/(w“?’) =" e
(d) ( s
1 6x + 5
S d:c:/(6:z:+5)1/5 do =212 L ¢
/ V6x +5 2.6
1-— 2
(e) Asin®x = % azonossag alapjan

1 1 in 2
/Sin2$d$:§/<1—C082£ﬂ) dx:§<:c—sm2 I)—i—C’.
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13. Feladat. Helyettesitéses integralas alkalmazasaval adjuk meg a kdvetkez6 fiiggvények in-
tegraljat.

(a) /3:52(:U3+8)10 dx (b) /x261x3 dx (c) /(x;g3 dx

22 4 62)
Megoldas.

(a) A helyettesitéses integralas modszere:

A megoldas soran a g(x) belsé fiiggvény helyett az y betiit hasznaljuk. Az

/SxQ(x3 +8)10 do = /(x3 +8)10. 32% dw

atalakitas utan jol lathato, hogy az els§ szorzotényezs, (z2 + 8)10 az sszetett fiiggvény,
tovabba a masodik tényez$ pontosan az y = x® + 8 belsd fiiggvény derivaltja, v’ = 322,
azaz dy = 3x? dz. Tehat

1 3 Q)i
/(:c3+8)10~3x2dx:/ywdy:yl—leC:(x%—l—C.

(b) Az

/ 2

. 1
y:l_ajs’ y = =3z, ——dy:xzdx

3
helyettesitéssel kapjuk, hogy

1
/x261“3 dr = /61“3 2 dr = /ey' (—5) dy

1 1
= _§€y+0 = —5617:{: +C

1
(c) Az y = z? + 6z helyettesitéssel, y' = 2z + 6 = 2(z + 3), azaz 5 dy = (x + 3) dx alapjan

/(“;3)@: — /(a:2+693)_3 (x4 3) do

2 + 6x)3
P 1 y
= [ gan=5- g o=
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14. Feladat. Parcialis integralas alkalmazasaval adjuk meg a kdvetkezs fiiggvények integraljat.

(a)

/(Qx—l)sinac dx /ln_x dx

Megoldas.

()

A parcialis integralas modszere:

/f-g’Zf-g—/f/-g, vagy /f/-g=f-g—/f-g’-

Mindkét szorzotényezs, a 2x — 1 és a sinx is elemi fiiggvény. Az egyik egy polinom, a
mésik pedig egy trigonometrikus fiiggvény. Ezért a polinomot derivaljuk tovabb, az elsG
Osszefiiggést hasznaljuk, azaz az

f=2x-1
valasztassal éliink, ekkor a derivalt
f=2
Ez azt is jelenti, hogy
g =sinx
ezt integralva
g = —cCosx

A C konstanstol eltekintiink. Tehat

/I(zg; —1)-sinz de = (20— 1) (—cosx)l—/2 (—cos) da

fq fg U
= (27 — 1)cosx+2/cosx dx

= —(2zx —1)cosx + 2sinz + C'.

Mivel az egyik szorzotényezs a logaritmus fiiggvény, ezt valasztjuk a “sima” fliggvénynek.

Igy az
|
/ﬂdx—/x_Q-lnxdx

atalakitas utan a masodik Osszefiiggést alkalmazzuk:

1

/I =2 _ __

=z .
, 1
g=1Inzx g =-
T

tehat
9 1
T nz de=—— Inzx— | —— - — dz
f’.g L z 1 L z xl
fg fg
1 Inz 1
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15. Feladat. Elemi tortekre bontas segitségével hatarozzuk meg a kovetkezd integralokat.

Megoldas.
(a) Ekkor
20+ 1 20+ 1 A B A(x —1)+ B(z - 3)
x2—4x—|—3:(:r—3)(x—1)::c—3+:c—1: (x=3)(x—1) ~’
ahonnan

2e+1=A(x—1)+ B(x —3).
Két ismeretlen és két kiilonboz6 gyok van, ezért a gyokok behelyettesitésével kapjuk, hogy

xr =3 esetén T=A-2, azaz A=7/2,
r=1 esetén 3=B-(—2), azaz B=-3/2.
Tehat
24l T2 -3/
2—4r+3 -3 x-—1’°
amibdl

2% + 1 72 3/2 7 3
T ge= (2 2 Ve = tmje -3~ Zlje -1+ C.
/x2—4x—|—3 ! /<x—3 x—l) v=ghle=3f=g -1+

(b) Mivel 2® + x = z(2* + 1) és az 2* + 1 polinomnak nincs valos gydke, ezért a helyes elemi
tortekre bontés:

1 1 A Bx+C (A+B)*+Cz+A

pB+ar (a2 +1) x+x2+1 B z(x? +1)

Az egyenl§ egyilitthatok modszerével kapjuk, hogy A+ B =0, C' =0 és A = 1, amibdl

B =—1.Igy . .
x

x3+:c::c 241

A masodik kifejezés integraljat helyettesitéssel, y = 22 + 1, iy = 2z alapjan kapjuk meg:

1 1 1 2x
/x3+xdz_/5dx_§/:c2+1dx
1 1
:1n|x|——/—dy
2) vy

1
:1n|x|—§ln|y|+0

1
:ln]m\—éln]xQ—i-l\—i-C.
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Hatarozott integral; improprius integral

16. Feladat. Szamoljuk ki a kovetkezd hatarozott integrélokat.

(a)

4,2 ) 0
vt dx (b) / x Cos <2m + z) dx
3 \/E —7/2 2

Megoldas.

(a)

A fiiggvény az értelmezési tartomanyan, a Dy = (0, 00) intervallumon folytonos, ezért a
[3,4] zart intervallumon Riemann-integralhatd. A hatarozott integral értékét a fiiggvény
egy tetsz6leges primitiv fliggvényének segitségével szamitjuk ki. Ezért el6bb hatarozatlan
integralt szamolunk:

29 3
w dx:/(x3/2—2x1/2+3x1/2) dx
NZ3
:§x5/2—§x3/2—|—6x1/2+0‘

A legegyszeriibb primitiv fiiggvényt a C' = 0 valasztéassal kapjuk. Igy a Newton-Leibniz
tétel alapjan
4

3

ta? _2$+3 [ 252 _ 3/2+6x1/2]
3
2
5

== .45 §43/2+6 41/

— (%«35/2—%1-33/2+6~31/2>.

A fiiggvény az integralasi tartomanyon, a [—7/2, 0] zart intervallumon folytonos, ezért itt
Riemann—integralhato. A hatarozatlan integralt parcialis integréalassal,

sin (2z + Z
f ==, f/:17 g/:cos<2a:—|—g>, g:(#Q)

alapjan kapjuk meg:

/wcos(mg)dx:m.w_/sm@xw) "

2 2
:x‘sin(2325+§) +Cos(21:+§) e

gy a Newton Leibniz tétel szerint

0 . . .
/ :L’cos<2:c+ >da:—[ Sln(2x+2)+cos(2x+2)

—7/2 2 4

cos (g) B ( T sin (—%) N cos (—g))

T
2 2 4
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17. Feladat. Hatarozzuk meg az / dxr improprius integralt.
3

2 —4

Megoldas. A fiiggvény folytonos a [3, 00) intervallumon, ezért a kévetkezs improprius integrélt
szamoljuk:

/ R d li Tl d
r = lim x.

5 12—14 t—oo 4 12— 4

A hatéarozatlan integral megadasahoz elemi tortekre bontunk.

1 A B A(w+2) +B(x-2)

2?2 —4 x—2+x+2_ (x=2)(z+2)

azaz
1=A(x+2)+ Bz —2).

1 1
Az z = 2, illetve x = —2 értékek behelyettesitésével kapjuk, hogy A = 7 illetve B = T
Ezért
1 1/4 1/4
/ dx:/L—de
2 —4 r—2 x+2
1 1 1 r—2
=-1 —2|—=1 20+ C =-1 C.
4n|x | 411|x—|— | + 4nx+2’—|—
Igy
© ] 1 —21[7° 1 |t—=2| 1. 1
/ 5 dxr = lim —ln$ = lim ( - In ——Iln-
3 T¢4+4 twoo |4 |z +2]]; tooo\4 [T+ 2 4 5
1 1-2/t 1.1 1 1.1 1.1
= li -1 —-In-|=-Inl—-In-=—-In-.
tir?o<4n1+2/t 4“5) 4T 15T s
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