


TOPOLOGIA

A topologia szd a gorog "toposz” és "logosz” szavakbdl alkotott szakkife-
jezés. Jelentése: helytan. Valdéjaban inkabb a folytonossagi tulajdonsagokat leird
struktirak elméletét értjiik alatta.

Emlékeztets. A valés szamok IR halmazan a folytonossagot kdornyezetek
segitségével a kovetkez6 médon definidlhatjuk. Egy x € IR pont kornyezetei azok
az U C IR halmazok, amelyek tartalmaznak (z —e, z + ¢) alakd intervallumot
valamilyen ¢ > 0-ra. Egy f : IR — IR fliggvény folytonos az a € IR pontban, ha

VV EUpn U €U, fo)cv,
ahol U, := {x kornyezetei}.

Kornyezetrendszerek

Az egész fejezeten at legyen X egy tetszOlegesen rogzitett nem-iires halmaz,
és U egy
U : x — U, nem-tires C {X részhalmazai} (x € X)

leképezés.

Definicié. Az X, U par kornyezetrendszer, ha teljesiti a kovetkezd axioméakat:

Kl) €U (U ely,, re€X)
K2) VoUel,=Vel, (x € X)
K3) UnV elU, (U, V €Uy, v € X)

Megjegyzés. Az X,U kornyezetrendszerben az U, halmazcsalad elemeit az
x pont (U-szerinti) kornyezeteinek fogjuk mondani. A K1, K2, K3 kornyezet-
axiéomak igy a kovetkezoképpen interpretalhatok.

K1) Egy pont kérnyezetei tartalmazzdk az adott pontot.

K2) Kérnyezetnél nagyobb halmaz is kérnyezet.

K38) Kérnyezetek metszete kérnyezet.

Definicié. Legyenek X, U , Y,V kornyezetrendszerek, f : X — Y. Az f
figgvény (U —V)-folytonos az x € X pontnal, ha

VVGVf(I)HUEUm f(U)CV.

Az f figgvény (U —V)-folytonos (a teljes X téren), ha minden = € X pontnél
(U —V)-folytonos.

Ha a kontextusbdl egyértelmiien kideriil, hogy mely kornyezetrendszerek
kozotti folytonossdgot tekintjiik, egyszeriien folytonosat mondunk (U — V)-
folytonos helyett.

Megjegyzés. K2 alapjan  f folytonos z-nél < f~1(V)el, (V€ V).

Tétel. Legyenek X, U, Y,V ill. Z,Z kornyezetrendszerek, és f : X =Y ill.
g:Y =7 figguények. Tegyiik fel, hogy f folytonos x-nél és g folytonos f(x)-nél.
Ekkor go f folytonos x-nél.

Bizonyitas. Legyen Z € Z, s, egy tetszolegesen adott g(f(x))-kornyezet. Mivel
(gof)™1(Z)=f"1g ' (Z)) és g folytonos f(x)-nél, g~ (Z) € Vy(y). Mésrészt f
folytonos g(z)-nél, és igy f~1(g71(2)) € U,.
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Definicié. Legyen X,U egy kornyezetrendszer és A C X. Definicié szerint egy
a € A pont az A halmaznaknak belsd pontja (U szerint), ha A € U, .

A belseje A° := { A belsé pontjai},

A kilseje = (X \A4)°,

A hatdra DA={reX:VUelU, UNA UN(X\A) #0}.
Tétel. A°, 0A, (X \ A)° diszjunktak és A°UOAU (X \ A)° = X.
Bizonyités. 1) A°C A és (X \A)°C X\ A.Innen A°N(X\ A)° =10

2) Megmutatjuk, hogy A° NOA = () . Tegyiik fel, hogy x € A° N JA. Most
x € A°, ahonnan A° € U,. Minthogy = € JA, innen A° N (X \ A) # 0, ami
ellentmond A°N (X \A) Cc AN(X\ A) =0 -nak.

3) Hasonléképpen fenndll (X \ A)°NIA = 0. Ez rogton kovetkezik 2)-bél és
abbdl az észrevételbdl, hogy A = 9(X \ A) a hatér definicidjanak szimmetridja
miatt.

Definicié. Az X,U kornyezetrendszerben a G C X halmaz nyitott, ha G = G°.
Az F(C X) alakzat zdrt, ha X \ F' nyitott.

Tétel. 1) Ha G nyitott halmazok egy csaladja (az X,U kérnyezetrendszerben),
akkor | JG nyitott,
2) G1,Gy nyitott, = G1 N Gy nyitott,
3) X,0 mindig nyitott.
Bizonyitas. 1) Legyen U := |JG és tekintsiink egy tetszéleges x € U pontot.
Ekkor valamely G € G-re x € G. Mivel G nyitott, G € U,. Minthogy U D G, a
K2) axiéma szerint U € U,, ahonnan x € U°.

2) Legyen = € G1NG3 tetszoleges. Mivel G, G nyitott, G, = G (k= 1,2).
fgy x € GY,GS, ahonnan G, Ge € U,. A K3 axiéma alapjan G1NG2 € U,, amibdl
x € (Gl N G2)O.

3) Trivialis.

Kovetkezmény. 1) F C {X,U — beli zartak} = (F zdrt. 2) Fy,Fy zdrt
= FLUFy zdrt, 3) X,0 zdrtak.

Bizonyitas. Nyitott és zart halmazok egymas komplementerei.

Topologikus terek

Definicié. Egy X,U kornyezetrendszer topologikus tér (vagy roviden topoldgia),
ha teljesiil a kovetkez6 axiéma:

K4) U°el, (ze X, U€ecl,).
Azaz kornyezet belseje is kornyezet topologikus térben.
Megjegyzés. A kornyezetrendszerek definiciéja még nem létesit kapcslatot

kiilonb6z6 pontok kornyezetei kozott. A K4 axioma mar nem ilyen. Jelentése az
alapfogalmakra leforditva

Kj) YUelU, IVelU, VeV Uecl, (a € X).

Tétel. Legyen X, U topologikus tér és A C X . Ekkor
1) A° nyitott, sét VG nyitottC A G C A°,
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2) AUOA zart, st YF zirto A F D AUOJA.
Azaz topologikus térben egy halmaz belseje a benne foglalt legnagyobb nyitott hal-
maz, a halmaz belsejének és hatdrdanak egyesitése a halmaczt tartalmazo legkisebb
zart halmaz.
Bizonyitas. 1) Elegendé latni, hogy (A°)° = A°. Az (A°)° C A° tartalmazas
trividlis. Legyen x € A° tetszbleges. Ekkor A € U, ami a K4 axiéma alapjan azt
jelenti, hogy A° € U, , azaz x € (A°)°.

Ha G nyitott C A és = € G tetszolegesen adott, akkor G € U, , és a K2
axioma szerint A € U,., azaz x € A°.

2) A helyett (X \ A)-val az el6z6 gondolatmenet.

Definici6. Az X, U kérnyezetrendszerben az A CX alakzat lezdrtja A = A°UOA.
Eszrevétel: A={zxe X :VUclU, UNAF#D}.
Topologikus térben A a legkisebb A-t tartalmazé zart halmaz.

Tétel. Legyenek X,U , Y,V topologikus terek. Eqy f : X — Y leképezés pon-
tosan akkor folytonos, ha  f~1(V) nyitott (V nyitott CY).

Bizonyitds. =: Legyen V nyitott C Y és x € f~1(V) tetszdlegesen adott.
Ekkor f(z) € V ésigy V € Vy(,). Mivel f folytonos, f~'(V) € U,, ahonnan
ze fHV)e.

«<: Legyen z € X és V € Vy(,) adott. Beldtandd, hogy f~(V) € U,. Mivel
Y,V topoldgia, V° nyitott € Vy(,. Feltevés szerint az f~Y(V°) halmaz nyitott
X -ben. Mésrészt f(z) € VO, ahonnan z € f~1(V°), és {gy f~1(V°) € U,, és
K2-bsl £~ 1(V) € U,.

Kovetkezmény. f folytonos pontosan akkor, ha zdrt halmazok teljes inverz képe
zart  f-nél.

Részhalmaz topologiaja

Definicié. Legyen X,U egy kornyezetrendszer és S C X . Az
U |S:={UNS: Uel,} (x € X)
rendszert az U kornyezetrendszer S-re valé megszoritottjanak nevezzik.

Tétel. Legyen X,U egy kornyezetrendszer és S C X . Ekkor
1) S,U|S kornyezetrendszer,
2) ha X,U topolégia, akkor S,U|S szintén topoldgia.

Bizonyitas. 1) Tekintsiink egy tetszoleges x € S pontot. Verifikdljuk a kornyezet-
axiomakat az S,U |S rendszernél.

K1) Mivel x €e U (U €Uy), fenndll x e UNS (U € Uy).

K2) Legyen U € U, |S. Ekkor veheté U" € U, , melyre U = U’ N S. Tegyiik
fel, hogy V. D U, V. C S. Most a V' := U’ UV alakzat az X,U-ra érvényes K2
axiéma szerint z-kérnyezet U-ban. gy V =V'NS € U,|S.

K3) Tegyiik fel, hogy Uy,Us € U, |S. Ekkor 1étezik Uy, U} € U, , hogy Uy =
U,nNS (k=1,2). Ezzel Uy NU; =U;NU;N S, ahol (az X,U-ra érvényes) K3
alapjan U NU, € U, .



2) Legyen z€ S és U€lU,|S adott. Belatandé: U°S:={y e U: U € U,|S}
is x-kornyezet U|S szerint. Itt

Ul ={yev: 30Weu, UYnScU}.

Veheté mindegyik U® halmaz (y € U°®) nyitottnak a fenti formuldban
[U®) helyett U°-ra attérve]. Most az

U= J vW
yer|S’
halmaz nyitott és

(%) Uns=uels.

Tegyiik fel, hogy y € U°S. Ekkor y € U’ nyitott C X, ahonnan y € U’®, azaz
U el,,ésigy UNSel,|S

Ko6vetkezmény. (x) szerint {S,U|S nyitott halmazai}={GNS : G nyitott C X}.

Megjegyzés. Ha U topologia, U |S elnevezése, X relativ topoldgidja S-en.
Altaléban, ha topologikus tér részhalmazaira mondunk ki egy tulajdonsagot a
topologidk nyelvén, akkor alatta a részhalmaz relativ topoldogidja megfelelé tulaj-
donsagot szokas érteni.

Példa. Ha X,U topologikus tér és S C X, akkor az f : X — IR fiiggvényt
folytonosnak nevezziik az S halmazon, ha f|S folytonos az S, U |S topolégidra
nézve.

Az el6z6 kovetkezmény szerint a részhalmazokra megszoritott topoldgidkban
megfogalmazott tulajdonsagok vizsgalata mindig visszavezetheto topologikus terek
vizsgalatdra. (Tipikus példdja ennek a kovetkezd alfejezet tételének a bizonyitdsa).

Osszefiiggdség

Definicié. Az X,U topologikus tér szétesd, ha létezik Gi1,Go # () nyitott
halmazpir X -ben, melyre G1 NGy =0 é G UGy =X.
S C X szétesd: S szétesd U|S szerint,

.. .. , def P P
S osszefliggé < S nem széteso.

Tétel. Folytonos leképezés osszefiiggd halmazt dsszefiiggdbe visz. Azaz, ha X, U,
Y,V topologikus terek, S dsszefiiggé C X és f: X — Y folytonos, akkor f(S)
osszefiiggd C'Y .

Bizonyitas. A Részhalmaz topoldgidja c. alfejezet alapjan veheté (az dltalanossig
megszoritasa nélkil) S =X és f(S) =Y.

Tegytk fel, hogy Y szétesé. Ekkor taldlhat6 lenne () # G1,Gs nyitottC Y,
melyre G1 NGy =0 és G1 UG, =Y . Mivel folytonos fiiggvénynél nyitott halmaz
inverz képe nyitott, § # f~1(G1), f~1(G2) nyitottC X és f~1(G1) U f7HGy) =
X, ami ellentmond X 0Osszefiiggoségének.



Kompaktsag

Definicié. Egy X,U topologikus tér kompakt, ha minden nyitott halmazokkal
valé lefedésébdl kivalaszthatd egy véges lefedés, azaz ha

V G C { X-beli nyitottak} (JG=X = FFvéges CG JF=X.

Ennek megfeleléen
S kompakt C X : S kompakt U |S szerint.
Mivel az S-beli nyitott halmazok X -beli nyitott halmazok S-sel valé metszetei,

S kompaktC X & VG C{X-beli nyitottak} |JG DS = IF végesCcG [JFDS.
Tétel. Kompakt halmaz folytonos képe kompakt. Azaz
f (X, U) = (Y,V) folytonos és S kompaktC X, = f(5) kompaktC Y .
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy H C {Y -beli nyitottak} és [JH D f(5). Legyen
Gy = f_l(H) (HE?‘[)
G:={Gg: HeH}.
Mivel f folytonos, G C {X-beli nyitottak}. Masrészt

fU9) =Ulf(Gu): HeHp=UL{H: HeH}=UHD f(9),
Ugo 1 (f(8)os.

Mivel S kompakt C X, vélaszthaté F végesC G, melyre | JF D S. Sziikségképpen
F ={Gn,,...,Gpn,} alakd, ahonnan (J{H1,...,H,} D f(S).

Hausdorff-tulajdonsag

Definicié. Egy X,U kornyezetrendszer Hausdorff-féle, ha kiillonb6z6 pontoknak
vannak diszjunkt kornyezetei, azaz ha

Ve,ye X z#y=30e€l,,Vel, UNV =0.

A Hausdorft-féle topologikus tereket réviden Hausdorff tereknek szokas nevezni.

Tétel. Ha X,U Hausdorff tér és K kompaktC X, akkor K zartC X.

Bizonyitas. Allitds: X \ K nyitott. Bizonyitds: Legyen y € X \ K tetszblegesen
régzitve. Ekkor minden z € K ponthoz valaszthaté olyan U®) | V(#) nyitott hal-
mazpar, hogy

Uenve =g, U@ ecu,, V@ ey, .
Tekintsuk a

G:={U"™ .z e K}
halmazcsaladot. Mivel UG D K, létezik zq,...,x, € K, melyre
Uy, uU@) 5 K
Most véges sok y-kornyezet metszete a
Vi=vEn.. . nvee) cy,
halmaz. Vegyiik észre, hogy
VU y.. . uUE)) =,
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ahonnan VN K =0, azaz V C X \ K.

Lemma. Ha X, U kompakt Hausdorff tér, és F' zartC X, akkor F' kompaktC X .
Bizonyitas. Legyen G egy nyitott lefedése F'-nek, azaz
G C {nyitottak} UG D F.

Mivel F zart, a G* := GU{X \ F} halmazrendszer egy nyitott lefedése az egész
X térnek. Igy 3IG4,...,G,€G G U...G,U (X \ F) = X. Csakhogy ekkor
Giu...uG, O F.

Tétel. Ha X,U ill. Y,V kompakt Hausdorff terek és f : X +< Y folytonos™,
akkor az inverz =1 fiigguény is folytonos.

Bizonyitas. Beldtjuk, hogy g := f~!-re ¢g7}(F) zart valahdnyszor F zartC X .
Legyen F zartC X tetszbleges. Ekkor az el6z0 lemma szerint F' kompaktC X.
Igy f(F) kompakt C Y, ahonnan a tétel alapjan g=1(F) = f(F) zart.

Szorzattér

Definicié. Legyenek X, U®*) (k=1,... n) kérnyezetrendszerek.
Az x:=(x1,...,2,) € X1 X --- X X,, ponthoz legyen

U, ={UCXixxX,: 30 edV,... .U, eUd™ Uy x-xU,CU}.

1 )

Az X7 x --- x X,,, U rendszer trividlisan teljesiti a KI1,K2, K3 kornyezet-
axiémakat, azaz kérnyezetrendszer. Elnevezése: Az Xy, U®) (K =1,...,n) terek
szorzattere.

Lemma. Ha Gy nyitott C X (k= 1,...,n), akkor G x -+ X G, nyitottC
Xy X xX,.

Bizonyitas. Legyen (x1,...,x,) € Gy X -+ X G, adott tetsz6legesen. Mivel Gy,
nyitott, Gy € ugﬁ’,j) (k=1,...,n). Innen Gy X - X Gy € Uz, 2.

Propozicié. Ha X, U*) (k=1,...,n) topoldgidk, akkor a X1 x --- x X, U
szorzattér is topoldgia.
Bizonyitas. A K4 axiémat kell verifikdlnunk. Legyen = = (z1,...,z,) U € U,.
Vagyis Uy x --- x U, C U valamely U; € I/lg(;}), U, € uﬁﬁ) -re. Mivel mindegyik
U topolégia,

Up nyitott C Xy, (k=1,...,n).
A lemma alapjan, x € Uy x --- x U? nyitott C X7 x --- x X,,.

Lemma. A Py:(x1,...,2,)—xk koordindta-projekciok folytonos X1 x -+ x X, —
X leképezések.

Bizonyitas. Ha = = (x1,...,2,) és H egy xp-kornyezet az X} térben, akkor
Pk_l(H) = X1 X+ X X1 X HX Xpyq x -+ x X, kornyezetek szorzata, ami
x-kornyezet X7 X - -+ x X, -ben.

*

Azaz f kéleséndsen egyértelmi (U—V)-folytonos leképezése X -nek Y -ra.
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Propozicié. Legyen Y,V topologikus tér és f:Y — Xy x---x X,, leképezés kor-
nyezetrendszerek eqy szorzatterébe. Ekkor f folytonos <  fr := Py o f folytonos
mindegyitk Py, koordindta-projekciora.

Bizonyitas. =: f; folytonos leképezések kompozicidja az el6z6 lemma szerint.
<: Legyen y € Y és U € Uy, tetszdlegesen rogzitve. Megmutatjuk, hogy 1étezik

V eV, melyre f(V)C U. Bizonyitds: Talilhatck Uy € Up) ..., Uy €U
ugy, hogy U; x --- x U, C U. Feltevés szerint az fr komponensfiiggvények

folytonosak, igy
HVkGUy fk(vk)CUk (kzl,...,n).

Vagyis a V :=(;_, Vi vélasztds megfelel.

Tétel. Kompakt topologikus terek szorzata kompakt. Azaz
X3, UR) kompakt (k=1,...,n), = Xy x---x X,,,U kompakt
Bizonyitas. Elég a tétel allitasat csak n = 2-re igazolni. (Innen az altaldnos eset
azonnal adédik n-re valé indukciéval.)
Legyenek tehat X,U , Y,V kompakt terek és G egy nyitott halmazokbdl all6
lefedése az X x Y szorzattérnek.
Allitds: IF végesCc G | JF =X xY.
Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy véve a
G :={U xV: U nyitott C X, V nyitott CY, IGe G U xV C G}
nyitott halmazcsaladot, G’ lefedése X x Y -nak. fgy elég latni, hogy
AF végesC G UF = X1 x Xs.
Mindegyik (z,7y) € X x Y ponthoz vélasszunk egy U € U,, V@) ¢ Vy
nyitott halmazpart, melyre U x V € G’. Tekintsiink egy tetszéleges y € Y pontot.
Mivel az X tér kompakt, 1étezik véges sok x1,...,xp € X pont, melyre
UM, U@y = x
Most a
VY = ﬂf‘il v (@iy)

alakzat olyan nyitott y-kornyezet, melyre X x V¥ C U,f\il U@iv) 5 V(@) | Vagyis
minden y € Y -hoz megadhat6 olyan VY nyitott y-kornyezet, amelyre X x V¥
lefedhetd véges sok G -beli halmazzal.

Tekintve, hogy az Y tér is kompakt, kivalaszthato véges sok y1,...,yny € Y,
hogy U}, V% =Y. Ekkor X xY = |JL; X x V¥ . Tehat lefedtiik X x Y-t véges
sok olyan savval, amelyek mindegyike lefedheto véges sok G-be tartozé halmazzal.

RY természetes (Archimédesi) topolégiaja

Definicié. Legyen N € IN(:= {1,2,...}). RY természetes topolégidjat a rajta
levé < rendezés adja meg:

UcRY z-kérnyezet 4 Ja,b e RN a<z<bés (a,b)CU.
Emlékeztets. Az N-dimenziés < ill. < reldcidok a megfelel6 1-dimenzids ren-

dezések hatvanyai. Tehat pl.

(CLl,...,CLN)<(b1,...,bN) Cg a; < b; (i:1,...,N),
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s (a,b) :=={z:a <z <b}, [a,0] :={z:a <2 <b} anyitott ill. zart interval-
lumok IRY -ben. Altaldban, az I ¢ IRY alakzatot N-dimenzids intervallumnak
nevezzik, ha

[(min{a;,b;} :i=1,...N), (max{a;,b;} : i =1,...N)] C I Va,bel.

Verifikaljuk, hogy ez a kornyezetfogalom valéban topolégidhoz vezet.

Tétel. RY  Hausdorff tér, topoldgidja megegyezik az R topoldgidjdnak N -ik
hatvdnydval.

Bizonyitas. Az 1-dimenziés IR térre a K1, K2 axiémak trividlisan teljestilnek.
K3 all, mivel = € (a;,b;) (i =1,...,n) esetén = € (max; a;, min; b;). K4 pedig
abbdl az egyszerti megfigyelésbdl adddik, hogy a nyitott intervallumok IR-ben
valéban az (a,b) alakuak. Mivel kiilonb6z6 pontok koriilvehetdk diszjunkt nyitott
intervallumokkal, IR topoldgiaja Hausdorff.

Ha a = (a; : i = 1,...,N), b:= (b; : i = 1,...,N) és a < b, akkor
(a,b) = (a1,b1) x --- X (an,byn). Ezért a rendezéssel definialt IRY -beli kornye-
zetek egybeesnek az IR topologikus terének N -ik hatvanya szerinti kornyezetekkel.
Masrészt, altalaban is, Hausdorff terek szorzatai Hausdorff terek.

Lemma. Az alapmiveletek (4, -) folytonosak mint 2-vdltozés R* — R fiigg-
vények.
Bizonyitas. Eszrevétel: az N-dimenziés (a,b) ill. (¢, d) intervallumok
(a,b)+ (¢, d) :={z+y: z€(a,b), y € (c,d)} Osszege
(a, b)+ (¢, d) =(a+c, b+d) .

Ha z1,29 € R és V C IR egy kornyezete x1 + x5-nek, akkor valamilyen ¢ > 0
mellett (z7+2x2—¢, 1 +x2+¢) C V. Ekkor tehdt az Uy := (x — /2, xp, +¢/2)
(k = 1,2) kornyezeteire x1-nek ill. zo-nek Uy + Uy C V. Ez mutatja, hogy az
osszeadds mint IR? — IR leképezés folytonos.

Az M, : 2+ cx és Q : x — 22 fiiggvények folytonosak IR-en. Bevezetve az
A(z,y) := x +y jelolést, mivel

T122 = %1((5131 + 22)? — (21 — 952)2) ;

a szorzds a folytonos = — /4, v — 22, x — —2 és (z,y) — x + y miiveletek
véges Osszetétele.

Kovetkezmény. 1) A vektori dsszeadds és konstanssal vald szorzdsok folytonos
RY x RY - R dll. R x RY — RY miuveletek.

2) Az 1-vdltozds elemi fligguények és 2-vdltozds alapmiiveletek dsszetételeibdl
képzett tobbudltozos elemi fligguények az értelmezési tartomdnyukon folytonosak.

Tétel. 1) R Hausdorff tér.
2) R nyitott részhalmazai megszamldlhatd sok pdronként diszjunkt nyitott
intervallum egyesitésébol adodnak.
3) IR dsszefiiggd részei az intervallumok.

Bizonyitas. 2) Legyen G nyitott C IR. Mindegyik = € G-re legyen

a; :=1inf{a: (a,2] C G}, by :=sup{b: [z,b) C G} ..
Eszrevétel: (ag,b.) C G (z € G), mésrészt (ag,b,) N (ay,b,) # 0 csak gy lehet,
ha (agz,by) = (ay,by). Mivel barmelyik intervallumban van raciondlis szdm, és
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mert a racionalis szamok () halmaza megszamldlhatd, csak megszamlalhaté sok
kiilonb6z6 (ay, b,) alakd intervallum lehet.

3) Tegyiik fel, hogy S osszefiigg6 C IR és a,be S, a <b.

Allités: [a,b] C S. (Innen S intervallum.)

Bizonyitds: Ha volna z€(a,b], melyre ¢S, akkor (—oo,x) ill. (z,00) disz-
junkt nyitott lefedését adndk S-nek. Ekkor G := (—o0,z)NS ill. H := ( ,00)N
diszjunkt nyitottak S-ben, a € G, be H és GU H = S lenne.

Legyen most S egy intervallum. Tegyiik fel, hogy G, H # () nyitottak S-
ben, és G N H = (). Tekintsiink egy a € G, b € H pontpart. Vehetd a < b.
Jegyezziik meg, hogy [a,b] C S. Legyen x := sup[G N (a,b)]. Mivel G nyitott az
S intervallumban, x ¢ G. Ugyanakkor az x € H feltevés is ellentmond H S-beli
nyitottsaganak. Tehat G U H 5 S, azaz S 0Osszefliiggo.

Kovetkezmény. (Bolzano tétele). Folytonos valds fiiggvény intervallumot inter-
vallumba visz. Specidlisan, ha f : [a,b] = IR folytonos és f(a) < 0 < f(b), akkor
valamely x € (a,b)-re f(x) =0

Bizonyitas. Folytonos fliggvény Osszefliggé halmazt osszefiiggébe visz.

Borel tétele
Kérdés: Melyek IR kompakt részhalmazai?

Definicié. IR-beli intervallumok egy (ai,b1),. .., (Gm,by,) sorozatat véges inter-
vallumldncnak nevezziik, ha

ai<ai+1<bi (izl,...,m—l).

Tétel. (Borel) Legyen [a,b] egy korldtos zdrt intervallum IR-ben, amelyet lefed
nyitott intervallumok eqy I csalddja. Ekkor kivdlaszthato T -bél egy |a,b]-t lefedd
véges intervallumldnc.

Bizonyitas. E/)szrevéte}: Ha (a1,b1),...,(Gm,bm) véges intervallumlanc, akkor
Uiz (s, b) = (a1,bm) Igy a

J:={z>a: 3L véges intv.ldnc CZ JL D [a, ]}
halmaz a

J =la,z*) ahol x:=supJ .

intervallum. (J # (), mivel {a} lefedhets egy Z-beli intervallummal. Mésrészt J
az észrevétel alapjan {a}-t tartalmazé nyitott intervallumok unidjdnak metszete
[a, 00)-nel.)

Belatandé: z* > b. Tegyiik fel, hogy z* < b, azaz x* € [a,b]. Mivel |JZ D
[a,b], 1étezik (c,d) € Z, amelyre z* € (¢,d). Csak ¢ > a lehet, hiszen ¢ < a esetén
(¢,d) D [a,z*] volna, amibdl a d < z* ellentmondés kovetkezne. Igy ¢ € J. Vehetd
tehdt egy olyan (aq,b1),..., (am,bn) ldnc Z-bo6l, hogy a1 < a és b, > c. Legyen
k = min{i : b; > c. Ekkor (a1,b1),...,(ak,bk), (c,d) véges intervallumlanc,
ahonnan megint a d < z* ellentmondés kovetkezne.

Ko6vetkezmény. Az [a,b] intervallum kompakt IR -ben.

Bizonyitas. Legyen G egy nyitott lefedése [a,b]-nek. Az el6z6 tétel 2) éllitasa
szerint az

Z:={(z,y): IGeG (x,y) C G}
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intervallumcsaldd szintén lefedi G-t. Z-bél egy véges Iy, ..., I, lanc lefedi [a,
t. Mindegyik I; intervallumhoz vélaszthaté G; € G ugy, hogy I, C G; (i
1,...,m). Most U;~, G; D [a,b].

b]-

Tétel. RY kompakt részehalmazai a korldtos zdrtak.

Bizonyités. Legyen K kompaktc IR™ . Mivel RY Hausdorff tér, K sziikségkép-
pen zart. A {(-n,n)Y : n = 1,2,...} nyitott intervallumcsaldd lefedi a teljes
RY teret, igy a K kompakt halmazt is. Ezért kivdlaszthaté ng, ..., ng, ugy hogy
K C Ule(—ni,ni)N = (—max; n;, max; n;)~ . Azaz K korlatos is.

Legyen S korldtos zért € IRY . Ekkor S zartC [—M, M]Y valamely M > 0-
ra. Borel tétele alapjan a [—M, M] intervallum kompakt, és fgy [—M, MY
kopakt C IR™ . Mésrészt Hausdorff térben kompakt halmaz zért részhalmaza kom-
pakt.

Kovetkezmény. (Weierstrass). Kompakt téren (specidlisan korldtos zdrt interval-
lumon) folytonos valds fligguény felveszi minimumdt.

Bizonyitas. Ha K,U kompakt tér és f: K — IR egy folytonos fliggvény, akkor
f(K) kompakt C IR. Azaz f(K) korlitos zart része IR-nek. Emiatt s:=inf f(K)>
—o00. Mivel a (—o0,s) intervallum metszi az s szdm minden kornyezetét, s €
Of(K). Mivel pedig f(K) zart, s € f(K).

o
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METRIKUS TEREK

Definicié. Legyen X egy halmaz. A d: X x X — IR fuggvény félmetrika X -en,
ha

D1) d(z,y) = d(z,y) = 0 = d(z, z) (z,y € X)
D2) d(z,y) +d(y, z) = d(z, z) (z,y,2 € X).
A DI1,D2 tavolsag-axiémakat teljesito X,d par félmetrikus tér.
Megjegyzés. Célszerii, bar az irodalomban kevésbé szokasos, olyan d fliggvények-

kel is dolgozni, amelyek teljesitik a D1, D2 tavolsag-axiomakat, de a 400 értéket
is felvehetik. Ezeket kiterjesztett értékid félmetrikanak nevezziik.

Megjegyzés. D1-et szimmetria-axiomanak, D2-t pedig hdromszdog-egyenlotienség-
nek (réviditve A -egyenlétlenség) nevezziik.

A A-egyenl6tlenség iteralasaval kapjuk a legrovidebb it elvét:
Lemma. Ha x1,x9,...,2, € X, akkor d(z1,z,) < Z?;ll d(xi, Tit1)-

Definicié. Az X, d félmetrikus tér metrikus tér (és ilyenkor d elnevezése metrika
vagy tdvolsag X -en), ha teljesiil a
D3) d(z,y) >0 (x#y z,y€X)

szepardltsdg-axioma.

Topolégia metrikus téren
Legyen X,d egy (tetszélegesen rogzitett) félmetrikus tér ebben az alfejezetben.
Definicié. S (z,p) :={y € X : d(z,y) < p} az x koriili p sugarti gomb,

ul? ={UcCcX: 3e>0 S9(x,¢) cU} (x € X).
Megjegyzés. S@(z,p1) N SD(z,p0) = S@D(z,min{p;,p2}), ahonnan régtén
kovetkezik, hogy X,U(¥ kornyezetrendszer.
Lemma. Az S¥(x,p) gomb nyitott (UD szerint).

Bizonyitds. Legyen y € S4 (x, p) tetszéleges. Jeldljiik 6 := d(x,y)-val az y pont
tavolsagat x-tol. Ekkor § < p, és a A -egyenletlGtlenség szerint

S (y,p—68) c S (x,p).
Ko6vetkezmény. X,UD topoldgia.

Tétel. Ha X,d metrikus tér, akkor U'YD Hausdorff topoldgia.

Bizonyitas. Legyen z,y € X ket kiilonb6z6 pont, és legyen d :=d(x,y). Mivel
d metrika, § > 0. [gy a A-egyenlétlenség szerint S (z,6/2) N SD(y,§/2) = 0.
Lemma. A d tdvolsagfiigguény folytonos.

Bizonyitas. Legyen z,y € X és € > 0 tetszOlegesen adott. Bizonyitando:
U = {(,y) : |d,y) —d(z,y)| < e} egy (z,y)-kornyezet X x X-ben (a
szorzattopolégiaban). Elegend6 latni: 36 >0 S@(z,8) x S (y,0) C U azaz

d(2",y") —d(x,y)| <e ha d(z,2'), d(y,y") <.
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Ha z,2,y,y/ € X, az 2/, z,y,y" ill. 2,2,y y utakra a legrovidebb 1t elve szerint

d(z',y") < d(z,2") +d(z,y) + d(y,y')
d(z,y) < d(z,2") +d(«",y') +d(y,y') .=
d(2",y") — d(z,y)| < d(x,2") +d(y,y') .

lgy a 6 := £/2 vélasztas megfelel.

Sorozatok

X,d egy tetszOlegesen rogzitett metrikus tér a fejezet végéig, és az U@
topologidban vett hatart, lezarast ill. belsot 0, ~ ill. © jeloli.

Definicié. Legyen N végtelenC IN és (z, : n € N) egy sorozat X-ben* |
tovabbd x € X. Az (x,, : n € N) sorozat konvergdl az x ponthoz, azaz

Zn =1 Won—o00) € da,,2) =50 W3n— o).

Ha nem félrevezeto, roviden ” x,, — x”-et irunk.
Lemma. Metrikus térben a hatdrérték egyértelmd. Azaz v, —x,y (N3 n — o)
esetén r =1y.
Bizonyitas. Az z,x,,y utakat becsiilve,
0 <d(z,y) <d(x,z,)+ d(xn,y) =0 (N3n— o).

Definicié. Metrikus térben a hatarérték jeldlése

lim,en 2y, := [.r € X : limyepn d(xy, x) = O].

Tétel. Ha X,d és X',d metrikus terek, akkor az f: X — 'Y leképezés pontosan
akkor folytonos, ha konvergens sorozatot konvergensbe visz, azaz ha

Va,r1,22,...€ X Tn — = f(z,) = f(z).

Bizonyitas. Ugy, mint IR-ben a folytonossag Cauchy- és Heine-féle definicidéinak
ekvivalenciaja.
Tétel. Ho A C X, akkor A={x € X : (a1, aq,...) A-ban a, — x}.
Bizonyitas. Tudjuk:_z =AUJA={zeX:VUE€ Uy una #0}.
Tegyiik fel, hogy x € A. Tekintsiik az

Uy, = S (z,1/n) (n=1,2,...)
gombi kornyezeteit x-nek. Mivel A N U,, # () minden n-re, vdlaszthaté olyan
(a1,as,...) sorozat, hogy a, € ANU, (n=1,2,...). Most a,, — x, mivel

d(ap,z) <1/n—0 (n — o) .
Tegyiik fel ezutén, hogy = & A. Mivel X \ A= X \ (AUJA) = (X \ A)°, fennall
X\Aecu® Tehat 3Fe>0 SD(z,e)c X\ A.

* Sorozat alatt a természetes szamok IN halmazanak egy végtelen részhalmazan
értelmezett fliggvényt értiink. A tradiciondlis jelolés azonban eltér a szokasostol.
Szigoruan véve, x, jelentése z(n) (n € N),ill. (z, : n € N) jeldli azt, hogy a
sorozat egy x : N — X tipusi fiiggvény.
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Ha (a1, as9,...) egy sorozat A-ban, akkor d(z,a,) > ¢ Vn, ahonnan d(z,a,) /4 0.

Tétel. (Bolzano—Weierstrass). Metrikus térbeli kompakt halmazban minden soro-
zatnak van konvergens részsorozata. Azaz ha A kompaktC X és (ay,as,...) eqy
sorozat A-ban, akkor 3a€ A INCNN a, - a (N>3n— o).

Bizonyitas. Eszrevétel: Egy a € X ponthoz pontosan akkor IN végtelenC IN
an—a (N3 n—00), ha barmely n-re az S¥(a,1/n) gémbi kornyezetébe a-nak
végtelen sok tagja esik az (a1, as,...) sorozatnak, azaz ha minden U a-kdrnye-
zetre az {n€IN : a,, € U} halmaz végtelen.

Tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa nem teljesiil. Az észrevételbol kovetkezik
ekkor, hogy mindegyik a € A ponthoz vélaszthato lenne U, a-kornyezet, melyre
{n: a, € U,} véges. Tekintsiik most a

G:={Ul:a€c A}
nyitott lefedését A-nak. Mivel A kompakt, 1étezik aq,...,a,, € A Ugy, hogy
Ug U...ulUyg DA.
De igy az
N={n:a,cA=U"{n: a, €U} =", (VEGES) = (VEGES)

ellentmondaésra jutunk.

Szeparabilitas

Definicié. Az X, d metrikus tér szepardbilis, ha

I{z1,z2,...} megszamlalhatéC X {zq,29,...}” =X
(itt ~ az UD-szerinti lezaras). Standard jelolés: @ := {racionalis szdmok}.
Lemma. Ha X,d szepardbilis és {x1,22,...}” = X, akkor az x € X kérili p >0
sugary gombre

S (x, p) = {5V (2,,,6) : d(zp,z)+6<p, 6€qQ}.
Bizonyitas. Legyen y € S(@(z, p) tetszbleges. Mivel d(z,y) < p, létezik olyan
raciondlis § is, melyre 0 < 6 < %[,0 —d(z,y)]. Mivel {x1,x9,...} = X, valamely
n indexre d(x,,y) < 0. Ezzel az n indexszel y € S(D(z,,4), és

d(z,z) < d(x,y) + d(y, zn) + d(zp, 2)

<d(z,y)+6+0<p (z € SD(x,,6)) .

Tétel. (Lindelof). Szepardbilis metrikus térben kivdlaszthatd olyan megszamldalhato
nyitott gombesalad, amely tagjaibol az 6sszes nyitott halmaz kirakhato.

Sét, pontosabban, ha X,d szepardbilis, {x1,x2,...}” =X és

T :={SD(x,,6): 6@ ,n=1,2,3,...},

akkor

1) VG nyitottc X 3Ty, Ts,...€ T G=U,T; ,

2) VG C {nyitottak} IH megszamldilhatecC G G =|JH.
Bizonyitas. 1) Ha G nyitott, akkor minden = € G-hez valaszthaté p, > 0 ugy,
hogy S (z, p,) C G. Igy a lemma alapjdn

Sz, p,)=U{T €T :TCSVDx,p,)} (v€G),
G={TeT:TcCG}.
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De a T gombesaldad megszamlalhato, és ezért {T € T: T C G} = {T1,T5,...}
alaku.
2) Az eléz6ek szerint altalaban is

G=U{TeT: TCG} (Geg).
Ha tehat G egy nyitott halmazcsalad, akkor
Ué=U{TeT: 3IGeG T CG}.
Mivel T megszdamlalhato, megint veheto
{TeT:3GeG TcCG}={1T,...}.
Tekintve, hogy minden ¢ € IN indexre valaszthaté G; € G ugy, hogy T; C G;,
Ué=U{re7: 3Geg TcCG}
=TUTLhUu...cGiUGyU...C|JG.

Kompaktsag és Bolzano—Weierstrass tulajdonsag

Definicié. Az X,d metrikus tér Bolzano—Weierstrass (réviden B-W) tulaj-
donsdgi, ha minden X-beli sorozatbdl kivélaszthaté konvergens részsorozat (d
szerint), azaz ha

V(z1,20,...) o€ X, NCIN Ty — X (N3n— o00).
Definicié. Az Y C X halmaz az X,d tér egy e-hdldja (a d metrika szerint), ha
d(z,y) >e>0 (x#y xz,y€eY).

Lemma. B-W tulajdonsdgi metrikus térben minden ¢ -hdlo véges.

Bizonyitas. Legyen X, d egy B-W tulajdonsagi metrikus tér. Tegyiik fel, hogy
Y e-hdal6 X, d-ben, és
Y1,Y2,... €Y, Yi 7 Yk (i # k).
A tér B-W tulajdonsdga miatt létezik olyan /' C IN és y € X, hogy
Yn — Y (N >o>n— ).

Specidlisan, 1étezik ng, hogy d(y,,y) < £/2 valahdnyszor no <n € N. Ez a tény
az

€ < dYn,Ym) < d(Yn,y) +d(y, ym) <

ellentmondésra vezet.

—l—gza (n,meN n>m>ng)

DN ™

Propozicié. A B-W tulajdonsdgi metrikus terek szeparadbilisak.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy X,d B-W tulajdonsagui. Legyen n =1,2,...-re Y,
maximalis 1/n -hélé X, d-ben. A lemma alapjan ilyenek léteznek és végesek. fgy
az Y :=J;—, Y, halmaz megszdmldlhato.

Allitas: Y = X . Bizonyités: Tegyiik fel, hogy 2 € X \ Y. Mivel X \Y nyitott
X -ben, valaszthaté € > 0 tgy, hogy S (z,¢) € X \ Y. Tekintsiink egy olyan n
indexet, amelyre 1/n < e. Az Y,, 1/n-halé maximalitdsa miatt valamelyik y € Y,
pontra d(z,y) < 1/n < €, ami ellentmond ¢ valasztdsanak.

Tétel. Metrikus térben a kompaktsdg ekvivalens a B-W tulajdonsdggal.

Bizonyitas. A mar bizonyitott Bolzano—Weierstrass tétel szerint a kompakt
metrikus terek B-W tulajdonsaguak.
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Tegyiik fel, hogy X,d B-W tulajdonsagu, és legyen G egy nyitott lefedése X -
nek (azaz G C{X -beli nyitottak} és |JG=X ). Beldtandé: I F végescG |JF=X.

Mivel X,d B-W tulajdonsagui, szeparabilis is. Lindeléf tétele szerint
kivdlaszthaté Gi,Ga,... € G ugy, hogy .-, G; = X. Allitds: Valamelyik N-
re X =Gy U...UGyN. (Vagyis F := {G1,...,G,} vétele megfelel.) Bizonyitds:
Tegytik fel az ellenkez6jét. Ekkor

Vndx, € X T € G1U...UG,.

A tér B-W tulajdonsédga alapjan

AN végtelenC IN dxz € X limpen z, = 2.
Ekkor
mzlienj\lfmieX\(Glu...UGn) n=1,2,...),

mivel barmely rogzitett n indexre z; € X \ (G1U...UG,,) (i > n) és mivel az
X\ (G1U...UG,) halmazok zartak. Csakhogy igy az

T € ﬁ[X\(Glﬁ...ﬂGn)]:@

n=1
ellentmondésra jutunk.

Kovetkezmény. Kompakt metrikus tér szeparabilis.

Teljesség

Definicié. Az (x1,z2,...) sorozat X,d-ben Cauchy sorozat, ha
Ve>0 AN Vn,m>N d(Ty, Tm) < €,
azaz ha d(x,,z,) =0 (m,n — c0).
Az (x1,12,...) sorozat X,d-ben véges it, ha Y, d(z;, x41) < 00.

Definicié. Az X, d metrikus tér teljes, ha benne a Cauchy sorozatok konvergensek,
azaz ha

Y (z1,za,...) lim,, », d(y, ) =0=3Jz € X lim,z, =x.

Példa. A Cauchy-féle konvergenciai kritérium szerint IR ellatva a d(z,y) := |z —y|
metrikdval teljes. Mivel félmetrikdk maximuma ill. dsszege (ugyanazon a halma-
zon) trividlisan félmetrika, innen kovetkezik, hogy IR™ a

N
doo (2, y) = max |z; — yi|
= (.CC:(SEl,...,.CI?N),

N
N
dl(.ilf,y) :Z’xl_Zh' y:(yla"'7yN)€R )
=1

metrikdkkal teljes.

Propozicié. (A véges utak elve). X,d pontosan akkor teljes, ha benne a véges
utak konvergensek.

Bizonyitas. =: Tegyiik fel, hogy X, d teljes, és > .2 d(z;,xi41) < co. Ekkor

m—1
A(Tp, Tm) < Z d(xi,xi11) — 0 (m>n—o0) .
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Vagyis az (x1, 22, ...) sorozat Cauchy, kévetkezésképpen konvergens.

«: Tegyiik fel, hogy a véges utak konvergensek X, d-ben, és legyen
(z1,T2,...) egy Cauchy sorozat. Most taldlhatunk egy olyan névé Ny < Ny < ...
indexsorozatot, amelyre

d(xp, ) < (m,n>N, k=1,2,...).

2k
Mivel Y77 27F=1<o00, az (zN,,ZN,,...) Ut véges X,d-ben. Tehat feltevés
szerint létezik x € X, melyre xn, — = (k — 00).

Allitds: @, — 2 (n — 00). Bizonyitds: Legyen ¢ > 0 adott. Belatando:
AN Vn > N d(z,,x) < e. Mivel az (x1,x3,...) sorozat Cauchy, rogzithetd
olyan L, hogy

A(Xp, T) < g (m,n>1L).
Mivel limg xy, = z, valaszthaté olyan K, hogy
d(zy, ) =< g (k> K) .
Legyen N := max{Ny, L}. Ha n > N, akkor
£

ﬂ%mwéd@mwm)+ﬂw%w%<%+§:5.

Tétel. Ha X,d egy metrikus tér és S teljesC X *, akkor S zartC X .
Bizonyitas. Legyen = € S tetsz6leges. Beldtandé: z € S. Mivel x € S, 1étezik

x1,%,... € S Ugy, hogy x,, — x (n — oo) Mivel a konvergens sorozatok trividlisan
Cauchy sorozatok, az S,d|S xS tér teljessége miatt z = lim z, € S.
n—oo

Megjegyzés. A teljes metrikus tereknek az elébbi tételben bemutatott tulaj-
donséagat abszolit zartsignak szokés nevezni.

Kontrakcios fixpont tétel

Definicié. Legyenek X,d, X’ d  metrikus terek, a > 0. Az f : X — X'
leképezés a-kontrakcio, ha

d'(f(x), f(y)) < e-d(z,y) (9 € X).

Lemma. Kontrakcio folytonos.
Bizonyitas. Ha f: X — X’ egy a-kontrakcid, és X -ben x,, — x, akkor
0<d'(f(zn), f(z)) < a-dlznz)—=0.

Tétel. Legyen X,d teljes metrikus tér és valamely o« < 1-re a T : X — X
leképezés a-kontrakcio. Ekkor
1) pontosan egy fixrpontja van T -nek, azaz xec X T(z) ==z,
2) akdarmelyik zo € X pontbdl kiindulva, a
T"(xg):=To---0T(xg) (n=1,2,...)
—

n
sorozat T fixpontjdhoz konvergdl.

* Vagyis az S,d|S xS metrikus tér teljes. (V.6. Részhalmaz topoldgidja alfej.)
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Bizonyitas. Legyen xy € X tetszolegesen adott, és vezessiik be az
Ty =T (x0) n=1,2,...), § :=d(zo,x1)

jeloléseket. Ekkor n-szerinti indukciéval

d(x1,22) = d(T(x0),T(x1)) < - d(zg, 1) =

ATy, Tni1) = d(T(xp—1),T(xp)) < a-d(xp_1,2,) < a0

lathaté n = 2,3, ...-ra. Vagyis

oo o 5
;d(xn_l,xn) < T;a"_l(S =14 <00 .
Tehat az x1, s, ... sorozat egy véges ut X, d-ben, és igy konvergens, mondjuk
Tn — x (n — 00). Mivel a T kontrakci6 folytonos,
Tpe1 =T (zp)
Lo (n— 00) .

Azt kell még beldtnunk, hogy T-nek nem lehet két kiilonbozé fixpontja. Tegytik
fel, hogy T'(x) =z és T'(y) = y. Ekkor

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y) ,
azaz (1 — a)d(z,y) < 0. Innen o« < 1 miatt d(x,y) <0, és igy = =y kiovetkezik.

Atméro, korlatossag

Definicié. Egy X, d metrikus térbeli A C X halmaz dtmérdje

diam (A) := sup{d(z,y) : =,y € A}
ha A # 0, és diam (0) := 0. Az A C X halmaz korldtos (a d metrikdban), ha
belefoglalhaté egy d-gombbe, azaz ha 3z € X, pc IRy A C S@D(z, p).

Lemma. A korldatos halmazok a véges datmérdjiek.

Bizonyitas. Ha A C S (x,p), akkor diam (A4) < diam (S(d)(:z:,p)) < 2p. Ha
pedig diam (A) < oo és A # (), akkor véve egy tetszileges © € A pontot, A C
S (z, diam (A)).

Tétel. A kompakt halmazok (metrikus térben) korldtosak, sét wvan bennik
legtdvolabbt pontpdr is.

Bizonyitas. Legyen K egy kompakt halmaz az X,d metrikus térben. Tudjuk,
hogy az (z,y) — d(x,y) folytonos K x K — IR leképezés. Masrészt most a K x K
tér (az U xUD topolégidval) szintén kompakt. Ezért taldlhaté (zq,y0) € KX K,
melyre

d(xo,y0) = max{d(z,y) : (z,y) € K x K} = diam (K) .

Definicié. Egy metrikus térbe képez§ f fliggvény korldtos, ha ran(f) (az
értékkészlete) korlatos.
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Kovetkezmény. Kompakt topoldgidt metrikus térbe folytonosan leképezd fiigg-
vény korldtos. Sét, ha K,U kompakt topologia, X,d metrikus tér és f,g: K — X
folytonos figgvények, akkor

Jazoe K d(f(w0),9(w0)) = max{d(f(z),g(z)) : =€ K}.

Egyenletes folytonossag

Emlékeztetd. Az X,d és X', d' metrikus terek kozt haté f fiiggvény folytonos,
ha minden x € X pontban folytonos, azaz ha
VeeX Ve>03(e,z)>0VyeX d(z,y) <i(e,x) = d(f(z), f(y)) <e.

Definicié. Az X,d és X', d metrikus terek kozt haté f fliggvény egyenletesen
folytonos, ha az el6bbinél a §(e, x) hatér az = pontoktdl fiiggetleniil is vélaszthato,
azaz ha

Ve >030(e) >0Ve,y € X d(z,y) <d(e) = d'(f(x), f(y) <e.

Lemma. Az f fiigguény egyenletesen folytonos pontosan akkor, ha

li di A) =0
diaml(rxil)—m lam(f( )) ’

azaz ha Ve>036>0VAC X diam(A) <= diam(f(A)) <e.

Bizonyitas. Definicio szerint az f fiiggvény pontosan akkor egyenletesen
folytonos, ha Ve >0 3d6(e) >0 Va,ye X d(x,y) < d(e) = d'(f(z), f(y)) < e.
Most diam (f(A)) < e valahdnyszor diam (A) < J(e).

Tétel. Kompakt metrikus tér folytonos leképezése metrikus térbe egyenletesen
folytonos.
Bizonyitas. Legyenek X, d ill. X' d’ metrikus terek, f : X — X'. Tegyiik fel,
hogy X,d kompakt és f folytonos. Legyen £ > 0 tetszdlegesen adott. Mivel a d’
tavolsagfiiggvény folytonos,

Fe:={(z,y)+ d'(f(z), f(y)) = e} zdrt C X x X
a kompakt (U®)2  topolégidban. Igy F. kompaktC X x X. A folytonos d
fiiggvény felveszi a §(e) minimumét F.-on. Mondjuk legyen d(z.,y.) = d(¢).
Mivel d(F.) > e > 0, csak x. # y. és igy d(¢) > 0 lehet. Ha x,y € X és
d(xz,y) < d(e), akkor a d(¢) = mind(F.) reldcié szerint (z,y) # F.. Vagyis az F.
alakzat definicidja alapjan d(f(x), f(y)) < e valahdnyszor d(z,y) < 6(e).

Egyenletes konvergencia

Emlékeztets. Ha S egy halmaz és X, d metrikus tér, akkor az fi, fo,...: 5 —
X fliggvények pontonként konvergalnak az f : S — X fiiggvényhez (jelolésben
fn = [), ha

VseSVe>03dN(e,s) Vn>N(g,s) d(fn(s), f(s)) <e.

Definicié. Legyenek S egy halmaz, X, d egy metrikus tér és f, f1, fa,...: 9 = X
fiiggvények. Az (f, : n =1,2,...) fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f
fliggvényhez, ha

Ve>0 dN(e) Yn>N(e) Vse S d(fn(s), f(s)) <e.
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Jelolés: f, =% f (n — o00), vagy csak roviden f, =X f. (Annak, hogy milyen
metrika szerint, a kontextusbodl kell kideriilnie. Természetes mdédon kiterjeszthetjiik
a definiciét részsorozatokra is. Ilyenkor f, =% f (N >n— o00) tipusi a célszerii
jelolés.) Bevezetjiik a

d°(f,9) = sup{d(f(s),9(s)): s€ S} , d7(f,9):=min{d(f,g),1}
tavolsagokat az f,g: S — X fiiggvények kozott.
Tétel. Az egyenletes konvergencia metrizdalhato. Nevezetesen, ha S eqy halmaz

és X,d egqy metrikus tér, akkor az F := {S — X fiiggvények} téren d° ill. d
kiterjesztett értékd ill. valodi metrikdk, és F -ben a d tdvolsg szerint

3 e d(faf)—=0 & & (fu f)—0.

Bizonyitas. A d tavolsagfiiggvény szimmetridjabdl azonnal kovetkezik d° ill. d?
szimmetridja. Ha f # g F-ben, akkor valamely s € S pontndl f(s) # g(s),
ahonnan d°(f,g) > d2(f,g) > min{1,d(f(s),g(s))} > 0. A A-egyenlStlenség d°-
ill. d?-re a kdvetkezéképpen bizonyithaté: Legyenek f,g,h € F. Most tetszéleges
s € S-re a d, := min{l,d} jeloléssel

d(f(s),h(s)) < d(f(s), g(s)) +d(g(s), h(s)) < d°(f,9) +d°(g,h) ,
d.(f(3):h(3)) < du(f(5), 9(5)) + d(g(s5), h(s)) < d2(f,9) +d2 (9, h) ,
és itt a bal oldalak sup,cg-e d°(f,h) ill. d2(f, h). Tehdt a d° és d? fiiggvények

metrikék. Az f,, = f reldci6 ekvivalencidja sup,cg d(fn(s), f(s)) — 0-val azonnal
adodik. Masrészt d°(fn, f) = 0 < d(fn, f) = min{1,d*(f., f)} — 0.

Teljesség és egyenletes konvergencia

Tétel. Ha X,d teljes metrikus tér és S egy halmaz, akkor az F :={S —
X fiiggvények} tér elldtva a dS (vagy a kiterjesztett értéki d° ) metrikdval teljes
metrikus tér.

Bizonyitas. Legyen fi, fo,... egy véges Gt F-ben. Azaz > o7 d*(fn, fat1) <
oo. Ekkor

st(fn( f”+1 Z fnafn+1 < 0 (SGS) .
n=1

= n
Vagyis minden s € S mellett az fi (S),fg(S), ... ut X-ben véges (a d metrika
szerint). Igy az

fla):= m fu(s)  (s€ )

fliggvény jol-definidlt az X, d tér teljessége miatt. A tavolsagfiiggvény folytonos-
saga kovetkeztében

Afn(s), J(3) = Jim_d(fx(s), Far(s))

M—-1

< ]\/}linoo d(fn( fn-|-1 Z d fn fn—i—l(s))

Szds<fnafn+l) (865 N:1727)
N
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Véve a bal oldal sup-at S-en,

A (fr. ) <Y d%(fa frs1) 20 (N = 00)
N

azaz fn = f (N — 00).

Folytonossag és egyenletes konvergencia

Definicié. Legyen S,U topologikus tér, X,d metrikus tér. Standard jelolés:
C(S,X):={S — X folytonos fiiggvények} .

A C(S, X) fiiggvénytér természetes metrikdja az egyenletes konvergenciét leiré d”

kiterjesztett értéki tavolsdg. Az X = IR specidlis esetben (a d(z,y) := |z — y|

metrikaval) szokdsos csak C(S)-et irni C(S,IR) helyett.

Tétel. Folytonos fiigguények egyenletes limese folytonos. Ha S,U topologia, X,d
metrikus tér, az fi, fa,...: S — X fiuggvények folytonosak eqy s € S pontban és
fn 2 f (azaz d%(fn, f) = 0), akkor az f limesfiigguény is folytonos s-nél.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszolegesen adott. Ekkor taldlhaté N index, melyre

€
d(fn: ) = supd(fx(t), f() < 3 -
tes
Az fy figgvény s-beli folytonossaga miatt létezik U € U; kornyezet ugy, hogy

diam (fx(0)) < 5 -
Most t € U esetén

d(f(t), f(s)) < d(f(t), In (@) +d(fn (1), [ (s)) + d(fn(s), £(s))

< d%(fw, ) + diam (fn (U)) + d°(fn. f)

8+8+6_€
3 3 3

Kovetkezmény. Ha X,d teljes metrikus tér és K,U kompakt topolégia, akkor
C(K,X),d" teljes metrikus tér.
&
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TOPOLOGIKUS ES NORMALT VEKTORTEREK

Altaldban is, egy algebrai strukturat topologikusnak neveziink, ha el van latva
egy olyan topoldgiaval, amelyre nézve a miiveletei folytonosak.

Linearis topologiak

Definicié. Legyen V egy (valds) vektortér és V egy topolégia V-n. V linedris
topoldgia (V' felett), ha a

(Ul,vg) — V1 + U2

(A,v) = v (A e R)
miiveletek folytonos V x V — V ill. R x V — V leképezések. Tehat a topologikus
vektorterek a linearis topologiaval ellatott vektorterek.

Tétel. A linedaris topologiat meghatdrozzdik a 0-kérnyezetei. Ha V.,V topologikus
vektortér, akkor

D Ve=a+Vo={a+U: Ue€eVy} (aeV),

2) A=Nyeyp(A+U) az ACV alakzatok V-lezdrdsdra.
Bizonyitas. 1) Legyen a € V. A T, : x — x + a eltolas folytonosan invertdlhaté
leképezése V -nek énmagara (T, 1 =T_,). fgy kornyezetet kornyezetbe visz, azaz
UeVweT,(U)eV,.

2) Definici6 szerint a € A akkor és csak akkor, ha YU € V, UNA # (), ami
1) alapjan azt jelenti, hogy minden U € V, kornyezetre (a + U) N A # (), azaz
a € A—U. Tehiat A = Nuey,(A—=U). Mivel az M_;: z— —x szorzés folytonos
és idempotens, —U eV, < Ue)).

Lemma. Topologikus vektortérben az origd lezdrtja egy altér, és minden 0-kor-
nyezet tartalmaz W + {0} alakd 0-kérnyezetet.
Bizonyitas. Legyen V.V topologikus vektortér és

L:={0}= (] U.

UeVy

Lévén folytonos miiveletek, az Osszeadas és a konstanssal valé szorzasok nem
vezetnek ki a {0} halmaz lezartjabol, L-b6l (hiszen 0+0 = 0 és IR-0 = 0).
Vagyis L altere a V vektortérnek. Masrészt az Osszeadds folytonossaga alapjan
YUeVy3ZWeVy, Z4+WCU, ésigy VUV, IWeVy L+WCU.

Kovetkezmény. Ha a V)V topologikus vektortér pontjai topoldgiailag megkiulonboz-
tetheték, akkor a tér Hausdorff. Azaz, ha Vo #Vy, (a#b, a,be V), akkor V|V
Hausdorff tér.

Bizonyitas. Ha az L := {0} altér nem-trivialis (azaz L # {0}), akkor

Ve ={UCV: 3IWeVy a+W+LCU}
={UcCV:3IWeV, W+ LCU} =)V, (rel).
Tehat az L-beli pontok topoldgiailag megkiilonboztetlenek.

Ha L = {0} és a#b V-ben, akkor a — b ¢ L, és igy valamely U € V)
kornyezetre a —b ¢ U . Mivel a kivonas is folytonos V x V — V operacio, talalhaté
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W,Z € Vo, hogy W—Z CU.Most a—b ¢ W —Z, ahonnan (a+2Z)N(b+W) = 0.
Tehat a-nak és b-nek vannak diszjunkt kornyezetei. Azaz ilyenkor a V)V tér
Hausdorft.

Véges dimenzios vektortér topologiaja

Tétel. Legyen V' egy véges dimenzids vektortér. Ekkor
1) pontosan egy linedris Hausdorff topoldgia létezik V -n,
2) ha {e1,...,en} bazis CV és V linedris Hausdorff topolégia V -n, akkor

V,={UcV: 3e>0 {a+XN &ei: |, || <} U}  (aeV).

Bizonyitds. Eszrevétel: 2) = 1) [mert ilyen V topoldgia megfelel? is].
2) Legyen V egy lineédris Hausdorff topolégia V -n. Legyenek a € V és U € V,
tetszolegesen adottak. Tekintsiik a
T: (&1, 6n) = a+ 0 Gies
leképezést. Mivel V linedris, T (IR" — V)-folytonos. Ezért, minthogy a = T'(0),
T-1(U) 0-kérny IR"-ben. Vagyis taldlhaté € > 0, melyre
{0 8n) s &l Gl <eb cT7HU) .

Innen
<*) {T(§17~~7£n): |§1|7'~'7|€n|<6}CU'

Forditva: Tegyiik fel, hogy a € V., U C V és az imént hasznalt T' leképezéssel
(%) teljesiil. Belatandé: U €V, .

Mivel K := {(51, o &n) o maxl €] = 5} kompakt C IR"™, ennek
a folytonos T(K) képe kompakt V-ben (a V topoldgia szerint). Feltevés sz-
erint V Hausdorff-féle, igy T(K) zért, azaz a V \ T(K) alakzat nyitott. Mivel
a € V\T(K), fenndll V\T(K) € V,. A (\v) — a+ v leképezés folytonossiga
miatt taldlhaté 0 > 0 és Z € Vy, ugy hogy

a+(=0,0)Z CV\T(K) .

Eszrevétel: Osszefiiggdségi okokbol

a+ (_675)2 - {T<§177€n> : |£1|77|§n’ < E} :

[Bizonyitds: Ha az ellenkezdje, azaz
3z2€Z,0€(=0,0)  at+8zg{T(,....&) [l || <&}
volna, akkor valamely (&f,...,&)) € R"-re
a+0'z=T(,....&)  maxlg]>e

lenne, és az
/

€
max; |§;‘
ellentmondaésra jutndnk.] Mivel a V topolégia linearis, a+(—d,0)Z € V, , ahonnan
{T(&r,. . &) &l l€nl <1} €V, ésigy U € V.
Kovetkezmény. Ha V.,V Hausdorff topologikus vektortér, {e1,...,enx} eqy bazis

V -ben, akkor a (&1,...,&N) +— Zﬁl &xer folytonos és folytonosan invertdlhato
RY < V leképezés.

a+ 2e€T(K), a+(-6,0)z

23



Kovetkezmény. Véges dimenzios Hausdorff topologikus vektortér linedris leképe-
zései topologikus vektorterekbe folytonosak.

Bizonyitas. Legyen Vi,V Hausdorff topologikus vektortér, N := dim(V;) < oo
és f: V1 — Vo egy linearis leképezés egy Vs, Vs topologikus vektortérbe. Az el6z6
kovetkezmény szerint az altaldnosség megszoritdsa nélkiil vehetd V; = RY (a
természetes topologidjaval). Ugyanakkor

N
f&,. o €n) =) &up ahol v = f(0,...,0,1,0,...,0) (k=1,...,N),
k=1 k

ami az Osszeadasok és szorzasok folytonossaga kovetekeztében folytonos.

Definicié. Egy véges dimenzids vektortéren értelmezhetd egyediili linedris Haus-
dorff topolégiat a tér természetes topoldgiajanak nevezziik. A kovetkezdkben a
véges dimenzi6s vektortereket (hacsak kimondottan mésképpen nem rendelkeziink)
automatikusan a természetes topologiajukkal ellatott topologikus vektortereknek
tekintjuk.

Norma, félnorma
Kérdés: Melyek a vektortérbeli miiveletekkel kompatibilis metrikak?

Definicié. Legyen V' egy vektortér. A v: V — IR fiiggvény félnorma V -n, ha
N1) v(Av) =|\-v(v) >0 AeR, veV)
N2) v(vi +v2) < v(vy) + v(ve) (v +vpeV)
A v félnorma norma, ha
N3) v(v) #0 (v#0).
Az N1 norma-axioméaban megadott tulajdonsagot a v fliggvény homogenitdisanak,
az N2 axioma tartalmat A -egyenlétlenségnek nevezziik, N3 a norma definitdsa.

Propozicié. Legyen V' egy vektortér. Egy d metrika V -n kompatibilis a vektor-
tér-miveletekkel, azaz
d(x+a, y+a) =d(xz,y) , dAx, \y) = |\|-d(z,y) (r,y,acV AelR),
ha létezik v norma, melyre
dz,y) =v(z—-y) (z,yeV).
Bizonyitas. Ha v norma és d(z,y) :==v(x —y) (z,y € V), akkor

dx+a,y+a)=v((z+a)—(y+a)=v(z—-y)=dzvy),
d(Az, \y) = v(Ar — Ay) = v(Mz —y)) = [M-v(z —y) = [N-d(x,y).

Verifikdljuk a tavolsdg-axiomakat:

D1) d(y,z) = v(y—z) = v((-D)(@-y)) =|-1p(z—y) = v(z—y) = d(z,y) > 0.
D2) d(a,y)+d(y. 2) = via—y)+vly—2) > v((w—y)+(y—2)) = vie—2) = d(z, ).
D3) @ £y, = d(z,y) = v(z — y) £0.

Forditva: Ha d kompatibilis a vektortér-miiveletekkel, akkor a v(z) := d(z,0)

funkciondl norma a V' vektortéren, amint az kozvetlenil adédik a tavolsidg-axio-
makbol.
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Definicié. Egy V,v normdlt térhez (azaz normaval ellatott vektortérhez) mindig
tarsitjuk a a d(z,y) = v(zr —y) (z,y € V) v-tdvolsdgot és az eszerinti v-
topologudt.

A tavolsagfiggvény folytonossdgdabdl azonnal adédik az alabbi.
Ko6vetkezmény. A norma a természetes topologidjaban folytonos.

Megjegyzés. Szemléletesen, a norma a vektorok hosszat jelenti. Masrészt a norma
az IR-beli abszolit értékkel analég szerepet jatszik. Szokésos jelolése ezért az | |-
hez hasonlé || || zaréjelezés (kiilonboz6 indexekkel; pl. vq(v) helyett ||[v]1)-

Lemma. Norma szerinti topoldgia linedris.

Bizonyitas. Mivel a normabdl szarmaztatott metrika eltolds-invarians és ho-
mogén, az 0sszes T, : © — x+a, M)y : x — Az eltolasok ill. szorzdsok folytonosak a
norma topolégidjaban. A A-egyenlétlenség szerint az 6sszeadas folytonos a 0-nal.
Innen az eltolasok folytonossiga miatt az Osszeadas mindeniitt valé folytonossiga
is kovetkezik.

Folytonos linearis leképezés normaja

Tétel. Legyenek Vi,vy ill. Vo, vs normalt vektorterek és A: Vi — Vo eqgy linedris
leképezés. Ekkor a kéovetkezo dllitdsok ekvivalensek.

1) A folytonos (a vy - ill. vy-szerinti topoldgiak kézott),

2) Ja>0 w(dzr) <awvi(z) (zeW)

3) Ja>0 A a-kontrakcio.
Bizonyitas. Jeldlje dj a vy -szerinti tavolsdgot (k =1,2).

1) = 2): Tegyiik fel, hogy 2) nem &ll. Ekkor

Vn3iz,eVy vo(Axy) > n-vi(xy,) .

Tekintsiik az 1

W= o)

sorozatot. Vegyiik észre, hogy

- T, (n=1,2,...)

1
V1 (Yn) = mﬁ@n) =

Sl-

Vagyis d1(yn,0) — 0. Ugyanakkor

vs(Ayn) = v (%)Azz:n> _ myz(mn)

azaz da(yn,0) /4 0. Tehat ilyenkor A nem lehet folytonos 0-nal.
2) = 3): Feltevés szerint minden z,y € Vj-re

2)
do(Azx, Ay) = vo(Ax — Ay) = 1a(A(z —y))<a-ni(z —y) = a-di(z,y) .
3) = 1) Trividlis (kontrakcié mindig egyenletesen folytonos).
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Definicié. A V1,V ill. V5, Vs topologikus vektortereknél

LV, V,) = {folyt. lin. Vi = V5 leképezések} )
Szokasos rovidités: L£(V;) := L£(V1,V1). A konvencionalis jel6lés nem utal a vett
topologidkra — ezeknek a kontextusbdl egyértelmiien ki kell deriilniok.

Ha Vi,1vq ill. V5,15 normalt vektorterek, a folytonos linearis operatorokra a
kovetkez& (v1— v2)-normdt alkalmazzuk

V(A) = inf{oz >0: I/Q(ALC) < Ck'Vl(.CI?) (.%’ € Vl)} (A € E(Vl, VQ)) .

Tétel. 1) Az imént definidlt v funkciondl norma L(V1,Va) folott.
2) v(A)= sup ry(Ax) (Ae L1, Va)).

vi(z)=1

Bizonyitas. Eszrevétel: v(A) = min{a > 0: vp(Az) < a-ny(z) (z e Vi)}.
Bizonyitas: Ha vo(Ax)<awvi(x) (z€Vh) és B>, akkor vo(Ax)<pv(z) (xeV).
Innen

{a>0: vy(Az) <avi(z) (zeVy)}= [(V(A),OO) vagy [v(A),o0)

Specialisan
vo(Azx) < v(A)v (z) (xe V).
2) bizonyitasa:

v(A) = min{a >0: vy(Azx) < a-vi(z) (JCEVl)} =

= min{a >0: vy (A(

sup_def

=min{a>0: 1n(dy) <a (yeW, ny)=1)}
=sup{(Ay): y e Vi, 1i(y) =1} .

1) bizonyitasa:

VM) = sip m(My) = sup [Noa(Ay) = Aw(4)

vi(y)=1 vi(y)=1

A —egyenl.

WA+ B) = swp u((A+B) " sup [a(dy) +m(By)

v1(y)=1 S—— v1(y)=1

Ay+By
< sup v(Ay)+ sup we(By)=v(A4)+v(B).
vi(y)=1 v1(y)=1

IN

Normak ekvivalenciaja

Definicié. Egy V' vektortéren két norma ekvivalens, ha ugyanazt a topoldgiat
definialjak.

Tétel. Legyenek vy és vo mormdk ugyanazon a V' wvektortéren. Ekkor
1) v1 ekvivalens vo-vel < 2) Im,M >0 my; <y < My .

Bizonyitas. 1) = 2): Az S = {z : w(z) < 1} gomb 0-kdrnyezet v
topolégidjaban. Az 1) feltevés szerint S 0-kornyezet vy topoldgidjaban is. Ezért
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létezik £1 > 0, melyre {x : v1(z) <e;} CS.Hav eV, akkor az u := vy (x) tev
vektor vy -norméja = e, és igy u € S azaz vo(u) < 1. Tehat

]/16(1’0) VQ(’U) = 1/2(1/15(1,0) U) S 1 (’U & V)
1
125} S —U .
€1

Ugyanigy 11 < (1/e2)ve valamely e9>0-val. Most az m:=es, M::sl_1 valasztas
megfelel.
2) = 1): Jelolje dj, a vg-szerinti tdvolsagot (k = 1,2). Ha 2) &ll, akkor

di(xp,z) > 0 = dao(zn,x) =0

minden x,x1, o, ... sorozatra V -ben. Ez azt jelenti, hogy az idy : v — v leképezés
folytonos a v topoldgidjabdl a vo-ébe és viszont. Vagyis a két topologia egybeesik.

Kovetkezmény. Véges dimenzios vektortéren bdrmely két vi,vs norma esetén
mvy < vg < My valamilyen (v1,v2-tdl fiiggé) m, M >0 konstanspdrral.

Bizonyitas. A normdak topoldgidja linedris Hausdorff topoldgia. Ilyen azonban
pontosan csak egyféle van véges dimenzios vektortéren. Igy véges dimenzids vek-
tortéren barmely két norma ekvivalens.

Megjegyzés. IR” -en a leggyakrabban hasznalt normdak

N
lzlly =) fal
k=1

Kérdés: Mi emeli ki a tobbi koziil a || || euklideszi normét (vagy inkdbb a skaldr-
szorzatbol szdrmazé normékat) a tobbiek koziil? Bizonyitas nélkiil egy mélyebb ok:
a mazimdlis szimmetridjuk. Nevezetesen, ha v egy norma IR -en és nincs olyan
v/ norma, amelyikre {L € LORY): volL = V};{L eLRYN): VoL = V'),

akkor v egy skaldrszorzatbdl szdrmazé (v(z) = (z,z)/? alakd) norma.

Konvexitas, Hahn—Banach tétel

Definicié. Egy V vektortérben egy K alakzat konverz, ha
ar+ Py € K (, >0, a+p=1, z,y € K).

Egy f: K — IR fiiggvény konvex, ha a K értelmezési tartomanya egy vektortér
konvex részhalmaza és

flax + By) <af(@)+Bf(y) (20, a+B=1, z,y€K).
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Lemma. Legyen V wektortér, p : V — 1R egy konvex fiigguény, L pedig V -nek
eqy altere. Tegyiik fel, hogy ¢ : L—1R egy linedris funkcional, amelyre ¢ < p|L,
és e egy L-en kivili vektor V -ben. Ekkor létezik ¢-nek olyan 5 kiterjesztése az
L:= L+ R-e altérre, amelyre tovabbra is ¢ < p|L.

Bizonyitas. Mivel az L altér elemei egyértelmiien irhaték ae+v (o € R, v € L)

alakba, mindegyik A € IR szamhoz van pontosan egy olyan ¢, : L — IR lineéris
kiterjesztése ¢-nek, amelyikre ¢)(e) = A. Nevezetesen

dr: ae+ v al+ o(v) (aeR,veV).
Kérdés: 47X ¢ < p. Vegyiik észre, hogy ¢, < p jelentése

aX+ ¢(v) < p(ae +v) (aeR, veL)
{ A <atp(ae+v) — ¢(v)] (a > 0)
=A< ol p(—lale +v) — ()] (a<0)

1 ) 1
sup — [¢(v1) — p(—are +v1)] <A< inf — [p(ase +v1) — ¢(v2)] -
jjllgf a1 322;4 @2

A valds szamok Dedekind axiémaja szerint ilyen A € IR pontosan akkor létezik,
ha minden aq,as > 0 és wvq,v9 € L-re

1 1

— [p(v1) — p(—are +v1)] < —[plage + v1) — ¢(v2)]

a1 2

ailgb(vl) + O%qb(vg) < ailp(m —oe) + aizp(w + age) : ﬁ
P(Brv1 + Pava) < Prp(vr — are) + Bap(va + aze) ahol By 1= %

Az utolsé allitas azonban kovetkezik a p fiiggvény konvexitasabol: Mivel 1+ By =
1és apBe = (1/ag + 1/ag)™ 1,

P(Brv1 + Bava) < p(Brvr + Bava) = p(B1(vi — cve) + Ba(va + aze))
< Bip(v1 — aze) + Bap(ve + aze) ,

ami bizonyitja a lemmat.

Tétel. (Hahn-Banach). Ha V' egy vektortér, p : V. — IR egy konvez figguény,
Vo altere V -nek és ¢o : Vo — IR eqy linedris funkciondl, melyre ¢o < p, akkor
@0 -nak létezik linedris p alatt marado kiterjesztése az egész 'V -re.
Bizonyitas. Csak a véges dimenzids esetre végezziik el. (Az dltalanos bizonyitas
ennek egy transzfinit valtozata).

Legyen dim(V) = dim(Vp) + N < oo. Ekkor taldlhaté olyan {e1,...,en}
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, amellyel

V=W+Re +---+Ren .
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Legyen
Lp=Vo+Y Re; (k=0,...,N).

i<k

Mivel Lgi1 = Li + Regy1 = ivk (k =0,...,N — 1), a lemma segitségével

egymas utan konstrualhatunk ¢ := %, ce, ON = qﬁ/N\_/l linearis kiterjesztéseit
a ¢o funkciondlnak az Lq,..., Ly alterekre, amelyek p alatt maradnak. Most a

¢ = ¢ valasztas megfelel.

Kovetkezmény. Ha V.|| || normdlt vektortér és veV , akkor olyan ¢€L(V,IR)
linedris funkciondl, amelyre ||¢|| =1 és ¢(v) = ||v||.

Bizonyitas. A norma konvex fliggvény. fgy a Vy :=IRv altéren a

G0 2 Av = Ay
linearis funkcionélra és a p := || || fliggvényre alkalmazhaté a Hahn-Banach tétel.
A kapott ¢ kiterjesztés megfelel.
o
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TOBBVALTOZOS DIFFERENCIALAS

Emlékezteto. Egy f : IR— IR fiiggvény az = € IR helyen differencidlhatéd és
derivéltja itt f’(x) = a, ha létezik olyan w : R — IR fiiggvény, amely a 0-nél
folytonos és

flx+h) = f(x)+ah+w(h)|h|, w(0)=0 (heR).

Differenciahatosag

Propozicié. Tegyiik fel, hogy Vi, Ve wvektorterek, dimVj < co és vy, v, normdk
Vi-n (k= 1,2). Ekkor a Cioy(V1) := {w(: Vi = R) : w folyt. 0-ndl, w(0) = 0}
jeloléssel
{9(: Vi = V2): Jw € C(o)(V1) r2(g(h)) < vi(h)-w(h) (he€V1)}
={9(: Vi = Va): 36 € Cip)(V1) ta(g(h)) < tr(h)-w(h) (heVi)}.

Bizonyitas. C: Tegyiik fel, hogy ¢ az elso fiiggvénycsaladba tartozik, azaz
va(g) <wvp-w. Mivel a Vi, V5 terek véges dimenzidsak,

EIm,M>0 mVlgﬁlngjl, mVQSi)QSMVQ

1
Ua(g) < Mvo(g) <M vy - w<M-—0i-w.
m
Vagyis az @ := (M /m)w valsztasndl 05(g) < v1-w. Tehdt g a masodik fiiggvény-
csalddba is beletartozik.
A forditott D tartalmazds bizonyitdasa analég médon torténik.

Definicié. Legyenek Vi, V, vektorterek, dimVy < co (k= 1,2). A 0-nél elsd
rendben eltind Vi— Vs, fiiggvények osztilya

o(V1, Vo) := {g(: Vi — V3): Vv Vi-norma, vy Vo-norma Jw:V; - R

w folytonos 0-nal, w(0) =0, va(g) < wul} .

A Propozici6 szerint itt az elsé V kvantor helyett 3 is veheto.
Elnevezés: o(Vy, V) neve kis ordé Vi — Va. Tagjait réviden 0-sima fiigg-
vényeknek is mondjuk.

Megjegyzés. f : IR — IR differencidlhaté x-nél < da € IR [h — f(z+h)—
(f(z) + ah)] € o(R,R). Eszrevétel: A h — a-h leképezés linedris R — IR.
Definicié. Legyenek Vi, Vo véges dimenzids vektorterek. Az f : Vi3 — Vs fliggvény
differencidlhato x-nél, ha

€ LOAVS) (b flz+h) — (f(z) + AR)] € o(V4, V).
Megjegyzés. A jelolések egyszertisitése végett ebben a fejezetben az egész
téren értelmezett fliggvényekrdl fogunk beszélni. Ha egy fiiggvény csak a tér egy

részhalmazan van értelmezve, tekintsiik helyette pl. a tobbi helyeken 0-val valé
kiterjesztettjét. Ha az eredetileg vett fiiggvény egy pont egy egész kornyezetében
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definialva volt, a kiterjesztés nem befolyasolja az ottani differencidlhatésagi tula-
jdonsédgait. Azaz a differencidlhatosdg lokdlis tulajdonsag (akar a folytonossag).

A tovabbiakban V, Vi, Vs tetszOlegesen rogzitett véges dimenzids vektorterek.
Rajtuk a félreértés veszélye nélkiil || ||-val jeloliink egy-egy (tetszélegesen rogzitett)
normat.

Tétel. A differencidlhatosig maga utan vonja a folytonossdagot.

Bizonyitas. Ha f : Vi — V; differencidlhaté z-nél, akkor alkalmas f; € o(Vq, V)
figgvény és A € L(V1,V;) mellett

fE)=fl@)+ Az —2)+ [z —2| - filz—=2)  (2€W).
Tudjuk: a norma folytonos, a 0-sima fliggvények a 0 helyen trividlisan folytonosak

és a linearis leképezések véges dimenzios vektorterek kozt mind folytonosak. fgy a
fenti eloallitas szerint f folytonos a z helyen.

Propozicié. Ha f: Vi — Vo, A1, Ay € L(V1,V3) és

(W fle+h) = (f(@)+ AD)] € o(Vi, Vo) (i=1,2),
akkor A1 = As.

Bizonyitas. Bszrevétel: Ha 91,92 € o(V1,Va) és aq, s € IR, akkor ayg1 +asgs €
o(V1,V2). Ha tehdt g; : h — f(z+h) — (f(x) + A;h) (i =1,2), akkor
A1 — Ay =g1 — g2 € 0o(V1, V) .
Vagyis véve egy tetszéleges || | normakat Vj-en ill. V5-n, taldlhaté olyan a 0-nal
folytonos w fliggvény, melyre w(0) =0 és
(A1 = A2)h[| w(h)[|R]|  (he V1) .
Legyen h # 0 rogzitett tetszolegesen. Ekkor

1(A1 = A2)(AR)[| < w(AR)[[AR]| VAER
Al [(Ar = A2)h[| < w(AR)[A]-[[A]
[(Ar — A2)h|l < w(AR)|[A] =0 (A1 0)
(A1 — Az)h|| =0 (heVi), = A1 —A2=0.

Definicié. f: V) — Vo derivdltja x-nél
f@) = |A € LOAVR) s [ fa+h) = flw) — AR] € o(Vi, V2)] .
Az el6z6 propozicié biztositja a derivalt unicitasat.
Tétel. 1) Ha fy, differencidlhaté x-nél (k =1,2), akkor
(a1 f1 + azf2) () = a1 fi(z) + o f5(x) (a1,00 € R).
2) Ha g differencidlhaté x-nél és f differencidlhato g(x)-nél, akkor
(fog)(z)=f(y(x))- g (x).
Bizonyitas. 1) Trividlis. 2) Legyen
B:=¢'(z), A:=f'(g(x)) ahol g:Vi=>Va, f:Vo—>V;
(véges dimenzids vektorterek kozott). Ekkor taldlhaték g1 : Vi— Vo, f1: Vo= V3
fiiggvények, amelyekkel
g(x+h) =g(x) + Bh+|h]-g1(h)  g1(h) =0 (h—0)
flg(x) + k) = f(z) + Ak + [[k]| - f1(k)  fi(k) = 0 (k—0) .
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Most a k(h) := g(x + h) — g(x) = Bh + ||h||g1(h) helyettesitéssel

flo(z +h)) = f(g(x) + k(h) = f(g(x)) + Ak(h) + |k(h)| - £ (k(h))
— £(9(x) + A[Bh+ |l - gs ()] + | Bh+ [Blgs (W) - £1 (k(R)
— £(9()) + ABh + ||| -[g: (k) + | Bﬁ Lo (W) - £ (k)]
4 —— 2
0 <|[Bl o 0

mivel a g fliggvény x-beli folytonossiaga miatt k(h) — 0 (h — 0).

Irany szerinti derivalt

Definicié. Legyen f:V; — Vo (két véges dimenzids vektortér kozott), és z,v €
Vi. Az f fuggvény derivdltja v irdnydban x-nél

1
P — T — _
fila) = Tim L[ fa+70) — f(@)]
T#0
Lemma. f{, =\f, (AeR).
Bizonyitas. A A = 0 eset trividlis. Ha A # 0, akkor

Jim 2 [fa e+ dr) = f(@)] = A Jim = [F@ o+ Aro) - £(2)]

— lim L[f(z+ 00) - f()]

0#£0—0 0

abban az értelemben, hogy az 6sszes limesek egyszerre 1éteznek.

Megjegyzés. Az f: IR — IR esetben f hagyomanyos derivaltja f(’l).
Vektortérben nincs olyan kitiintetett elem, mint az 1.
Az f! derivalt fiiggetlen a norméak vélasztasatol.

Propozicié. Ha f: Vi — Vi differencidlhato x-nél, akkor
fol) = f'(x)v (veh).
Bizonyitas. f(z+h)=f(z)+f"(x)h+t||h|jw(h) irhaté ahol w(h)—0=w(0) (h—0).

Innen

Llt@) +70) = 1@)] = 1@ + 2ol - wtro)
= f'(z)v + sgnt -||v]| - w(Tv) = f'(2)v+0 (r —=0).
——
KORL i
0

Kovetkezmény. Ha f' folytonos eqgy G halmazon, akkor f'v is folytonos G-n
minden régzitett € Vi -re, sét (z,v) — f'(z)v is folytonos G x Vi -en.
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Lagrange kozépérték skalar fiiggvényre

Tétel. Ha f: V—1R, tovdbbd x,v € V és f! létezik az x+ [0, 7]v szakasz folitt,
akkor
A9 e (0,7) (flx+7v)— flz)=fl(x+dv) T.

Bizonyitas. A ¢ : £ — f(z + £v) metszete az f fiiggvénynek IR — IR tipust.
Mivel ¢(0) = f(z) és o(1) = f(x + Tv), a Lagrange kozépérték tétel szerint
[ +71v) = f(z) = @(1) = (0) = @[y, ()T =

\hagyoményos derivalt

= éi_r}rg)%[gp(z?—f—& — ()] = }i_r)noé[f(x-l— (0 + 6)v) — f(z+ dv)|7

= fl(z+Jv)T .

Kovetkezmény. Ha az f: V—1IR fiigguény differencidlhato az [a,b]:=a+[0, 1](b—
a) szakasz™ minden pontjdndl, akkor

f) = fla) = f'(2)(b—a) 3z €la,b].

Bizonyitas. Alkalmazzuk a tételt = :=a, v:=b—a és 7:= 1 mellett. Erre

f) = fla) = fy_al@ + Jvv) - 1= f(2)v = f'(2)(b—a) .

z€[a,b]

Tétel. (Lagrange). Legyen f:V — IR, tovdibbd {eq,...,e,} bazisCV és ac€V .
Tegyiik fel, hogy fi ,...,f. , folytonosak a koril (egy a-kérnyezeten). Ekkor f
differencidlhato a-ndl és
f(a)er = i, (a) (k=1,...,n).
Bizonyitas. Legyen a h € V' vektorok bazis-felbontéasa
h= Tl(h) -e1+ ... —|—Tn(h)€n
(azaz T, (h) := ej(h) a dudlis bazissal), és vezessiik be az

ag(h) :=a+ 1 (h)ey + ...+ 1i(h)eg (k=0,...,n)

jeloléseket. Most

fla+h) = fla) =Y _[f(ar(h)) = f(ar-1(h))]

k=1

= Z 1, (zr(h)) i (h)
k=1

= > fh@m(h) + D[ (2k(h) = fL (@] w(h)
k=1

k=1 v ™
ta  (h—0) | [<SM-|[h]]

* Nem tévesztendd Ossze az IR" természetes topologidja c. alfejezetben ha-
sonléan jelolt tégla-intervallummal.
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Mivel {ej,...,e,} bézisC V, az
A:b1e1+...+0nen Hifék(a)-dk
linearis operator jél-definidlt, és .
Ah = A(ti(h)er + ...+ Th(h)en) = i fe, (@)7(h) (heV).
k=1

A h— 71(h) (k=1,...,n) funkciondlok mind linedrisak a véges dimenziés V'
folott, és igy talalhaté M > 0 ugy, hogy
|Ti(h)| < M - ||h]| (k=1,....n heV).
Vagyis
fla+h) = f(a)+ Ah+ 370 [f7, (2(h)) — f'er(a)] Ti(h)
irhaté, ahol a maradéktag o(V,IR)-be tartozik, mert

7 (o) = £ (@m0 < SO (ah) =1 @] - M- bl e V).
IS0 ) ~ 0] < 3017 ) o)

‘g (h—0)

Tobbdimenzios kovetkezmények

Kovetkezmény. Ha f: Vi — Vo, ac Vi és {e1,...,e,} bdzisC Vi, az fl,
derivdltak pedig folytonosak a-ndl (k= 1,...,n), akkor f differencidlhatdé a-ndl
és flla)er = fl (a) (k=1,...,n).
Bizonyitas. Vegyiink fel egy {ui,...,u,} bézist Va-ben. Ezzel komponensekre
bonthatjuk az f fliggvényt

f:f1u1—|—+fmum sz1—>IR (Z:L,m)

/

Eszrevétel: o, = (fu)e, - ur +...+ (fm),, - un. Lagrange tétele alapjan

m

fla+h) =Y [fila) + Aih+[|h] - wi(h)]ui = f(a) + Ah + [|h]w(h)

=1

frhaté valamely wi,...,w, € o(V1,IR) és az w:= Y " w;-u; € o(Vy,Va) fiigg-
vényekkel.

Kovetkezmény. Ha f : Vi — Vo és G nyitottC Vi, akkor ekvivalensek:
1) f folytonos G-n
2) f! folytonos G-n minden v € Vy irdnyban
3) He,...,en} bazisC Vi Lo fi folytonosak G -n.

e1?

Lemma. Legyen fi1, fo,...: (a,8) — IR folytonosan differencidlhatd fiigguények
egy sorozata. Tegyiik fel, hogy eqy f,q: (o, B) — IR fliggvénypdrral

fn3f és [l 3 g (n— o).

Ekkor az [ limesfiigguény folytonosan differencidlhaté és ' = g.
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Bizonyitas. Legyen 7 € (a, ) tetszélegesen rogzitve. Tudjuk: folytonos fiigg-
vények egyenletes limese folytonos. Vagyis az f, g fiiggvények folytonosak. Més-
részt korlatos zart intervallumon az integralas és az egyenletes limes felcserélhetok.
A Newton—Leibniz formula szerint igy

ful@) = fuly) = [7 1
\ 4
f@ 1) g

(n — 00) .

A Newton-Leibniz tétel azt is mutatja itt, hogy az x +— fj g fliggvény differenci-
alhato és d/d:c fjg = g(x). Vagyis = — f(x)— f(v) differencidlhaté (o, 8) f6ltt
& fr=f-fM]' =g

Tétel. Tegyiik fel, hogy V1, Vo véges dimenzids vektorterek, G nyitottC Vi és
f,f1, fa, ... : G = Vy folytonosan differencidlhatok, tovdabbd

fiofore 30 fi b ZA(GD o AW) €LV, Va))
Ekkor az [ limesfiigguény folytonosan differencidlhato és f' = A.

Bizonyitas. Irjunk A, := f.(: G — L£(Vi,Vs))-t. Mivel Ay, As,... folyt. X A,
az A limesfiiggvény folytonos G — L(Vq, Va). Masrészt
fH(z) = Ap(z)v (reG,vely).
Tehat mivel minden rogzitett v € V4 mellett az x — A(z)v fiiggvény folytonos,
elég belatni, hogy f! létezik és fl(x) = A(z)v (x € G, veE V).
Legyenek = € G, v € V; tetszllegesen rogzitve. Tekinsiik a

On T fulx 4+ T0) o :T+— f(x+TV)

metszet-fiiggvényeket. Mivel f,, =X f, fennndll ¢, =% ¢ (n — o). Feltevés szerint

az f, fliggvények differencidlhatdk, innen az osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya
szerint

o (1) = fl(x +Tv)v = Ap(z + TV)V (n=1,2,...).

Tekintve, hogy A, =% A, a ¢ : 7+ A(x + Tv)v fiiggvényre o, =% ¥ (n — o).
A lemma alapjan a ¢ limesfiiggvény differencidlhaté és ¢’ = 1. Tehdt

Ao =(0) = ¢/(0) = lim £+ 0) ~ f()] = fi(a)
jol-definialt.

Kontrakcios lemma

Lemma. Legyen f: V3 — Vo és K konvexC Vy. Tegyuk fel, hogy az f fiiggvény
differencidlhaté a K halmaz dsszes pontjandl és || f'||| K < «. Ekkor az f leképezés

a K halmazon o-kontrakcio.™

166 17K = suppere 1/ @] = 5up,e e supyeys |1 (@)ull/ 0] 5 a tavolsigo-
kat a V; ill. V4 tereken a vett || || normak szerint kell venni.
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Bizonyitas. Legyen x,y € K tetszbleges. A Hahn—Banach tétel szerint vehetiink
egy olyan ¢ € V5" (:= L(V,,IR) linedris funkciondlt, amelyre

lgll =1 és [f(=) = f)ll = o(f(2) = f(v)) -

prv=o(flv), i =R

Most a

fliggvényre az Osszetett fiiggvények differencialasi szabalya szerint

Megjegyzés. Ha specidlis norméakat hasznalunk csak, akkor a Hahn—Banach tétel
alkalmazésa kikeriilheté. Ha pl. Vo := IR™ az eukideszi || || normaval, akkor

a ¢(v) = [Tl (Fan) = o))" T () = Fyi)ve funkeiondl (és
valéjaban csak ez) megfeleld.

Egy masik lehetoség a Hahn-Banach tétel megkeriilésére a legrovidebb ut
elvének azon altalanositdasa, hogy

B
le(B) = cla)ll < [, ¢ (7)[ldr
valahdnyszor «, 5 € IR és c: [«, 5] — Vs egy folytonosan differencidlhaté gorbe.

Implicit fiiggvény tétel

Tétel. Legyenek X,Y,Z véges dimenzids vektorterek, F : X XY — Z és (a,b) €
X x Y. Tegyiik fel, hogy F' folyt (a,b) koril, F(a,b) =0 és

F'(a,b) : (xz,y) — Az + By B:Y & Z

az F'(a,b) € L(X xY,Z) operdtor A € L(X,Z), B € L(Y,Z) komponenseire
(azaz B 1-1-leképezés és B(Y) = Z ). Ekkor

AU a-kornyezet C X, V b-kérnyezet CY g € C(U, Z)
{(z,y) eUXxV: F(x,y) =0} ={(z,g9(x)): ze€U}.
Bizonyitas. Veheté a = 0,b =0 [F helyett (z,y) — F(x + a,y + b)-re attérve.
Most
F(z,y)=Az+ By + H(z,y)  H'(z,y) >0  ((z,y) — (0,0))
frhaté a H(z,y) := F(z,y) — [Az + By| perturbéaciéval. Tehét

(*) F(z,y9)=0 & y=-B 'Ar— B 'H(z,y) FIXPONT EGYENLET.

Rogzitsink az X,Y,Z tereken egy-egy egyszeriien | |[|-val jelolt normat.
Viélasszunk egy € > 0 értéket ugy, hogy
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1B~ H (2, y)]| < (ll, lyll < &)

legyen. Ez megtehetd, mivel lim(, ,y_,0 H'(z,y) = 0 és mivel B~! mint linedris
operator véges dimenzids téren automatikusan folytonos. Tudjuk, hogy a

K={(z,y) € X xY : |z, lyll < e}

zért gomb X x Y-ban (a ||(x,y)| := max{||z|, ||y||} norma szerint) konvex (s6t
kompakt is, de ezt nem kell kihaszndlnunk). A kontrakciés lemma alapjan

_ _ 1
IB= H (1,y1) — B~ H (w2, 90| < 5 maxt[lz1 — @2, lys, y2ll}
valahanyszor (x1,11), (z2,y2) € K. Vélasszunk egy 6 > 0 értéket gy, hogy
|B~ sl <5 (2l <9) . o<

DN | —

legyen. A linearis leképezések folytonossaga miatt ez is megteheto. Legyen
U={zxeX:|z|]| <d}, Vi={yeY |y| <e}.
Tekintsiik a
T,:Voy— —B Az — B 'H(z,y) (xeU)
T:C(UZ)>gw [vt— —B 'Ax — B~ H(x, g())]
leképezéseket. Allités:
T,:V =V i-kontrakci6 (xeU).
Bizonyitéas: Legyen x € U tetszodlegesen rogzitve. Ha y € V',
_ _ £ _
ITe @)l < b7 Az|| + | BT H(z,y)|| < 5 + B~ H(w, )|
Mivel H(0,0) =0,
— _ _ 1
|B™ H(z,y)ll = | B™" H(z,y) = B~ H(0,0)]| < 5 max{|jz], lyll} <

ahonnan

N ™

1Te ()]l <
Ha pedig y1,y2 € V, akkor

_ _ 1

T (1) = To(y2) | = 1B~ H(z,y2) = B~ H(z, 1)l < 5 llyn — el -
Az imént bizonyitott allitasbdl azonnal kovetkezik, hogy

T:K—K i-kontrakci6 —ahol K:={9geC(UZ):sup|g| <e}
és a tavolsdg K-n a Z-beli norma szerinti egyenletes konvergencia dy metrikéja.*
A K alazat a C(U, Z),d% teljes metrikus tér egy zart gombje. Igy a K, dZ|KxK
metrikus tér teljes. Tehdat alkalmazhaté a kontrakcids fixpont tétel a T'|KC 1/2-
kontrakciéra. Innen

1) NyeV T.(y) =y (x eV),
2) dlgek T(g) =g.

A (%) fixpont egyenlet alapjan (z,y) € U x V -re
2
Flry) =0 & T.() & y=g).

* Azaz dY(f,g) :=sup||f — gl = sup,ep || f(z) — g(z)].
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Kovetkezmény. 1) A tételbeli g : U — V' fiiggvény folytonosan differencidlhato,
2) ¢'(a) = —B7'A dll a derivdltjdra.
Bizonyitas. 2) Vehet6 a = 0, b = 0, mint a tétel bizonyitasa sordn. Most ¢(0) =
g(a) = b =0, és a bizonyitas jeloléseivel

g(x) = Tp(g(x)) = =B Az — B~ H(z, g(z))

g(x) — [9(0) + B~' Az] = ~B~' H(z, g(x)) -

Beldtandé: {Az utébbi egyenlet bal oldala} /||z|| =0 (z — 0).
Tudjuk: B~'H'(z,y) — 0 ((z,y) — ( 0)), azaz
Jw:Ry— IRy 0-ban folytonos, w(0)=0, B~ H'(z,y)[ <w(e) (], yl<e).
A kontrakciés lemmat a K. :={(z,y) € X xY : ||z|,|ly]| < e} (e >0)
gombokre alkalmazva kapjuk, hogy

IB~'H(x,9(x)) = | B~ H(x, g(x)) — B~ H(0,0)]

<w(e)-e ((z,9(x)) € K) .

Vagyis, ha x € U, akkor (e := max{||z]], ||g(x)|}-val)

1B~ H (z, g(@))|/ 2]l = |1 B~ H (x,y(x)) — B~ H(0,0)]/|x]
< w(max{||z], lg(=)ll}) max{L[|2B" A[l} = 0 (v —0),

mivel [|g(z)|| < 2|B~"Az| (uis itt [g(z) + B~ Az|| = ||Tu(g9(2)) — To(0)]] <
slla(@) —oll).

1) Alkalmazzuk a 2)-beli formuldt az (a,b) hely helyett az U x V-be es6
F(x,y) = 0-t teljesit6 pontokra. [rhaté

Fi(z,y) : (u,0) = Az, y)u + Bz, y)v

ahol az A : UxV — L(X,Z) ill. B: UxV — L(Y,Z) leképezések folytonosak.
Tehat 2)-be (a,b) helyett (x, g(x))-et téve

g'(x) = =B~ (x,9(z))A(z,9(x)) (zeU),
ami z-ben folytonos.
Tétel. (Inverz fliggvény tétel). Ha f : Y — X, [’ folytonos a € Y koril és
f'(a): Y < X, akkor

3G f(a)-kérnyezet 3g € C(G,Y)  f(g9) =idg.-
Bizonyitas. Az F(x,y) := z— f(y) leképezésre kell csak alkalmaznunk az implicit
fiiggvény tételt.

Magasabb rendii derivaltak

Megjegyzés. Tekintsiink egy f : V — Z oo-szer differencialhatd fliggvényt
(tovabbra is, V, Z véges dimenzids vektorterek). Ekkor

oV =LWV,2), f"V = LV,LV,2Z)), fO:V = LV,L(V,LV,2Z))),
f V= LV, LV, .. L(V,Z)--)),

'

n—szer
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Mint varhato, valéjaban ennél sokkal szimmetrikusabb leiras is adhaté a magasabb
rendli derivaltakra.

Lemma. Ha f:V — Z és [’ differencidlhaté a -ndl, akkor
f'(a)(v)(v2) = f,5,(a)  (vi,v2€V).
———
€eL(V,z)
Bizonyitas. Tetszolegesen rogzitett vy, ve € V-re

/

1 (@yor =[], (@) = lim = [f'(a + ro1) - f(a)] |

T—=0 T
£ (@) = lim ~ [ (a+701) — f(@)]os = Tim ~ [ (a+ 701) — f1,(a)] =
=[], (@) -

Kévetkezmény. f(™(a)(vi)--(vn) = f, 1, 0 (a) , ha az f figguény n-szer
differencidlhato a-nadl.

A C"(G, Z) figgvényosztilyok

Definicié. Ha V, Z véges dimenziés vektorterek és G nyitott C V', akkor
C G, Z):={f(:G— Z): f™ Jés folyt. G folott}
az n-szer folytonosan differencidlhato fiiggvények osztalya.
Propozicié. Ha G nyitottC V., f : G— Z és {ey,...,en} bdzisC V, akkor
ekvivalensek:
1) fel™G, 2),
2) fo, €C(G,Z) Yu,..v, €V,

v1... 0
3) éi1:j:gi7L €C(G,Z) V(i1,...1n) €{l,...,N}".
Bizonyitas. 1) = 2): Legyen vy,...,v, tetszOlegesen rogzitve. Mivel f €

C(G,Z2), az . f"(z)(v,) - (v1) = f), 7, fiiggvény folytonos G — Z.
2) = 3) trivialis.
3) = 1) kozvetleniil kovetkezik Lagrange tételébdl n szerinti indukciéval.

Schwarz tétele

Definicié. Legyenek V,Z vektorterek (itt nem is sziikséges véges dimenzidsnak
lenniok), v € V és f:V — Z. Az f figgvényw -differencidja a

Dofiw e flx+v) - f(x)

fliggvény. A A, fliggvénytranszformacié neve: v -differenciaoperdtor.
Megjegyzés. [ =lim, o LA.,f.
Alapvet6 jelentOségii a differenciaoperatorok felcserélhetdsége:

Lemma. Ha f:V — Z és u,v €V, akkor Ay Dy f = DyAuf.
Bizonyitas. A g := A, f fliggvénnyel g(y) = f(y +v) — f(y) és
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DNyDof(x) = Dug() = g(z+u) —g(z) = fle+utv) = flz+u)— f(z+v)+ f(z).
Az u <> v cserére itt a jobb oldal ugyanaz marad.

Kovetkezmény. Ha © € V és az f!(x), fi(x+ u) derivdltak léteznek, akkor
Au(fo)(x) = (Duf)y ()
Bizonyitas. A, (f))(x) = fl(x 4+ u) — fI(x)
= [y = fly+u) — FW)], (@) = (Duf)(@).
Lemma. Legyen f:V — IR egy skaldr értéki figguény, u,v € V és G nyitottC
V. Tegyiik fel, hogy x + [0,u] + [0,0] C G és f € C*(G,R). Ekkor
dz € x+[0,u] + [0, v] DNyDyf(z) = [l (2).
Bizonyitas. Legyen megint g := A, f. A Lagrange kozépérték tétel szerint
Aulof(x) = g(x + u) — g()
=9.(y)  Fyelz,r+u.
Ezzel az y ponttal

DuDuf(@) = gi(y) = (Duf) (v) = 20 (L) ()

g
fuly+v) = foly) = fuu(z)  Fzely,y+].

Tétel. (Schwarz). Ha f € C*(G, Z), akkor f.. = fI! (u,v e V).

vU

Bizonyitas. El6allitjuk a 2-szeres irany szerinti derivaltat méasodik differencidk
limeseként. Legyenek x € G, u,v €V adottak, és legyen ¢ € Z* egy tetszolegesen
rogzitett linearis funkcional a Z vektortéren. Most

DD df (@) = 56£10@) Bz € ot 0.+ [0,70]
= ¢ fuv(Zruro) = Of ()
——

lx

(t10).

Az u <> v cserével ugyanigy ¢f/! (x) = lim;|o T—lzﬁmﬁmgzﬁf(m). Mivel a A, és
A+, operatorok felcserélhetok, innen

¢f;fu(£l:) = 171?3 %ATUATU(bf(:E) = lTlﬁ} T_lgATuATv(bf(x) = ¢f1:;<x) .

A tétel allitasa azonnal kovetkezik a 1 € Z* funkciondl tetszolegessége miatt.

Kovetkezmény. Ha f € C"(G,Z), v1,...,v, €V akkor az {1,...,n} indexhal-

maz tetszoleges m permutdciojdra
/ el — fl et
Vr(1) - VUr(n) V1...VUn °

Taylor formula

Lemma. Ha f:Vy — Vy és x,v € Vi, akkor a ¢ : 7 f(x + Tv) egyvdltozds
fliggvényre (ha az n-szer derivdlhatd) d”/dTn o(r)y=f 1 (x+71V).
=~

n—szer

Bizonyitas. Trividlis.
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Definicié. Legyenek Vi, V5 véges dimenzids vektorterek, G nyitott C V;. Ekkor
egy f € C"(G,Vs) figgvény n-ik derivdlt tenzora az x € G pontnal az

F() s (vi, oy vn) = 100, (2)

n-linearis leképezés.

Megjegyzés. Schwarz tételének a kivetkezménye szerint az f(™ (z) tenzor szim-
metrikus n-linearis leképezés V" — Vs.

Tétel. (Taylor formula). Legyen V' egy véges dimenzids vektortér, G nyitottC V
és feC™(G, IR) Ha az [x,x + h| szakasz teljes egészében G -ben fekszik, akkor

1
*) (5 — f(n)
flx+h)= Zk'f .,h)+mf (z)(h,...,h)  Jzelz,z+h].
k—szor
Bizonyitas. Vezessiik be a ¢ : 7 — f(z + Th) segédfiiggvényt. Az 1-véltozds
Taylor formulat alkalmazva ra,

Z pH(0) -t ™) Fvefo].
A lemma szerint, az 1ment talalt v € [0 1] paraméterrel

flz+h) = th + fh ' (x + D)

k szor n—szer
Definicié. Ha Vi, V, véges dimenzids vektorterek, akkor

on(V1,V2) :={g: Vi = Vs fiiggvény, |g(=)|/[z|* =0 (z — 0}
az n-edrendben eltiné Vi — Va fiiggvények osztélya, ahol || || : tetszéleges nor-
makat jelol V; ill. V5 folott. A definicidonak a normaktél valé fiiggetlenségét ugyan-
ugy bizonyithatjuk, mint a mar a differencialhatosdg megalapozasahoz bevezetett
n =1 esetben.

Tétel. Ha G nyitottC Vi, x egy régzitett G -beli pont és f € C"(G,Va), akkor a

ICZ::O & k—szor

Taylor polinomra
[h— f(z+h) — P(h)] € 0,(V1,V2) .

Bizonyitas. Jeloljon (a félreértés veszélye nélkill) || || egy-egy tetszélegesen
rogzitett normat Vi-en ill. Vo-n. Mindegyik h € G — x vektorhoz valasszunk
egy olyan ¢, € V5 (:= { linearis Vo — IR leképezések } ) funkcionalt, amelyre*

lonll =1, (¢, f(z+h) = P(h)) = [|f(x+h) =P .

A Hahn—Banach tétel grantalja, hogy ez mindig megtehet6. A Taylor formula sze-
rint

énf(x+ h) Z onf®) (2 >;, + ¢hf<n><zh>(h vh) Fzp€lz,z+h).

*

Szokasosan (¢, z) := ¢p(2) és ||on] := SUp|, <1 [{&n, 2)]|.
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A kapott z, pontokkal
(61, £+ h) = P(RY) = ~(6m, S () B) = FO @) By 1))

Mivel mindig (¢p, z) < ||¢n]| - ||z]|, innen

1 n
If(z+h) = P(h)]| < HH[f( @) (k. D)|
Vegyiink egy {ej,...en} bazist Vj-ben, és legyen ezzel a vektorok felbontédsa
h=mr(h)ey + ...+ Ta(h)en (heWr).

A derivalt tenzor multilinearitdsa miatt

[f(")(zh) —f('”) a:)} (hy...,h)

N

= Yo e ) = fo e @] T (h) o (R)

valahdnyszor [z,z + h] C G. Tudjuk: a 71,...,7y funkciondlok linearisak, és igy
(mivel dim(V;) < o0) folytonosak, azaz valamilyen M -re
Wl < M-I, (=1,....n heVi).
Tehat
1 N
If@+m) =PI <= D> |fe, e, () = fo, 26, @) -1 IA]
i1yeryin=1 ~
Y0 (h — 0)

hiszen zp, — x (h — 0).

Széls6érték

Definicié. Legyen X,U egy topologius tér. Az f : X — IR filiggvénynek lokdlis
minimuma [mazimuma) van az x(C X) pontndl, ha

AU z-kornyezet f(z) = min f(U) [=max f(U)] .
Propozicié. Tegyiik fel, hogy G nyitott halmaz eqy V topologikus vektortérben,
és az f € CY(G) fiigguénynek lokdlis minimuma van a-ndl. Ekkor f'(a) =0.

Bizonyitas. Vegylink U a-kornyezetet, ahol f(a) = min f(U). Tekintsiink egy
tetszoleges v € V' vektort. Vegyiik észre, hogy a

o:7— fla+Tv)
valos valtozos fiiggvényhez talalhato olyan I 0-koérnyezet, amelyre
u+IvCcU és ©(0) = minp(I) .

Azt, hogy ¢'(0) = 0 mér tudjuk (differencidlhaté 1-véltozos fiiggvény lokalis mi-
nimumhelyénél a derivalt eltiinik). Innen

fla)v = fy(a) =¢'(0)=0.
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Tétel. Legyen G nyitottCV egy véges dimenzios V' vektortérben, és legyen f¢&

C2(@), tovdbbd a € G. Tegyiik fel, hogy f'(a) = 0 és az fP(a) derivdlt tenzor

pozitiv definit (azaz f@ (a)(v,v) = /! (a) >0 Yo #0). Ekkor az f fiigguénynek

lokalis minimumhelye az a pont.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges || || normét a V' téren. Tudjuk, hogy V.|| ||

topologikusan izomorf RY™V) _vel. A norma folytonossidga miatt igy az
S={veV:||v|=1}

gombfeliilet korlgtos és zart, tehat kompakt. Feltevés szerint a v — f(2) (v,v) fiige-
vény folytonos. Mivel kompakt halmazon folytonos fliggvény felveszi a minimumat,
létezik w € S, ahol min,cg f? (a)(v,v) = f®(a)(w,w) > 0. Tehat

M= HInHiEll f@(a)(v,v) > 0.

A Taylor formulat n = 2 rendben alkalmazva,
1
fla+h)=f(a)+ f(a)h+ §f(2)(a)(h, h)+g(h)- Rl (heH)
irhato, ahol H egy konvex 0-kornyezet a G —a alakzaton beliil, és g egy folytonos
H — TR fiiggvény, amelyre g(0) = 0. Az f(®)(a) tenzor bilinearitdsa miatt mindig
h

17l
~—

N

@)(q _ @, . B (D 2
P ) = 1O @I Wl ) = W2 @) (i ) = wlnl

1 normaju

Miésrészt tudjuk, hogy f'(a) = 0. Ezért

Flath) > @)+ 5 (o)) - II?  (he H).
Mivel limy,_,o g(h) = 0, taldlhaté olyan U 0-kérnyezet C H, amelyre
lg(R)| <p (heU).
Vagyis f(a+h) > f(a) (heU).

Feltételes széls6érték

Definicié. Legyen X,U egy topologikus tér, és legyenek f,ci,...,¢, 1 X — IR

fiiggvények. Egy olyan x € X pontnél, amelyre ci(z) = --- = ¢,(z) = 0 az f
figgvénynek lokalis minimuma [maz-a] van a ¢; = ... = ¢, = 0 feltétellel, ha
U z-kérnyezet f(x) = min f(UNc; {0} N---Ne, 1 {0}).
[max]

Tétel. (Lagrange multiplikatorok). Tegyiik fel, hogy G nyitottCV egy véges di-
menzids V vektortérben, és f,c1,...,c, € CY(Q), tovdbbd a € G . Ha f-nek a-ndl
lokdlis minimuma van a ¢ = ...c, = 0 feltételek mellett és {c}(a),...,c,(a)}
linearisan figgetlen C V* | akkor

I, ER f(a) =) Adi(a) .
k=1
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Bizonyitas. Tudjuk linearis algebrabol: a V {olotti linearis funkcionalok V*

terében a cj(a),...,c,(a) elemek altal kifeszitett Span{c}(a),...,c} (a)} altérre

Y n n

f'(a) € Span{ci(a)...,c,(a)}
s{veV: fla) O}D{UCV dla)v=...=c (a)v=0}.

(Ez a matrixok rangszdamtételének egyik —végtelen dimenziéban is alkalmazhat6—

atfogalmazdsa). Mivel feltevés szerint ¢ (a),...,c, (a) linedrisan fiiggetlenek,
3{ei,...,e,} lin. fiiggetlen C V c%(a)eiz{(l) Z#Z (t,7j=1,...,n).
1 =
Legyen X :={v e V : dj(a)v = -+ = (a)v =0} és Y := Span{ey,...,e,}.

Most
V=X+Y, XNy ={0}.

Tekintsiik az

F:(z,y)— ch(a+x+y)ek
k=1

figgvényt (F:{(z,y) e X xY : a+x+y € G} —»Y). Vegyiik észre, hogy

F'(0,0) : (z,y) »—>ch (x+y) = ch £L‘—|—ch Jy=0-x+1-y
-

mivel ha y = 371 Aie; € V', akkor mindig Y77, cj(a)y = 30— Nici(a)e; =
o Aiei = y. Tehdt alkalmazhatjuk az implicit fiiggvény tételt az F' leképezésre
a (0,0) pontnél. Ennek alapjin

U 0-kérnyezet C X IW 0-korny C Y Ig e CH(U,V)
{(z,9(x)): z€U} ={(z,y) e UxW : F(z,y) =0} =
={(z,y) e UxW : c1(a+z+y) =" - =cy(a+z+y) = 0}.

Azaz a fenti U C X ill. W C Y 0-kornyezetekkel
{vea+U+W: c1(v)=...=c,(v)=0H{a+z+g(z):x€U}.
a-kornycv
Igy a
Q:x— fla+z+g(x))
fiiggvénynek a 0(€ X) lokdlis minimumhelye. Kévetkezésképpen

0=¢"(0): 2z~ f'(a)lz+4'(0)2],
—~—

0
ahonnan

()X =0% f'(a)r=0 (ci(a)r="---=c (a)x =0)
& f'(a) € Span{c}(a),...,c,(a)} .
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Kvadratira probléma

Probléma. Tegyiik fel, hogy V egy vektortér, {ei,...,ex} bazisC V és adott
N fiiggvény Pi,...,Py € C(V). Milyen lokalis feltételek mellett

Jfec (V) Po=f, (k=1,...,N)?

Propozicié. Ha G nyitottCV és feCHG) egy olyan fiigguény, amelynél
P.=f. (k=1,...,N), akkor

ek
/Zpk )) g1, (t) dt
0 k=1

valahdnyszor g : [0,1] — G folytonos gorbe, g(0) =z, g(1) =y, g =Y p_, Gk €k,
amelynek komponenseire g, € C*((0,1),V) (k=1,...,N).

Bizonyitas. Tekintsiik a ¢ : t — f(g(t)) fiiggvényt. Ennek derivaltja
N
o'(t) = f'(g(t) - g'(2) )Y gi(t)

SR i

k=1

[y

Mésrészt a Newton-Leibniz formulabél f(y)— f(z)=w(1)—p(0)= [, ¢'(t) dt.

Lemma. Tegyiik fel, hogy f€C?*(G) és Py=f!
(Py)., = (P)., Vi k.

e

€k

) !/

Bizonyitas. Schwarz tétele alapjan f; .. = fc.., minden indexpdrra.

Tétel. Legyen K egy konvex nyitott alakzat és legyen {e1,...,en} bdzis eqy V

(véges dimenzids) vektortérben. Ha Py,...,, Py € CY(K), akkor ekvivalensek:
1) 3feC*(K) Py=f, (k=1,....,N),
2) P, =P, (i,k=1,...,N).

Bizonyitas. 1) = 2): Lattuk.
2) = 1): Tegyiik fel, hogy 2) teljesiil. Legyen egy a € K pont tetszilegesen
rogzitve, és tekintsiik az

:/O ZPi(a—l—T(m—a))'(xi—ai)dT (z € K)

fiiggvényt, ahol z; az x € V vektor i-ik komponensét jeloli az {ey,...,en}
bazisban (azaz x = Zf\il zie; (x € V)). A K alakzat konvexitdsa miatt az
f fiiggvény jol-definialt. [Heurisztika: ha van olyan f fiiggvény, amely teljesiti 1)-
et, akkor a propoziciét a g, : 7 — a + 7(x — a) gbérbékre alkalmazva latjuk, hogy
csak f(z) = f(a) + fol Zf\il Pi(a+ 7(x —a)) - (x; — a;)dr lehet.] Legyen a j
index és az x € K pont tetszélegesen adott. Verifikdljuk, hogy fi (z) = Pj(z).
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Az altalanossiag megszoritasa nélkiil vehet6 a = 0. Ekkor

fe,(z) = lim l[f(m + se;) — f(x)]

sl0 S8

:lim/o SZ (T2 + sTej)- (x4 sej); — Pi(tx)-x;] dr

1 N
1
= / lim — Z [Pi(tz + sTej)-(z + sej); — Pi(tx)-z;] dr
0 i=1
1 N 2)
:/ ZPZ-’EJ, () T-2; + Pj(TI)i| dr =
0 =1
1_N
= / ZPj/ei (t2)-71; + Pj(T.I’)] dr
0 “i=1

Lr d ! PARC INT
:/ T TZ‘}dT—{-/ Pj(tz) dr =
o L

/ (ra d7+/ Pj(rx) dr

Altalanosit4si lehetoségek végtelen dimenzidra

A véges dimenziés vektortereken valé differencialhatosag elmélete bemu-
tatasakor abbdl a ténybdl indultunk ki, hogy ezeken csak egy természtes topologia
van, amelyet tetszéleges norméval definialhattunk.

Kérdés: hogyan lehet tetszoOleges topologikus vektortereken a differencial-
hatosag elméletét kiépiteni? Ez sajnos mar nem teheté meg maradéktalanul a
becslésekre és numerikus manipulaciékra oly alkalmas normak segitségével.

Definicié. Egy V vektortér A, B # () részhalmazaira legyen (az inf() :=
konvencié mellett)

B:A:=inf{A>0: ABD A}.

Megjegyzés. A kiovetkezo alapveté eredményeket csak bizonyitas nélkiil kozoljuk,
jollehet a bizonyitdsuk nem okoz kiilonos nehézséget, illetve a bemutatott véges
dimenzids gondolatmenetek elemzésén alapszik. Az érdekelt olvasénak jo gyakorlat
ezeknek a hianyoknak a kitoltése.

Lemma. Ha () # A, B CV eqy V wvektortérben, akkor
1) BB:A>B:A (B> B, A CA),
2) (aB):(@¢A)=B:A (a #0),
3) (aB):A=«a(B:A), B:(ad)=(1/a)(B: A) (> 0),
4) ha K konvexC 'V, akkor (A+B):K<(A:K)+(B:K).

Definicié. Legyenek V;, V) (i = 1,2) topologikus vektorterek. Egy Vi-beli G
0-kornyezeten értelmezett f: G — V5 fiiggvény elsé rendben eltind, ha
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VU, e VP 30, e VY lim f(6T71) : (8U) = 0.

A lemma segitségével lathat6, hogy ez a (normdkkal megadott) véges dimenziés
els6 rendben valé eltiinéség kiterjesztése. Tehat jogos a

o(V1,Va) := {elsé rendben eltiind Vi, V1) — V4, V) fiiggvények}

jelolés hasznalata.

Propozicié. Legyenck V;, V) (i =1,2,3) topologikus vektorterek. Ekkor
1) fi+ f2€o0(V1,Va) (f1, fo € o(V1,V2)),
2) Afeo(Vh,Vs) valahdnyszor feo(Vy,Va) és
A€ L(Va, V3)[:= {folyt. lin. Vo — V3 leképezések}],
3) 9(B) € o(V1,V3) feo(Va,V5), BeL(Vi,Va),
4) f(g) € o(V1,V3) (f €0(Va, V3), g € 0o(V1,V2)).

Definicié. Legyenek V;, V() topologikus vektorterek. Az f : Vi — Vi fiiggvény
differencidlhato x-nél, ha

JA € LV, Va) [he flaz+h) — (f(z)+ AR)] € o(V1, VA).

Az el6z6 propoziciobdl azonnal kovetkezik, hogy a véges dimenziés differencialha-
tésagi alaptulajdonsagok tovabbra is allnak.

Tétel. Differencidlhato leképezések folytonosak, ilyenek linedris kombindcioja és
osszetétele is differencialhato. Ha f : Vi — Vo differencidlhato az x pontndl, akkor
eqyértelmien irhato

fl+h)=f(x)+ f(@)h+ fi(h) (f'(z) € LV1,V2), f1 € o(V1,V3))
alakban. A differencidlhatosdag maga wutdn wvonja a minden irdanybol valo de-
rivalhatdsdgot, és f'(x)v = fl(x) minden v vektorra. Ha g differencidlhatd az
x pontban és f differencidlhats g(x)-nél, akkor f(g) (x) = f'(g9(x))g'(x).

Megjegyzés. A mélyebb tételek mar nem viheték tovabb valtozatlan formaban.
Az Osszes irdny szerinti derivaltak folytonossaga nem biztositja a differen-
cidlhat6sdgot, csak ha pl. az értelmezési tartomény véges dimenzids. (El-
lenpélda: nem-folytonos linedris funkcional.) Ezzel szemben Schwarz tételét kevés
tobbletfeltétellel lehet altaldnositani: Ha f € C"(G,Z) és a Z vektortér
topolégidja szerinti folytonos linedris funkcionélok elvalasztjik a pontokat (azaz
Vai,20 € Z 3¢ € Z%  ¢(z1) # ¢(22)), akkor [l 75 = fl ", minden
(i1,...,1,) indexpermutéciéra és vy, ..., v, vektorokra. Az implicit fiiggvény tétel
bizonyitasa a teljes metrikus terekben érvényes kontrakcids fixpont tételen alapult.
Egy normélt vektorteret Banach térnek neveziink, ha a norma metrikaja teljes. Az
alkalmazédsok szempontjabdl ez egy rendkiviil fontos térkategoria. Az implicit- és
inverz fliggvény tételek tovabba az ezen alapulé Lagrange multiplikator tétel is
allnak Banach terekben. A derivalt eltiinése a lokalis széls6érték helyeken nem
kivan topolégiai feltételeket. Ez utébbi ténynek a varidcids probléméak kezelésében
van kiilonos érdekessége.
e

47



DIFFERENCIALHATO SOKASAGOK

Koordinatak

Definicié. Legyen S egy halmaz. Az zq,...,z, : S — IR fiiggvényrendszer
n-dimenzios koordindtarendszer S-en, ha megkiilonbozteti S pontjait, azaz ha

Vs,teS s#t = 3k xzp(s) # xx(t).

Megjegyzés. Osszefoglalva az z1,...,xz, : S — IR fliggvényeket egy kozos
X s (21(8),...,2n(s)) leképezésbe,

x1,...,2T, koordindtarendszer < X :S — IR" injektiv.
Ilyenkor az X ! inverz j6l-definialt, nevezetesen

X &, ...,&)=]a (&,...,&) koordindtdju pont S-ben].
Példa. 1) z - IR" - R (&,...,&) — & (k=1,...,n) az alapkoordinatak
(Descartes-koordinatak) IR™-en.
2) Cantor-koordinéta az egységnégyzeten:

P (0, 1)2 — 1R (0.&1@2 e O.blbg .. ) — (0.a1b1a2b2 .. )
ahol 0.ajas ... ill. 0.b1bs ... a (0,1)2beli pont Descates koordindtainak tizedestort-
kifejtése (amelyik nem tartalmaz egymds utédn végtelen sok 9-est). Figyelemre
méltd, hogy egy ”2-dimenzids”-nak tartott alakzatot ”1-dimenzids”-nak koor-
dinatazhattunk. Azonban ez a koordinatazas a természetes topologiak szerint nem

is folytonos, sét rendkiviil "szétdobdlé”: a P((0,1)?) koordindtahalmaz nem is
Osszefiiggd.

Definicié. Az X = (z1,...,2,) : S =& IR"  koordindtarendszer nyitott, ha
X (S) nyitott C IR"™.
Propozicié. Legyenek

X=(@1,...,¢m): S GCR") dl. Y=, . ..,ym): S+ HCR™)
nyitott koordindtdzdsok. Ha X oYt € CY(H,IR") és Y o X! € CY(G,R™),
akkor sziikségképpen m = n (azaz ilyenkor a két koordindtarendszer mdr csak
azonos dimenzidju lehet).

Bizonyitas. frjunk fi=XoY letil g:=YoX let Ekkor fog=idg (a
¢ — ¢ identitds leképezés G-n). Mivel mind f mind ¢ differencidlhatd, tetszéleges
¢ € G helyen

F'(9(9) g€ = (fog)' () = (ide) (¢) = idrn .

cL(R™,R") €EL(R™,R™)

Innen azonnal kévetkezik m=mn és f'(g9(¢)) =g/ (&)~*.

Megjegyzés. Sard hires tételével be lehet bizonyitani: az X oY1 € C1(H,IR"™)
feltevés magaban is elég az m = n konkluziéhoz az elébbi propoziciéban.

Definicié. Az X,Y : S — IR" nyitott koordinatarendszerek C¥ -kompatibilisek,
haaz X oY ™! és Y o X! koordinatadttérések C*-simék.
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Parcialis derivaltak

Definicié. Legyen X = (x1,...,x,) : S — IR" egy nyitott koordindtarendszer
és f S = R egy fliggvény. Az f fiiggvény az X koordindtarendszer szerint
differencidlhaté (réviden X -differencidlhatd), ha az fo X ! koordinatareprezen-
tacidja differencidlhaté (mint IR"™ nyitott részhalmazan értelmezett fiiggvény). Ha
Y = (y1,--,Ym)) : T — IR szintén egy nyitott koordindtarendszer, akkor az
F : S — T leképezés (X — Y)-differencidlhatd, ha az yi(F),...,ym(F) ko-
ordinatareprezentaciéi mind X -differencialhaté fiiggvények.

Az f fliggvénynek az xj koordindta szerinti parcidlis derivdltja az S-en

definialt o7 /
a—xk TS (foX_l)ek (X(S))

fiiggvény, ahol ey := (0, ... ,0,1,0,..., 0) az IR" tér k-adik egységvektora.
k

Megjegyzés. a——nak csak egy koordindtarendszeren belil van értelme!
T

Tétel. Legyen X = (z1,...,2,) : S — IR egy nyitott koordindtarendszer és
f S — IR egqy X -differencidalhato figgvény az S halmazon. Tegyik fel, hogy
Y =(y1,.--,Ym) : T — IR nyitott koordindtarendszer a T halmazon és F: T — S
eqy (Y — X)-differencidlhato leképezés. Ekkor az f(F') dsszetett figguény Y -dif-
ferencidlhato és
) _§~0F oy OulF)
dyi Oxy, Y

k=1
Bizonyitas. Numerikus fiiggvényekre faktorizalva
f(F)oY l=foFoY l=(foX Ho(XoFoY!).
Ha tehat n € Y (T), akkor
FE) oY) = [[fo XV (X oFoY ™ m)] - [XoFoy'(n).
Specidlisan, ha t € T' és n:=Y (t), akkor

F(E) oY) (Y(0) = [If o X (X(F(1)] - [Xo FoY ] (¥(1))

— [lf o X T(X(F®))] [Z B (F oYL (Y1) e

HELY k=1 HELY

k=1 HELY HELY
B ~ af Oxy(F)
= 2 7k(F(t)) 0, (t) .

Kovetkezmény. Ha X = (z1,...,7,) és Y = (y1,...,yn) C!-kompatibilis ko-
ordindtarendszerek S-en és f: S — IR egy X -differencidalhato fiiggvény, akkor
af " Of Oxp (
= P i
dyi Oz, Oy;

=1,...,n).
k=1
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Definicié. Legyenek X : S—IR" ill. Y : T—1R" (nyitott) koordinatarendszerek.
Egy F: T — S (Y — X )-differencidlhaté leképezés derivdlt mdtriza az (Y — X)
koordinatazassal

81‘1(17) 81‘1(F) 8$1(F)
I dy2 7 OYm
Ora(F) Oz,(F)  Owa(F)
Iy dy2 7 OYm
x1(F
et x(py— | 5| L (20
: = : Coy T\ oy o)
ahonnan a derivaltmatrix 5’);}(/}7) vagy OX(F)/0Y .
Megjegyzés. Az Osszetett fliggvény derivaltjara vonatkozé tétel szerint
0 _0X(F) Y (G)
8_ZX(FOG)_ 5y (G) - 97

Atlaszok

Definicié. Legyen M egy halmaz és V egy vektortér (dim(V) < oo0). Az S
halmazon értelmezett X : S — V fliggvény egy lokdlis térképe M -nek V-n, ha
S C M és X injektiv S-en.

Definicié. Az X,Y lokélis térképei M -nek CF-kompatibilisek, ha az X o Y !
ill. Y o X! koordinataattérések V -nek nyitott halmazain értelmezett C*-sima
leképezések.
Definicié. Legyen M halmaz, V (véges dimenzids) vektortér és
A C {M lokélis térképei V-ben}.

Az A térképcsaldd V-beli C¥-atlasz M -en, ha*

1) Uxeqdom(X)=M, 2)X,Y CF-kompatibilis (X,Y € A).
Megjegyzés. Ha A egy IR"-beli C*-atlasz, akkor benne minden lokalis térkép

trividlisan C*-kompatibilis 6nmagéval, vagyis az A atlasz mindegyik X térképe
nyitott koordinatarendszer (dom(X )-en, nem feltétlenill az egész M —en) .

Példa. A specidlis relativitas geometriaja

Legyen M egy 1-dimenzids egyenesen az események tere. Esemény alatt hely-
és idokoordinataval azonosithaté jelenséget értiink. Legyen O egy kijelolt esemény
(az origd) M -ben. A O-ban 4ll6 kezdSponti rendszerbdl v egyenletes sebességiinek
1atsz6 inerciarendszer szerinti koordindtazas legyen

*

dom(F) ill. ran(F) az F figgvény értelmezési tartomdnya ill. értékkészlete.
(A jelolés eredete az angol ”domain” ill. "range” szavak.)
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I,: M > R?

mos (0 T

Megjegyzés. A 0 idopontban O-bdl indulé u egyenletes sebességli mozgas

eseményeinek koordinatai a
t
{( ):tER}
tu

halmazt alkotjék egy inerciarendszerben.

Posztulatum. Az I, o I;' : IR? — IR* koordinataattérés mindig linedris transz-
formdcié. ( I, o I;?!: IR? — IR? jelentése: Hogyan szdmoljuk &t a v sebességii
rendszer adatait az u sebességiiébe.)

Axiémak. 1) Az [, rendszer origdjaban allé pont I,-ben 0 sebességii, Ip-ban v
sebességlinek latszik:

{()ren)- () ven)

2%) A FENYSEBESSEG ALLANDO ¢ érték:

{(0)- e}~ {(2)- o).

3) I,-bdl Iy-ba ugyanaz a transzformacid, mint Iy-bdl I_,-be:
L ,=L;*!

b (U ().

5) A koordinataattérések folytonosak:

4) Tiikrozési elv:

v Ly, folytonos .

Megjegyzés. A klasszikus mechanikai szemléletet kifejezo

- t t .

Lo: (') e Lo=(1"

T T+ tv v 1
Galilei-transzforméci6 az 1) 3) 4) 5) axiémékat kielégiti, de ellentmond 2*)-nak.
2

Tétel. L, = /1 — (v/c)? (11) v/lc ) (—c<v<e).
Bizonyitas. A 3) 4) axiémakbdl azonnal kovetkezik, hogy

Lv1=(1 _1)LU(1 _1).

A determinansok szorzéstétele szerint igy 1/det(L,) = (—1)det(L,) - (—1),
ahonnan det(L,) € {£1}. A folytonossdgi 5) axiomabdl és abbdl az egyszeri
ténybol, hogy Lg sziikségképpen az egységmatrix, adoédik most, hogy

det(L,) =1 Vou.

Legyen v tetszolegesen rogzitve, és legyenek L, komponensei L, := (ﬁll ?2) .
21 f22
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Ekkor

-1 _ 1 ( lao —512) _ ( Lo —6U12>
v det(Ly) \ —f21  {n —lor 1y

1 1 . EH —612
(o) ()= ()

Kovetkezésképpen £11 = log és (3, — l120e; = det(L,) = 1. Az 1) axiéma szerint
létezik olyan k egytlitthatd, amelyre

D700 )
{2 0 v KV K
A 2%) axidéma szerint
Lv(l) (o)
6120 . I€/
KV ~ \w'c)
-k 2 2V

:—2/-s Mivel det(L,) = k* — k*—
c c

I S]

Sziikségképpen k' = k(1 + ) és lip =

2

=1, adédik x* =1 — 2—2 Azaz mint v-nek a fiiggvénye, x(v) € {£(1-(v/c)?)}.
Csakhogy az 5) axiéma alapjan hr% r(v) =1, ahonnan k(v) = (1— (v/c)?).
v—r

Sokasagok, vektorok

Definicié. Az M, A pér C*-sokasdg, ha A egy CF-atlasz M -en.

Tétel. Ha M, A egy C* -sokasdg V -beli térképekkel, akkor V -vel jelélve a V véges
dimenzios vektortér természetes topologiajdt,

AU topologia M -en VX € A X (U|dom(X) — V) -folytonos,
X1 (Vran(X) — U)-folyt., dom(X) U -nyitott C M .
Bizonyitas. Unicitds: Barmely p € M pontra sziikségképpen
U={UCM: 3XeA IGuyitott CV pe X YG)CU}.
Egzisztencia: Definidljuk a fenti médon az U koérnyezetrendszert M -en. Ekkor, ha
G1,Go nyitottC V, az U; := Xi_l(Gi) alakzatokra U; e U, (i=1,2) és
X1(Ur NUs) = X1 (X7 H(G1) N X5 (Go))
=GN X1(X;1(G))
UinUs =X Y GiN (X, oX{l)(Gz)J ).

nyitott < Xy 0 X; ! folyt

Tehat U topoldgia, amelynél minden X € A térkép-leképezés folytonosan inver-
talhato.

Definicié. A tételben bevezetett topolégiat az M, A sokasdg természetes
topoldgidajanak nevezziik. Mivel a véges dimenzids vektorterek természetes topo-
l6gidaja Hausdorff, a differencidlhaté sokasagok természetes topoldgidja szintén
Hausdorff.
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Lemma. Legyen M, A Cl-sokasig, p € M és c: IR — M eqy gérbe M -ben,
amelyre ¢(0) = p. Tegyiik fel, hogy X : S <> G ill. Y : T <> H (nyitottC V') egy-
eqy p-t tartalmazo térkép (azaz p € dom(X)Ndom(Y)=SNT ) az A atlaszbdl,
amelyre a ¢ gérbe X (c) képe 0-ndl differencidlhato. Ekkor Y (c) szintén differen-

d
cidlhato 0-ndl, és a v := E‘ X(c(t)) € V vektorra
0

DI ¥et) = [(v o X7 (X))o

Bizonyitas. Csak annyit kell észrevenni, hogy Yoc= (Yo X 1)o (X oc), majd
az Osszetett fliggvény differencidlédsi lancszabalyat kell alkalmazni.

A lemmabdl azonnal adddik a kovetkezd.

Tétel. Ha M, A eqy C! -sokasdg, p€ M és c: IR— M eqy gérbe, melynél c(0)=p,
akkor
1) Az X oc képgirbék egyszerre differencidlhatok vagy nem-differencidlhatdk 0-
ndl minden X € A,(:={X € A:p edom(X)}) térképen

2) Av: X+ %‘OX(c(t)) olyan A, — V leképezés, hogy
v(V)= (Yo X ) (X(m)v(X) (XY eA).

Definicié. Legyen M, A egy C'-sokasig és p egy pont M -ben. Ekkor
A, ={X e A: pedom(X)}
a p-koruli térképek csaladja, és
T,(M):={v(: 4, = V): (YoX 1) (X()v(X)=v(Y) VXY €A}
a p-beli vektorok tere az M, A sokasagnal, vagy mas szohasznalattal M, A érintd-
tere a p pontnal. A v € T,(M) vektor reprezentdnsa az X € A, térképen a

vii=v(X) eV
hagyoményos vektor.
Tétel. Ha M, A egy C'-sokasdg, p € M és X, € A, akkor a
— /
v [X = (X o X ) (Xo(p))v]
leképezés linedris kilcsonidsen egyértelmii V < T,,(M) megfeleltetés.
Bizonyitas. Legyen az X € A, térkép tetszolegesen rogzitett. Most a
— /
v (X o X 1) (Xo(p))v
leképezés linearis V <>V . Masrészt minden X,Y € A, térképparra

(Yo X5 (Xo(p)) = [Y o XL o X 0 X571 (X0, ()
= [[Y o X7''(X 0 X5 H(Xo(p))] - (X 0 X3 1) (Xo(p))
[(Yox™)' (X(p)] - (X o X5") (Xo(p)) -

Kovetkezésképpen a v +— [X — (X o X§ 1)/(X (p))v} megfeleltetés injektiv és
linedris V' — T,(M). Tegyiik fel, hogy a v : A, — V leképezésre v € T,,(M).
Ekkor a v := vX° reprezentdnsra

VE=v(X) = (X o X)) (Xo@)v (X eAy).
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Definicié. Az M, A C!-sokasignél
T(M):={(p,v): pe M, veT,(M)}
a sokasag érintonyaldbja. Egy X € A lokalis térképhez megalkotjuk 7'M -nek a

TX :(p,v) = (X(p), v(X))
{(p,v): pedom(X), veET,(M)} >V xV

lokalis térképét. Legyen
TA:={TX: X € A}.
Tétel. Ha M, A  C*-sokasdg, akkor T(M),TA egy C*¥~1-sokasdyg.

Bizonyitas. Allitds: Minden X € A térképnél a T'X leképezés injektiv és
ran(7TX) = ran(X) x V. Bizonyitas: Ha p # ¢, akkor X(p) # X(q), ahon-
nan TX(p,v) # TX(q,u) Vu,v. Ha v # u, akkor v(X) # u(X), ahonnan
TX(p,v)#TX(p,u) VpVuveTl,(M). Tehit {TX(p,v): veT,(M)} =V
az el6z6 tétel szerint.

Allitas: Ha X,Y € A, akkor a (TY) o (TX)™! 4ttérési leképezés CF!-sima.
Bizonyitéas: Vegyiik észre, hogy

(TX)™": (z,0) = (X' (2), [Z — (ZOX_l)/(l’)wD
(TY) o (TX)™ s (z,w) s (Yo XL (2), (YoX V) (2) w).
Ck(ran(X),V)

Cck—1 (ran(?),E(V,V))

Leképezés derivaltjai

Definicié. Legyenek M, A ill. M’, A" C'-sokasigok és F : M — M'. Az F
leképezés differencidlhato az p € M helyen, ha minden X € A,, Y € A’F(p)
térképparra az

YoFoX!

koordinatareprezentacié differencialhat6 az X (p) helyen (a hagyoményos értelem-
ben, mint vektortér nyitott halmazan értelmezett és masik vektortérbe képezo

figgvény).

Lemma. Ha M, A ill. M', A" C!-sokasdgok és F : M — M' tovdbbd p € M,
akkor

1) F differencidlhats a p pontban, ha taldlhats olyan X € A,, Y € A’F(p)

térképpdr, amelyben az Y o F o X1 reprezentdcio differencidlhaté X (p)-nél,
2) ha F differencidlhato a p helyen, akkor a T,(M)-beli vektorokat
Tp(py (M) -beli vektorokba vivd

(%) v [weTky): WY:(YoFoX_l)/X v (X €A

(p)
leképezés jol-definidlt és linedris.
Bizonyitas. A koordinatacserék hatasanak vizsgalatakor az Osszetett fliggvény

derivaltjara vonatkozé ldncszabaly (illetve az a tény, hogy az inverz leképezés
derivéltja a derivalt inverze) egyenesen vezet az allitasokhoz.
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Definicié. Legyenek M, A ill. M’ A" C'-sokasdgok, FF': M — M’ egy a p e M
pontban differencialhaté leképezés. A () linedris T,(M) — Tp(p) operatort az
F leképezés p pontbeli derivdltjdnak nevezziik. Jelolése: F’(p). Ha F' mindeniitt
differencidlhaté M-en, a TF : TM > (p,v) — F'(p)v fliggvény F-nek az M
sokasdagbeli derivaltja. (Ez utébbi fogalomnak az az el6nye, hogy tjra sokasaghdl
sokasdgba vezet, igy lehet képezni a T?F(:= TTF),T3F(:= TTTF),...,T*F
magasabb rendii derivaltakat, ha M, A ill. M’, A" C*-sokasdgok).

Megjegyzés. Heurisztikusan, a lemma tizenete az is, hogy elegendé leképezések
lokalis vizsgédlatahoz egyetlen (tetszéleges) térképpart kiragadni, és az abban
hagyoményos technikaval kapott eredmények egyszertien interpretdalhatok a dif-
ferencidlhato sokasagok kontextusaban. Mivel irdny szerinti derivaltakkal

[F'(p)v]¥ = (Yo FoX Y x  (X€A, Yedy,, veT,M),

Lagrange tétele alapjan all a kovetkezo.

Tétel. Legyenck M, A ill. M', A" C"-sokasdgok, FF : M — M. A TF,
T2F,...,T"F derivdltak mindegyike létezik és folytonos pontosan akkor, ha
barmely X € A, Y € A térképpdrra és vy,...,v, € V wvektorcsalddra (ahol
az A-beli térképek a V' wvektortérbe képeznek) az

[Y o FoX_l]i)l""

e Un

derivdltak léteznek és folytonosak, azaz ha Y oFo X1 € C" (dom(YoFonl), Z)
(ahol az A’ -beli térképek Z -be képeznek).

Definicié. Legyenek M, A ill M’ A" C™-sokasiagok, a V ill. Z (véges dimenziés)
vektorterekbe képezo térképekkel. A vektortérbeli fogalmak természetes kiter-
jesztéként értelmezziik a

CH(M,M') := {F(: M — M'): TF,T?F,... T"F jél-def. folyt.} (1 <k <n)
ill. C(M,M') =C°(M,M’) := {folyt. M — M’ fgv-ek} fiiggvényosztdlyokat. Az

el6z6 tétel szerint jol-definidlt a C™-sima F': M — M’ leképezésekre az

FM(p)(vi,..., V) = [W € TppyM':

/

_ /
wY — [YoFoX( 1)}‘,?”‘,5 (X(p)) (XE.Ap, YGA%(I)))}
n-ik derivdlt tenzor minden p € M pontra és vq,...,v, € T,M vektor n-esre.

Tétel. A derivdlt tenzorok szimmetrikusak és minden wvektor-vdltozojukban
linedrisak. Nevezetesen, ha F € C"(M,M') és (p,v1),...,(p,vy) € TM, akkor
minden i1, ...,1, permutdcidojdra az 1,...,n indexeknek

FO (p)(viy, - vi,) = FM(p)(va,. ., vi)

Bizonyitas. Ez direkt kovetkezménye Schwarz tételének.
e
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MERTEK ES INTEGRAL

o-algebrak

Definicié. Legyen 2 egy (nem-iires) halmaz, A C {Q részhalmazai}. Az A
halmazcsalad o -algebra ) f0l6tt, vagy més szohasznalattal az €2, A par o-algebra,
ha

Nory Ans Uy An, A1\Ag, Q € A (A1, As,...€ A) .

Lemma. Legyen A C {Q részhalmazai}. Ekkor ekvivalensek:
1) A o-algebra Q folott
2) Q, AnBe A Q\C € A (A,B,C <€ A) és
U._,Dn, €A (D1,Ds,... diszjunkt € A).*

Bizonyitas. 1) = 2) trivialis.
2) = 1): Tegyiik fel, hogy 2) &ll, és legyenek Aj, As,... € A. Most

a) Al\AQ = Al U (Q\AQ) € A

b) Tekintsikk a Dy := Ay és Dy := A \(A1 U~ U Ag_1) (k=2,3,...)
halmazokat. Eszrevétel: Dy, Do, ...diszj € A és U, Ax = Uiy Dr (n=1,2,...).
Masrészt Dy, = (Ag\A1) N -+ N (Ar\Ak_1), és a) alapjan A\A; € A (j < k).
[gy minden k indexre Dy = [véges sok A-beli halmaz ﬂ-e] eA, és U A=
Uiolek cA.

¢) A mér beldtott a)b) alapjan (J,_,(Q\A4,) € A, és gy o, An =
N\UnZi (UL (2\4n)) € A.
Kovetkezmény. Ha Q, A egy o-algebra, akkor
1) Q,@ eA , 2) Al,Ag,... S .A,:> dD+,Do,... diSZjE.A Vn UZ:IAkzurkl:le.

Borel-halmazok

Propozicié. Egy kozds Q2 halmaz feletti o -algebrdk akdrmilyen csalddjinak kozos
tagjai o -algebrat alkotnak Q folott.

Bizonyitas. Legyen {Ai NS I} o-algebrék egy csalddja €2 folott, és tegyilik
fel, hogy A1, As,... € ();c; Ai- Legyen az ¢ index tetsz6legesen rogzitve. Nyilvan
Ay, A, .. .€ A;. Tehdt mivel A; o-algebra, |J, | An, oo An, A2, Q€ A; | azaz
Q€ (),c; Ai és a megszamldlhatéan végtelen unié, metszet ill. a kiilonbségképzés
nem vezet ki (7, ; A;-bdl.

Definicié. Ha G C {Q részhalmazai }, a G halmazcsalad altal generdlt o -algebra
(Q folott) a G-t tartalmazd legszitkebb o-algebra, azaz a

ﬂ{A o-algebra Q-n: G C A}
halmazcsaldd (amely a propozicié szerint jél-definialt, hiszen (2, {Q részhalmazai}

is G-t tartalmazé o-algebra). A {[—o0,00]" -beli intervallumok } generélta o-
algebra tagjai a [—00, 00]" -beli Borel-halmazok. (Emlékeztetd: [—oo, oo]Y -ben az

* A kovetkezékben a Dy, Do, ... diszjunkt € A (roviden D1, Do, ... diszj € A)
tipusd formula a ” Dy, Ds,... € A és D; N D; = () valahdnyszor i # j, i,j =
1,2,...7 tipusu kifejezést roviditi.
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I alakzat intervallum, ha I = I x--- x I alaku, ahol I intervallumC IR (k =
1,...,N).)

Lemma. A nyitott ill. zdrt halmazok [—oo,c0]™ -ben Borel-halmazok.

Bizonyitas. Lindelof tétele szerint barmelyik G nyitott C [—oo, 00]?V felirhaté
G = U, I, alakban alkalmas Iy, Ils,... C [—o0,00]" intervallumsorozattal.
Masrészt minden zart halmaz egy nyitott komplementere.

Mérhetoség

Definicié. Legyen Q,A egy o-algebra. Az f: Q—[—o00, 00| fiiggvény A-mérhetd,
ha
VI nyitott intervallumC [—oo,00] f1(I)(:={z € Q: f(z) € I}) € A.

Tétel. f A-mérheté < VB BorelC [—o0o0,00] f~1(B)eA.
Bizonyitas. «: Trivilis.
=: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény . A-mérhetd, és tekintsiik a

B:={B C|[-c0,0]: f}B)e A}
halmazcsalddot. Jegyezziik meg, hogy B D {nyitott intervallumok [-oq od-ben }.
Legyen Bi,Bs,... € B. Ekkor f~'(U.2, B,) = U~ f~*(B,) € A, ahonnan
U,—, B, €B. Hasonléan ()~ B, €B,ill. az f~1(B1\B2) = f~1(B1)\f"}(B2) €A
relacié miatt B\ Bg € B. Vagyis ), B o-algebra. Kévetkezésképpen B D {B: B
Borel C [—o0, 0]V} .

Tétel. Legyen Q, A egy o-algebra, fi,...,fn A-mérhetd figgvények, és legyen
F : [—00,00)N — [~00, 0] Borel mérhetd. Ekkor az F(f1,...,fn) Osszetett fiigg-
vény A-mérhetd.

Bizonyitas. Feltevés szerint F (1) Borel C [—00, 00]" valahdnyszor Iintervallum
C [—00, 0]V . Vezessiik be a

Oz (fi(z), fv(x)), B:={B C |-,V : & 1(B)c A}
jeloléseket. Eszrevétel: B D {[—oc, 0]V Borel részhalmazai}. Bizonyitds: Ha
I; x ... x Iy intervallum C [—o0, oc]? , akkor

O7HD) = Moy SHI) €A,
azaz B D {N-dimenziés intervallumok}. Mésrészrél ugyanigy, mint az el6z6 tétel

bizonyitasaban, verifikdlhatjuk, hogy €2, B o-algebra. Az észrevételbdl azonnal
adddik, hogy F(fi,...,fn)"t(I)€A, ha I intervallum C [—o0, o]V .

Kovetkezmény. Ha f,g A-mérhetd figguények, akkor f+g, f—g, f-g, max{f, g},
min{f, g} is A-mérheték.* A-mérhetd fligguények folytonos fiiggvényei A-
mérhetok.

Tétel. Legyen f1, fo,... A-mérhetd fiigguények eqy sorozata. Ekkor a

* Ha f(x)=o00, g(z)=—00 vagy forditva, akkor szokdsosan = ¢ dom(f + g).
Azonban az fV{cc} N gV {—oc} ill. f{—00} N g {0} halmazok ilyenkor
is A-mérhetok. Hogy egyszeriien mindeniitt értelmezett fiiggvényekkel dolgozhas-
sunk, bevezetjik a —oo + 0o := 0 konvencidt.
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sup,, fn, inf, frn, limsup f,, liminf f,
n—o00 n—oo

fiigguények is A-mérhetdk.

Bizonyitas. Legyen (o, () egy tetszéleges nyitott intervallum [—oo,o0]-ben.
Ekkor

[2eQ: supnfu(@)€(@,B)} = {r: sup.fule) < B} 0 {z ¢ supnfule) > a}

—{w: ImYn fule)<p— 0{a: 3In fule)>a)

~UN st o= ) St an)
m n=1 n=1

Feltevés szerint az f,'(—oo, 8 — 1/m) ill. f.'(a,o0) alaki halmazok mind
A-mérhet8k. Igy a sup,, fn fliggvény A-mérhetd. Az inf, f, alsé burkolé A-
mérhetOsége most kovetkezik az inf, f, = —sup(—f,) relaciéobol. A liminf ill.
lim sup opeaciok pedig visszavezetheték sup- és inf-képzésre:

limsup f, = infsup f, , limsup f, = infsup f, .

n—00 n>k n—00 n>k

Mérték, o-1épcsos fiiggvények

Definicié. Legyen Q, A egy o-algebra. A pu: A — [0,00] fiiggvény mérték, ha

p@ =0¢és u(|JDn)=> u(Dn)  (D1,Dy,... diszic A) .

n=1
Az Q, A, tripletet mértéktérnek mondjuk, ha Q, A egy o-algebra és p mér-
ték A-n. A tovabbiakban az egész fejezeten at 2, A, i egy tetszdlegesen rogzitett
mértéktér.
Lemma. Ha B, A, As,...€ A és BC U, _, An, akkor u(B) <> >, u(A,).

Bizonyitas. Legyen D, := Ay, D, = Ay \Up, Ax (n = 1,2,...). Most a
B,, := BN D,, halmazokra Bi, Bs,...diszj € A, tovdbbd B = BNJ. 2, A, =
BNnU.2,Dn=U,—Bn és B, C D, CA, (n=1,2,...). Innen

n(B) = Z,UJ(Bn) < ZN(DH) < ZN(AH) :

Definicié. A ¢ : Q — [—o00, 0] fiiggvény w-lépcsds fiigguény, ha

JA1, As, ... diszje A 3061,042...6[—00,00]

¥ = ZanlAn , Z |an | p(An) < oo .
n=1 n=1

Megjegyzés. Konvencié: 00 -0 :=0.
1a(x) = [1 ha zx€ A, 0 ha x%A] az A halmaz indikdtorfiggvénye.
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Ha A;, Ag,...diszje A, akkor a Z apnly, alaku fiiggvényosszegek minden x €
n=1

helyen jol-definialtak, mivel benniik legfeljebb egy kivételével minden tag = 0.

Lemma. Tegyu'k fel, hogy Al,Ag,. .diszj € A, Bi1,Bso,...diszj € A tovdbbd

me Zwu ) < 0. Elkor
ZanlA <Zﬁm13m = Zanu <Zﬁmu

Bizonyitas. Tekintsiik a D,, ., := A, N By, (m,n = 1,2,...) halmazokat. Ezek
paronként diszjunktan fedik le az Q teret. Igy az Gsszes indexekre

= N( U Dn,m) = Z #(Dnm) 5 w(Bm) = ZN(Dn,m) .

Legyen anvm = Oén, ﬁn,m = ﬁm (m7n - 17 27 .. ) . TngUk feL hogy En anlAn S
Y om Bmls,, - Eszrevétel:

anom < Bnm Vn,m

Zanm Dy ZanlA < ZﬁmlB Zﬁn,mlem-

mivel

Miésfeldl

mzm ‘an,m‘ﬂ<Dn,m) = ;(; ’@‘U(Dn,m)) = ; |an’ ;M(Dn,m)
= Z |t | (A

és hasonldéan

Z |/Bn,m|zul<Dn,m) - Z |6m|,u(Bm) <00 .

Abszolit konvergencidjuk kovetkeztében a Z (D) 1L Z Br,mt(Dnm)
m,n m,n
osszegek tetszolegesen csoportosithatok. Ezért

> Bt Bm Zanu Zﬁn mi(Dnm) = Y (D )

= Z Bn,m — Onm ,U(Dn,m) >0.
——

>0

Definicié. A ¢ p-lépcesés fgv p-integralja
[odu:= [Zan,u(An) : Ap, Ay, .. diszj€ A, Z|an|u(An) < 00, @ZZOénlAn} )

Megjegyzés. A lemma mutatja, hogy az | du operdcié jol-definidlt minden p-
1épesds fuggvényre, sét  [odu > [Ydp (o > ).
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Lemma. A ¢ — [pdup leképezés linedris, azaz p-lépesds figgvények linedris
kombindcioi p-lépcsosok, és
Jlap+BY)du=a fedu+B [Ydp (¢, plépesés, a,FER).

Bizonyitas. 1) Tegyiik fel, hogy ¢, p-lépcsés fiiggvények. Az el6z6 lemma
bizonyitasabdl latszik, hogy

IDy, Dy, ... diszie A Jan, Br,a2,82,... 9= anlp,, ¥=> Bulp,

> lanlu(Dy Zlﬁn!u

n

/sodu Zanu /wdu Zﬁnu

Ekkor

Slel-lan|+15]-[Bn]

——
ap + B = Zaarﬂrﬁﬁn Ip, . Zraan+mn\u <|a|2|an|u
+ 181> [Balp(D

[0 30) =Y (acn + 85,)n(Dy)
=a) onu(Dn) + B> Bup(Dy) = a/sodu+6/¢du :

Also, fels6 integral
Definicié. f:Q — [—o0,00] alsd ill. felsd p-integrdlja
J fdp = sup{ [ ¢du: ¢ p-lépesés < f}
[fdp:=inf{[¢du: ¢ p-lépcsés > f}
Megjegyzés. Konvencié: inf ) := oo, supl) := —oo.

Jodu= Tgo du, ha ¢ p-1épcsés figgvény.

Tétel. Ha f, f1, fo tetszbleges Q — [—o0, 0] figguények, akkor

1) [(ef)dp=affdup  (a>0)

2) i(fl + fo)dp > ifldu+if2du valahdnyszor (ifldu,ifzdu) # (—00,0)

vagy (00, —00).
Bizonyitas. 1) Az a = 0 eset trividlis. Ha pedig «a > 0, akkor
{a-¢ p-lépcsés : o < f} = {p p-lépesés: o < af}.

2) Az [fidu+ [ fadp = —oo eset trividlis. Tegyiik fel, [frdp > —oo (k = 1,2).
Most {i p-lépests : o < fu} #0 (k= 1,2). Legyen v € (—o0, [ frdp + [ fodu)
tetszolegesen rogzitve. Ekkor

Jp1, @2 prlépesds @ < fi (k=1,2), v<Yi_ [erdu.
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Mivel ilyenkor @1 + o p-1épcsos< f1 + fa,
v <sup{ [odu: ¢ plépesds < fi+ fo} = [(fi + f2) dp -

Lemma. de,u = —i(—f)du.
Bizonyitas. Altaldban is: inf(Z) = —sup(—2) (Z C [—00,00]).
Kovetkezmény. 1') T(af)du = and,u (> 0).
2') [(fi+ fo)du< [ frdu+ [ fadp ha ([ frdu, [ fadp) #(—o00,00) vagy (oo, —o0).
Integral
Definicié. Az f: Q — [—o0, 0] fiiggvény p-integrdlhatd, ha
—00 < [fdpu = [fdu < .
f integrdlja p szerint o

[ fdp = [fdp ha [fdu= [fdpu.

Megjegyzés. Az [ fdu = T fdu relacié akkor is eléfordulhat, ha [ fdu = oo vagy
T fdu = —oo. llyenkor azonban nem lehet p-1épcsos fliggvényt talalni, amely > f

ill. < f. Ezzel szemben, (az |, T integralok definicigjat kifejtve) f pontosan akkor
p-integralhaté, ha N

Ve >0 Jo,¢ p-lépessés o< f <, [Ydu— [edu<e.

Propozicié. Az integrdl linedris operdcio, azaz ha fi p-integralhato és oy €
R (k=1,2), akkor Zizl agfr p-integralhato és

2 2
/Zakfkduzzak/fkdu .
P =1

Bizonyitas. Legyenek f1, fo p-integralhaték. Ekkor

B ay [ frdp (a2 0) |
lakf’“d“_{i<—|ak|fk)du=—|ak|7fkdu <ak<0>}_a'“/ i

Hasonléan Tak frdp = ai[ fidu. Kovetkezésképpen az oy fi, fiiggvények pi-
integralhatok, és [y fi dp = ag [ fr dp (kK =1,2). Most

2 2 2
ag | frdu = ag frdp < ok frdu .

Ugyanigy Zi:l ag [ frdp > TZizlakfk dp. Azonban az alsé integral mindig <
a felsnél, fgy gy an [ frdu = [ i jonfudp= [ S onfrdp.

Null-halmazok

Definicié. Az Q, A, p mértéktér S C € részhalmaza p-0-halmaz, ha
JAe A p(A)=0és S CA.
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Egy T : Q —){IGAZ, HAMIS} tulajdonsdg p-majdnem mindendtt (roviditve
p-mm.) teljesiil, ha {z€Q: T(z) = HAMIS} p-0-halmaz.

Lemma. Ha de,u < o0, akkor f<oo p-mm.* [[fdp >—00, = f>-00
w-mm.].

Bizonyitas. Legyen S := {x : f(z) = co}. Valamilyen p-1épcsés ¢ fliggvényre
f <. Felirva ezt

=Y Bulp,  Bi,By,...diszie A, B, fa,...€[—00,]
n=1

alakban, S C {z : ¢(x) = 00} = U,.5, —00 Bn- Mivel 32, (8,)u(Bn) < oo,
minden olyan n indexre, ahol |3,| = oo sziikségképpen u(B,) = 0. Innen u{x :

w(@ = OO} = Zn:,@n:oo /“L(Bn) =0.
Lemma. Ha f,g=Q — [-00,00] és f=g¢g p-mm., akkor
[fdu= [gdp, [fdu= [gdp.

Bizonyitas. Legyen f és g két p-mm. egybeest fiiggvény 2-n. Allit4s:
Ha ¢ plépesés < f, akkor [pdp < [gdu. Bizonyitds: Vehetiink egy olyan
A€ A halmazt, amelyre -

WA =0 é A>{a: f(z) # g(x)} .

Masrészrol
(e,
gpzZanlAn Aq, Ay, diszje A a1, Qg, ... €[—00, 0]
n=1

irhaté. Ekkor a
Q= anli ahol «ap:= —oo0, Ag:=A, A, := A \A (n=1,2,...)
fiiggvény p-lépcsos, és
¢<g, [ondu= [pdu.
Az allitasbdl azonnal kovetkezik, hogy
Jodu>sup{ [odu: ¢ plépesds < f} = [fdp .

Innen f «» g cserével kapjuk, hogy [¢gdp < [fdp is. A gondolatmenet T—ra
analég. o o

Definicié. Kiterjesztjiik a p-integral fogalmat a p-majdnem mindeniitt értelme-
zett fliggvényekre: Ha f p-mm. definidlt, akkor

Jfdu:= ifdﬂa [fdu:= [fdu, [ fdu:= [ fdu
ahol f:x — [f(z) ha zedom(f), 0 ha z¢dom(f)].

Kovetkezmény. FEgy p-0-halmazon megudltoztatva eqy p-majdnem mindenditt
értelmezett figgvényt, annak p-integralhatésdga és p-integralja nem vdltozik.
Tétel. Eqgy f fliggvény p-integrdlhato < g : Q—1R A-mérheté p-integrdlhato
f=g p-mm.

* Részletesebben: f(x)<oo p-majdnem minden z€Q-ra, azaz {xr€Q: f(z)<
oo} egy p-0-halmaz.
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Bizonyitas. <: Az el6z6 lemma.
=: Legyen f : Q — [—00,00] egy p-integralhaté fiiggvény. Ekkor taldlhatunk
olyan @1, o, ... ill. ¥1,99, ... p-lépcsos fiiggvényeket, amelyekkel
on < f<n f@pndﬂafwndﬂ_)ffdu (n—>oo)
S6t itt vehetd
1 <2 <--- Y1 > pg > -+
is, [¢n ill 9, helyett a max}_, ¢ ill. minj_; ¢y p-1épcsés fiiggvényekre attérve.
Tekintsiik az _
I ‘= sup, ¥n , f:=inf, ¥y,
fliggvénypart. Tudjuk, hogy i,? A-mérheték és f < f < f. Az els6 lemmiét
1,1 -re alkalmazva kapjuk, hogy
JAcA pu(A)=0, AD{z: ¢i(x)=—occ}U{z: Y1(x) =00} .
Véve egy ilyen A halmazt, tekintsiik a
h=1lgaf —lovaf
A-mérheté fiiggvényt. Erre
(Iona¥n) — (lgyawpn) 2 h >0
0< [hdp < [Yndp— [@ndp L0 (n— o0) .

1
Tehat a h > 0 fiiggvény p-integrélhaté és [hdp =0. Az A, = {z: h(z) > —}
n
(n = 1,2,...) halmazok a h fliggvény.4-mérhetGsége miatt A-beliek. Mivel
1
_]-An S h7
n

1 1
—u(Ay,) = /—1And,u < /hd,u =0,
n n

azaz p(A,) =0 (n=1,2,...). Inmen p{z : h(z) # 0} = p(U,—; An) = 0,
vagyis h =0 p-mm. Kovetkezésképpen 1o\ af = f = 1Q\A7 -mm.

Atrendezési lemma

Lemma. Legyen ¢ : Q — [0,00) egy olyan A-mérhetd figguény, amelynek
értékkészlete 0-n kivil egy kétirdnyi sorozat, nevezetesen

ran(¢) = {yx : k€ Z}U{0} , ahol yp41 >y — 0 (k— —00) .
Ekkor

Jodn= 3 n—ue-iynfes ole) > ue}
k=—oc0
Bizonyitas. Az A, = {z : f(z) = y,} halmazok A-mérheték és paronként
diszjunktak. Ezért, és mivel y, > 0 Vn,

Jodp = [edu=3"7"_ ynp(An) .

Mivel lim gy = 0, teleszkopikus 6sszegként
k——o0



[odi= 3" S-monld) = X - mou(An)

n=—oo k<n (n,k):k<n
= > D k=)A= Y Wk —yk-1) > nl(An)
k=—ocon>k k=—o0 n>k
= Z (Y — Y1) ( U An )
k=—oc0 n>k
——

{o:f (@) >yr}

Integralhatésagi kritériumok

Lemma. Ha f p-integrdlhatd, akkor f+ is* p-integrdlhatd.

Bizonyitas. Legyen egy Q — [—o00,00] p-integralhaté fiiggvény és ¢ > 0

tetsz6legesen adott. Ekkor taldlhaték olyan ¢, p-1épcsos fiiggvények, hogy

p<f<v, [du—e< [fdu< [edute.

Eszrevétel: o, T p-lépesds fiiggvények (ugyanis ha pl. ¢ = > a,la, ahol

Ay, Ay, .o diszj € A, akkor ot = Y janla, é Y0 Jglanlpd, <

o lan|pA, < 00). Mivel az y—y™ fiiggvény novs, 0<pt < fT <y, Igy
Jrap < fvtdp<oo, [frdp> [¢*du> oo

A BT —at <B—a (B> a) egyenlbtlenség alapjén pedig
JFdp— [frdp < [ —pT)du < [( — @) dp < 2.
Az £ > 0 valasztdsdnak tetszélegessége miatt innen T frdu= [ftdu.

Tétel. Legyen [ eqy A-mérhetd fligguény. Ekkor ekvivalensek
1) f w-integrdlhatd,
2) 3g A-mérhetd p-integralhats |f| <g ,

3) Z o p{x: |f(z)] > 2F} < 0.
k=—o00

Bizonyitas. Ha pu{x : |f(x)| = oo} # 0, akkor az 1)2)3) tulajdonsagok trividlisan
nem teljesiilnek. Mivel pedig egy fliggvényt p-0-halmazon megvaltoztatva annak
integralhatdsagi tulajdonsagai nem véaltoznak, feltehetjiik a tovabbiakban, hogy
Ifl,g:Q—1[0,00).
1)=2): A lemma szerint |f|=fT+(—f)T p-integralhatd, ha f p-integralhaté.
2)=3): Tekintsiik a

¢z [2" ha 2" < g(z) < 2" (n€Z), 0hag(z)=0]

oo
= Y 2"la 2cgm<ant)

n=—oo

* A pozitiv rész 2T = [z ha z>0, 0 ha z < O}, a negativ rész 2~ = (—z)*.
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figgvényt. Mivel g : Q@ — [0,00) A-mérhets, a ¢ fiiggvény jol-definialt, A-
mérhet6 és ¢ < g. Feltevés szerint g p-integralhato, igy

> 2"u{$22"<9($)§2”“}=/¢>du§/gdu<oo,

n=—oo

Az dtrendezési lemma szerint

oo

Jodu= 3" @ =2 e s o() 2 2
k=—oc0
= S e =2 = Y 2 ufe: g(a) > 21}
k=—0c0 k=—c0
=Y P lufaiga) > 2 > Y 2 e | f()] > 21
k=—oc0 k=—oc0

3)=1): Veheté f > 0, mivel 3) pontosan akkor teljesiil f-re, amikor f¥-re és
f~-re. Az Osszes q > 1 egyiitthatora vezessiik be a

Po= Y "l r<s@zery s Ya=a 90 (@>1)

n=—oo
1épcsés fiiggvényeket. Hasonléan, mint imént a ¢ fliggvényét, lathatjuk ezek jol-
definidltsdgat. Mivel p,(z) = ¢" < f(z) < ¢"' = 9, (z) valahdnyszor f(z) €
(¢™, q" 1] valamilyen n-re, ¢, < f <, minden ¢ > 1 mellett. S6t

PSSPy < Sf < <Yy <ds <t

Ha 3) all, akkor az dtrendezési lemma szerint

[odu<oo, [thodu= [2p2dp<oco.
Tehat ilyenkor

/(mnﬂ—@%)du: (2%—1)/902%d,u§ (2"2—1)/%@%0 (n — o0)
azaz az [ felett és alatt elhelyezked6 p-lépcsés fiiggvények integralkiilonbsége

tetszolegesen Kkicsiny lehet.

Kovetkezmény. Ha f >0 egy A-mérhetd p-integralhato fliggvény, akkor

> Fules f@)> 2 < [faus 3 2 e f@) > 24

k=—o0 k=—o0

Diszkrét Lebesgue tétel

A kovetkezd tétel (amely az integrélszamitds alaptételének specidlis esete)
tisztan sorelméleti, azonban egyszertisége ellenére ebben a formaban ritkan szerepel
a sorelméleti bevezetokben.
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Legyenek n =1,2,...-re aﬁ”) + aén) + - - - abszolut konvergens sorok, amelyek

(1) )

tagonként is konvergalnak: a ,...— a; minden régzitett ¢ indexre. Azaz

R R
o + o + o + o =27
o e o e =T e
} } ! }
a1 + a9 + as + = 7
Tétel. Ha létezik olyan cq,ca,... > 0 sorozat, amelyre
Zci<oo , sup\aq(;n)|§ci (i=1,2,...),
i=1 "
akkor
Zagn) —>Zai (n — 00).
Bizonyitas. Mivel |a;| = lim, ]az(.")| < ¢; minden i-re, ), |a;| < oo és igy

akarmilyen I indexnél felbontva

1 o0
‘Zagn)—ZGJ§Z|a§")—a¢|22|a§")—ail+ > 0™ —
i i i=1

7 L= i=I+1

I 0o
§Z\a§n)—ail+ Z 2¢; (n=1,2,...).
i=1

i=1+1

Legyen ¢ > 0 tetszélegesen adott. Mivel ). ¢; < oo, valaszthaté I gy, hogy

> €
2, < =
Z ¢ < 5
=1+1
legyen. Mivel pedig most limn(agn) —a;)) =0 (i =1,...,I), taldlhaté olyan N
kiiszob, hogy
1

Dol —al<s  (n>N).

=1

Ekkor |3, aE”) — >, ai| <& minden n > N indexi sorra.

Kovetkezmény. Ha minden i indexre 0 < agn) ta; (n— o0), akkor

Yo a; =lim, >, agn) .

Bizonyitas. Ha ) . a; < oo, akkor a tételt alkamazhatjuk ¢; :==a; (i =1,2,...)
mellett. Ha ) . a; = oo, akkor minden [I-re lim, ), agn) > lim, Zle az(-n) =
S a;. Ttt a jobb oldal — oo ha I — co.
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Markov egyenlGtlenség

Lemma. Ha f > 0 egy A-mérhetd p-integralhato fiigguény, akkor bdarmely y > 0
szamra

u{x:f<x>zy}g§/fdu.

Bizonyitas. Az A:={z: f(z) >y} =(\.—{z: f(z) >y—1/n} halmaz
A-mérhetd, és

y-la<f .
A 2) integralhatésagi kritérium szerint az y - 14 fliggvény p-1épcsés. fgy

y-pw(A) = [y-ladp < [ fdu .

Fatou lemma

Lemma. Tegyiik fel, hogy g1 > g2 > --- w-integrdlhato A-mérhetd fligguények,
amelyekre ¢, 1 0 (n — o0). Ekkor [ g,dp—0 (n— 00).

Bizonyitas. Tekintsiik az integralhatdésagi kritériumok 3) = 1) implikacigjaban
hasznalt 15-nek megfelel6 fiiggvényeit g1, gs, . . .-nek:

o0

w2,n = Z 2k+1 . l{x 2k <g(x)<2k+1} (TL = 1,2, .. ) .

k=—o0

Tudjuk: v, p-lépesés > g, (n=1,2,...). Eszrevétel: Minden rogzitett k € Z
indexre
{z: gi(x) >2"} D {z: go(2) >2"} D -

D= (V{z: gn(z) >2"}  («<gal0)

plr: gn(z) > 23\ pu(0) =0 (n—o0).
Tehat az atrendezési lemmat majd a diszkrét Lebesgue tételt alkalmazva

oo

0< /gn dp < /wz,n dp= Y 2" pfa: gu(z) > 2%}

k=—0c0

— i k1. 0=0.

k=—oc0

Beppo Levi tétel

Lemma. Ha Ay, Ay,...€A és Ay C Ay C -+, akkor p(| ] Ax) = lim p(Ay).

n—oo
n=1
Bizonyitas. Talalhaték Dy, Do, .. .diszj€.A, amelyekre
A, =D,UDyU---UD, (n=1,2,...). Ekkor

o 4) =

o0

[e%e) N
D,) =) u(Dn) = lim 3 pu(Dy)= lim p(Ay).
1 n=1 n=1

n=
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Tétel. Ha 0 < f1 < fo < -+ A-mérhetd p-integrdlhato figguények és
sup,, [ fndu < 0o, akkor a sup, f, felsé burkold figgvény p-integrdlhatd és

/ sup £ dpu = lim / Fudps .

Bizonyitas. Legyen I := sup,, [ f, du(=lim,, [ f, du) és f :=sup, f,. Tudjuk: f
A-mérheté. A Integralhatésagi kritériumok c. alfejezetbeli kovetkezmény szerint
>

Z 2k fn(a:)>2k}§/fndugl (n=1,2,...).

k=—o0

Egy tetszolegesen rogzitett k indexre
{z: filz)>2"y C{z: folx)>2F -,

{z: fla)>2") = J{z: f(2)>2"}.

A lemma alapjan

o ful@) > 25} S pfo s f@) > 25 (n— o).

A diszkrét Lebesgue tétel kovetkezménye szerint

oo

Y. 2w fule) > 250 1 Y 2Pufe f(@)> 2" (n— oo)

k=—o0 k=—o00

<] <.

fgy a 3) kritérium szerint az f fiiggvény p-integralhatéd. Minthogy f — f,, 1 0, a
Fatou lemma alapjan [ fdp — [ fndu — 0.

Kovetkezmény. Ha fi, fo,... p-integralhato figgvények nové wvagy csokkend
sorozata és { [ fndu: n=1,2,...} korlitosC R, akkor az f :=lim, f, figgvény
p-integrdlhatd és [ fdu = lim, [ f, du.

Bizonyitas. Egy p-0-halmazon valé valtoztatas utan vehetjiik, hogy az Osszes
fs f1, f2, ... figgvények A-mérheték. Alkalmazzuk a n6vo esetben a 0 = f; — f; <

fo=fi<[fs—fi <+, acsokkenS esetbena 0= fi—fi< fi—fa< fi—f3 <-
fliggvénysorozatra a tételt.

Lebesgue tétel

Tétel. Legyenek f1, fo,... p-integrdlhato figgvények és
fo = f p-mm. (n— o00).

Tegyiik fel, hogy van olyan u-integrdlhato g fiiggvény, amelyre
lfnl <g (n=1,2,...).

Ekkor f, f1, fa,... p-integralhatok és

[t [1an o).
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Bizonyitas. Egy p-0-halmazon val6 valtoztatas utan feltehetjiik, hogy az 0sszes
fs f1, f2,. .. fiiggvények A-mérhetdk, és f,, — f mindeniitt Q2-n. Legyen

gN = sup fn (N=1,2,...).

n>N
Tudjuk:  f,91,92,... A-mérhet6 figgvények és g, | f (N — o0). A 2)
integralhatésagi kritérium szerint f, g1, go,... p-integralhatok. A Fatou lemmat

— f,92 — f,...-re alkalmazva kapjuk, hogy [(gn — f)du \, 0, azaz
/gwdu\/fdu (N = o0) .

Mivel gy > fy minden N indexre,

/fd,u: lim /gNd,uzlimsup/de,u.

N—o00

A gondalatmenetet f,, helyett — f,, -re alkalmazva, limsup [(—fn)du<— [ fdu,

N—oo
AZaZ

/fd,ugliminf/f]vdu

(hiszen &ltaldban is, limsup(—ay) = — hm mf ay a szamsorozatokra). Vagyis
N—o0

limsup/fN dp < /fd,u < hmlnf/deu

N—oo

Ugyanakkor itt a limsup [ fn du > hm 1nf [ fn dp egyenlStlenség trividlis.

N—o0

Kovetkezmény. Ha f1, fo,... p-integrdalhatok, f, — f p-mm. tovdbbd

S%p/max,iv_l frdpu < oo és i%f/minfcvzl frdp > —o0

(vagy egyszerre sup/rnaxjk\;1 |fr|dp < 00), akkor az f limes p-integrdlhato és
N

/fdu:nlggo/fndu.

Bizonyitas. Jegyezziikk meg mindenek el6tt, hogy egy p-0-halmazon vald
valtoztatassal feltehet6 az Gsszes szereplo fiiggvények A-mérhetosége. Mivel pedig

—[fil = = [fn] < mingly <maxily fi < il [ fal
a 2) integralhat6sagi kritérium szerint a 1r1r1ax{€\7:1 fr ill. 1r1r1infﬂ\7:1 fr figgvények mind
p-integralhaték. A Beppo Levi tétel értelmében a

— _ N ._ _ . N
hi :=sup f, =supmax;,_, fr , ho:=sup f, =supmin,_, f
n N n N

felsd ill. als6 burkolé fliggvények p-integralhaték. Most a g := hy 4 hs fiiggvénnyel
alkalmazhatjuk a tételt.
&
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MERTEK KONSTRUKCIOJA

Legyen az egész fejezeten keresztiil tetszélegesen rogzitve az Q # () halmaz,
és legyen

7:T = [0,00] ahol (0 # T C {Q részhalmazai} .

Lefedési kiterjesztés

Definicié. A 7 halmazfiiggvény lefedési kiterjesztése a
7(X) =inf{> ;7 7(T) : F megszémlC T, JF D X }.

halmazfiiggvény, amely ) Osszes részhalmazara jol-definialt. *

Tétel. 1) Ha 0 € T és 7(0) =0, akkor 7(T) < 7(T) (TeT).
2) ?(Ufle Xn) <3 T(Xy) (X1, Xo,...C Q).
Bizonyités. 1) Mivel T' = TU{J,, 0, ilyenkor 7(T) < 7(T)+Y .-, 7(0) = 7(T).
2) Legyen € > 0 tetsz6legesen adott. Bontsuk ezt fel megszamlalhaté részre:
€1,€9,...>0 : eE=¢€1+eo+ - .

Mindegyik n indexhez véalasszunk egy olyan F, megszamlC 7 halmazcsalddot,
amelyre

UFoXn, DY ) <7(Xn)+e, (n=12,..).
TeF,

Ekkor az F :=J,—_, F,, csaldad megszdmlalhaté és |JF D U, —, X,,. Ezért

?(C_j X,) <) 7(T) = i > (1)

TeF n=1TeF,

<Y F(X) en] =Y (X)) +e

Definicié. A 7: T — [0, 00| halmazfiggvény elémérték (2 {616tt), ha
DeT, r0)=0 é T(T)=7(T) (T eT).

Tétel. Az IR nyitott intervallumain értelmezett
A(a, b)) :==b—a (—o<a<b<x)
halmazfiigguény elémérték.
Bizonyitas. Tetsz6leges a € IR szdmot véve, A\(0) = A((a,a)) =a —a = 0.
Legyen a nem-iires (a,b) intervallum és az Z = {1y, I, ...} lefedése (a,b)-nek

adott (tetszolegesen). Most ha o, C IR olyan szdmok, hogy a < o’ < b < b,
akkor | JZ D [d/, V], és igy a Borel befedési tétel szerint

*

Konvencid: inf () := co. Az F megszamlC T kifejezés az F megszdmldlhatd
részhalmaza T -nek kijelentést roviditi.
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K K
i dgs o I €T | J I, D[ V], ) AIuk) >V —d .
k=1 k=1

Tehat Y ;7 M) >sup{d/ —a': a<d <V <b}=b—a=X\((a,b)).

Kiils6 mérték, mérhetdség

Definicié. A « : {Q részhalmazai } — [0, 00] halmazfiiggvény kiilsé mérték (2
f6l6tt), ha

K0)=0, r(Up"; Xn) <302 6(Xn) (X1, Xs,...C Q).
Megjegyzés. 1) Lattuk: 7 elémérték = 7 kiils6 mérték.

2) k kiils6 mérték < K = k. Azaz a kiils6 mértékek pontosan az
Osszes részhalmazra értelmezett elémértékek.

Probléma. Keresendé olyan A o-algebraC {Q részhalmazai}, amelyre k|A
mérték.

Definicié. Legyen s egy kiils6é mérték (2 616tt). Az A C Q halmaz k-mérhetd,
ha

K(X)=r(X\A)+ k(X NA) (X CQ).
Jelolés: A, := {k-mérhetSk } (= {Q k-mérhetd részhalmazai } ).

Lemma. Ha k kiilséd mérték és Ay, As,...diszje A, , akkor

K(U Ay) = Zn(An).

Bizonyitas. Legyen k egy kiils6 mérték Q-n és Ay, Ao, ...diszje A, . Mivel k

kiilsé mérték,
K(U Ap) < ZK(AR) .
n=1

n=1
Madsrészt

AL e A, , = K(U An) :K(Al)—F/‘i(AQUAgU"')

n=1

AQGAK , = K(AQ,UA;))U...):E(A2)+A3UA4U“')

K(G An) = k(A1) + k(A2) + k(A3 U Ay U -+ )

n=1

K<UA">:R(A1)+"'+H(AN)+/‘€(AN+1UAN+2U---)

> Z K(An)

n=1
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tetszoleges N -re. Innen k U A 2 Z

n=1

Tétel. Legyen r kilsé mérték 2 folott. Ekkor A,, o-algebra -n.
Bizonyitéas. 1) A€ A,.,= Q\ A€ A,. Bizonyitds: Ha X C Q, akkor
R(X)=r(XNA)+r(X\A) =r(X\(Q\A)+r(XNOQ\A)).
2) A,Be A,,= AN B € A,. Bizonyitas: Legyenek
X, :=XN(ANB) Xo:=XN(B\A)
X;:=XnN(A\B) X, =X\ (AUB).
Belatandoé: k(X1 U---UXy) = k(X1) + k(X2 U X3 U Xy).

Ae A, =r(X1UX) =6((X1UX2)NA)+ k(X1 UX2)\ A)
(X1) + #(X2)
k(X3 UXy) = k(X3) + k(X4) ugyanigy.
BeA,,=k(XjU---UXy) =kr(X)=r(XNB)+k(X\B)
= k(X1 UX2) +r(X3UXy)
K(X1)+ -+ k(Xa) -

=K

X helyett az el6bbi gondolatmenetet Xo U X3 U X,4-re alkalmazva,
K/(XQ U X3 U X4) = K(XQ) + K(Xg) + H(X4) .

3) A1, Ay, ... diszje A,, = U A, € A, . Bizonyitas: Legyen
n=1
Xo ;:X\UZOZIAn, X1 ZZXﬂAl, X5 Z:XﬂAz,....
Belatand6: k(XoU X1 U--+) = k(Xp) + k(X7 UXo2U--).

AteA, = r(XoUX1U-) =kr(X1) + k(XoUXoUX3U--)
AQEAK,:>/'€(X0UX2UX3U"'):/{<X2)+/{(X0UX3UX4U"'>
IQ(X()UXlU...) :K(X1)+K(X2)+I€(XOUX3UX4)

A, €A, = k(XoUX 1 U--2) = k(X)) + -+ K(Xp)+

azaz
R(X) > k(Xo) + k(X1) + - k(X))  Vn.
Mivel s kiil6 mérték, x(XoU X3 U--+) < k(Xo) + w(Xy) +---, és igy

oo

R(X) = k(Xn).
n=0
X helyett ezt X; U X5 U ...-re alkalmazva kapjuk, hogy

H(Xl UXQU"'):ZFL(X

n=1
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4) Altaldban is 1)2)3) = A, o-algebra.

Mérték regularis elomértékbol

Definicié. A 7: T — [0, 00] elémérték (2 {616tt) reguldris, ha
T(T)>7(T\U)+7(T'NU) (T,U€eT).
Tétel. Ha 7 : T — [0,00] egy reguldris elémérték, akkor minden T -beli halmaz
T-mérhetd, azaz T C Ax.
Bizonyitas. Legyen X C Q2 és T' € T tetszOlegesen adott. Belatando:
T(X)=T(X\T)+7(XNT).
Mivel 7 kiils6 mérték, itt a < relacié definicié szerint all. Legyen ¢ > 0 adott.
Allitas:
TXNT)+7(X\T) <7(X)+e.
(Innen a tétel azonnal jon). Bizonyitas: Talalhaték Uy, Us, ..., 7T ugy, hogy

X c G U, | iT(Un) <F(X)+g .
n=1 n=1

Vegylink egy olyan e1,£2,... > 0 rendszert, melyre > - &, = ¢/4. Mivel a 7
elomérték regularis, n = 1,2,...-re rendre

Ao e 3T T, eT

Uu su\T Y r(UM) <F(UN\T) + e
k=1 k=1
U ouv.nT ZTTW FU.NT) +ep -
k=1
Ekkor
Un.k=10" > | JIU.\T) > X\ T U "> JW.nT>oXxNnT
n=1 n,k=1 n=1
n%;r (U, z_: T(U\T) + €] z_: 7(U, \ 4
T T T)+ < oy .
p k:1( < zT(U NT) 1 ugyanigy

Vagyis, a harmadik lépésben kihaszndlva 7 regularitasat,

FXNT) +7(X\T) < i (T + 3 T(U)
n,k=1 n,k=1
i:: (Ua\T) + 70 D] + 5 +
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Lebesgue mérték

Tétel. A nyitott intervallumok hossza reguldris elomérték IR -en.

Bizonyitas. Mint a Lefedési kiterjesztés alfejezet példdjaban, hasznaljuk a
szokasos
A : {nyitott intervallumok} — [0, 00] , A(I) := [I hossza

jelolést. Lattuk: A\ elomérték IR-en. Eszrevétel: A —0o < a < b < oo végponti
intervallumokra

A((a,0]) = A([a, b)) = X([a,b]) = A((a,b)) =b—a.
Bizonyitas: Nem-korlatos intervallum \-mértéke = oo, mert a belseje egy nem-
korlatos nyitott intervallum. Ha —oco < a < b < oo, akkor barmely ¢ > 0-ra
(a —e,b+¢) D [a,b], ahonnan
b—a=X((a,b) =X(a,b)) <X([a,b]) <AX((a—e,b+¢€)) =b—a+2e.
Az észrevétel alapjan,
M) =XINJ)+XI\J)  (I,J nyitott intervallum C IR).

Definicié. A | A5 mérték neve 1-dimenziés Lebesgue mérték. Az As halmaz-
csaldd tagjai az IR-beli Lebesgue mérheté halmazok. Szokdsos A € Ay esetén

A(A) helyett is A\(A)-t {rni.
Tétel. 1) A Lebesque mérték szerinti integrdl kiterjesztése a Riemann integrdlnak.
2) Az f : R — IR figgvény Riemann integrdlhatd pontosan akkor, ha -
majdnem mindendtt folytonos tovdbbd korldtos és eqy véges intervallumon
kivil eltdnik.

Bizonyitas. 1) Legyen f egy Riemann integralhaté fiiggvény IR-en. A Darboux-

féle -

E+1

, k
Pn = Z lnff([ﬁ; n )) ) 1[%,%) ’
k::O;OO - . (n:1;27 )
+
U= Y sup f ([~ ——)) - L& wa,
k=—o0

alsé ill. felsé kozelit6 fliggvények A-lépcsdsok (csak véges sok tag # 0 ezekben az
Osszegekben) és

/QﬁndA—/gond)\—>0 (n — 00).

fgy az integralhaté definicigja utani megjegyzés szerint f M-integralhato.

2) Tegyiik fel, hogy f egy Riemann integrélhat6 fiiggvény IR-en. Mivel a véges
I intervallumok 1; indikatorfiiggvényei tetszoleges pontossiggal kozelithetok
folytonos fliggvényekkel alulrdl és feliilr6l integralban (Riemann- vagy Lebesgue-
itt ugyanaz), talalhaték olyan f 1,71, f 2,72, ... € C(IR) fiiggvények, amelyekre

[ <en<f<en<Tf,

n

/(@n—in)d)\, /(Tn—iﬁn)d/\S% (n=1,2,...).
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az elébb hasznélt Darboux fiiggvényekkel. Tekintsiik az

f:=sup, in , f:=inf, ?n
burkolé fliggvényeket.

/fd/\:lign/gond)\:liy/ind)\g/id)\g/fd/\

azaz [fd\= [fd\. Hasonléan, [fd\= [fd\. Tehét

ami csak gy lehet, hogy f = f = f A-majdnem mindeniitt. Tudjuk: folytonos

fiiggvények sup-a alulrél-, inf-a feliilrl folytonos. Nevezetesen az f fiiggvény
alulrol, f pedig feliilrdl folytonos, azaz

f(z) > limsup f(z + k), f(z)< lizn i(I)lf?(l’ + h) (x €R) .
h—0 -

Mivel f < f < f, az f fiiggvény igy folytonos minden olyan 2 helyen, ahol

f(z) = f(z) = f(z). Ez azonban, mint lattuk, A-mm. bekdvetkezik. Masrészt
a Riemann integralhatésdg definiciéja megkdveteli, hogy |f| < M - 1; valamely
M < oo és korlatos I intervallum mellett.

Forditva: Legyen f A-mm. folytonos, |f| < M -1; ahol I egy korlatos
zart intervallum és M < oo. Az altaldnossidg megszoritasa nélkiil felteheto,
hogy I végpontjai raciondlisak. Az S := {x : f nem folyt. z-nél} C I 0-
halmaz tetszoleges € > 0 mellett lefedhetd € 0sszhosszusagu nyitott intervallumok
megszamldlhaté G, unidjaval. Minden = € I\ G, ponthoz valasszunk egy olyan
raciondlis végpontu I, + [ay,b,) intervallumot z koriil, amelyen az itt folytonos
f fiiggvény e-nal kevesebet valtozik (sup f(I,) —inf(l,) < ). Mivel a G. halmaz
nyitott, I \ G. mindig kompakt. fgy vehetd véges sok x1,...,xNn Ugy, hogy

H =1, U---Ul, DI\G..

Minthogy az I,, intervallumok és I végpontjai racionalisak, mind eldallnak valmi-
lyen kozos g. nevezével [p/q., (p+1)/qe) alaki intervallumokbdl. Most a ¢g_, 4.
also- és fels6 Darboux fiiggvények integralkiilonbségére

1 p (p+1 p (p+1
Jn =i =— 3 o (i ) s (12, 22
e = qe qe 4e qe
i Z € + i Z 2M
Qe p: [p/qy,(p+1)/e)CH. de p: [p/qn,(p+1)/e)CI\H.
=ANH:) e+ AT\ H.)2M <e-AH:) 4+ 2M-\G.)
<eMI)+2M-e=e-(ANI)+2M) -0  (¢—0).

Jeldlés. Az [f d\ absztrakt irdsmdd helyett dltaldban a szuggesztivebb [f(x) dx-
et hasznaljuk.

Kovetkezmény. Ha f1, fo,...: IR — IR Riemann integrdalhato fliggvények, ame-
lyekre |fn| < M < 0o n=1,2,...) és fr, = [ egy f: IR — IR filigguényre,
akkor
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b b
Bizonyitas. Lebesgue tétele alkalmazhaté az 1jq 3 f1, L[a,p) f2, - - - fliggvénysoro-
zatra a g :== M - 1[, ] majordnssal.
Példa. Ha f:(0,1) x (0,1) — IR egy korldtos Borel fiiggvény, amely a masodik

valtozdja szerint korlatosan parcidlisan differencidlhaté, akkor a t +— fol f(x, t)dt
fiiggvény jol-definialt és differencidlhat6 az egész (0,1)-en és

d [! .
E/0 f(z,t)dx = i Ef(:c,t)d:c.

Bizonyitas. Minden rogzit ett ¢t € (0,1) mellett az x — f(z,t) fliggvény Borel
mérhet6 és korlatos, igy Lebesgue integralhatd. Sot
|f(l',t/) — f(xat)l — |%
t—t ot
a Lagrange kozépérték tétel alapjan (3 Vet € (0, 1)) Ha tehat t1,t5,... — ¢,
akkor alkalmazhato Lebesgue tétele a
¢ :f<;tn)_f(;t)_>g
" by —t ot
korlatos intervallumon korlatos fliggvénysorozatra.

0
(Vg 1) < sup ’8_]7:| (x,t’,t € (0, 1))

(.,t) (n — 00)

Stieltjes mértékek

Legyen I egy intervallum IR-ben és o : I — IR egy nové balrol folytonos
fliggvény, és legyen
To: {la,b) CI: a<b}—>TR
[a,b) — a(b)—al(a) .

Tétel. A 7., halmazfiiggvény requldris elémérték,

Tal(@) =lmla®) —a@] . 7a(lob) =limla(y) - a(o)]

Ta((a,b)) = limlim[a(y) — a(z)] .

zla yTb

Bizonyitds. Lemasolhaté az «o(x) = x sulyfiiggvénynek megfelel$ Lebesgue-eset
targyalasa.

Definicié. Az a|Ag mérték az o sdlyfigguény Stieltjes mértéke (az I intervallu-
mon).

Jelolés. [, f(x)da(x) == [fdTa (f TalAsz, -integralhatd).

Propozicié. Az I-beli Borel halmazok minden sulyfiigguényre Stieltjes-mérhetdk
(azaz As-ba tartoznak minden megengedett o -ra).

Bizonyitas. Legyen a : I — IR egy sulyfiiggvény. Lattuk: A= tartalmazza I
osszes korlatos részintervallumat, igy az altaluk generalt o-algebrét is.

Kovetkezmény. A véges intervallumokon kivil eltind korldtos Borel-mérhetd
fuggvények minden o : IR — IR sulyu Stieltjes mérték szerint integrdalhatok.

Szorzatmérték
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Ebben az alfejezetben jeloljenek pu : A — [0,00] , v : B — [0,00]
tetszolegesen rogzitett mértékeket, és legyen

7:AXx B~ u(A)v(B) (Ac A, BeB).

Tétel. A 7 halmazfiggvény requldris elémeérték.

Bizonyitas. 1) 7 elémérték: Bizonyitandd, hogy
7(A x B) Z (A x B,) (A, A1,...,e A, B,B,...€B,
- AxBcly A, xBy) .
Csak az Y 2 7(A, X By,) < 0o eset érdekes. Ekkor

(A x B):,u(A)z/(B):/V(B)-lAd,u Z (A, x By,) Z/ w)1a, dp

> v(Bn)1a, /Y v(Bn)la, Z/ W)la, dufz (A, X B,)<

Tehat a Beppo Levi tétel szerint

oo

S r(An x By) /Z

n=1

Tetsz6leges = € A-ra

o f—D’L
> v(B)la,(x)= Y v(B.)=v( |J Bn)=v(B),
n=1 n: €A, n: €A,
ahonnan -
T(AXB):/ lAdu</Z n)la, dp = ZT(Aann) :
n=1

2) 7 reguléris: Bizonyitandd, hogy
T(Ax B)>7((Ax B)N(C x D)) +7((A x B)\ (C x D))

ha A,Ce Aill. B_DeB. Az Ay :=ANC, Ay :=A\C, Bi:=BND, By :=
B\ D jelolésekkel

(A x B) = p(Aw(B)= 3 u(A) Uv(By)

i,k=1,2
=7((ANC)x (BND)) + > p(A)w(By) .
i,k=1,2
i+k>2

Itt | JAixBp=(AxB)\ (CxD) miatt »  pu(A;)v(By)>7((AxB)\(CxD)).
ik=1,2 ik=1,2
itk>2 i+hk>2
Definicié. Legyenek p és v mértékek. Az A x B — u(A)v(B) regularis el6mér-
tékhez konstrualt mérték p és v szorzatmértéke.
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Megjegyzés. Technikailag egyszertien (de hosszadalmas) verifikdlhatd, hogy a
mértékek szorzéasa asszociativ, ha azonositjuk az (21 x Qo) x Q3 és Q1 x (2 x Q3)
tipusi Descartes szorzatokat.

Definicié. A 74 : T, — [0,00] (kK =1,...,n) halmazfiiggvények tenzori szorzata
TITROTR Ty & (A1 X o ><An) '—>7'1<A1)"'7-n<14n) .

Ha pq,..., 1, mértékek, a félreértés veszélye nélkil pu® --- @ u, jeloli egy-
ben a szorzatmértékiiket is. (Rutinszerii belatni: a szorzatmérték valéjaban az
1R - @iy, kiilsé mértékbél szarmazé mérték.)

IR"-en a A Lebesgue mérték n-szeres A" := A ® ---® \ szorzata az
n-dimenzios Lebesque meérték.

Egyszerii fliggvények

Definicié. Legyen 7 : T — [0,00] elomérték Q f6lott. A ¢ : Q— R fiiggvény
T-eqyszert fligguény, ha

iT,...., 7T, €T FJai,...,ay €R @szLlaann.
Tétel. Legyen T : T—[0,00] reguldris elémérték (0 folott) és f : Q— [—o0, 00]
eqy T -integrdlhato fligguény. Ekkor
Ve>0 do T-eqyszeri [1f —¢ldr <e.

Bizonyitas. Mivel f = fT—f~ és fT, f~ T-integrdlhatdk, veheté f > 0. Legyen
most € > 0 tetszolegesen adott. Tudjuk*: Talalhaté ¢ > 1, melyre

Z q"1a, < f< Z "y, /\f— Z q"1a, |dT <e/2

ahol A, :={z € Q:q" < f(x) < ¢" "'} (n=0,£1,...). Legyen
€0,E1,E—1,...>0 : > En=¢/2.

Elegend6 belatni, hogy
ElTl(n)aTZ(n)ueT qn/|]‘An_ZlT;£n)|d?<6n (n:()’:l:l’)
k=1

A 7T kiterjesztés definiciéja alapjan tetszoleges n-re

AT, eT U 7™ > A, Zr(T,ﬁ")) < T(An) + 2—2
k=1 k=1

Mivel itt E Ly >1a, (n=0,%1,...), a Beppo Levi tétel szerint (a > és
k
k=1

*

Az Integralhatdsagi kritériumok alfejezet 3) = 1) bizonyitdsabdl.
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[ feleserélésekor) minden rogzitett n-re

oo o0

/|1An — ZlTén)uT: /(Z 1T,5”) — 1An)d?
k=1 k=1
:Z/ T(n)dT—lA dTt
=3 AT A (An) < 2
k=1 q

Ko6vetkezmény. Ha 7 : T — [0,00] reguldris elémérték és az f : ) — [—o0, o0]
fugguény T -integrdlhato, akkor

Ve>0 E|T1,T2,...€T 3061,042,...611:{

=> aply,  T-mm, Z|ak|T(Tk)</|f]dF+€.
k=1 k=1

Bizonyitas. Legyen € > 0 adott, és vegylink egy
€1,€9,...>0 : €1 +ex+...=¢/4
felbontast. A tétel alapjan

K,
3y T-egyszerii /]f —1]dT < &1 p1 = Z O‘l(cl)lT,i”

K,

> 1o (1) < [Irar e

k=1

Definialjuk ezzel az fo := f — ¢ fliggvényt. Erre ugyanigy
S (@
3 o T-egyszerl'i/ |fo — paldT < &9 Yo = Z a,(g )1T,§2)
k=1

Z P (TP < e

Definialva f3 := fo — o -t, folytathatjuk ezt az eljarast igy, hogy minden N € IN
mellett kapunk egy olyan ¢y, fyy1 fiiggvénypart, amelyre

pN T-egyszertl , /|fN — on|dT +en , Int1 =[N —oN
Kn
_ (N) (N) (N)
@N—;O&k 1T£N) Z|Oz T )<5N-

Jegyezziik meg, hogy ekkor

79



OOKN

> > 10 @) < [isiar+ 5

N=1k=1
és [|faldT < en-1, Yn = fo — fat1 (n = 2,3,...). Specidlisan
S, [1fndT < o0. Beppo Levi tételét a S0 |fo] (N = 2,3,...) részletossze-
gekre alkalmazva kapjuk, hogy a >~ |f,| fliggvény T-integralhatd, és igy az

S = {x: Z\fn )| = oo}

halmaz 7-0-halmaz. Ha pedig x € (2 \ S, akkor

Z@n(l’) = (f(z) + f2(2)) + (f1(z) = fol)) + -+ (fn(x) — fria(2))
= f(x) — fyvya(z) — f(2) (N — o0) .

Megjegyzés. Ha f = > 7 a,lp, és > |an|7(T,) < oo, akkor Lebesgue

tétele alapjan
/ fdr = Z a,7(T,
n=1

Fubini tétel
Ebben az alfejezetben
T:=pu @pua ahol g : Ax — [0,00] mérték Qr-n (k=1,2).
Tétel. Legyen [ : Q1 X Qo — [0,00] egy T-integrdlhatd figgvény. Ekkor pi -

magjdnem minden x1€Qy mellett az xo— [ f(z1,22) fligguény pg -integrdlhatd. A
w1 -mm. definidlt x1— [ f(z1,22) dus(xs) figgvény p -integrdalhatd és

/fd?z/{/f(xl,xz)dug(xz) dpq(z1) -

Bizonyitas. Tudjuk:
o0
= Z onla, xB, T-mim.

olyan Ay, As,... € Ay, Bi,Bs,... € Ay, ai,as,... € IR sorozatokkal, hogy
S | T(An X By) < 00

1) Ha csak f = 14xp, akkor

fdT =7(A X B) = p1(A)p2(B)

— /(/1B(x2)du2(x2)>du1($1) =
— /(/1AXB(281,xz)dﬂ2($2)>d/~51(x1)
_ /</f(:z:1,:z:g)duz(fliz))dul(xl) :
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2) Ezutén, legyen f = Z onla, xp, ahol ag,aq,...> 0. Ekkor

n=1

N
=) anlaxs, Af (N —=o0).
n=1

1) alapjan mindegyik N -re -

/de? = /|:/fN(,I1,Iﬂg)dﬂg(lﬂg)}dul(l‘l) < Z@nT(An X B,) < 0.
n=1
Beppo Levi tételét alkalmazva az

T +— /fN(xl,l‘g)d,ug(l'Q) (N = 1,2, .. )

nové sorozatra kapjuk, hogy az x1 — [fn(x1,22)dus(xs) limesfiggvény pq-
integralhato6 és igy

(%) /f(xl,xg)d,u(xg) < 00 [1-IM. X1-Te

tovabba
i g [
= lim [/fN(Il,IQ)dMQ(ﬁg)] dp (1)

N—o0

_ /[/f(xl,:cg)d,ug(xz)l dp (1) -

3) Az éltaldnos eset. Ekkor f = hy — hg + g irhatd, ahol
hi= ) onlas, .  ha= ) anlans,,  Tosg@) #£0}=0.
n: an>0 n: a,<0
2) szerint a tétel allitdsat mar tudjuk a hq, he fliggvényekre. fgy az integral addi-
tivitasa miatt a tétel kovetkezik az alabbi 6nmagaban is érdekes lemmabdl.
Lemma. Ha S C Q1 XQy egy T-0-halmaz, akkor Tiz{xs € Qo : (21,22) € S} =0
(1 -majdnem minden 1 -Te.

Bizonyitas. A kiils6 mérték definicidéja szerint minden N-re vehetOk olyan
RN R e Ay il 8 8N e A, sorozatok, hogy

> 1
> (R x s < o (N=12..)
n=1

Sc ) UYRMxsM.

N=1n=1

Eszrevétel:

o
Sc{(zr,m2): Y Lrgv v (21, 32) = 00}
N,n=1
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Mivel >y, p1( (N))ug(Sf,(lN)) < > ny27% =1, a 2) rész gondolatmenete alka-
Imazhaté a > Non R(N)X ) fiiggvényre. Nevezetesen a (x) formula szerint

/Ll{l‘l : /Z 1R5LN)XS§LN) (:Bl,:)fg)dug(xz) = oo} =0.
N,n
Csakhogy az észrevétel alapjan

{z1: m({z2: (21,22) € S} >0} C {z1: /Z L) (21, 22)dpiz(22) = 00}
N,n

Kovetkezmény. Ha iy, ... ,uN mértékek és f eqy p1 @ -+ @ p,, -integralhato
fiiggvény, akkor minden (i, .. ) permutdciora

[t s =[] | [/f 1o ) i o3|+ iy (),

Bizonyitas. Tekintve, hogy

N axp (@, w2)du (x1)] dpg (ze)=p1 (A) p2(B)=[[[1ax B (21, x2)dpa(2) | dp (21)

a tétel bizonyitasa az integralasi sorrend felcserélésével is véghezvihetd. Ez adja az
N = 2 esetet. Innen azonnal kovetkezik indukciéoval az allités.
e
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GEOMETRIAI MERTEK

Cél: «a-dimenziés mérték, amely pl. a=1-re a hossz, 2-dimenziéra a felszin,
3-dimenzidéra a térfogat szerepét jatssza. A legfontosabb elvarasok: egybevagdsag-
invariancia, és az, hogy az IR" -beli a-dimenziés egységkocka (az [0,1]* x {0}V
alakzat) a-dimenzids térfogata = 1 legyen.

Figyelemre mélté, hogy ez tisztan csak a metrikus tulajdonsiagokon megala-
pozhaté, s6t az a dimenzié-paraméter technikailag tetszéleges nem-negativ szam
lehet, annak ellenére, hogy pl. nem-egész dimenzids egységkocka nincs.

Az egész fejezeten at rogzitett egy X,d metrikus tér és egy o € IRy szam
(a konstrudlandé mérték dimenzidszdma).

Hausdorff-mértékek

Definicié. Minden ¢ > 0 mellett legyen
Te :={SC X: diam(S) <¢}
7:(S) := diam (S)* (SeT).

Megjegyzés. Altaldban 7. nem elémérték. Pl. R-en 7= =0 ha a > 1.
Tudjuk: 77 kiils6 mérték.

Ha g1 < ey, akkor 7., C7T.,, ésigy 7o, > T7o,.

Lemma. Kulsé mértékek sup-a kilsd mérték.
Bizonyitas. Legyen k; (i € Z) kiilsé mértékek egy csalddja egy kozos 2 tér
folott, és legyen k := sup,;cz ki .

1) £(0) = sup;ez ki (D) = sup;ez 0 = 0.

2) Allitds: X1, Xo,...C Q= r(US, Xn) <30° k(X,). Bizonyitds:
Legyen y < x(UU,—; X,) tetszéleges. (Beldtandé: » | k(X,) > y). Ekkor

EliQGI mio(UXn)>y
n=1

iﬁ(Xn) > i’{io(Xn) > ’fio([j Xn) >y .

Definicié. az a-dimenziés Hausdorff-térfogat (az X, d metrikus térben) a
vol, = lim. o 77 (: SUp.~q 7'_5)

kiils6é mérték. A vol,-mérheté halmazokra megszoritott vol, halmazfiiggvény az
a-dimenzios Hausdorff-mérték.

Emlékeztets. Az A, B C X halmazok tdavolsdga
d(A, B) := inf{d(a,b) : a€ A, be B} > 0.
Egyszertisége ellenére donté a kovetkezo additivitasi lemma.

Lemma. Pozitiv tavolsagu alakzatok Hausdorff-térfogatai osszeadodnak, azaz
vol, (AU B) = vol,(A) + vol, (B) (d(A,B) >0 A,BC X).
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Bizonyitds. Legyen 0 := d(A, B), és tekintsiik az

A ={z: Jac A dz,a) <d/2}, B' ={x: I3be B d(z,b) </2}
parallelhalmazokat. Eszrevételek:

1) AAnB' =1,

2) €<6/2, T1,Ty,... € Tc és UpZ Ty D Aesetén U,. 1 -4 DA,

3) €<6/2, U,Us,...€Tc és UpyUn D B esetén U,y cp D B.

Innen azonnal adédik, hogy

T(AUB) =7 (A) +7=(B)  (6<4/2)

l.,(AUB) =lim7.(AUB) = 1 =(AUB
volg ( ) Elﬁ)lTe( ) 6/21§I;¢OT€( )

= lim[72(4) +7(B)] -

Kovetkezmény. Ha Ay, As,... C X, akkor
volo ([ ) An) =) vola(An)  (d(Am, An) >0 (m #n))
n=1 n=1

Bizonyitas. Mivel vol, kiils6 mérték, vola (U~ ; An) < 300 vola(A4,).
Allités:  voly (ngl Ap) = Ziv:l vola (An) (N = 1,2...). Bizonyitas: Indukci6
N-re. Az N =2 eset a lemméb(’)l kovetkezik. Mivel

U A A1) = min d(An,ANH) 0,

n=1

a lemma majd az indukciés feltevés szerint

N+1 N
vola( U An) = vol, ( U An) + voly (AN+1)
n=1 n

=1

= Zvol n) +volg(Ani1) -

Az allitas mutatja, hogy

00 N N
volo ([ An) = vola (] 4n) = Zvola(An) (N=1,2,...).
n=1 n=1
Tehat a forditott vola (U~ ; An) = >0, Vol (A,,) egyenl6tlenség is all.

Carathéodory tétele

Tétel. Legyen A zdirtC X . Ekkor A vol, -mérhetd.
Bizonyl'tés Tekintsiik az
={z: d{z},4) <6}, Bs:=X\A4s (6 >0)

parallelhalmazokat. Eszrevétel:
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1) A= A4 (< A zart),
2) d(Bs,A) > 6 (6 >0).
Legyen ezutan Z C X tetszolegesen adott. Belatando:
voly(Z) = volo(Z N A) +vola(Z\ A).

Mivel vol,, kiilsé mérték, az 1) észrevétel alapjan
voly (Z) < volo(Z N A) 4+ voly(Z \ A) = volo(Z N Ag) + volo(Z N By) .
A 2) észrevételt és az additivitdsi lemmét hasznélva
vol, (Z) > vol,((Z N A) U (Z N By))
=vola(ZNA)+vol,(Z N Bs) (6>0).
fgy a tételhez elegendd belatni:
volo(Z N By) = 1éiﬁ)1vola(Z N Bg) .

Itt a > relacié (az = helyén) trividlis, hiszen By D Bs (6 > 0). Legyen
01 > 09 > - i 0

adott tetsz6legesen. Kérdés: vol, (Bsy NZ) " vol,(BoNZ)? Csak a vol,(Z) < oo
eset érdekes. Vegyiik a

Dy, := Bs, ., \ Bs, (k=1,2,...)
csikokat. Eszrevétel:
3) B5n:B(5NUDNUDN+1U--'UDn_1 (TL>N),
4) n>m-+1= d(Dn,Dy) > 6mi1— 0, (>0).
A 3) észrevétel szerint

By = Bs, UDNUDN, 1 U- -

voly (By N Z) — voly(Bsy N Z) Zvol (N=1,2,...).
A bizonyitas befejezéséhez azt kell latni, hogy itt a jobb oldal — 0 (N — o0).

Ehhez elegendo, ha
> vola(DpNZ) < o0
n=1

A 4) észrevételbdl az additivitasi lemma kovetkezménye szerint

volo (Z N (D1 UD3sUDsU--)) = volo(Z N Daj_1)

volo (Z N (DyUDsUDgU--+)) = volo(Z N Day)

k=1
> vola(Dp N Z) =vola(Z N (DyUDsU...)) +volo (ZN (DyUDs U...))
n=1

<voly(Z) + voly(Z) < oo .
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Definicié. A Borel halmaz fogalmat kiterjesztjiik tetszoleges topologikus terekre.
Ha Y, U topologikus tér,

{Y Borel halmazai} = [Az {Y—beli nyitottak} generalta o-algebra

Kovetkezmény. Az X, d metrikus tér Borel halmazai mind vol, -mérhetok.

Leképezési tétel

Ebben az alfejezetben X,d ill. X', d° metrikus terek és o > 0 egy
tetszolegesen rogzitett dimenzidszam. A félreértés veszélye nélkiil vol, egyszerre
jeloli az «-dimenziés Hausdorff térfogatot X -ben a d- ill. X’-ben a d’ metrika
szerint.

Tétel. Ho AC X ésaz f: A— X' leképezés M -kontrakcid, azaz ha

. @(f(a). S(1) < M-d(ab)  (abe A),
vol (f(A)) < M*vol,(A).

Bizonyitas. Eszrevétel: diam (f(T)) < M - diam (T') (T'C A).
A 7., Ty halmazfiiggvények és ebbdl a vol, térfogat definiciéja azonnal adja,
hogy

) (T C A, diam (T) <e, € >0)
“7=(5) (SC A, >0

volo (f(9)) = lglﬁ)lm(f(;g)) < lgiﬁ)lMai(S) = M*vol,(S) (ScCA).

Kovetkezmény. Hao A C X és a g : A — X' leképezés az m > 0 faktorral
m-expanzio, azaz ha

d'(g(a),g(b)) >m-d(a,b)  (a,be A),
akkor
vola (9(A)) > m*vol,(A).

Bizonyitas. Az m > 0 feltétel biztositja a g leképezés injektivitasat. fgy az
f = g~ ! inverz egy jél-definidlt f : g(A) — A leképezés, amelyre z,y € g(A)
esetén

d'(z,y) = d'(9(f(2)),9(f(v)) = m-d(f(z). f(y))
A (), Flw)) < ()
A tételt a g(A) halmazzal az f leképezésre alkalmazva kapjuk, hogy
vola(4) = vola (F(9(4))) < —vola (9(4)) -
Definicié. Az A C X és A’ C X' alakzatok egybevdgdk, ha
Af A A d'(f(a), f(b)) = d(a,b) (a,be A).
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Ko6vetkezmény. Ha A egybevdgs A’ -vel, akkor vol,(A) = vol,(4").

Lebesgue mérték és voly IR -en

Ett6l kezdve N egy rogzitett dimenzidszam, (, ) a skaldrszorzat és || || a
norma IRY -en. Azaz

N N 1/2
<.’L’, y> ::anl InYn , HxH = [anl :E?L} (ill' = (1'1, SR 7$N)7 Yy = (yla s 7yN)) :
RY -en a ||||-bél szdrmazo6 euklideszi tévolsdggal képezziik a Hausdorff-térfogato-
kat, Ay pedig az N -dimenzids kiils6é Lebesgue mértéket jeloli,

wy =iz ||z <1} az egységgomb térfogata.
Definicié. ay :=sup{Ay(T): T Cc R", diam(T) < 1}

Megjegyzés. 1) diam (T') < 1 esetén Jaq,...,any € IR T C Hf:]:l[an, an+1].
Innen ay <1.

2) STEINER TETELE (biz. nélkiil): Az azonos 4tméréjii alakzatok koziil a gomb
WN

PR

3) Fubini tételét az IRY = IR? x RN ™2 felbontésra hasznalva, az

1
N—2 2
s:=1—r
WN = WN_2V1—172 rmdrTT =

0

Loy 2w
= TTWN_9 s 2 ds= —WN-—2
0

a legnagyobb térfogati IR™ -ben (AN szerint). Innen ay =

N

rekurzidhoz jutunk. Innen w; = 2, wy = 7 miatt
ok ok+1k

I T PP T A

Wk (k=0,1,2,...) .

Lemma. \y < ay - voly .
Bizonyitds. Legyen A C IRY tetszéleges. Ekkor

Ty, To,...CRY | U2, T, DA, diam(T,)<e (n=1,2,...)
esetén az an konstans definicidja szerint

Anv(A) < ixN(Tn) <ay idiam (T,)N .

n=1

Kovetkezésképpen

An(A) < anTe(4) (e >0)
E(A) < apy 1;{1017'_5(14) = OéNVOIN(A) .

Definicié. sy := voly[0,1]  az egységkocka Hausdorff-térfogata.

Lemma. voly < ky - Ay .
Bizonyitds. 1) Ha Q J-oldald kocka IRY -ben, akkor voly(Q) = sy - 67 .
Bizonyftas: 3 f: [0,1]Y <+ Q@  [f(@) = fWll=6-llz—yll  (z,y€[0,1]").
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Most a leképezési tétel szerint
voln (@) = voln (f([0,1])) = 6™ - voly [0, 1]V
2) voly(ay,b1) X -+ X (an,bny) = kN - (b1 —a1) -+ (by —an).
Bizonyitds: (a1,b1) x -+ X (an,by) lefedhetd [Z59t 4 1] ... [v—ax 4 1]
darab* J-oldali kockaval (6 > 0). Tehét

bl—al .(bN—aN

] 5
— iy [ ] (br — ax) (610).

k=1

VOlN(al,bl) X - X (aN,bN) < [ + 1—‘/€N N

+1] -

Mivel pedig (a1,b1) XX (an,by)-be befrhaté [25% —1] ... [22=4% 17 darab
diszjunkt §(> 0)-oldali kocka,

CS S DO AT PR

VOlN(al,bl) X X (aN,bN) > [

N
—>/£NH(bk—ak) (5$0)

k=1

3) Ha T, := (a{™, b)) x - x (a{,05)) (n=1,2...) és U2, T D A, akkor
a 2) észrevétel alapjan

o) co N o)
VOlN(A) S ZVOIN(Tn) = KN Z H(bk — ak) = KN Z )\N(Tn) .
n=1 n=1k=1

n=1

4) Tudjuk: Ay(A) =inf{>_ An(Tn): T1,T,... nyitott téglék, | J T, C A}.
n=1 n=1

Vagyis 3) alapjan voly(A) < ky - An(A4).

PR —
Tétel. VOlN = — )\N'
WN
1 N
Bizonyitas. Belatand6: ky = — = — . Mar tudjuk, hogy
N WN

1= /\N([O, I]N) S anolN([O, 1]N) = ONKN .

: . L 12y
Steiner tétele szerint igy Ky > — = —.
aN wWN
N

2
A ky = voly[0,1]Y < Z— reldcié bizonyitdsa: Legyen € > 0 tetszSlegesen
WN
adott. Ekkor

(*) 3 By, Ba,...diszj. gdmbok C (0,1)Y diam(B;) <e (k=1,...,K)

S (B =1 (= A [0.1Y)) .

* [z] a z € IR szdm egész része.

88



[ x bizonyitasa: Altaldban is, ha G nyitott ¢ IRY, akkor valaszthaté véges sok
Ty, ..., Ty diszjunkt zart kocka C G-ben 1gy, hogy ZM AN (T, ) > v (G)/2.
Most Sm-mel jelolve a T),-be irt (maximélis sugard) gémbot, Z AN (S) >

An(G)/4. G utdn G\ Umzl m térfogatdnak megint legaldbb 1/4-e lefedhetd
gombokkel, és igy tovabb... Az n-ik 1épésben még lefedetleniil maradt térfogat

SE(G)-(Z)”—W (n— 00). ]

Lévén Borel halmazok, [0,1]Y, By, B, ... mind \y-mérheték. Ezért
A ([0, 1Y \UBk_)\N01 ZANBk 1-1=0
k=1

Tehat mivel voly < Ky - An, innen vol N([O 1 U Bk = 0. Kovetkezésképpen
k=1

=(0.1%) < 3w (B + 7= (0.7 | Bi)

<Y diam (By)"™ + voly ([0, 1]V \ ] Bx)

k=1
2N 2N
=> —AN(Bp)+0="—.
T WN WN
2N
Az £ > 0 tetszblegessége miatt ky = lim7([0,1]") .
WN
7.‘_o¢/2
Definicié. w, = —— (a>0)
r(§+1)

ahol T'(z):= [; t7e " dt (z>0)
az n— (n —1)! fliggvény analitikus folytatdsa IR -on az Fuler-formuldval.

Minden X,d metrikus térben és o > 0 mellett
206
Vol, := —vol, az a-dimenziés normalizalt Hausdorff mérték.
Wa
Kovetkezmény. Ay = Voly (N=1,2,...).
Megjegyzés. Kérdés: Van-e o ¢ IN-re ” a-dimenziés halmaz”? Azaz
Va 327 ACRY  Vol,(A) > 0= Volg(A) =0 (8> a), Vol,(A) = o (y < a).
Valasz: IGEN.

oo 371

log 2
Példa. A C:=]0,1]\ U U Cantor halmaz dimenzidja 082
el o n log 3
K 3"~ 1
a o Qk — 1 2k
Bizonyités: tetszéleges o mellett 7'1(/?3,( (C) = 1(/32}( ( [0,1]\ U U 3 n )
n=1 k=1
a .o ] : 1 a
1(/?2K (2% db. diszj. 3K hosszt intv.) = 25 . (S_K) (K = 1,2,...). Innen

K — oo-re voligg2/103(C) = 1.
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Felszin-formula

Lemma. Legyen L : IR — RY egy linedris leképezés, ahol K < N . Ekkor
Vol (LA) = [det(L*L)] Y - Volg (4) (A ¢ RX).

Bizonyitas. Tudjuk linearis algebrabol* :

3{e},..., ek} ORTN c R" 3{e/,...,e%} ORTN c RY Jay,...,ax >0

Le), = age) (k=1,...,K)

és U : LR — RX izometria  Ue} = ¢}, (k=1,...,K) .

Jegyezziik meg, hogy a leképezési tétel alapjan
Volg (UL(A)) = Volg (L(A)) (A c IR¥).

Eszrevétel:
ULe), = ayey, (k=1,....K) .

Kovetkezésképpen A (UL(A)) = ay---anyAg(A) (A c RY). Innen

Volic(L(A)) = Volg (UL(A)) = Ag(UL(A)) = a1 - - age A (A)
)

:Oq--'OéKVOIK(A (ACIRK) .

Mivel az L linearis operator adjungaltjara
L*: e} — age}, , L*L:e} — aie), (k=1,...,K),

fenndll det(L*L) = a2 ---a% .

Kovetkezmény. Ha det(L*L)#£0, akkor ||Lv||>||[L*L]~||~'/2|jv| (veR¥).
Bizonyitas. Az el6bbi jelolésekkel

K
Lv = UZak@,e@e"k
k=1
K 1/2 K 1/2
ol = | Y attee?] 2 [t
k=1 k=1
>aq||v| ahol 0 <oy <--- < ag .
Mivel L*L : e} + ae,, [L*L]71 i €} = a %€}, Innen oy = ||[L*L] 71|~ Y/2.

Definicié. Legyenek K < N (egészek), G nyitott € R¥ és f e C1(G,IRY).
1/2
Jac(f)(x) := [det(f'(x)* f'(2))]"/* .

az [ fiiggvény Jacobi-determindnsa az x(€ G) pontnal.

* Az ORTN rovidités jelentése: ortonormdlt. Azaz {e;,...,e,} ORTN C R",
ha <6176J>:1{Z}(]) (7'7.7:177”)
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Megjegyzés. A determinansok szorzastételébol

Jac(f)(z) = [(detf'(2))?]

Tétel. Legyen K < N, G nyitottCc R és f € CH(G,IRY). Tegyiik fel, hogy az
[ leképezés injektiv és Jac(f)(z) #0 (v € G). Ekkor

Y2 —|detf'(z)| ha K = N.

Vol f(A) = / Jac(f) dVolg (A kompakt intervallum C G) .
A

Bizonyitas. Legyen A := I; x ...Ig ahol I,...,Ix korlitos zart interval-
lumok IR-ben. Rendre n = 1,2,... mellett felbontjuk az A téglat n® darab
AL A1, . , .. n) L. o1z
Q X e X M oldalhosszu paronként diszjunkt TZ.( ) téglara. Azaz

n n

A=TM0oTMO - 0T (n=1,2,..)

(itt U jelentése diszjunkt unid). Mivel az f leképezés injektiv,

nkK . nk VOIK (f(T(n))> .
I (F(A)) = Ik (F(T™)) = i e (T
VOK(f( )) ;VOK(JC( i )) 2 VOlK(T(n)Z.) VOK( ; )
:/ q)ndVOIK
A
az A téglan értelmezett A\ -egyszeri
_ Vol (F(T™)

O, (z) = eT™ , i=1,...,n%)

fiiggvényekkel (n =1,2,...). Elegend6 latni:

®,, =% Jac(f) A folott  (n — o0) .

Az 6sszes n,i indexparra legyen

™ .= [T™ egy csiicsa L. :T™ 520 (™) + /(2 (& — 2™) .
) [1, gy n,t 7 f(z)f(z)( z)

Mivel az L") leképezés derivaltja f'(z\") allandéan,

K3

Volg (Pi(n)) = Jac(f)(acgn))VolK (Ti(n)) a P\ .= Lgn) (Ti(n)) parallelepipedonra.

Tehat bevezetve a
U, (z) = Jac(f)(@™)  (zeT™)

7

fliggvényeket, mindegyik n-re

Vol (/) nK} .

ran(q)n/‘lfn) = { Volg (Pi(n))
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Csakhogy mivel f € CY(G,RY), az f’ derivélt egyenletesen folytonos a kompakt
A halmazon, és igy a ¥, U,, ... fiiggvénysorozat egyenletesen konvergédl Jac(f)-
hez A f6lott. Vagyis elegendé megmutatni, hogy

Vol (F(T™)) I?fn Volg (f(T™))
=1 Volg (P™) =1 Volg (P™)

—1 (n — o0) .

Legyen n,i tetszélegesen rogzitve. Irjunk roviden T := T Z.(n), P = Pi(n), L =
L 7 = 2™ t. Mivel feltevés szerint Jac(f)(Z) # 0, az L affin leképezés
injektiv, azaz L : T <> P. Az injektivitast eleve feltettiik f-rél, igy f: T < f(T),
és a

A:i=foL !t : P« f(T)
leképezés jol-definidlt. Legyen

Alp) — A Alp) — A
e s AP =A@ AR — A
pacp |0 —dl pacP  [lp—q
A leképezési tétel és kovetkezménye szerint
i o VeI D) _ i

- \ﬂDh{(f)) o

Cél: i-tol fliggetlen becslés m(= ml(.n)), M(= Mi(n))—re, amely n — co-nél — 1.
Mivel P minden pontja felirhaté L(z), = € T alakban,

M H@=F@I @) = )]
et || L(z) — L(y)| el |[L(z) — L(y)||
Az alapotlet az, hogy f "keveset” kiilonbozik L-t6l T f6lott. Legyen ¢ az
eltérésiik, és legyen w a folytonossdgi modulusa f’'-nek (az egész A-n). Azaz
g=f—-L w(d):= sup |[f(z)-fyl (6=0).

le—yll <6
xr,yeA

Legyen x,y € T tetszbleges. Most a A -egyenlétlenség szerint

1S () = FI _ I(L(z) = L(y)) + (9(=) = 9(¥))|

I L(x) — L(y)|| [ L(x) — L(y)||
[ L(z) — L(y)|| — llg(z) — g()|l
- IL(z) — L(y)||
_ 1 llg@) —g@Il
1f"(@)(z — )|l
@) = fW lg(z) — gl ) -y
Ugyanigy L) = L] <1+ @@=l A lemma kovetkezményét az

f'(z) operatorra alkalmazva

@) W) e lla®) — a)]
LS I oy ST el =@ e

A kontrakcids lemma szerint tehat

1£() — F@)l
L)~ Ly)| =
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Ezt mar konnyt ¢-t6l fiiggetlentil becsiilni: Mivel a teljes A alakzat kompakt és
fec (G RY), igy jél-definidlt és max ||[f' * f']"*(T)|| < co. Mésrészt x € T-re
g (z) = f'(z) — f'(), és innen |[|¢’(z)|| < w(diam (T")) = w(diam (4)/n). Vagyis

1 — max || [f™* ']~ H(T) |20 ( ) <mi™ <

diam (A)
) diam (A)

< M < 1 max [ )OI 0 (5

Itt a jobb és bal oldal i-t6l fiiggetlen és — oo (n — 00).

Tobbvaltozdés helyettesités

Tétel. Tegyiik fel, hogy K < N, G nyitottc R* és f e CY(G,IRY) egy injektiv
leképezés, amelynél Jac(f)(x) #0 (z € G). Ekkor minden ¢ : f(G) — IR Borel-

meérhetd Volg -integrdlhato fliggvényre

o(y) dVoly (y) — / o (f () Jac(f) () dVolg (z) |
f(G) G

Bizonyitas. 1) A felszin-formula szerint, ha T' kompakt téglaC G, akkor a ¢ :=
Ly(r) fiiggvényre

¢ dVolg = Volg f(T) = / Jac(f) dVolg
(@) T

:/ 1pJac(f) dVolk :/(¢of)Jac(f) dVolg
G
mivel most 17 = 1yyo f=¢o f.

2) Az el6z6 alapjan azonnal kapjuk (v.6. Egyszert fiiggvények alfejezet), hogy a
tétel allitasa teljesiil a

¢ = Z anlyr,) T1,T5, ... kompakt tégla C G
n=1

oo
> Jom| Vol f(T,) < oo ,
n=1

alaku fiiggvényekre is. Ugyanis ¢, := 17, )-et irva

b dVoly — / (6no fldVolx  (n=1,2,...)
(&) G

Xn:an 7(6)
/f Zambn dVolg = /G;an@n o f)dVolg .

(@) n

¢n dVolg = ian/G(an o f)dVolg

93



3) Tekintsiik az altaldnos esetet. Legyen ¥ : f(G) — IR egy Borel mérheté Volg -
integralhaté fiiggvény.

3a) Eszrevétel: Taldlhaté olyan, a 2)-ben tdrgyalt tipusi fiiggvény, amely
Vol -majdnem mindeniitt = ¢.

Bizonyitas: Tekintsiik a

T :={f(T): T kompakt tégla C G}

halmazcsalddot. Ha T kompakt C G, akkor (f folytonossidga miatt) az f(T') kép
kompakt, igy specidlisan zart is IRY -ben. Tehat Carathéodory tétele szerint a 7T -
beli halmazok mind Vol -mérhetok. S6t, mivel T tagjai Borel halmazok és Volg
mérték a Borel halmazokra megszoritva, Volk|T regularis elémért f(G) folott.
Tehat az egyszeri fliggvények soraival valé eléallithat6sagrol szélo tétel szerint 3a)
kovetkezik az aldbbi allitasbdl.

Allités: {f(G) Borel részei } = [f(T) generdlta o-algebra f(G)-ben].

Itt a D tartalmazds trividlis. C bizonyitdsa: Definicié szerint {f(G) Borel
részei} = [{f(G) részhalmaz-topologiajaban nyitottak} gen. J-alg.}. fgy elég
belatni, hogy

{f(G) nyitott részei } C [f(T) gen. o-alg. f(G)-ben].
Legyen H nyitottC f(G) adott. Ekkor f~1(H) nyitottC G. Lindelof tétele sz-

erint most taladlhat6 T4, Ts, . ..kompakt téglaC G gy, hogy f~'(H) = Ur—, Tn.
Tehat H = J;—, f(Tn) € [f(T) gen. o-alg. f(G)-ben].

3b) Eszrevétel: Az f(G)-beli Vol -0-halmazok a G-beli Volg -0-halmazok
f-képei.

Bizonyitas: Legyen S C f(G), Volx(S) = 0. Belatandé: Volg f~1(S) = 0.
Lindelof tétele alapjan

3 Ky, K>, ... kompakt téglac G U~ K,=G.

Megmutatjuk, hogy Volx{z € K,, : f(x) € S} = 0 mindegyik n indexre. Tegyiik
fel, hogy ezzel ellentétben valamelyik m-re Volgx{z € K,, : f(x) € S} > 0 volna.
Mivel K,, kompakt, f’ folytonos és Jac(f) >0,

1f(x) = fW)ll

Je>0
|z —yl

>e (z,y€ Ky).

Innen a leképezési tétel alapjan a

0=Volg{yecS: f'y) e K,}=Volgf{z € K,,, : f(z) €S}
<eEVolg{zr € K, 0 f(z) €S} >0

ellentmondésra jutnank.

A két észrevételt felhaszndlva, egyrészt alkalmas T1,75,... G-beli kompakt
téglakkal és a > o, Vol (T},) < oo feltételt kielégitd egyiitthatékkal

(,250 f = <Z anlf(Tn)) o f Volg-mm G fblétt,
n=1
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masrészt

(Z anlf(Tn)> dVOlK 2:)

n=1

¢ dVolg = /

(S (&)

= /G(Z anlyer,y o f) - Jac(f) dVolg
n=1
:/G(¢Of)Jac(f) dVolg .

Ko6vetkezmény. (Altalanos felszin-formula). Az A BorelC G halmazokra

Volg f(A) =/AJac(f) dVolg .

Bizonyitas. A ¢ := 1.4 fiiggvényt alkalmazva

A
Vol f(A) = /f L odvolic = /G (¢ © f)Iac() Vol

1a
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ELOJELES MERTEKEK

Ha a mérték fogalmat ki akarjuk terjeszteni [0, oco]-értékii halmazfiige-
vényekrél [—oo,00]-beli értékiiekre, a o-additivitdst nem kovetelhetjiik meg
korlatlanul \igy, mint a pozitiv esetben. Ugyanis az dsszeadast IR-rél [—o0, o0o]-
re nem lehet folytonosan kiterjeszteni, akarmilyen, az IR-ét folytaté Hausdorff
topologidt vesziink [—oo,00]-en. Ebben a rovid fejezetben csak a (tovabbiakhoz
legsziikségesebb) IR-beli értékii el6jeles mértékeket targyaljuk.

Az egész fejezeten keresztiil legyen Q, A egy rogzitett o-algebra.

Korlatos valtozasu el6jeles mértékek

Definicié. Egy v : A — IR halmazfiiggvény korlatos vdltozdsi eldjeles mérték, ha

o) o) N
v(|J An) = > v(4,) (: Jim_ V(An)> (A1, As, ... diszjunkt € A) .
n=1 n=1 n=

Megjegyzés. Ha v : A — IR egy korlatos valtozasu elGjeles mérték és
Ay, A, ... diszjunkt € A, akkor sziikségképpen > 7, |v(A,)| < oo. Specidlisan
v(0) =0 (mivel 0 =J,—, 0 miatt > - [v(0)] < co).

Bizonyitas. Sorelméletbd] tudjuk: ha aq,az,... € R és Y 7 |an| = oo, akkor
vagy a, # 0 (n — oo) vagy pedig tetszéleges ¢ € IR szdmhoz taldlhat6 olyan
7 : IN > IN indexpermutacié, hogy > 7%, ar;) = ¢. Marpedig a |J,_; A, unié
(és fgy a v(Up~, An) szédm) fiiggetlen a tagok sorrendjétél.

Példa. Legyen u : A — [0,00] egy mérték, f : Q — [—o0,00] pedig egy p-
integralhaté fiiggvény. Ekkor a

v(A) = /A fdu (Ae A

halmazfiiggvény korlatos valtozasu el6jeles mérték 2 folott Lebesgue tétele szerint.
Latni fogjuk, minden korlatos valtozasu el6jeles mérték ilyen.

Jelolés: A dv = fdu formalis roviditést hasznéljuk, ha a v korlatos valtozasu
elojeles mérték a példabeli alakban all elo.

Ett6l kezdve az egész alfejezetben v : A — TR egy (tetszélegesen adott)
korlatos valtozasu el6jeles mértéket fog jeldlni.

Propozicié. Tegyiik fel, hogy v felveszi a maximumadt eqy P € A halmazndl.
Ekkor a

vi(A)=v(ANP), v_(A):=—v(A\P),

VI(A)i= v (A)+ v_(A) (A€ A)
nem-negativ halmazfigguények mértékek Q folott, és

dv = (1p — 1Q\p) d’V| .

Bizonyitas. Ha Aq, As,... diszj. € A akkor szintén A1 NP, A;NP,... diszj. € A
és A1\ P, Ay \ P,... diszj. € A. Vagyis a vy,v_ ill. |v| = vy — v_ halmazfiigg-
vények korladtos valtozasu el6jeles mértékek. Jegyezziik meg, hogy
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v_(A)=v(A\P)=v) =0 (PDAcA),
vi(B)=v(BNP)=v)=0 (Q\PDBecA).
Mivel v(A) =v((ANP)U(A\P)) (A€ A), azaz v = vy —v_, azt kell még csak
belatnunk, hogy
vi(A,v-(B)>0 (ACP,BCQ\P ABecA).
Legyen P D A € A. Ekkor AU (P \ A) = P, ahonnan v (A) + vy (P\ A) =
v(A)+v(P\ A) =v(P), azaz
vi(A)=v(P)—v(P\A)=maxv—v(P\A)>0.
Tekintsiik ezutdn az Q\ P D B € A esetet. Ekkor PNB = (), ahonnan v(PUB) =
v(P) 4+ v(B), azaz
v_(B)=—-v(B\P)=-v(B)=v(P)—v(PUB)=maxv—v(PUB)>0.

Lemma. Ha X, Y, € A (k=1,2,...), akkor
1) X1 C Xy C - esetén v(Uy—; Xn) = limy_o0o (Xy),
2) Y1 DYsD -+ esetén v((ny Yy) = limy oo v(Yy).
Bizonyitas. 1) A Dy := Xy \ U,cn Xn (N = 1,2,...) halmazok diszjunktak
és Xy =D1U---UDy (N =1,2,...). Innen
v(Uy Xn) = 32, v(Dy) = limy Y v(D,) = limy S0 v(D,,) = limy v(Xy).

2) Most az Xy :=Q\ Yy (N =1,2,...) komplementer-halmazokra alkalmazhat-
juk 1)-et.

Kovetkezmény. Ha supv < oo, akkor létezik P € A, amelyre v(P) = max v.
Bizonyitas. Legyen M := supv (< oo feltevés szerint), és valasszunk egy olyan
Aq, As, ... sorozatot, amelynél

S en<oo ahol g, =M-v(4,) (n=1,2,...).

n=1
Eszrevétel: Altaldban is,
I/(Zk;) > M—(Sk (k = 1,2), = I/(Zl UZQ) > M — ((51 +(52).
Ugyanis o :=v(Z1\ Z2), B :=v(Z2\ Z1) ill. v:=v(Z1 N Z3)-vel

V(Z1UZy) =a+B+y=(a+7)+(B+7) -7
l/(Zl) + V(ZQ) - I/(Zl N ZQ)
————
<M
>M-—6+M-—6,—M .

Ezt felhasznalva k szerinti indukciéval lathatjuk, hogy
N+k
v(J An) =M —(en+-tenvin)  (NEk=12,..),
n=N
ahonnan a lemma 1) pontja szerint

I/(U An)ZM—Zan (N=1,2,...).

n>N n>N
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Most a lemma 2) pontjat alkalmazva kapjuk, hogy =

I/(ﬁ UA"): lim V(U An)> lim (M—an)zM,

N—o00 ~ N—oo
N=1n>N n>N

vagyis a P :=(3_; U,>y An vélasztds megfelel.

Tétel. (Hahn-Jordan felbontési tétel). Legyen v : A — IR egy korldtos vdltozdsi
eldjeles mérték. Ekkor taldlhato pontosan egy |v|: A — IR (pozitiv) mérték és egy
|v|-0-halmaztdl eltekintve egyértelmi A-mérhetd sgn(v) : Q@ — {£1} figgvény,
amelyre

dv = sgn(v)dlv| .

Bizonyitas. Egzisztencia: Tekintsiik a
P:={AcA: VXA XCA=v(X)>0}

halmazcsaladot, és legyen M := sup(v|P). Mivel ) € P, M > 0. Vegyiik észre,
hogy P-beli halmazok megszamlalhato egyesitése is P-beli. Tehat véve egy olyan
Ay, Ay, ... € P sorozatot, amelynél M = lim, v(A,), a P :={]J, A, halmazra
PeP, v(P)=M,
mivel M > v(P) =v(A,) +v(P\ A,) >v(A,) (n=1,2,...). Az egzisztencia-
bizonyitas befejezéséhez megmutatjuk, hogy
v(B) <0 (BCQ\P BeA).
Tekintsiink egy tetszéleges A-beli B C Q\ P halmazt. Allités:
Q\P>BeAé v(B)>0,= sup v(X)=o0.
BDXecA
Bizonyités: vp-vel jelolve a v korlatos valtozasu el6jeles mérték B-re vald
megszoritottjat, a kovetkezményt és a propozicidt erre alkalmazva, suprp < oo
esetén B-n beliil volna maximalis pozitiv v-mértékli P halmaz, és ennek minden
A-beli részhalmaza > 0 r-mértéki lenne. Ekkor azonban a

P :=PgUPeP és v(P)=v(P)+v(Pg)>v(P)=M
volna, ellentétben M definiciéjaval.

Tegytik fel ezutan, hogy valamelyik By € A halmazra By CQ\P és v(By)>0.
Ekkor az allitds szerint supg ~xeqV(X) = o0o. Ezért van By, C B, amelynél
v(B1) > v(Bg) + 1. A gondolatmenetet alkalmazhatjuk most By helyett a B
halmazra, égy igy tovabb.... Ezzel kapunk egy By D By D --- sorozatot, ameyre
v(Br) >k (k=1,2,...). A lemma 2) pontja alpjan ekkor

v(Ng Br) = limy, v(By,) = oo
volna, ami ellentmond a ran(v) C IR feltételnek.
Unicitas: Elég megmutatnunk, hogy sziikségképpen

dv=fdu p=0 [fl=1,= p(4) = sup [p(X)|+(A\X)| (AeA).
ADXeA

Tegytik fel, hogy p és f teljesitik a feltételeket. Tudjuk, most van olyan A-mérhetd
f fiiggvény is, amely p-majdnem mindeniitt egybeesik f-fel. Tekintsiik a

P={zxeQ: f(z)=1}
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halmazt. Mivel ezzel f: 1p — 1o\ p, valahdnyszor X C A, A, X € A, fenndll

(X + v (A\X)| = [v(X N P) + v(X\ P)[+ [v(A\ X) N P) + v(A\ X) \ P)|

lv

< W(XNP)|+ [v(X\P)| + [v((A\X)NP)| + [v((A\X)\P)|
= et [ faer [ faulel [ Fa
—uXﬂP)+uX\P)+u (A\X)NP) + u((A\ X)\ P)
w(ANP)+ u(A\ (AN P))

|/fdu|+|/ Faul

v(ANP)| + [v(A\ (AN P))|.

Az unicitasi bizonyitasbdl kideriil a |v| véltozdsi mérték explicit alakja. Sét
hasonlé modszerrel formula nyerhet6 a v, ,v_ novekmény-mértékekre is.

Kovetkezmény. Minden A € A halmazra
v|(A) = max [V(X)—V(A\X)]:sup{Zyy(An)\; Ay, As,. . diszje A, UAnCA}

ADXeA
n=1

vy (A) :A%l;?é{AV(A ) = sup{z v(Ap)y o A1, As, ... diszj.€ A, U A, C A}

n=1
v_(A) :ArjnlgAV 1nf{z _: Ay, Ag, .. diszj.e A, [j AnCA}.
n=1 n=1

Véges értékii elgjeles mértékek

Definicié. Legyen () egy nem-iires halmaz, R C {Q részhalmazai}. Az R hal-
mazcsaldd lokdlis o -algebra, ha minden B € R mellett {R €ER: RC B} egy
o-algebra. Egy v : R— IR halmazfiiggvény (véges értéki) eldjeles mérték Q-n,
ha

1) R lokalis o-algebra,

2) U,, Bn € R valahanyszor By, Bs,...diszj.€ R és

SR <o (By DR, eR (n=1,2,...)),
3) v(U, Bn) =3, v(By) valahdnyszor By, Bs,...diszj.€ R és |J,, B, € R.

Megjegyzés. A definicid elsé és harmadik pontja szerint, ha v : R — IR egy
véges értékili elojeles mérték, akkor a

vg:=v|{RE€R: RC B} (BeR)

halmazfiiggvények korlatos valtozasu elgjeles mértékek.

Jeloljon mostantdl ebben az alfejezetben v : R — IR egy véges értéki eldjeles
mértéket egy ) alaphalmaz f6lott, és legyen

R := [az R -generalta o-algebra Q—n]
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Lemma. Az R-en definidlt
| X — Sup{zn (R : Ry, Ra,...diszi.€ R és |J, Rn C X}
halmazfigguény eqy mérték Q-n, amelynél
R = {X ER: V[(X)< oo} és lvpl(R)=|v|[(R) (RCB R,BeR)
a Megjeqyzésben definidlt vg korldtos vdltozdsiu eldjeles mértékekre.
Bizonyitas. A Hahn-Jordan tétel kovetkezményébdl mar tudjuk a vp eldjeles
mértékekre vonatkozé 4llitdst. S6t innen kapjuk az R = {X € R: [v|(X) < oo}
reldciét is. Hogy a [v| > 0 halmazfiiggvény mérték, azonnal kévetkezik az aldbbi
két egyszerli észrevételbol: Ha X, X, ...diszj.€ R, akkor
1) Ri, Ry, ...diszj.e R és U, Rn C U,, Xn esetén k =1,2,... mellett
Ri N Xy, RoN Xy, ...diszj.€e R (innen |v|(U, X&) < X V/(Xk)),
2) ha k=1,2,... mellett Ry, Rog,...diszj.€ R és |J,, Rn,x C X}, akkor
{Ruk: n,k=1,2,...}diszj.C R (innen Y, [v|(Xx) < [v|(U, Xk))-

Definicié. A v: R — IR elgjeles mérték vdltozdsi mértéke a

w|(X) = Sup{zn W(Ro)|: Ry, Ra,...diszji.€ R és |, Rn C X} (X €R)
mérték 2 {olott.
Megjegyzés. 1) Az Q {616tti v eljeles mérték pontosan akkor korldtos valtozasi,
ha ©Q € dom(v) és |v|(2) < co. Ez a tény a "korldtos valtozasu el6jeles mérték”

elnevezés eredete.
2) Bar minden B € R halmazra

dvp = sgn(vg) dlvg| = sgn(vg) d|v|,
altaldban nem taldlhaté olyan kozos s : Q@ — {£1} fliggvény, amellyel minden
R € R halmazra teljesiil v(R) = [, sd|v|.
Példa. 1) Legyen R :={R;jURs: Ry € R1, Ry € Ro}, ahol
Ry:={U2, A x{yi}: vi € R, A; Amérhetd C IR, MN(4A;) <o (i=1,2,...)}
Ro = {U {z:} x B; : z; € R, B; Amérhetd CIR, A(B;) <oo (i=1,2,...)}
és v(UiZ, (A x {yih) U ({2} x Bi))) = 22721 (M(Ai) = M(Bi))
az R-beli halmazokra. Ekkor a v : R — IR halmazfiiggvény eldjeles mérték, és
lv| = Vol | R. Ha valamilyen s : IR — {1} fiiggvényre v(R) = Jpsdv (ReR)
volna, akkor v|R; = Volj|R; miatt Vol;-mm. s = 1-nek, kell lennie minden

IR x {y} alaku egyenesen, mésrészt v|Ry = —Vol;|R; miatt Vol;-mm. s = —1-
nek kell lennie minden {z} x IR egyenesen, ami egyszerre nem teljesiilhet.

2) A kovetkezo fejezet integrdlformdi (az = 0 kivételével) mind olyan véges
értékil el6jeles mértékek lesznek, amelyek nem [, sd|v| alakiak globalisan.

Megjegyzés. Mindazonaltal, ha v : R — IR véges értékii eldjeles mérték és az
f:Q — IR fiiggvény |v|-integralhatd, akkor a

supp(f) :={z € Q: f(z) # 0}
tartéhalmaz* megszamlalhaté sok R-beli halmaz egyesitése, igy ezen egy |v|-0-
halmaztol eltekintve egyértelmiien definidlhatéd egy

* A supp jelolés a latin support (tart6) szét roviditi.
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Sgnsupp(f)(y) Q= {_17 0, 1}
fliggvény, amelyre
{x © S8hgupp(f) (V)(.Z’) = O} =Q \ Supp(f) €s
V(R) = [pSehapp(p) (W) dlv]  (supp(f) D RER).
Ez lehet6vé teszi, hogy az integralast kiterjessziik véges értékii el6jeles mértékekre.

Definicié. Legyen v : R — IR egy véges értékii el6jeles mérték az () alaphal-
mazon. Az f : Q — IR fliggvény v-integrdlhatd, ha f |v|-integralhatd (a
hagyomdanyos értelemben). Egy v-integralhaté f fiiggvény v-integralja

[ vi= [ £smnpp@)dl

Az el6jeles mértékek konstrukcidjanal jél hasznalhatéd a kovetkezo.

Tétel. (Osszeillesztési tétel). Legyen Q C {Q részhalmazai} egy olyan (nem-iires)
halmazcsalad, amelynél Q1 N Q2 € Q (Q1,Q2 € Q). Tegyiik fel, hogy minden
Q € Q mellett vg : Ag — IR egy korlatos vdltozdsi eldjeles mérték a Q) halmaz
folott és Q1, Q2 € Q-ndl mindig
Q1 C Q2= Ag, C A, s v, = Q.| Aq, -

Ekkor pontosan egy olyan v véges értéki elojeles mérték létezik, amelyre

dom(v) C Q:={U, 4n: A1,42,... € Ugeo Aq} és vo=v|Aq (Q€ Q).
Bizonyitas. Eszrevétel: A UQEQ Ag halmazcsalad lokdlis o-algebra, és igy

9={JBn: Bi,B,,...diszj. € | Ag} .
n QeQ
Ugyanis, ha A;€ Ag,, A2€ Ag,, ..., akkor A,NA, € Ag,ng, CAg, NAg, (n, k=
1,2,...), ahonnan az (J,, A, -et diszjunktan eléallité B, := Ap, \ U<, (An N Ag)
(n=1,2,...) halmazok is (Jyc g Ag-beliek.
Az észrevétel alapjan az egyetlen szobajohet6 véges értékii eldjeles v mérték

az
Ri={{JAn: A1, A4, .. diszj. € | Ag, Y |vg,l(An) < oo}
n QeQ n
halmazcsalddon értelmezett

- [Z vg,(Ba): | JBu =R, Bi,Bs,... diszjunktak,

B, € Ag, (n=1,2,...)} (ReR)

halmazfiggvény. Ennek a jol-definialtsiga kozvetlen folyomanya annak, hogy
P,Q € Q-ra a vp ill. vy korldtos véltozdsi mértékek mindig egybeesnek a
P N @ halmazon. Ha ugyanis Bi, B, ... ill. B, By, ... diszjunktak, B, € Ag, ,
B, € Ag:, (n=1,2,...) és U, Bn = U,, B, € R, akkor

> v, (B, Z var, (Bl <> 1vg.nq,, (Ba N B),)| < oo

m,n

Z VQn( Z vQ, le B N B/ Z I/Qm

m,n

A v halmazfliggvény o-additivitdsa hasonld techmkaval bizonyithato.
e
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DIFFERENCIALFORMAK R"-EN

Az egész fejezeten at N, K € IN rogzitett dimenziészamokat jelolnek, ame-
lyekre K < N. Az xq,...,xn ill. t1,...,tx jeloléseket pedig fenntartjuk az

i (&, EN) — & (i=1,...,N)
ti (T, TK) — Tj j=1,....K)

alapkoordindtdk széméra RY -ben ill. RX -ban.

Jacobi determinans és alternalo formak

Tétel. Legyen G nyitottC RE és T : G — RY egy folytonosan differencidlhato
leképezés. Ekkor

Oz; (T 1/2
1) Jac(T) = E det? 924, (T) :
i1 <i ; Ot j k=1,....K
1<i1<ia<-<ix <N Jk=1,...,
2) Minden 1 <iy,...,ixg < N indexcsalddra az
K
Wiy, ip (IRN) S (v1,...,vg) — det(z;, (Uj))j,kzl ..... X

leképezés eqy alterndlo K -forma™ és

det T = Wiy,... ix g,...,g .
J Jok=1,..., K 1 k

Bizonyitas. 1) Legyen t € G tetszOlegesen rogzitve, és legyen

=1,...,.N j=1,...,K).
5, (0 (=L N =1 K)

o := [T"(t) méatrixal i =
Tudjuk: taldlhaték olyan oq1,09 ortogondlis N x N ill. K x K tipusi matrixok
tovabba 0 < A\ < -+ < Ak szamok, hogy

A1

a = o1Aog ahol A := \ N,
K

(.

Jac(T)(t)* = det(T"™*T") = det(a*a) = det(A*A)

=A%

* Az alternalé K -formdakkal kapcsolatos legsziikségesebb elGismereteket a
kovetkez6 megjegyzésben gytijtottiik Ossze.
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ahol a jobb attekinthetdség kedvéért egyes 0 egytitthatok helyét iiresen hagyjuk
(v.6. a Felszin-formula c. alfejezet lemmaja). Eszrevétel:

A |

AN*

) ,= AT = Z det(u) .
AK pe{AA* K-fOminorai}

| 0

Innen (e, je)-vel jelolve az o matrix i-ik és j-ik sorainak skaldr-szorzatat,

Jac(T)(t)? = > det(p) = > det(v)
pe{AA* K-fGminorai} ve{o1AN* o] K-fémin.}
N——

aa*

= Z det<<aij07a'ik.>)j7k:1,...,K

1<ip < <ig <N

_ 3 det[(aijk)szl(akij)szl]

1<y <+ <ig <N

= Y det(aii), det(an,)
1<ii<--<ig <N 7 7

= Z det? [(Oéijk)szl} .

1<ii<-<ig <N

2) allitasa azonnal kdvetkezik onnan, hogy

&ch(T)_ 8T . .
ot —xl<8—tj> (t=1,....,.N j=1,...,K) .

Megjegyzés. 1) Legyen V egy véges dimenzids vektortér és V* a dudlisa. Azaz
V* = {lineéris V—-1R fﬁggvények}.

Az w:VF = R leképezés k-forma, ha az mind a k véltozéjaban linedris, azaz
[U — (vl,...,Ui_l,v,viﬂ,...,vk)] eV* (i=1,....k v1,...,0, € V).
Az w k-forma alterndld, ha

w(vla"'7vi717vjuvi+17'"7vjflaviuvj+17”-vvk’)
= —w(v1,..., V) (1<i<j<k v,...,u€V).

Ha w; alternalé k-forma, wo alternalé ¢-forma V -n, akkor a kiilsd szorzatuk az
az wi A ws alterndlé (k + £)-forma, amelyre

w1 Awa(V1, ..., Vppe) =
1 ar(m
Gl 2o U ey e Uiy Uni)
"7 PERM
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minden vy, ..., v, vektorsorozatra V -bél, ahol az 6sszegzés az {1,...,k+ ¢} in-
dexhalmaz Gsszes permutéciéira torténik, par(7) pedig a m permutécié paritdsa.*

Definicié szerint

{alt. 0-formak} := R (konstansok, 0-valtozds miiveletek)
{alt. 1-formak} := V*

Tudjuk, hogy
dim(V) = N, ={alt. (N + i)-formék} = {0} (1> 0)

{alt. N-formék} =R - [(v1,...,vN) > det (uﬁ

(61, ey 61\[)
ahol {ey,...,en} egy bazis V-ben és M € L(V) a linedris kiterjesztése
€1,...,EN
az [ei o t=1,... ,N} leképezésnek. Sot

k
{alt. k-formak} = Span{¢1 A--- Ay : ¢1,...,¢x €V} = AV*

1A A gbk(vl, .. .,Uk) = det(<¢i7vj>)ij=1

a (¢,v) := ¢(v) konvencidval, ahol Span(S) az S-beli vektorok altal kifeszitett
altér.

2) A szokdsos médon azonositjuk a V** bidudlis teret V -vel, azaz

v= [ (9,0)] (veV).

Minthogy igy V maga is linedris funkcionédlok terének (= (V*)*) tekinthetd,
értelmezhetok vq,...,vx € V-re a

k
le...mke/\(v*)*

(S VANAAN Uk(¢1, cee 7¢k) = det(<viv¢j>)ij:1

det (65, v,))1,_y = d1 A Adk(vr,. .., k) -

Kévetkezésképpen fennall az a dualitds a A"V és az {alt. k-formék V-n} =
/\k V* terek kozott, hogy

k
VRONS (/\ V)* ! w alt. k-forma

(®,v1 A- - ANvg) = w(vg, ..., Vk) (v1,...,u5 € V).

* par(rm) = [0 ha 7 péros sok cserével, 1 ha paratlan cserével allithaté elé} i
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3) V=R" esetén
{2i Ao A@ipe 0 1<y <+ <ixg < N} BAZIS C {alt. K-formdk RV -en}
K
{ei N Mei s 1<y <.+ <ig <N} BAZIS ¢ ARY,

ahol e; := (0, ... Lo ,0) (i=1,...,N) az RY kanonikus egységvektorai.
0

A tovébbiakban ellatjuk a A™ (RV)* ill. A" IRY tereket a

117K il: UK
1/2
o €, N\ N e; = 2
11500t K 1 1K . 11,000 K
Tl yeery iK Tl yeeey 1K

euklideszi normékkal. Itt az egyes vektori kiils6 szorzatok bazis-felbontasa

K
vl/\---/\vK = Z det(vj,ik)jvkzleil /\"'/\GZ'K
1<i1<-<ig <N
K
ahol det(vj7ik)j7k:1 =i N AT (V1,0 UK)
Kovetkezmény. Jac(T) = H .. H
Y atl 8tK

:[ Z xil/\'--/\xiK(a_T__' 6_T>2 1/2

oti’ "ot
1<i1<-<ig <N ! K

C!-kockdak

Definicié. Legyen ¢ € IN és legyen I egy korldtos nyitott intervallum IR™ -
ban (azaz 3 I1,...,Ix korldtos nyitott intervallumC IR I; x --- x Ix =1T). A
Q: I — RY leképezés egy K -dimenziés C’-kocka IRY -ben, ha

3 J nyitott intervallum ¢ R® 3T eC/(JRY) JoT é Q=TII.
A Q C’-kocka reguldris, haitt a T lefedd leképezés valaszthaté gy is, hogy injektiv

és Jac(T) > 0 legyen.
Megjegyzés. 1) Valéjdban a ran(Q)( Q(I)) alakzat a "feliilet” IRY -ben. Mint

//////

2) A felszin-formula szerint Volg (ran(Q)) = [; Jac(Q)dVolK.
3) @ mint R® x IRY részhalmaza* tekintendé

Q = {(tQ(): tel}.

* Halmazelméletileg az f: X — Y fliggvény az {(z, f(x)) : x€ X} halmaz.
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Igy van értelme kés8bb a C’-kockdk &ltal generalt IR® x IR™ -beli o-algebrarél
beszélni.

Propozicié. Ha Q; : I, —» RY (i = 1,2) reguldris K -dimenziés C*-kockdk és
ran(@Qq) = ran(Q2), akkor
3SeC (L,RF) S:Lie  Qy=Qi 08  Jac(S) > 0.

Bizonyitas. Az S := Q]! o Q, leképezés jél-definialt, és
-1
S . _[2 & ran(Ql) &> Il.
Allitas: S € O (I, RF).
Bizonyitds: Legyen t € Io tetszélegesen rogzitett, és legyen p := Qo(t) ill
s := Q7 (p)(= S(t)). Minthogy Jac(Q;) # 0, taldlunk 1 <i; < ... < ix < N

. 83;% (Ql) K " , , ,

indexeket, amelyekre det (8—15 (s)) i # 0. Vehet6 az dltalanossag megszo-
j J k=1

ritasa nélkiil i1 =1, 1o =2, ..., ix = K. Tekintsiik a

Qi: I x RN"X 5 RY (= RX x RV K)
(Sl7y) = Ql(sl) + (0,'!/)

leképezést. Itt (az alapkoordinatak szerint)

Qi(s) | 1

Q1 (s,0) matrixa =

K N-K

~ 0 K
( xk(Ql)) # 0. Az inverz fliggvény tétel alapjan igy

hol det(Q") = det | —===
ahol det(Q}) = det(—5,=) |

JU p-kornyezet 3 Vi s-kornyezet (C IRY) @1 ViU @1_1 e CHU,RY).
Mivel @2 folytonos, a V5 := Q5 YW ) halmaz kérnyezete a t pontnak IR -ban, és

S| Va=PoQi'oQy|Va ahol P:(&,...,6n) (E1,.... k) .

Tehdt S|Va Cl-leképezések osszetétele egy t-kérnyezeten, ami adja az allitast.
Ha mar tudjuk, hogy az S atviteli leképezés folytonosan differencialhato,
akkor irhaté

Jac(Q2)? = det(Q5'Q3) = det(S” QT Q35")
= det(S™) det(Q}* Q) det(S") = det(S")?Jac(Qy) # 0 .

Kovetkezmény. A kovetkezd alternativa dll az S dtviteli leképezésre

1) det(S'(t)) >0 (t€l) vagy 2) det(S'(t)) <0 (te€ls).
Bizonyitas. Mivel a ¢t — S’(t) derivalt folytonos, a t — det (S’(t)) fliggvény is
folytonos. Tehat az I> tégla Osszefiiggdsége miatt az I := det (S’ (Ig)) képhalmaz
egy intervallum IR-ben. Mivel 0 ¢ I, vagy I > 0 vagy I < 0.
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Definicié. A Q; : I; — IRY (i = 1,2) K-dimenziés (nem feltétleniil reguléris)
C*-kockdk ekvivalensek, jelolésben Q1 ~ Q2, ha
3S: LI  SeCl(l,,RF)  det(S) >0

Differencidlmértékek és -formak

Definicié. Legyen ¢ € {0,1,...} éslegyen R IR¥ x IR -beli halmazok egy olyan
csaladja, amelyre R D {K -dim. C! —kockék}. Egy v : R — IR halmazfiiggvény
K -adrend{i C-differencidlmérték RY -en, ha

v véges értékil eléjeles mérték és 3 ¢ € CL(RYN, (A" RN)*)

v(Q) = /I<¢(Q(T)), g—g Ace A gt—Q>dt1 dtx (Q:I— RY C'kocka) .
Megjegyzés. Heurisztikusan: (g—?dh) A (aat—thk> egy infinitezimalis
irdnyitott parallellepipedon a g? dti,..., g—idtk oldalvektorokkal.

Példa. 1) Ha z > F(z) egy erétér IR®-on és Q : (0,1) — IR® egy 1t, akkor
[t,t + dt] id6 alatt a MUNKA = <?(Q(t)) %Cf > .

2) Legyen x € IR®*-nél ¥ (x) folyéviz sebessége az (id6tél fiiggetleniil) az =
helyen. Ha a @ : (0,1)? — IR® reguldris C'-kocka ran(Q) képe e foly6 egy kereszt-
metszete, akkor az ezen egységnyi id6 alatt atfolyd viz el6jelezett * mennyisége

/ det (7 (Q(1)). g? ZQ>dt1dt2 — ATFOLYAST SEBESSEG.
(0.1)2

Itt a definicié jelolésével ®(z) : R*AR? S G AG —det(T (2), @, B) (z€R?).
Propozicié. Legyen v eqy K -rendd Ct-differencidlmérték RY -ben. Ekkor
JweCf (IRN, {alt. K -formdk})

v(Q) = /Iw(tl,...,t ) (gg gfi) dty - - - dty, (Q:1— RY C’l—kocka).

Bizonyitas. Ez azonnal adédik az A™ (IRV)* és AX IRY terek dualitésarél sz6l6
2) megjegyzésbol.

Definicié. Az /-szer folytonosan differencialhato

RY — {alternals K-formék} (= A™(RY)*)
fiiggvények a K-adrend C*-differencidlformdk (réviden K-rendti C*-formdk)
RN -en. Egy w differencidlforma integrcilja a Q:I—RY ¢’ kockin

oQ
/w _/ 81&1 atk>dt1 i

0 0
Pozitiv el6jellel szamitva, ha a a viz a feliilet 9Q X o0 (vektori szorzat)

ot 0Oty

normalisdnak iranyaban folyik at, és negativval, ha ellenkezdleg.

*
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(itt szitkségképpen [w rendje] = [@Q dimenzidja] kell, hogy legyen).
Kovetkezmény. A differencidlmértékek differencidlformdk integrdljai a C'-
kockdkon.
Tétel. Legyen v egy differencidlmérték RY -en és Qi : Iy — RY  (k=1,2) két
K -dimenzids C' -kocka. Ha Q1 ~ Qo , akkor v(Q1) = v(Q2).
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy @ ~ Q2. Vegyiink ekkor egy C!-sima
S:ly < Ih ngQloS det(S’)>0

dtviteli leképezést. Allitas:

3@2 0Q2 N (9@t 0Q1

A S = det(S) - (SEHS) A A (FES))
8151 Ot (5) oty (5) Otk (5)

Bizonyitas: az Osszetett fiiggvény differencialési lancszabdlya szerint

0Qs _ 0Q1(8) _ 5~ Q1 gy O(S)

0t Ot — Ot Ot
ahol a koordinatézas ty : (£1,...,&k) — &k . Innen
0Q2 0Q2
A T
K & o, (S) 9t (S) 10Q 0Q
f— .. ’Ll .« .. ’Lk: 1 ..
B “Z:; Z; oty Otk [8ti1 (S)} Ao [815 (S )]
atﬂ' (S) atﬂ' (S) ar(7m aQ aQ
= Y e TR TR O A [ (ts*)]'
m K—PERM ! K 1 K

Az allitasbdl azonnal kovetkezik, hogy ha v-t a ¢ € C (]RN, ( /\K RY )*) fiiggvény
definialja, akkor

/(@) =
:/12<¢ an A Z?;>dt1
- [{otauts s >>-%?j(s<t>)w N G (S(0) )t -t
_ /I2<¢ 38?11 (S(t) A - /\%(St)» detS'() dty -+ dti
e
= [ (s(@ ). %Cf (5) oo h S () dsn s

V(Ql) )

az utolso 1épésben az s := S(t) helyettesitéssel.

Definicié. A Q1,Q2 K-dimenziés C'-kockdk ellentétes irdnyitdsiak, Q1 T Qo,
ha
ran(Q7) = ran(Qs) det(Q7' 0 Q) <
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Ko6vetkezmény. Ha a tételben Q1 ] Q2, akkor v(Q1) = —v(Q2).

Bizonyitas. Lemasolhaté az el6z6 bizonyitas, de ott az utolsd el6tti 1épésnél

det(S'(t)) = —Jac(S)(t).

Lancok

Definicié. K -dimeziés RY -beli C¢-kockaldne alatt olyan
¥ : {K-rendti C°-formak R™-en} — IR
linedris funkcionalt értiink, amelyre
3Q1,...,Q, Cl-kockik Jay,...,an €Z

U(w) = Zai/ w (w K-rendfi C°-forma) .
i=1 i

A tovébbiakban a @ C’-kocka ldncat Q-vel jelsljiik. Azaz

@:W/QW.

Az el6z6 alfejezet konkluzidja ezzel a terminologiaval:

Kovetkezmény. 1) Q1 ~ Qs = Q1=Q2. 2) Q11Q2 = Q1 =—Qs.

Megjegyzés. Egy "iranyitott feliilet” esetén az elsGsorban az szokott érdekes
lenni, hogy a differencidlformak integraljai milyen értéket vesznek fel rajta. A
paraméterezés ill. a C’-kockakra valé felparcellazds médja ebbdl a szempontbél
indifferens.

Lemma. FEgy differencidlformdt meghatdroznak a ldncokon, sot mdr a requldris
C° -kockdakon wvett integraljaik.

Bizonyitas. Legyen wi # wso két kiilonboz6 K -rendii differencidlforma. Ekkor
valamely p,vy,...,vx € RN -re wi(p)(vi,...,vK) — wa(p)(v1,...,vx) = 1. Most
a Q::(0,1)% 5t p+ed, tyuy reguldris C>-kockdkra

8_K[/Ew1—/€w1} —1 (¢]0).

Megjegyzés. Formailag, a lanc definicigjdban nemcsak egész, hanem tetszoleges
valés (s6t komplex) egyiitthatékat is megengedhetnénk. A kombinatorikus
topolégiaban kap pl. szerepet ezek 7Z -belisége.
Természetesen egy lancot mindig tobbféleképpen &llithatunk elé C*-kockék
Z -linearis kombinacidjaként. S6t pl. a
Q:(-1,1)>t—t2

1-dimenziés (de nem regularis) IR-beli C*°-kockanal Q = 0, azaz 4ltaldban nem
lehet a kiindulési kockat sem egyértelmiien ”visszakddolni” a lancabol. Nem igy a
regularis esetben.

Propozicié. Ha Q1, Q2 reqularis Cy -kockdk és @1 = @;, akkor Q1 ~ Qs

Bizonyitas. Ha Q1 o @2, akkor ran(Qy) # ran(Q2). Vehet6 az &ltaldnossig
megszoritasa nélkiil, hogy ran(Qq) \ ran(Qz) # 0. Véve olyan Ty,T, C!-sfma
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injektiv kiterjesztéseket, amelyekre dom(7;) O dom(Q;), Jac(Z;) > 0 (i =
1,2), akkor az el6z6 alfejezet tételének bizonyitési technikdjaval kimutathaté a
Jac(Ty),Jac(Ty) > 0 tulajdonsdg alapjan, hogy

Jp €ran(Q) min{||p — ¢q|| : ¢ € ran(Q2)} > 0.

Ennél a p = Q4(t) pontndl is % JARERWAN % # 0 (ahol K = dim(Q1)), mivel
1 K
Jac(Q1)(t) > 0. Ezért itt
0 0
3 wo alt. K -forma wo(;fll,...,agj)zl.

Mivel a @} derivalt folytonos és a @Qq-et lefedé T; leképezés injektiv, van olyan
U kornyezete a p pontnak, amelyen

0 9 -
%(u),,%(u)) >0 (ueU), U Ndom(Qz) = 0.

Vegyiink egy egy olyan 0 # w € C*(IR") fiiggvényt, amelyik az U kornyezeten
kiviil eltiinik.* Most az

w(x)(v1,...,vK) = w(z)wo(vy, ..., VK) (z,v1,...,vx € RY)

wof

C°° -differencidlforméra | o, w>0= /. 0, W, azaz ilyenkor Q1 # Q.

Megjegyzés. Egy regularis C'-kockdnak mindig vannak ”sarkai”.
Kérdés: Reprezentalhato-e e egy gomb regularis kockalanccal?

Példa. IR*-ben egy korlapot 5 db 2-dimenziés C-kocka lancéval lehet
reprezentalni:

4
/t§+t§<1W(tl,b)(el’ez)dtldb sz_O/ka ahol
Qolt) =1t <t € (-1/2, 1/2)2)

Qrlp,p) = [p +(1— p)\/1/4 +sin’(p — k?f/2)} + (cos g, sin )

<(0<p< 1 kn/2 —1/4 < < kr/2+m/4) k:1,2,3,4> .

C'-kocka hatara, Stokes tétel

Definicié. A K > 1 dimenziés Q : (a1, b1) X --- x (ax,bx) — RY C*-kocka
(£>0) hatdra (pontosabban ldnc-hatdra) a

K
0Q : = D DT [ bk1) = Q6 a1 bas Eagns - E1)]

=y
Il
—

(D) (& rm1) = QUL - a1y Gas Ears - Ex—1)]

M-

Q
I
—

* Tudjuk: a ¢ : & — [exp(—=1/22) (€ > 0), 0 (£ <0)] fiiggvényre ¢ € C*(IR).
Vagyis, ha a p koriili 6 > 0 sugard géomb C U, akkor w : = +— ¢(§ — ||z — p||)
megfelel.
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(K — 1)-dimenziés C*-kockaldnc.

Megjegyzés. Egy, a ldanc-hatarnak természetes médon megfelel feliilet (itt 2K
db. (K —1)-dim. C*-kocka unidja) a

K
0Q : = U [Hle(aj,bj) 5 &= Q(MjcaS; (&1, - €&a—1,bas Eav, - -, Ex—1))]

d=1

K
U | M (aj,b5) 3 € = Q(Ss(afTj<aSi(&rs - - €1, a5 €avns - €k 1)) ]
d=1
ahol Sj : (Cl,...,CK) — (Cla'--7<j—17a+b_Cj»Cj-{-la-",CK) és S<d) =
[Khad=1, d—1had>1].

Tétel. (Stokes). Minden K — 1(> 0) rendi w C'-formdhoz taldlhaté pontosan
eqy, szokdsosan dw-val jelolt, K -rendd C°-forma, amelyre

IQ(w) = Q(dw)  (Q K -dim. C?-kocka) .

Bizonyitas. Az el6zd alfejezet lemmaja szerint sziikségképpen w; = ws, ha
0Qw) = Q(w1) = Q(wa) V Q. Legyen ezutén az w (K — 1)-rend{t C*-forma
ésa Q: I = (a,b1) x -+ X (ak,bx) — IRY (C2-kocka tetszblegesen rogzitve.
Ekkor —0Q(w) értéke
K—1
K ——
d 0Q . ba
Z(—l) e fw(tr, e Ty i) %(tl,...m,...,tk): j#d 11, qdt;
d—1 7 T=aqd
IT;2a(ay, bs)
K
0 0Q .
=) (-1 [ — ) (== - d)|dty ---dt
S0 [ g let@an (G g a)]an
dw(Q) (0Q .
= —1)¢ .
> (1) /I[ Bty <at- J 7éd>+
d=1 J
0Q . rQ
—}—ngdw(a—tj ha j # m, TR haj=m: j #dﬂdtl---dt;( .
Itt a mésodik tag eltlinik. Ugyanis v; := 0Q)/0t;-t irva
K
oQ . 9’Q : :
1y o R
Z( 1) Zw(atj ha j # m, TR ha j=m: j%d)
d=1 m##d
2
= C;n[(_l)dw(vl, -« Ud—15Vd+1,Vd+25 - - - s Um—1, %7 Um+1y--- 7UK)+
32
+ <_1)mw(v17 ey Ud—1, ngtd, Vd42y -+ s Um—2,Um—1,Um41,--- ,UK)] =
= Y {1 )+ ()] =
d<m
=Y (Dw() = (=10 )] =0
d<m



mivel (m — d — 1) cserével vihet6 a 2-ik tagban a komponens az m-ik

oQ
Ot 0ty
helyre. Vagyis

K

:/I; )d= 1&5;@)(2_3: j#d)dtl---dtK
:/IdZ: 1)d- 1a€w'(Q)(g—g; j#d)dtl---dt;(
_ /i e, (@S2 5 )ty i

Kiilso derivalt

Definicié. Az IRY -beli (K—1)-rendii w C'-forma kiils¢ derivdltja az = € RY
helyen

dw(x) : (v1,...,vK »—>Z “lwy () (v 1 j #d) .

d=1

Ha L egy lanc ill. Q egy C’-kocka, akkor formalisan az érzékletesebb

Jw=16), /w = 0O(w)

jeloléseket is haszndlni foguk.

Megjegyzés. Stokes tételének megfelelen

/ w :/ dw (w C'-forma, Q@ C*-kocka) .
oQ

Lemma. Ha feCYIRY) (: Cl(IRN, {alt. O—formcik})z{O—rendzZ Cl—formcik}> ,

akkor df =) a—fdxi .




Lemma. Ha f € CY(IRY), akkor

d(fdwil /\.../\d.rinl) :Zgj de; Ndx, N+ Ndxg, | .

Bizonyitas. A hely explicit jelolését elhagyva,

d(fdas, A ---/\d:L’iK 1)(v1,---,vK) =

_S 12% 00) 9Lz Ao Adw oy £ d)
2 ;

zé gi g rivn) det (v, (0)

_ OXZ; (%’: - det (., (uj))j,{_1 :__01

:i aifo (dasy A Adzig ] (01, v10)

Megjegyzés. 1) A d jelolés eredetérol.
Ha a € C1(IR) egy nové fiiggvény, Q : (a,b) — IR egy 1-dimenziés C'-kocka
R-ben, akkor [,da = a(q) — a(p) ahol p = Q(a +0) = limy, Q(t) ill. ¢ =
Q(b—0) = limyp, Q(t) a ran(Q) szakasz végpontjai. Ez nem mds, mint ran(Q)-
nak az a sulyfiiggvény szerinti Stieltjes mértéke. fgy
Jo 9de = Jian(g) 9(%) da(x) (g korl. Borel fgv.)).
leferenmalmertek Stieltjes int.
Specidlisan, a bal oldalon z-szel jelolve a £ — £ koordinatafiiggvényt,
Jo9dx = fran(Q) g(x) da(x) (g folytonos fgv.)).
Differencidlmérték  Riemann int.

2) A helyettesitéses integralast a két Lemma szerint a kovetkez6 technikaval
is végrehajtatjuk (ami persze nem mds, mint a Jacobi determindns egy egészen
elemi kiszamitdsi médja, és csak kevés valtozo esetén gazdasiagos).

Példa: az = =rcosp, y =rsinp polarkoordinatas helyettesités

dx A\ dy = [d(rcos )] A [d(rsing)]
= [r(—sinp)dw + cos pdr| A [r(cos ¢dw + sin pdr|
= —rsingcospdp A dp —rsin? ¢ dp A dr+
—_——

0
+rcos?@ dr Adp +sinpcospdr A dr
—dp N dr 0

= (—rsin® —rcos? p)dp A dr = —rdpdr
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0o 00 00 27
/ / flz,y)dzdy = / / f(rcose,rsing) |—r|dedr .
—o0 J —00 0 0 \T/

Tétel. 1) dPw=0  (we C(RY,A"@Y)")).

9) d(wiAws)=(dwy JAws+(—1) KA (dws) (wi € C(RN NS (RN)*) i=1, 2) .
Bizonyitas. Tudjuk: Egy K -rendi Q C’-forma mindig frdxiy A+ -Adx; . alakiak
véges linedris (iy <iz <...ix [ € C'(IR)) kombindcidja. Igy 1)2) bizonyitdsét

elég csak ilyenekre elvégezniink.
1) dQ[fd.szl ARE '/\dl’iK] = d[(df) /\.CCil ARE '/\dl’iK] = (d2f) /\dl’il AR '/\dil?iK s

és itt v
of
20 _
d f—d;&%

N ooof 02
_ Z<d8$i> A da; Z axjaxzdxj A da;

=1 Zj—

N
1 o2 f 92 f
_ dz; A dz, do; Ada; | =0
> [axiaxj TN o, &,_‘/”J
—dx; A\ dx;

4,j=1

2) Vehetd wy := fdxy, A---Ndxg,, wo=gdrie, N Ndxi,,, .
Ekkor

d(wy Awa) =d(fg-dwy N+ Ndagye ) = [d(fg)] ANy, A Ny,
o 0fg
[z: 5 } Adzi, Adzi,,,
N
_ of g |
= [Z(ﬁxi 9% Bz Jdai] Adai, Ao A dai

=1

N of
Zaxzd‘r’/\dx“ "'/\d:ciK/\(gdCUiK+1/\"'/\dxiK+L)+

0
+ Zfdxil A Adag, A (—l)Kajd:m ANdipg,, A ANdaig,, -
:1 1

Lanc hatara

Megjegyzés. Hasonléan mint az 1-valtozos esetben belathaté™* |, hogy
T kompaktC G nyitottc RY, fe CYQ), =

3 f1, fo,... € CF(G) ®) 2 f Tlstt (n— oo, k=0,...,0).

*  Nevezetesen, az f,(p) := [ f(p 2m) " N/2pN exp[—||nz||? /2] dVoly ()
fiiggvények megfelelnek, ahol flq) := [f( )ha g € G, 0haq+#G].
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Lemma. Ha Q : I — R"Y K -dimenzids C*-kocka és w egy (K — 1)-rendi C* -
forma RY -en, akkor

0Q(w) = Q(dw).

Bizonyitas. Stokes tétele szerint az llitds C2-kockdra igaz. Az iménti megjegyzés
alapjan
3Q1,Q2,...: I - RY C?kockik @Q,.2Q Q@ Q  (n— ).
Ezekkel
QW) = QW) Q(dw) — Q(dw)  (n — o).
Mivel itt 0Q,(w) = Qn(dw) (n=1,2,...), hatarértékben 0Q(w) = Q(dw).
Tétel. Ha Qi,Ri,...,Qum, R, K-dimenzids C'-kockdk, o1f1,m,Bm € % ,

akkor . . . .
Z%’@i = Zﬁzéz = Zangi = Zﬁing' .
i—1 i—1 i=1 i=1

Bizonyitas. Legyen az wEC(IRN /\K_l(IRN )*) C%forma rogzitve tetszOlegesen.
Belatando: Z azaQZ Z B,@R

1=1
A megjegyzés szerint talalhatok olyan wi,ws,... (K — 1)-rendfi C!-formak

IRY -en, amelyekre w, =% w (n — 00). A lemma alapjdn tehat

0Qi(wn) = Qi(dwn)  ORi(wn) = Ri(dw,)  (i=1,....,m n=12,..)
img@z(wn) — ialéz(dwn) Felt:evés

=1

:Z i(dwy) = iﬁﬁRi(wn) (n=1,2,...) .
1=1 =1

Innen n — co-re Y., ;0Q;(w) = S, BiOR;(w).

Definicié. A K-dimenziés L C!-kockalinc hatdra az a
oL : { —1)-rendi C° formak} - R

linedris funkciondl, amelyre

= [Xm: angi(w) : L:iai@i ahol
i=1 i=1

@,MQmOkWMhm,“@mGZ].

Kovetkezmény. Ha L egy K -dimenzids kockaldnc és w € C(RY, /\K_l(]RN)*) ,
akkor
K—1
OL(w) = lim L(dwy) (wn Bw, wi,ws,...€C! (]RN, /\ (]RN)*)) .

n—oo
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Feliiletdarabok
Voltaképpen még nem tisztaztuk azt a kérdést, hogy léteznek-e egyaltalan
dirrerencialmértékek. Azaz egy adott w C°-formahoz (K -rendii, IR -en)

37 v lokalis el6jeles mérték v (Q) = fQ w (Q K-dim. C!-kocka).
Ennek a (pozitiv) megvdlaszoldsa anndl inkdbb érdekes lenne, mivel a kiils6 de-
rivalt absztrakt definicidja mellett nagyon természetes pl. az [. dz szimbSlumot
mint egy ”integrdldsra éhes” (vagyis az [ fdx integrdldshoz f fliggvényeket vérd)
miiveleti jelet felfogni.

El6szor megvizsgaljuk, hogy a differencialhaté kockakbdl kiindulva milyen
alakzatokon lehet ilyen lokalis el6jeles mértékeket definialni.

Emlékeztets. Az RY -beli K-dimenziés Q : I — RN Ctkockdt azonositottuk
az R x RN -beli {(t,Q(t)) : t € I'} alakzattal (ami a grafikonja).

Definicié. Az F ¢ R® x RY halmaz K -dimenziés C’ -feliletdarab IR” -ben, ha

3 @ korlatos nyitott CIR® 3 A Borel c G 3T € C4(G,RY)
ACG é6 F=T|G.

Lemma. Ha G nyitottC R® és Ty, Ty € CY(G,IRY), akkor az S := {t: TW(t) =
To(t), TY(t) £ T5(t)} els6-rendi egybeesési paramétertartomdnyra Volg (S) = 0.

Bizonyitas. A dont6 észrevétel az, hogy
Vt e S 3U t-kobrnyezet C G 3Q (K—1)-dim. Ctkocka c RN  SNU =ran(Q).
Bizonyitas: Legyen t € S tetszélegesen adott. Ekkor

o Ox;(T1) 0z;(T>)
= —=(t) # ———=(¢t) .
i J ot (t) # ot (t)
Vehet6, hogy itt ¢ = N és 7 = K. Most
of

f =Ty — Ty mellett flt)y=0
Az implicit fiiggvény tétel szerint tehat

8—1%(75) #0.

d1I,...,Ig nyitott intervallum C IR dg € Cl(h X oo X T 1)
Iy x --- x I t-kornyezet és  {pely x---xIg: f(p)=0} =
={(p1,- - Px-1,9P1,---,Pr-1)) : P1 € I1,...,prk—1 € IKk_1} .

Viélasztva egy olyan nyitott I # @ intervallumot IR® ! -ben, amelyre
(tr,..vtpr) €T, TCIix---xIg_q,
az észrevétel bizonyitasdhoz a
Q:15(p1,-..,px—-1) = (p1,---,PK-1,9(P1, - - PK-1)

C!-kocka megfelel.
Az észrevételbdl azonnal kovetkezik, hogy

VteS 33U, t-kérnyezetC G Vol (SNU)=0.

Lindelof tétele szerint az U, (t € S) kornyezetek kozil kivalaszthaté egy
U,y, Uy, . .. sorozat, amely lefedi az S alakzatot. Ezekkel pedig
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Volg (8) <> Volg (SN Uym) = 0.

n=1
Propozicié. Tegyiik fel, hogy F : A — RY eqy K -dimenzids C* -feliletdarab,
amelynek Ty : G; — RY (i = 1,2) két kiilonboz6 lefedése, ahol
A C Gq,Gy korl. nyitottc RE T; € Cl(G’i,]RN) F=T,|A (i=1,2).
Ekkor barmely ® € C(IRN X E(IRK,IRN)) fiigguényre

/@(Tl,T{)dVolK:/ B(Ty, T) dVoly .
A A

Bizonyitds. A lemma mutatja, hogy a {t € A: Tj(z) # T,(¢)} halmaz Volg
szerint 0-mértéki, mivel f6ltevés szerint A C G1 NGy és Ti(t) = Ta(t) (t€ A).

Kovetkezmény. Az elébbi jelolésekkel [, Jac(Ty) dVolg = [, Jac(T>) dVolk .

Feliiletek és integralformak

Definicié. Az F ¢ R¥ x RY alakzat K -dimenziés C¢-feliilet RY -ben, ha
3 Fy, Fy,... K-dim. diszjunkt C’-feliiletdarabok F=_ F,.

Tétel. Legyen w eqy K -rendd C°-forma RY -en. Ekkor étezik pontosan egy v,
lokalis eldjeles mérték, amelyre

dom(uw) - {K-dimenziés Ct —feldletek}, és
ve(F) = / w (F K -dimenziés C* -feliiletdarab).
F

Bizonyitas. A tétel tipikus specidlis esete az Osszeillesztési tételnek. Legyen Q az
IR -beli K -dimenziés C'-feliiletdarabok csalddja. Minden Q € Q mellett legyen

Ag={Re{Q}: Rc Q}, ygm)::/Rw (R e Ao) .

Ha Q € Q és Q, : A, —» RY (n = 1,2,...) paronként diszjunkt tagjai Ag-
nak, tovabba T € C1(G,IRY) egy lefed leképezése Q-nak (azaz [dom(Q)] c G
nyitott C IR és Q = T'|dom(Q)), akkor

or or
vQ (L;LJ Qn) = /Un o w= /Un N u)(T)(a—t17 ey %) dVolx

oT oT
= ;A7LW(T)(8—h, Cey @) dVOlK

:Zn:/nw'

Vagyis a vg halmazfiiggvények mind korldtos el6jeles mértékek. Masrészrdl a
QiNQ2 € Q, v9,nQ, = VQ, | Aging, (@1,Q2 € Q) relacidk trividlisak. Innen
az Osszeillesztési tétel kozvetleniil adja az mind az egzisztencia- mind az unicitasi
allitasat a tételnek.
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A paraméteres elééllitasdabol a vg(: Ag 3 R+ [, w) differencidlmértékeknek
(mostmar jogos igy mondani) azonnal adédik, hogy a bizonyitds jeloléseivel

or  or
|yw\(Q):/A‘W(T)(a—tl,...,%)’dVolK

= sup{io:}/M w| : My, Ms,...diszj. felilletdarabok, [j M, = Q} .
n=1 n n=1

Igy az osszeillesztési tétel pontos informécist ad azokrél a feliiletekrdl, amelyekre
a v, differencialmérték definialva van.

Kovetkezmény. A v, differencidlmérték értelmezési tartomdanya
{F: F RN -beli K -dim. C'-feliilet,

sup{Z|/M w| : My, M, ... diszj. feliletdarabok, UM" :F} < oo} .

Definicié. A tételben megkonstrualt v, differencidlmérték az w differencidlforma

integrdlja. Jelolése: / w. Az w differencidlforma integrdlformdja az

. /wzf%/fduw

funkciondl, amely azokra a Borel mérhets f : RY — IR fiiggvényekre van
definialva, amelyeknek az

f:RE xRN 5 (t,2) = f(2)
felemeltje v, -integralhato.

Feliiletdarabok ekvivalenciaja

Definicié. Az Fy : A, —» RY, F, : Ay - RY K-dimenziés C!-feliiletdarabok
ekvivalensek, Iy ~ F5, ha
3 G4, Gy nyitott ¢ R® 35 : G + Gy
SeC (G,RF), Fi=F,08, det(5)>0.

Lemma. A =~ reldcid ekvivalencia.

Bizonyitas. 1) Trividlisan, F' ~ F' mindig.

2) Tegyiik fel, hogy Fy =~ Fy, és legyen S : G7 +» G2 mint a definiciéban. Most

S—1: Gy <> Gy, és az implicit fiiggvény tétel szerint

S™l € CHGo, RT)  det((S71)) =1/det(S’) >0,
ahonnan F5 ~ F7.
3) Tegyiik fel, hogy Fy ~ Fy ~ F5 ahol F; — RE (i =1, 2,3). Ekkor
3 G1,Go, Ha, Hy nyitottc R 38, € 01(G1,RY) 3 S, € CHH,IRY)

Ay C Gy, AyCGoe,Hy, A3 C Hs,
S1:G1 <> Gy, Sy:Hy<» Hs, det(S))>0 (i=1,2),
Fi=F085, Fob=F3005;.

Most az S := S5 0 S leképezésre

S:K; < Kz ahol  K;:=S8(GyNHy), Ksz=5S2(GoynHy).

118



A Gs, Hy halmazok nyitottsaga és az Sy, Sy 1 transzforméacidk folytonossiga
miatt a K ill. K3 halmazok is nyitottak, és A; C K; (i = 1,3). Mdsrészt S =
[C*-fiiggvények Gsszetétele] € C' (K1, IRF), és emellett det(S’) = det (S5(Sy)) -
detS]) > 0. Azaz F) ~ Fj.

Tétel. Tegyik fel, hogy az Fy : Ay — RN, Fy : Ay — RY feliiletdarabok ekvi-
valensek. Ek‘k‘oraT o7 o7 o7

1 1 2 2

/Al(I)(TL a_tl/\.../\%)al\/olK:/A2(I>(T2, a—tl/\.../\%)d\blk
valahdnyszor ® € C(RYN x A"IRY) egy a N RN -beli vdltozdjdban pozitiv-
homogén* fiigguény és a Ty, Ty leképezésekre T; € CH(Gy, RYN), ahol A; C G
nyitottC R™ és Fy =T;|A; (i=1,2).
Bizonyitas. Mivel F; ~ F5, véalaszthatunk olyan Hi, Ho nyitott C RX halma-
zokat és S € C*(Hy,IR™) transzforméciét, amelyre
A;CH; (i=1,2), S:Hy + Hy, Fi =F,08, det(S)>0.
Most a
Ky = S(G1 N Hl) N Go , Kq:= S_l(KQ) = S_l(GQ N .HQ) NGy

IR” -beli nyitott halmazokra

Ay C Ky, A =S5"1A) c ! (Ky) =K;.
Ugyanis A C Gy N Hy és az S leképezés a folytonos S~! inverze, ahonnan
Ay = S(A1)” = S(Ay) C S(G1NHy). Tehét az eredetileg adott G; halmaz helyett

az A;-t szintén tartalmazdé nyitott K; részére attérve, vehetd az altalanossag
megszoritasa nélkiil, hogy
S: G1 < G2 .
Eszrevétel: Vol {t € Ay : T{(t) # T5(S(t)) - S'(t)} = 0. (Ez azonnal adédik a
Feliilletdarabok alfejezet lemmajabol, mivel Ty, Thb 0 S € Cl(Gl,]RN ) és T1| Ay =
Tho S| Ay [= Fi].) Legyen By :={te Ay : T{(t)=T5(S(t))S'(t)}. Ekkor
0Ty o1y Bszrevétel
o(Ty, — N--- AN ——)dVol =
/Al (T, ot 8tK) oK
0Ty 0Ty
o(Ty, — N--- N —=——)dVol
(T 5, D) TVOlx
8T2 oS 8T2 oS
8751 atK

B 1 def.

@(TQ o S,

) dVolg

oT5

® hom.+det(S")>0
0(1 0 5.det(5) 22 (5) A A 02 () arvn, * POL )
1

0T,
D (T: —

L]
dtxc
T, T,

= O(Ty, =2 A+ A —2)dVol
[5(31) (T3 oty c‘%K) K

HELYETTESITES

N o
(5))det(S") dVoly,

015 o7,
STy, —= N--- N —=) dVolg
(2’8151/\ Aat )do

I
—

2

* Azaz  P(z,a-A) = a-P(z,A) (>0 zeRY AecA®RY).

119



mivel AQ ZS(A1> ZS(Bl)US(Al\Bl) ( )
Kovetkezmény. F) ~ F, esetén 1) og(F1) = ok (Fy), 2) a tétel jeldléseivel

/Al (T1)<8T1 0Ty > Vol = /A2 (T2)<8T2 3T2> dVol

[VolK szerint O-halmaz}.

ot POt oty Otk

minden RY -beli K -rendt w C°-formdra.

Definicié. Az IRY -beli K -dimenziés F : A — IRY feliiletdarabon az
wE C(IRN, /\K(IRN)*) differencidlforma integrdlja

/Fw:: [Aw(T)(?—Z g;};)d\fol;{

G nyitott c RX , Ac G, Te (G, RY), F:T|A},

ami a tétel alapjan jél-definialt kiterjesztése a C!-kockdkon valé integrélnak.

K
Kovetkezmény. / w= / w (Fi~F>, we C(]RN, /\(]RN)*))
Py Py

Feliiletek ekvivalenciaja

Definicié. Az RY -beli K -dimenziés F, H C!-felilletek ekvivalensek, F ~ H, ha
3 Fy, Fy, ... diszjunkt felilletdarabok 3 H;, Hs, ... diszjunkt feliiletdarabok

F:DFn H:DHn F,~H, (n=12..).

Propozicié. A ~ reldcio ekvivalencia.

Bizonyitas. A ~ relacié trividlisan reflexiv és szimmetrikus.
Tegyiik fel, hogy F' ~ H ~ M . Ekkor

dFy, Fy,...diszj. 3 Hy, Ho,...diszj. 3 K1, K>,...diszj. 3 My, Ms, ... diszj.
feliiletdarabok

F=U,_,F, H=U,_, H, F, ~ H,
H=U,_,K, M=, M, K, ~ M, (n=1,2,...).
Ha tehat
F,:A,—-RY H,:B,—-RY K,:C,-RY M,:D, —>R",
akkor taldlhatok olyan
Sy:A, < B, T,:Ch D,  det(s),det(T") > 0
C'-sima leképezések, amelyeknél
A, Bn,Cn, D, nyitottc R 4, cA,, B,.CcB,, C,cC,, D, CD,
és
F,=H,0S, H,=M,oT, (n=12,..).
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Képezziik a

B, .= B,, N C,

Apmn =S (Bomn) Dyn = Ty (Bmn)

Fon = F | A Honn = Hyn | Byon = Kn| B~ Mun := My | Dy
k6z6s beosztasat a felilleteknek (m,n =1,2,...). Ekkor

oo o oo
F=|J) Foun H= |J Huwm M= |J M,y diszjunkt uniék.
m,n=1 m,n=1 m,n=1
Maésrészt
Apn C Ay Bon C B, Coi Dym C Dy
Fon=HpmoSn Hyn =My, oT,,,
ahonnan F,,, ~ M,,, minden m,n indexpéarra, és igy F' ~ H .

Tétel. Ha F és H ekvivalens K -dimenzids C*-feliletek RY -ben és F €

dom ([, w) akkor H € dom([,w) és /Fw:/Hw.

Bizonyitas. Vegylink olyan Fy, Fy,... ill. Hy, Ho, ... diszjunkt feliiletdarabokat,
amelyekkel

F:GFn H:DHn F,.~H, (n=12,..).
n=1 n=1

Littuk: [, w = [, w minden n indexre. Innen [Lw = > [, w =
Sy fy w- gy mér csak azt kell igazolnunk, hogy H € dom( [, w).

Ehhez elegend6 megmutatnunk, hogy valahanyszor Mj, Ms,... diszjunkt
felilletdarabok és H = (J,_; My, , mindannyiszor Y ° | [, w| < [vu](F) (< o0).

Tegyiik f6l tehdt, hogy My, Mo, ... diszjunkt feliletdarabok, és H = J,-; M,,.
Az F, feluletdarab ekivalencidja H,-nel azt jelenti, hogy taldlhatunk olyan
S : G, < H, lefed6 leképezést, amelynél

G,, K, nyitottc R¥ dom(F,)” C G, dom(H,)” C K,,
S,:G, K, S,eC (G, R¥) F,=H,0S, (n=12,..).
Tekintsiik a
Hy, = H, NM, Frn =Ly pnoSn (m,n=1,2,...)
feliiletdarabokat. Eszrevétel: Fyn = Hy, , minden m,n indexpdrra, az {me :
m,n =1,2,.. } ill. {Hm,n cm,n =1,2,.. } feliilletdarab-csalddok diszjunktak
és Fro =1 Fmn s Hn=U,—  Hpnpn (m=1,2,...). Innen

SRS 3 o A

n=1 m=1

oo oo
<Yl wl=XIf «

m,n=1 m,n=1
< wol|(F) < oo,
ami bizonyitja a tételt.

x
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