ELOSZO

Egy-valtozéra koncentralé oktatas gyakori.

Még a tobb-valtozos feladatok jo része is egy-valtozdsok rekapitulacidja,
”arucsatolas” (pl. sorozatok hatérértéke komponensenként, szukcessziv integralas).

Mire a hallgaté elér egy tipikus tobbvaltozés problémahoz (pl. integralasi
hatarok mas sorrendii szukcessziv integralasndl), belefarad, beleun.

Taylor sorfejtés — aligha a parcidlis differencidlas bujtatott gyakoroltatdsa (jé
esetben rekurzidval egyiitt, mégha az ilyen sokakra raférne is).

Mi itt az egy-valtozos kalkulus jé ismeretét feltessziik, arra koncentralunk,
hogyan vezethet6 vissza MAPLE szinti egy-véltozos miveletekre a megoldas.

Ugyanakkor nem ”multivariate analysis by MAPLE”. Az ilyen szakmai
antyaga felszinesebb, és inkdbb a programcsomag speciélis (de elméletileg nem
relevans) sok szép szolgaltatasara koncentrdlnak programozo6i ambicidkkal.

Verifikalandok, és specidlis logikai elemzést igényelnek a tisztan komputer-
algebrai megkozelitések a amesterséges intelligencis jelen fejlettségi szintjén.

Sok differencidlgeometriai alapgondolat. Ezt nem alcazzuk: jelentos hangsuly
a koordinatazason.

Elemi koordinata-olvasési és képletolvasasi 0. fejezet.

Egy-valtozdsnak latszé egyenldtlenségek mint tobbvaltozds szélséérték-prob-
lémék kezelése.

Alap: Staché Laszlo, 7 A tobbvaltozos analizis alapjai” .

fgy van bevezetotopologia és mértékelmélet is.

Kissé tagabb a szokasos témakoroknél.

Egyes alkalmzasokbdl kiindulva.

Ugyanakkor nem kivan kézikonyv lenni.
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Pl. Fourier- ill. Laplace-transzforméciokat nem targyalunk.

Komplexifikalt € -beli koordinatakkal is foglalkozunk.

Sok kidolgozott feladat van, de kozel sem minden feladatnak adjuk meg a
végeredményét.

Vannak olyan megoldéssal kozolt egyszerti feladatok is, amelyek célja az alap-
fogalmak megérttetése (pl. A ”Differencidlformék IRY -en” c. fejezet elején).

Vannak olyan feladatsorok is (pl. a Poincaré-lemmat targyald), amelyek célja
az elméleti anyag kiegészitése mas targyak szamara fontos tétellel.

Hasonlé tipusbdl csak kevés feladat van. Ha még tovabb gyakorolni kivan
egy tipust az Olvasd, célszerii, hogy maga taldljon ki ilyeneket. (Gyakran mélyebb
hidnyossagokra utalhat az eféle igény, hacsak nem dolgozati felkésziilésnél ”nor-
maid6 javitasi edzésrol” van szd).

Igyekeztiink tomor, célratord stilusban fogalmazni: pl. ha az Olvasé csak
egy allitast talal egy feladatnal, értelemszertien az a dolga, hogy bizonyitsa be
az illet6 allitast. (Tehét keriiljiik az olyan széfordulatokat, mint ”bizonyitsa be,

”

hogy ...”, 7oldaja meg a kovetkez& egyenleteket ...”, stb.)



JELOLESEK

R  := {valds szdmok} .
C  := {komplex szamok} .
@ := {racionalis szdmok} .
RY =Rx---R={(&,...,év): &,...,En €R}.
(ST ,ZN) az [l — &,...,N — &y] fliggvény. Alkalmanként célszertii
&
médon azonositjuk a (£ & &n) sorvektorral vagy : oszlopvek-
EN
torral.

(z,y,2) a természetes koordinatafiiggvények IR*-on (a kontextusbél deriil ki):

z:(En Q) =&, y:(EnQ=n, z2:(61,0) = (;

tetsz6leges IR?-n értelmezett leképezése f = f(z,y,2).
IR -et ill. IR?-t gyakran az IR x {0} x {0} ill. IR* x {0} alterekként fogjuk
fel az = ill. (z,y) kanonikus koordindtdzassal.
T1,...,xNn  természetes koordindtafiiggvények IR -on (a kontextusbdl deriil ki):
wr: (&1, 6N) =& (B=1,...,N).
(F(z1,...2n)=0) az {p: F(z1(p),...,zn(p)) =0} halmaz més jelolése.
Mat(m,n,IR)  := {m X n-es valés métrixok} .
lgs az S halmazon 1, masutt 0 értéket felvevo fiiggvény.
fog az f leképezés bsszetétele g-vel: fog:xz— f(g(x)).
X, U az X alaphalmaz ellatva az U kornyezetrendszerrel.
U: X — {X részhalmazai}, U, :=U(x)={z koornyezetei} .
X,d X alaphalmazi (fél)metrikus tér,
d: X xX —[0,00], d(z,y)=[az z,y pontok tdvolsiga] .
LU, V) :={linedris U—V leképezések} .
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GL(V)

A*

diag(Ai)iL,
v(a)
f'(a)

Jacf(a)

WN

vol,

Vol,,

= L(U,IR) az U ({6lotti linearis funkciondlok tere.
= ¢(x), ha ¢ linefis funkciondl.

= [az A matrix determinénsa] .

Ha A€ L(V,V) Aéltalanos V vektortérnél,

detA := [A matrixanak determindnsa tetszoleges bazis szerint} .
={Ae L(V,V): detA #0}.

= [az A matrix transzponéltja] .
Altaldnos U,V vektorterek kozti leképezésre:
A* € L(V*,U*), amelyre
a Ai,..., Ay f6atléju, masutt 0 N x N -es matrix.

= lim, o7 ![f(a+ 7v) — f(a)] irdny szerint derivalt.
= [v f1(a)]

az [ vektor-vektor fiiggvény derivaltja az a helynél.

az [ leképezés Jacobi determindnsa az a helynél.

JacA := /det(f'(a)* f'(a)) .

N -dimenziés kiils6 Lebesgue mérték IR™ -en

az RY -beli (:E% + i < 1) euklidesi egységgémb Ay -mértéke.
wi =2, wa=1, wy=4n/3, ..., wy =7V2/T(1+ (N/2)).

o -dimenziés Hausdorff mérték (fraktal-mérték).

normalizélt «a-dimenziés Hausdorff mérték (fraktdl-mérték).
_2°T(1+ («/2))

/2

Vol, :

vol,, .

A szorz6 konstansok gy vannak megvalasztva, hogy

Voly = An (N=1,2,...) legyen.

Euler-féle Gamma fiiggvény: I'(p) := [;° 2P~ le ™ dx.

(A*,u) = (¢, Au) . Explicite A* :¢p+— Ao



0. ELEMI KOORDINATAZAS

1) Legyen C:={(&n) eR*: n=[¢+/1-}.
a) Abrézoljuk a C halmazt.
b) Adjunk olyan 2-véltozés F' : IR> - IR elemi fiiggvényt, amelyre
C=(F(x,y)=0).
c¢) Vélaszthaté-e F  polinomnak is?
[a) Sziv alaki, b)PlL F:=(y—|z])? - (1-2?),

¢) IGEN. Pl. F:= (y? + 322 — 1 —2%)? — 42%y? |.

2) Abrazoljuk az (v = k/5), (2 = £/5) (-5 <k <5, =5 < £ < 10)
sikmetszeteibol alkotott halé axonometrikus képével a

(202 — 2Jz|y+ 2 +22=1) 3D SZIV alakzatot.

3) A +£V1—2a2 fgv ek eltoltjaival adjunk képletet sziv alakd halmazra.

[PL (y==£V1—-a22+/1-(1—]z])?) ]

4) Melyik elemi fiiggvény grafikonja az egymads utani indexii
pri=(2k+1,(-1)%) (k=0,£1,%2,...)
pontokat 6sszekoto szakaszokbdl 4ll6 ”végtelen fi részfog”,.

[Pl arcsin(sin Zz) ].

5) Adjunk tovabbi képleteket az el6bbi fiirészfogra.
[ Pl.a frac tortrész fligguény terminusain
4min{frac((z — 1)/4),frac((1 —z)/4)} — 1.
Vagy pl. az IR -beli pontok halmaztél valé tavolsagaval

dist(z, —1+4%) — 1 ].



6) Abrézoljuk az (e¥ =sinz) IR? -beli halmazt.
[ A logsinz filiggvény grafikonja ].
7) a) TO(Z) = (myy) . Tp[0,1]? &brazolasa.
b) Adjunk meg olyan masodfoki 7T : R? — R? polinomot, amelyre
T[0,1]? a (_B/Q), (162), (\/50/2) csucesu szabdlyos hdromszog.

[a) (8), ((1)), (1) cstcst haromszog. b) T = ((1_%;_21/2)) ]

8) Mik az f:IR*> - IR fiiggvény f '(a,00) (o € R) szinthalmazai, ha
a) f := arccos coszxy,
b) f := arccos cosx + arccos cosy ,

c¢) f :=arccos cos(x + y) + arccos cos(x — y) .

d) f(xvy) = SUPy, tus=(z,y) f(ul) + f(UQ) , ahol ¥ = 1(m2+y2<1) :

9) Legyen L C IR2 a <07 0)7 (2a 0)7 (2> 1)7 (17 1)5 (17 Q)a (07 2)7 <07 O) pontOkat

0sszekoto szakaszok altal korulzart L7 alaki idom. L+ L =7

10) a) {0} x [a,b] + [c,d] x {0} =7 b) [0,1]* + (2 +y* <1) =7

¢) [0,124 (Jz|+ |yl <1) =7 d) [0,1]+ (|z|+]y| < 1)+ (z2+y> < 1) =7

11) Cikrois. 1 sugari kerék gordiil az z tengelyen.
a) A (0,2) pont mely P(p) pontba kerill ¢ sz0gil fordulat utan?
b) Adjunk meg olyan 2-valtozés F elemi fiiggvényt, amelyre
{P(p): pe[-mn]} = (F(z,y) =0).
[ P(¢) = (¢ +sinp,1+cosep).
z=x(P(p)) =¢+sing,
y=y(P(¢)) =1+cosp, @ =arccos(y—1).
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12)

13)

14)

15)

+x = arccos(y — 1) + /1 — (y — 1)2,
—— —

sin arccos(y—1
F := 2% — [arccos(y — 1) + l(y— (3)4 —1)2]2  megfelel |.
Adjuk meg a kovetkezO, az y tengelyere szimmetrikus ”arcfigurat”
(F(z,y) =0) alakban, ahol F (z,y)-polinom.
Fej: (0,0) kozéppontu 10 sugaru kor;
jobb szem: (5,3) kozéppontd 1/2 sugard kor;
szdj: (—2,-6),(2,—6) ill. (0,1),(0,—3) tengelyti ellipszis.
2

[ Fi=[24y? =107 [z -5+ (y=3)2 = ()] [ +5)%+ (y - 3)* - (3)

1@+ ()" 1) 1

].

Adjuk meg azt a ”mosolyfigurat” (F (z,y) = O) alakban, amelynél a fej,
szemek mint el6bb, a szdj pedig 1/2 magassdgu torzitott ellipszis —
nagytengely a (—2,-5),(0,—7),(2,—5) pontokon &tmend parabolaszakasz.
[ Fi= [ 12— 107 [(e— 5 + (y—3)* — ()] [(@+5)*+ (y—3)2 — (1))

16+ (=2) -] )

Adjunk meg olyan F :[0,1]®> - IR*® elemi fiiggvényt, amelyre
a) F[0,1]> = (22 + 9>+ 22 < 1) gomb

b) F[0,1]* = (Jz| + |y| +|2] < 1) oktaéder

c) F[0,1)> = (Jz|P + |y|P + |2/P < 1) Kepler alakzat

d) FI0,1P=0<z<y<2z<1) tetraéder.

[Pl a) Fb:= (zcos(my), zsin(my) coss mz), z sin(my) sing 72) ;
b)e) Fp = [[x(F2) [P + [y(Fo)|P + [2(F)[P] V7 - Py

d) F:= (zyz,yz,z) megfelel |.

Adjunk meg olyan f(z,y,2) : IR®> = IR elemi fiiggvényt, hogy az
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{p: f(p) =0} alakzat a [0,1]> kocka oldalaira irt korok egyesitése legyen.

16) Adjunk olyan f:IR® — IR elemi fiiggvényt, amelyre (f=0)=10,1]*.

[PL |z|+ |z —1]+|yl+|y—1]+|z|+|z—1] =3 ]

17) Adjunk olyan R?® 5 IR elemi fiiggvényt, amelynek O-helyei az
1 oldalhosszi, 0 kozépponti, egyik csticsaval a z tengelyen levo,

az x =0 sikra szimmetrikus szabdlyos zart tetraéder pontjai.

18) Adjunk meg olyan F :1R® — IR elemi fiiggvényt, amelyre az (F = O)
alakzat az a térusz IR®-ban, amely az (y = 0) sikot a (£R,0,0)

kozépponti r sugard korokben metszi, ahol 0 <r < R.

[PL Fi=a+y°+2° —2R\/22 + y? + R* —r? |,

19) Legyen f:IR?* — IR olyan fiiggvény, amelyre f(z,y) #0 (x <0).
R3-ban az K := (f(z,2) =0, y=0) alakzatot megforgatjuk a =z tengely

koril. Az igy kapott T forgasfeliiletnek mi az egyenlete?

[PL. T = (f(v/2?+3y2,2)=0) |.

20) Legyen Y := (y1,...,yn) linearis koordinitarendszer IRY -en (azaz
Y1, Y2, ... yn : RY — IR linedrisan fiiggetlen linedris funkcionalok).
Tegyiik fel, hogy az Y szerinti egységvektorok rendre
(i1, iy -« -y Q4N i=1,...,N.

a) Ekkor a;; = x;(Y " *(e;)), ahol e; := (m, 1,0,...,0).
b) Fejezziik ki yj -t az «;; egyiitthatdkkal és az

x1,...,xn alapkoordinatakkal.
c) Melyik F': RY — RY leképezést reprezentdlja a linedris

L:(,.-,nn) = (m1,...,my)C Jahol C € Mat(N, N,TR)]
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21)

22)

23)

leképezés az Y koordinatarendszerben?

[Az A= (aij)N méatrixszal

Q=1
o N ~ -1 ~ N

b) YA=X, ésigy yp =) ,_; Qixzi, ahol A7 =: (O‘ij)ijzl )
Y (§)
—~ =

¢) F=Y'oLoY.Itt Y: RV 3¢ €A . Innen F:6—EATCA Y
——
LY (£))

Legyenek U,V n-ill. m-dimenzidés vektorterek, rajtuk
X:=(z1,...,2,): U= R", Y:i=(W,....,yn): V& R™
linearis koordinatazasok. Tegyiik fel, hogy L : U—V linearis leképezés,
L métrixa X,Y szerint Ae&Mat(m,n,R)
lazaz Y (LX '(u)) = AX(u) (uel)].
Legyenek X,Y 1j linedris koordindtak U ill. V {516tt, amelyekre
X(u)=CX(u) (uelU), Y(@)=DY(w) (veV), ahol
C € Mat(n,n,IR), D € Mat(m,m,IR).
Adjuk meg L X,Y -szerinti A métrixdt A,C,D terminusaival.

€11 €1in

Alkossanak az e = ], = : vektorok bazist

€enl €nn
IR" -ben. Legyenek y;(v),...,yn(v) a v € IR™ vektor koordinatai az

(e, ... e™) rendezett bazis szerint [azaz > _, yx(v)e® =v (v e V)].
Fejezziik ki yi -t az [6(1) . e(”)] matrixszal.
Legyenek e1,...,eny € {0,1} tetszOlegesen rogzitve.

Adjunk meg egy olyan N -edfoki P(zy,...,zy) polinomot IRY -en, ame-
lyre P(e1,...,en)=1 és

P(ay,...,ay) =0 valahdnyszor (ay,...,an) € {0, 1}V \ {(c1,...,en)}.
[ P= ﬁ o — (1 —er) !

el Ek — (1 - Ek)



24) Legyen D :={pcRY: z4(p) € {a, B}}.
Szerkessziink olyan N -edfoki P(x1,...,xy) polinomot,

amely kiterjeszt egy adott fo: D — IR filiggvényt.

25) Legyen IRM-ben S a {po,...,pn} pontokat tartalmazé legsziikebb
konvex alakzat.
a) S={Aopo+- - FANPn: Ao+ +AIn=1, Ao,..., An > 0}.
b) S =po+ {u1(pr —po) + p2(p2 —p1) + -+ un(py —Pn-1) :
L>p > pg > > py >0},
c) S=po+{m(p1 —po) +7m172(p2 —p1) +---+ 717N (PN —PN-1)

OSTl,...,TNél}.
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1. TOPOLOGIA

1) A +:(a,b) —a+b osszeadas-fiiggvény folytonos IR* — IR fiiggvény.
2) A x:(a,b)— ab szorzés-fiiggvény folytonos IR* — IR fiiggvény.

3) Legyen U :IR? — {IR? részhalmazai} a kovetkezé megfeleltetés:
Uoo ={UCRR*: 3e>0 (22+y?><e)CU}, miga tsbbi

(€,7) # (0,0) pontokra U(&,n) == {IR?} .

Ekkor IR%,U kornyezetrendszer, de nem topologikus tér.

4) R? folott vegyiik a U(g) ={SU{&xR: SC IRQ} kornyezetrendszert.
a) Topolégia-e U ?

b) {(§):e+mr=1}" =7

5) Ha X tetszlleges halmaz, és U, :={X} (z € X),
akkor az X,U rendszer topologia.

Megjegyzés: ennek a topoldgidanak a szokasos neve a durva topolégia X -en.

6) IR?-n vegyiik a Uya = { (g) L (E—a)+(n-pB)2 <1}US: §c R}
kornyezetrendszert. Tekitsiik az A:={ <f]> : €], In] <2} =[-2,2]* halmazt.
Ha S°,08 jeloli az S C IR? halmaz belsejét ill. hatardt U szerint, akkor
a) A° =7 b) A°° =7 ¢)0A =" d)Hausdorff tér-e U ? e)Topolégia-e U ?
@) FL12, {0}, o) Uyes (o — (@) + [y — (@] < 1)\ [-L12,

d)e) NEM.]

7) (0,00)% U { (8) } folott vegyiik a az IR? természetes toplégidjabol érokolt
U kornyezetrendszert. Legyen A := {0} x IR.
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a) A° =7 b) A°° =7 c¢) Hausdorff tér-e U ? d) Topolégia-e U ?

a) {(3)}, D)0, c¢)IGEN, d)NEM]

8) Ha X tetszlleges halmaz, és U, :=={U C X : z € X} (z € X), akkor az
X,U rendszer topoldgia.

Megjegyzés: ennek a topologianak a szokdasos neve a diszkrét topolégia X -en.

9) Legyen X tetszéleges halmaz, és vegyiik IR -et a szokdsos topoldgidjaval.
a) Melyek az X durva topolégidja szerint folytonos X — IR fiiggvények?
b) Melyek az X diszkrét topolégidja szerint folytonos X — IR fliggvények?
c) Melyek az X durva topolégidja szerint folytonos IR — X fliggvények?

d) Melyek az X diszkrét topoldgidja szerint folytonos IR — X fliggvények?

Definicié. KORNYEZETBAZIS. Legyen X,U kornyezetrendszer. Ekkor
B:X >z~ B, C{X részhalmazai} bdzisa X,U-nak, ha

B,ClU, (x€X) é VYVzeX YUeU IBeB, BCU.

10) IR-en a természetes topoldgia egy bézisa

Be :={[(—1/n,6+1/n]: n=1,2,...} ((£€R).

11) Legyen Z:={(k/n,(k+1)/n): k=0,£1,£2,...; n=1,2,...}.
IR -en a természetes topoldgia egy bazisa

Be:={Ie€Il: ¢cl} (£€R).

12) Legyenek X, U ill. X ,2/7 kornyezetrendszerek a B ill. B béazisokkal. Az
f:X— X fiiggvény pontosan akkor folytonos (U — u szerint), ha

VBeB, 3BeB, f(B)CB.

13) B pontosan akkor bazisa az X,U koérnyezetrendszernek,
ha U,={BUS: BeB,, SCX} (reX).
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14)

15)

16)

B:X >z~ B, C{X részei} bazisa egy X,U kornyezetrendszernek, ha
a kovetkezé Bl), B2) axiémak teljesiilnek barmely z € X pontnél:

Bl) x€e B (B€B,,); B2) VBB, eB, 3B€B, BCB NB;y.

Azonos topolégist definidnak-e IR*-n a
Boy ={Rx[y—Ly++]: n=12,..},

g(x,y) = {[z - %,l‘ + %] xR: n=1,2,...} rendszerek?

A B1)4+B2) axiéomakat teljesité B ill. B pontosan akkor ugyanannak a
kornyezetrendszernek a bazisa, ha
VeeX YVBeB, 3BcB, BCB és

VeeX VYVBeB, 3BcB BcB.

17) B pontosan akkor egy topoldgia bazisa, ha B1)+B2)+B3) teljesiil, ahol

B3) Vee X VBeB, 3CeB, VyeC 3DeB, BCB.

18) Legyen IR-en B, :={{z}} (z#0), Bo:={[-2,1].

Ekkor B egy olyan kornyezetrenszer bazisa, amely nem topolégia.

19) Legyen X,U kornyezetrendszer. Ekkor

Ve ={Vel,: 3U €U, Unyitott C X, UCV} (x € X)
topolégia X -en. Igaz-e mindig, hogy U =V.

[ Pontosan akkor igaz U =V, ha U topoldgia |.

N 1
20) Osszefiiggt-e [ sin— ha x#0, 0 ha =0 } grafikonja?
x

21) a) Igaz-e, hogy egy f :[a,b] /IR (nové) fliggvény folytonos,

ha Osszefiigg6 a grafikonja?

b) Elhagyhat6-e a)-bél a monotonicitds feltevése?
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22)

23)

24)

25)

26)

27)

Legyen X,U topologikus tér.
a) Ha Sy, S5 Osszefiiggd C X és S1NSo#0D, akkor S1USs Osszefliggd C X .
byHa SCX és Vax,ye S 31T osszefiigg6 C S x,yel,

akkor S 0Osszefiiggé C X .

OSSZEFUGGOSEG KORNYEZETTERBEN.

Legyen (X,U kornyezetrendszer. Ebben az A(C X) halmaz kérnyezatei
Uy ={UCX:VaceA Uel,}.

Az A(C X) halmaz szétesé (U szerint), ha

FAL, A #D AiNAs =0, AiUAs = A, X\ A1 €Un,, X\ Az €Ua, .

Az A(C X) halmaz dsszefiiggd, ha nem szétesé.

a) Ez kiterjesztése a topologidkban ismert Osszefiiggéségnek.

b) Osszefiiggd halmaz folytonos képe folytonos.

c¢) Nem-diszjunkt Gsszefiiggé halmazok unidja Gsszefiiggd.

d) Ha A Osszefiiggd C X és p € OA, akkor AU {p} Osszefiiggd C X .

Az S = (x4 +yb 4+ 28 = 1) halmaz zért C IR?.
[IGEN: S = f~1{1} az f:=a*+yf + 2% folytonos IR® — IR fiiggvénnyel,

és {1} zart C IR ].

(\/ac2 +y?+ 21 —5<2) zirt vagy nyitott C IR®? [ EGYIK SEM ].
Osszefiiggé-e (z+y® + 2" =2) R*-ban?

Héany osszefiiggd komponense van a kovetkezé IR®-beli halmazoknak
b) ((@+y)y+2)(z+2)=1);

o) ([2+ @+ -2+ (22 +22 - 1)?)[z* + (y> + 22 - 1)?] = 0) .
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28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

(:1:1902 TN = 1) (C RrRY ) Osszefliggé komponenseinek szama.

Az (max{z,2|y|,32%}) < 7) alakzatnak
mely topoldgiai tulajdonsdgai vannak IR>-ban a kovetkezdk koziil:

nyitottsag, zartsag, osszefiiggdség, kompaktsig?

Az X halmaz durva topoldgidja szerint

mi az {z} szingleton (egy-pontt halmaz, = € X ) {z} lezértja?

Ha X,U , diszkrét topologikus tér, Y,V pedig tetszoleges kornyezetrendszer,

akkor barmely f: X — Y filiggvény folytonos.

A diszkrét topoldgia szerint minden halmaz (az alaphalmaz minden részhal-

maza) egyszerre nyitott és zart.

Adjunk meg olyan topoldgiat végtelen alaphalmazzal, amely szerint minden

halmaz kompakt.
Hausdorff térben két kompakt halmaz metszete és uniéja kompakt.
Elhagyhaté-e az el6zo allitasbdl a Hausdorft tulajdonsag?

Legyen X :=IRU{+oo} azzal a kdrnyezetrenszerrel, amelynél a véges = € IR
szamok kornyezetei a hagymanyosakat tartalmazok, és Ui, 1= {X } .

a) Kompakt topologikus tér-e ez?

b) Milyen topologikus tulajdonsigai vannak benne a

[—00,00), (—00,00), (—00,00] ill. [—00,00](= X) intervallumoknak?

Egy X,U topologikus térben

T1,L9,... > g vUeld, i N VYn>N z,€U.

15



Adjunk olyan topolégiat IR U {oc} -en, amely szerint
x € IR esetén az x -hez konvergdld sorozatok

a hagyomanyosak véges sok oo taggal kiegészitve,
mig z, oo, ha VpelR 4N Vn>N =z, >p.

Csak egyetlen ilyen topolégia van?

38) Igaz-e, hogy folytonos f:IR — IR fiiggvény esetén mindig

f1(KOMPAKT) = KOMPAKT ?

39) Tegytik fel, hogy X,U topolégia és K C X . Ekkor
K kompakt C X pontosan akkor, ha minden olyan
[K 2 x — G,| halmazfliggvényre, amelynél x € G, nyitott C X (x € K),

talalhato F véges C K 1gy, hogy K C U:re F

Definicié. KOMPAKTSAG ES PSZEUDOKOMPAKTSAG.

Legyen X,U kornyezetrendszer, (esetleg nem topoldgia). Ekkor

K kompakt ¢ X <& VIK322z—G,] (VzeK zeG, nyitott C X) =
JFvéges CK K CUyepGa

K pszeudokompakt ¢ X <% v K>2w—U)] VzeK Uy el,) =

JFvéges CK K CyepUs

40) Altaldnos kornyezetrendszerek kozti folytonos fiiggvény kompakt halmazt

kompaktba, pszeudokompakt halmazt pszeudokompaktba visz.

41) Tekintsiik IR-en azt az U kornyezetrendszert, amelyre
Uy ={UCR: (z—1,2+3)cU} (z€R).
a) Melyik az U -nyitott halmazok?
b) Melyek az U -kompakt halmazok?
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42)

c¢) Melyek az U -pszeudokompakt halmazok?

d) Topolégia-e U ?

DIRICHLET FUGGVENY. IR mely részhalmazain folytonos az
lQ (: x — [1 ha z raciondlis, 0 egyébként]) fiiggvény?
[ So:=95NQ , S1:=5\Q mellett

14 folytonos S-en <+ SyNS =0 <

< 4 Gy, G1 nyitott C IR GoﬂG1:®, Sr C Gy (k=1,2).

Kiindulds: Gy := U, g, I8, az
= ([x +sup{y € S1—x : y < 2}]/2,[z + inf{y € Si_y :

nyitott intervallumokkal |.
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2. METRIKUS TEREK

1) Kompakt-e {f €C([0,1],R): [f[ <1} a d(f,g):=max|f—g|

metrika szerint? [ NEM |.

2) Kompakt-e R-ben a) {1: neIN}, b) {i: neIN}uU{0} ?
Definicié. Az X,d metrikus térben az S C X halmaz teljesen korldtos, ha
Ve>0 36, véges C S mingegs, d(s,t) <e (s€59).

B(X,Y) := {korlatos X — Y fiiggvények} a sup|f —g| tdvolsiggal ellitva.
3) Teljes metrikus térben a teljesen korldtos halmazok kompaktak.

4) S teljesen korldtos C X, ha

Ve>0 3 F.véges C X mingep d(s,t) <e (s€S).

5) Legyen X,U topologikus tér, és legyen d(f,g) :=sup|f —g| a tdvolsig
(0o értéket is megengedve) a folytonos fiiggvények C(X,IR) terén.
a) S teljesen korlitos C C(X,IR) pontosan akkor, ha
Skorlitos C X é Ve>0 JG. ={G1,...,Gne)}
UM G, =X, Gy nyitottC X, diam f(Gi)<e (f€S, k=1,...,n(c)).
b) Ha X,U kompakt, S teljesen korlatos C C(X,IR) pontosan akkor, ha

S korlatos és Ve>0, xeX FUelU, diamf(U)<e (feS).
6) S korlatos C B(X,IR) «<— I M |fI<M (feS).
7) {p € Poly([0,1],IR) : |pl,|p’| < 1} kompakt C C([0,1],IR).

8) Ha f € B([a,b],IR) akkor
{p € Poly([a,b],IR) : |p— f| < M} kompakt C C([a,b],IR).
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9) a) Poly((0,1),IR) = Poly([0,1],IR) a sup|f—g| tdvolsdg szerint.

b) C((O, 1),]R) 2 C([O, 1],IR) a sup|f —g| tavolsdg szerint.

10) Tegyiik fel, hogy f1,...,fn € B(X,IR). Ekkor egy S C Yn_ IRf; fiige-
vénycsaldd pontosan akkor kompakt a d(f,g) :=sup|f—g| metrika szerint,

ha korlatos és zart B(X,IR)-ben.
11) Kompakt metrikus tér teljes.

12) Példa nem szeparabilis metrikus térre:
X := {véges tartéju R — R fiiggvények} (= {f: (f #0) véges C R}),

1/2

A(f.9) = [Seemlf(©) = 9P| © (fgeX).

13) Ha X,d szepardbilis és Y C X , akkor Y szepardbilis a d tévolsig szerint.

Definicié. Az X,d metrikus térben az
A, B C X halmazok tavolsdga  d(A, B) := inf{d(a,b) : a € A, b€ B},

A C X tévolsdga p € X -t6l  d(p,A) :=d({p}, A) = inf{d(p,a): a € A}.
14) Rogzitett A C X mellett a p — d(p, A) tavolsigfiiggvény folytonos.

15) Tegyiik fel, hogy A,Bzart C X, ANB=10. Adjunk meg
d terminusain olyan folytonos f: X — IR fiiggvényt, amelyre

flA)=0<f(X\(AUB)) < f(B)=1.
d(z, A)
d(xz,A) + d(z,b) I

[PL 2+
16) Ha A, B kompakt C X, akkor Ja€ A,be B d(a,b) =d(A,B).

17) Ha A kompkt C IRY és B zart C RY , akkor a
d euklidesi tdvolsdg szerint Ja€ A,be B d(a,b) =d(A,B).
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18) * Igaz-e mindig A kompakt, B teljes C X = Ja€A,beB d(a,b)=d(A, B)?
[ Ellenpélda: X :={folytonos [—1,1]— IR fliggvények}, d(f,g):=max|f—g|,

A:={0}, B:={feX: [ sgn(x)f(z)dx=1}].

19) Legyen (,) a skaldrszorzat RY -en, és d(p,q) :== (p—q,p — q) -
Tegyiik fel, hogy A,BCIRY, ac A, be B, d(A B)>0.
a) d(a,b) =d(a,B) esetén Yxe B (r—0bb—a)>0;

b) d(a,b) = d(A, B) esetén (r—a,a—b) >0> (y—b,a—b) (x€ A,y € B).

20) Legyen 0 <r < R mellett IR®-ban

K:=(@2*+y*=R? 2=0), T:={pecR®: dp,K)=r}.

a) Abrézoljuk a T alakzatot.

b) Milyen alakzat T -nek az L, :={(pcosp,psing,(): p>0, (€ R}
félsikkal valé6 T, metszete?

c) A T, koroket trigonomtrikus fiiggvényekkel paraméterezve, adjunk meg
olyan ti,ts,t3:[0,27)%2 — IR kétvaltozds trigonometrikus polinomokat,
amelyekkel a t:= (t1,ta,t3) leképezésre t:[0,27)% <> T .

[b) r sugari kor.

¢) PL t(¢, ) := ((R+ rcosv) cos g, (R+ rcos)sinp, rsing) |.
21) Az elébbi T térusz kompakt (IR® természtes topoldgija szerint).

22) Ha f:[a,b] — IR folytonos, akkor taldlhaté olyan o1, pa,...: [a,b] = IR

1épesésfiiggvénysorozat, amelyre ¢, =% f (n — o0).

23) Az e fiiggvényt [0,1] -en kozelitsiik 1épcsds fiiggvény-sorozattal.
[PL ¢, = elentire(@)/m® mellett max |f — @, | = e — el ~(1/m)"
Jelolés: entire(§) := [ egész része] |.
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24) Ha f:IR — IR folytonos és véges sok helyen kiviil differencialhaté, tovabba

|f| < M, akkor f M -kontrakci6 (azaz |f(z') — f(z)| < M|x' — z|).

25) Adjuk meg az IR? téren azt a d tavolsagfiiggvényt, amelynél a
p kozéppontu (> 0) sugaru nyitott gdbmb
S(p,0) = (x(p) — 20 <a < x(p) + 20, y(p) — 30 <y < y(p) +36) .

[d(p, q) = max{|z(p) — z(q)|/2,|y(p) — y(a)|/3}]

26) Tegyiik fel, hogy di,ds : X? — IR metrikdk. Ekkor
a) di +ds metrika X -en,
b) max{dl,dg} metrika X -en,
c¢) #(d1,d2) metrika X -en valahdnyszor ¢ konvex IRZ — IR, fiiggvény,

amelyre ¢(Ap) = Ap(p) (A>0,peRY) és d(p)=0 < p=0.

27) Az IR®-beli N -tagt pontrendszerek {(pi,...,pn): p1,...,pn € R} =

R3] terén vezessiik be a kovetkezs ~' ill. ~2 reldcidkat:

1, pn) = (q1s - aw) P =
JveR®  q=pi+v ..., v =pnFU;
(p1,.-.,pNn) 2 (q1,...,qn) =
Jv e R?, AeOrt(3,R) g =Ap1+v, ..., qv = Apy +v.
a) ~1, ~? ekvivalencidk.
b) Az ~! szerinti ekvivalenciaosztalyok
RN/ ~ti= {{la,--vav) = (pr,--pn) = (g1, -5qn)}

(p1,---.pn) € RPN}
tere linedrisan izomorf RV ~3 -mal.
c) Van-e mindig két legkozelebbi pontrendszer két kiilonbozd =t -

ekvivalenciaosztalyban az [IR®]Y = IR*" -beli euklieszi metrika szerint?
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¢’) Van-e mindig két legkozelebbi pontrendszer két kiilonbozé 2 -

ekvivalenciaosztalyban az [IR®*]Y = IR*" -beli § euklieszi metrika szerint?
d) £k =1,2 -re metrika-e a
dp(P, Q) :=inf{d(p,q) : pE P, ¢ € Q}
fiiggvény az ~F -ekvivalenciaosztayok [IR*]|V/~* terén?

e) Kompakt-e [IR*]N/~F d; szerint?

’ ; wn‘i’%
28) Legyen m¢:= 2, és rekurziven legyen x4 := —5"=

Mutassuk meg a kontrakciés fixpont-tétellel, hogy z, — v/2.

29) Legyen a > 1 tetszOlegesen adott. Keressiink olyan (a-tdl fiiggd)

I zart intvallumot IR-en, ill. o € [0,1] konstanst, hogy

a

_|__
a,Jael és |(x2w)|§a I f5l6tt.

30) Tervezziink iterdciét +/2 kiszdmitdsara.

31) Az 2? =sinx egyenlet egyetlen z* >0 megolddsa megkaphaté-e az

sin x
Tpyl = " xo:=m/2 iterdciéval?
Ty /
sinx Trcosxr—sinx
[ IGEN. x*e[%,g], ( . ) = . € (—1,0) ha xE[%,g .

32) NEWTON-RAPHSON ITERACIO. Legyen [ nyitott intervallum C IR, és

f:I — 1R folytonosan differencialhaté konvex fiiggvény,

amelyre [/ >0 és (f=0)#0.

a) Ekkor pontosan egy x, € I pont van, amelyre f(z.)=0.

b) Tetsz6legesen adott xg € I N[, 00) esetén az
Tpi1:=[f xp-korili elséfokid Taylor polinomja gyoke| = z,—f(z,)/f (zn)
iterdcié x,-hoz konvergal.

c¢) Valamilyen « €[0,1) és M € (0,00) mellett
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Tpt1 — Ts < Ma™ (n=0,1,...).
d) Sét valamilyen « € [0,1) és M € (0, oo0) mellett

xn+1—x*§M&” (n=0,1,...).

33) Hatarozzuk meg 0,001 pontossdggal az

2> + 22 =1 egyenlet egyetlen valés gyokét. [ 0,809+0,001 ].

34) Hatarozzuk meg 0,0001 pontossaggal az

x4 27 =1 egyenlet egyetlen valés gyokét.

35) Legyen q€{2,3,...}, és A€ Mat(N,N,IR) olyan méatrix, amelyre
A>1y, azaz (zA,z) > (zly,z) = (z,2) (z€ RY).
Ekkor V/A(:= [B € Mat(N,N,IR): B >0, B? = A]) = lim,_,0c X,
ahol Xp:=A, X,y := (1 - %) X, + %A[an]Nl .
[ Kiindulés: valamely ortogondlis ) matrix és Ay > --- Ay > 1 mellett
A = Q*diag(\1,...,An)Q, ahol
diag(A1, ..., \y) == [(uij)szl Dol =Ni, i =0 #j € {1,...,N}} )
Ekkor X,, = Q*diag( gn)’ - %L))Q , ahol minden rogzitett k indexre

O =, €Y = €MUN 4 (1 - 1NN eIV

36) Tervezziink iteraciét a kovetkez6 egyenletrendszerek megoldasara

2® + 43 = 2000 z3 + y3 = 2000 z3 + y3 = 2000
77 8- s -
o” —y" =10 Ve =9 = 5500 z g 2000
[Pl c) Eszrevétel: (z:) ~ (70)! Ennek alapjén az
z3 + 3 — 2000
I (;) =11 1 1 leképezéssel
r y 2000
IE x x 10\ —1 300 300 —1
()= )+ ARG, ahol As=—p(0) " = [ %]
100 100
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3 + y3 — 2000
Tr41 o 1 % 300 Tn foits) __ (10
<yn+1) — 6 _% 300 K B E B 1 + (yn) ’ (yo) - (10) ]
Tn  Yn 2000

37) Tegyiik fel, hogy f(xo9) =z, ahol f:X — X nyitott konvex C U és
U, ||.|| véges-dimenziés normalt tér.
——
Adjunk fels6 becslést || f™(x) — x| -re (itt f":=fo---0of) az

w(@):= sup |f'(z)]] (6>0) mennyiséggel.
[z—zoll <8

38) Tegyiik fel, hogy X nyitott konvex ¢ IRY | és
f: X > RY (C'-sima leképezés, amelyre det f/ #0.

Allitss:  f(z0) =0 <= ¢(x) =0, ahol ¢(z):=z— f'(z) 1 f(z).

39) Ha () # A, B kompakt C IR",
akkor Ja€AbeB |a—b|=min{|d —V|: o €A, V€ B}.
Definicié. Ha X, d metrikus tér, az ) # A, B C X halmazok Hausdorff tdvolsdga
dHausdorft (A, B) := inf{e >0:YVac A Jbe B d(a,b)<e

és VYV eB Jd €A dd)V)<e}.

40) Legyen IR*-ben A := (22 +y2<1), B:=((z—5)?+y*<25).

Mennyi dygausdorfi(A, B) a szokasos euklidesi tavolsag szerint?

41) A K(IR") := {K : ) # K kompakt C IR"} halmaz a dyausdorr tavolsaggal

teljes metrikus tér.

42) A dygausdort metrika topolégidja szerint
{[0,1]™ kompakt nem-iires részei} kompakt C KL(IR™).
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43) Legyen F :IR"™ — IR" affin «-kontrakcié
(azaz F : x — Az + b alakid valamely n x n-es A matrix ill. b € R"
vektor mellett, és V z,y € R" [|F(z) — F(y) < aflz —y|| ).
Ekkor az K(IR") > A~ F(A) leképezés a-kontrakcié a

dHausdorft Metrika szerint.

44) Legyenek Fiy,...,F,, :IR" — IR" affin kontrakcidk. Ekkor az
KIR")3A— F(A)U---UF,(A) leképezés «-kontrakcié a

dHausdorft Metrika szerint.

45) Legyen 0 < a < 1. Tegyiik fel, hogy
Fy,....F, :IR" - IR" affin «-kontrakcidk.
Ekkor pontosan egy olyan A, € L(IR") halmaz van, amelyre

F.(A,) = A,, ahol F,:K(R")> A~ F1(A)UUFE,(a).

Megjegyzés. A FRAKTALOK az el6bbi F, alaki halmaz-leképezések fixpontjai.

46) Irjuk le azt az A, € K(IR) fraktalhalmazt, amely az F, := Fy U Fy,
ahol  Fi(K):= 3K, Fp(K):=3K+2 halmaz-leképezés fixpontja.

a) F0,1)(= Fu(-- Fu(0,1])---) =7 b) F{0} =7 ¢ FP[-1L1]=7

d) A= {532, an/3" a0, € 0,24}

[ Megjegyzés: A, = [CANTOR halmaz| |.

47) Legyen F,:K(R)2 A [JAJU[;A+3]. [F. FIXPONTJA] =7

48) F,: K(R*) 3 A creom002 [2A+ (5,22)]  FIXPONTJA = ?
(e1,82)#(1,1)

Definicié. Ha X,d metrikus tér, I intervallum C IR, v : I — X folytonos

fliggvény, akkor a
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n

[v gorbe hossza] = sup Zd(’y(ti_l),’y(ti)) )

to<t1< - <tn i—1

ahol a sup miivelet a beosztas végtelen finomitasaval veendd.

49) Ha 1 : 11 - X, y1: 1 —» X foytonos injektiv leképezések, és

v1(I1) = v2(I2), akkor [y; hossza] = [y2 hossza] .

50) Euklidesi térben két pont kozt csak az egyenes a legrovidebb gorbe.

[ Kiindulés: d(a,b) + d(b,c) = d(a,c) <= c € [a,b] euklidesi térben ].

51) Az X :=9[0,1]®> kockafeliileten legyen d az IR®-beli euklidesi tavolsag.
Melyek a legrévidebb gorbék X -ben a (0,0,0) és (1,1,1) pontok kdzott?

[ Kiindulés: teritsiik ki stkba X -et ].

52) Az X := 9[0,1] kockafeliileten a p,q € X pontok kozti legrévidebb 1t

hosszat fejezziik ki p és ¢ x,y, 2z -koordinataival.

53) IR? folott a  deo(p, q) := max{|z(p) — x(q)|, |y(p) — y(q)|} tévolsig szerint

tobb legrovidebb gorbe is lehet két pont kozt.

54) Tegyiik fel, hogy c: [0,1] — IR? olyan folytonos gérbe, amelyre
c(0) =(0,0), ¢(1) =(1,0), =z(c(t)) =t és y(c) differencialhaté (0,1) -en.
Ha |y(c)| < 1, akkor ¢ legrévidebb gorbe d., szerint (0,0) és (1,0)
kozt.

[ Hasznaljuk a Lagrange-féle kozépérték-tételt y(c)-re |.

55) Tegytik fel, hogy X,U kompakt topologikus tér, és f, f1, fo,...: X = R
olyan fiiggvények, hogy Vx e X FU, € U, fn’ U = f} . -
Igaz—e, hOgy fn :>> f ?
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56) Tegytk fel, hogy f, f1, f2,...: IR — IR olyan fiiggvények, hogy
pin = max{|f;(x) — f(z)|: |z|<n, 1 <j<k}<oo (k,n=12...).

Milyen feltétel kell a  (k,n) — up, fiiggvényre, hogy f, =% f legyen?
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1)

3. TOPOLOGIKUS ES NORMALT VEKTORTEREK

Abrazoljuk az IR? folotti  ||(z, )| := max{1|z|,|y|} norma

K :={v:|v|]| <1} zart egységgémbjét.

Mely linearis leképezésekre szimmetrikus K ?

[ Az z,y tengelyekkel parhuzamos oldald, =z irdnyban 4, =z irdnyban 2
oldalu origé kdzépponti téglalap. Csak az (x,y) — (—z,y), (x,y) — (z,—y)

tiikrozésekre szimmetrikus |.

Legyen S az az IR?-beli nyitott ellipszis, amelynck tengelyei a

[—1,1] és (1,1) ill. [—1,1] és (2,—2) kozti szakaszok.

a) Abrézoljuk S -et, és adjuk meg S-et S = (F(:B,y) > 0) alakban.
Mely < , > skalarszorzat norméja szerinti norma egységgombje S7

c) Mely ferde tiikrozésekre szimmetrikus S 7

[a)Pl. F:=1—32+72, ahol Z:=(z—y)/4, 7:=(x+7y)/2.

b) PL  (u,v) :=Z(uw)Z(v) + y(u)y(v) .

c¢) Az Gsszes olyan linedris IR? — IR? leképezésre, amely origbn dtmené egye-
nesre valé mer6leges titkrozés az X = (z,y) koordinatarenszer szerint.

Tehat az Osszes alabbi leképezésekre:
v»—>)z_1[()~(v)< cos ¢ sm<,0) (1 0 ) (Cf)SgO —sm<p>]:
—singy cosy 0 -1 singp  cose

v %1 % cosy  sing 1 0 cosy —sing i
“\-1 3 —singp cosp J\O —1/\sinp cosyp =

Adjunk meg véges sok pontot, amelyek konvex burka

X

(a legsziikebb Sket tartalmazé konvex alakzat) IRY -ben
a) (max, ol <15 b) (D0 el <15 o) (DN, an =1 220).
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4) Allitsunk el8 K = ()(¢s < i) (¢ € LORY,R), ¢; € R) alakban
il
a kovetkez6 IRY -beli alakzatokat

a) K := (max}_, x| <1); b) K:=(Xh |zl <1) p=1,2,3.

5) Legyen V tetszbleges vektortér, K konvex C V', amelyre 0¢€ K,
vi(v):=inf{A>0: (I/A\)ve K} (veV) [ahol inf( :=oc0].
Ekkor
a) vg(av) =avg(v) (a>0,veV);

b) vk(v) =vk(—v) (veV) < K=—-K(={-v: ve K});
c) r(v) < o0, <= Je>0 [—e,elvC K;
d) vg(v) #0, <= FIA>0 MWé¢K, < >0 [g,00)vNK =1

e) v(au+ fv) < avg(u) + prg(v) «a,5>0, u,v e V).

6) vk :v—inf{A>0: (1/\)v € K} pontosan akkor norma, ha
K konvex, 0-szimmetrikus (K = —K), nem tartalmaz egyenest, és

V -t elnyeli (azaz |J,—,nK =V).
7) Haaz f:V — IR fliggvény konvex, akkor {v: f(v) <0} konvex C V.

8) Ha ¢:V — IR linedris funkcional, és p > 1, akkor

v = |p(v)|P konvex fliggvény.

9) Legyen p>1, és f,:=|r1|P +---+ |zn|? RY -en.
a) fp konvex fiiggvény, és K, := ( fp < 1) konvex nyitott C RY .
b) vy v inf{A>0: (1/\)v € K,} norma IR -en,
amelynek nyitott egységgombje K, .
¢) Adjunk képletet v,-re. [ vp = [Jaa|P + - + |zn[?]P 1.

29



10) Adjunk algebrai képletet a

(e D)=, e _Jen (2 2,

matrixnormara, ahol IR? folott ||(x y)|l2 := /22 +y2.

1 1 2 211/2
[ [§(a2+b2+02+d2)+§\/(a2+b2+c2+d2) —(ad—bc)} ).

11)* Altalaban is, ha A = [a;] | € Mat(N, N, IR) , akkor

/ihj

* oy 11/2
|A[l(= sup,,<1 [[TA]l2) = [ A det(X — A*A) legnagyobb gydke] /2.

12) Legyen K := (2 +y*<1).
a) Adjuk algebrai képletet a v (: v+ sup{A >0: A"lv € K}) normdra.
b) Adjuk meg «, elemi fliggvényeként a 1 := ax+ Py linedris funkcional
|o]l,, (= sup{[{(®,v)| : vk(v) =1}) dudlis normdjat.
[a) vi(z,y) = max{\ >0: (x/X)2+(y/N)* =1} = [%-1—% xt +4y8}1/2 :
b) llaz + Byl = [A>0: AEN =0 Jalg+18ln =7, &€ +n*=1] =
= [A > 0: Discriminant(a?Z* + 222 — 2X\|8|Z + (\* — a?)) = 0] =

= [A = 16a%(A?)® + (B* — 48a*)(A?)? 4 (48a° — 202 ) (A?)? max gyoke| ].

13) Adjuk meg az egyiitthatok elemi fiiggvényeként az

A= ()’

ij=1 matrix |lv|l1 :== |z(v)| + |y(v)] norma szerinti
| A1 (:= SUP| |, =1 |lvA||1 normé&jat.

[ [JAll1 = max{[[eA][1 : e=(£1,0),(0,£1)} = max;—12 1| + |aze|} |

14) Adjuk meg az egyiitthatok elemi fiiggvényeként az
A= (aij)@j‘vjzl métrix ||v]|eo := maxy_, |zx(v)| norma szerinti

[ Al (:= supyy =1 [[vA[lcc noOrméajét.

lloo

[ |Alloc = max{lleAfc : €= (1,...,eN), €1, en =1} =
N
N
—gljfzyam J
P
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15) Legyen A := (a,-j)N

i,j=1"

ahol «;; ;=[N ha i=j, —1 ha i#j].

Az el6z6 feladat jeloléseivel, || Alloo =7

16) Tekintsiik az || @) | := max{|z|, |y|} normat az IR* sfkon. Mennyi eszerint a
norma szerint a K := [($°1) : ¢ € [0,27]] kér hossza? [ =4 ].
17) Az || (Z) | := max{|z|,|y|} norma esetén mennyi a hossza az

(62,8 . ¢ >0] spirdlnak?

e~ tsint

18) Az || (z) | :==|z| + |y| norma esetén mennyi a hossza az

[(z) cxt tay+y? = 1} ellipszisnek?

19) Tegyiik fel, hogy
p1,p2, ... € Polg(RY R) és pu(z) = f(x) (n— oo, z € RY).
a) Ekkor f € Polg(IRY,IR), és
pgg)\S = fRI|S  (n — oo, S korldtos C RY, k=0,1,2,.. ).
b) Hany pontban elég tudni a p,(z) — f(x) (n — o0) reldcidt,

hogy az a)-beli konklizié igaz legyen? [ N +1 |.

20) Legyenek f e C([a,b],IR), K € {1,2...} adottak. Ekkor az
1f = plloo (= maxzepap | f —p|) = MIN,  p € Polg(IR)

feladatnak van megoldésa.

21) {pe Polg (RY,IR) : max|,, |, jzx|<1|P(®)] <1} kompakt a

max -normédval elldtott C((|z1|,...,|zn| <1),IR) térben.
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4. TOBBVALTOZOS DIFFERENCIALAS

1) Legyen M :IR?> 1R az M(a,b):=ab szorzasfiiggvény.

a) Szamitsuk ki az M/

(v1,02) (a,b) irdny szerinti derivéltakat.

b) Hol differencidlhaté M 7

¢) Mi a derivéaltja az M fliggvénynek?

[ a) M, ,,(a,b) =lim: g Y (M (a+T1v1,b+70v2) — M(a,b))) = bvy +avs .
b) MINDENUTT Lagrange tétele szerint, mivel tetszblegesen rogzitett
(v1,v2)-re az M) irany szerinti derivalt mindeniitt folytonos.

V1,02

c) [M’(a,b) = [(v1,v2) — M/

(v1,v2)

(a,b)] = [(v1,v2) — bvy + ava]] |.

2) M’ formuldjébél és az Gsszetett leképezések derivélasi formuldjabol
hogyan kovetkezik az egyvéltozos
(f9) = f'g+fgd (f,g:R —TR) Leibniz-szabily?
[A T:— (f(a),g(a)) IR —IR* leképezéssel
(f9)'(a) = (fg9)i(a) = M(T)i(a) = M'(T(a))T{(a) =
= M'(f(a),9(a))(fi(a), gi(a)) =
= g(a)fi(a) + f(a)gi(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) ]

3) Adjuk meg az Ms : (o, 8,7) — a8y szorzas derivaltjat.

[ Mi(a,B,7) = [(&,n,0) = EBy + any + apb] .

4) Hol derivalhaté az M : Mat(m,n,R) x Mat(n, p,IR) — Mat(m,p,IR),
M(A, B) := AB leképezés, és mi ott a derivaltja?

[ Mindeniitt. M'(A,B)(X,Y) = AX + BY |.

5) Legyen f:IR — IR®, ¢+ (cost,sint,t). f' =72
[f/(t) = [v > (—sintv, costv,v)]]
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6) (z*+y*+ 24)/ =7 [ = [(v1,v2,v3) = 42301 + dyBoy + 42303] | .

7) Legyen A € L(IR",IR"). Igaz-e, hogy az f :v +— Av linedris leképezésre

1) flip)=f weR™, 2) f'=f7  [1)IceN, 2) NeuM |.

8) Legyen V véges dimenzids vektortér, GL(V) :={A € L(V,V): detA #0}.
Adjuk meg az  f:GL(V) > A+ A7 invertdlds f’ derivaltjat.

[ [/(A)=[L(V,V)> X = —-ATIXATY].

9) Mi az A~ A> Mat(n,n,IR)—Mat(n,n,IR) mdtrixhatvinyozds derivaltja?

[Az A helynél [X — XA* 4+ AX A% + A2X A2 + A3X A+ A*X] .

83

ol

+1t

o O O
o= O O
OO = O
o OO
o O O
O = = O
O = OO
o OO
S

11) Adjuk meg az f:=e~ (@ +¥) R2SIR fiiggvény
a) f (&,m) € L(R?, L(IR?,TR)) mésodik derivaltjat,
b) £ (&,n) : [IR*? = IR? maésodik derivalt tenzorat.

[ ) [(w,uz) > [(01,00)

(24 4€)e—E P agpe- @R\ (o,
— (u]_ u?) ( 4€n€_(£2+n2) (2 + 4,'72)6_(52""772) V2 :|:| ’

b) ((u1,u2), (v1,v2)) =
o (T ) ()
12) f :=log(x? + zy + v?) . a) f'(1,1)(1,2) =7
b) f@(1,1)(1,2)(2,1) = ? ¢) fO(1,1)(1,2)(2,1)(1,1) = ?
[f D (2,y)(1,2) = % +23_Jy" = I;fm%, fM(1,1)(1,2) =3.

FO(@,9)(1,2)(2,1) = [fD (2, 9)(1,2)] D (2, 1) = ~7 Gy,
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O p)(1,2)(2,1)(1,1) = [FO)(,9)(1,2) (2, DIO(1,1) = 126 7L

f3(1,1)(1,2)(2,1)(1,1) = 28/3 ]

13) Hényszor differencidlhaté folytonosan

2 o 4
Yy smx + vy
JPETTI o . T .8.

a) 5zsin:c—|—54( cosx) + cos T ; b) at+y8;

¢) [log(2 — e — ¢ V") ha (2, y) # (0,0), 0 ha (x,y) = (0,0)] ;

d) [(6_1/5‘“2 + e VVYI23/4 g 2y £ 0, 0 ha ay = 0] .

14) Adjunk meg olyan 6-odfoki ¢(z,y) polinomot, amellyel a
¢:=[lhaz?+y*> <1, ¢(z,y)hal <z?+y* <4, 0haaz?+y*>4]
fiiggvény C! -sima.

[ Pl go::3(4_37”2)2—2(4?2)3, ahol r:= /22 +y? |.

15) Legyen ¢ := [e_l/m ha x>0, 0 ha x < 0] .
[Tudjuk: 0+# ¢ € C*(IR,IR), de ¢(0) =¢'(0) =¢”(0)=---=0].
Adjunk meg ¢ terminusaival olyan f € C>®(IR* IR) fiiggvényt, amelyre
a) 1=f(0)>f>0, f(z>+¢y*>>1)=0;
b) 1= f(lz]lyl <6) = f(lzl, [yl <1) =0;
¢) 0= f(lzl, |yl <6) < f(ll + Iyl <1) =0;

d) f~Y40} =, K;, ahol Kj,...,K, zirt korlapok IR?-ben.

16) * Megadhaté-e tetszoleges A kompakt C IRY  halmazhoz olyan C* -sima
f:RY - R fiiggvény, amelyre f(A)=0< f(IRV\ A4)?
[ IGEN. k=1,2,...-hoz vehetd olyan A D A halmaz, amely véges sok
A -beli kozéppontu % sugaru zart gombbdl all. Ezekhez vannak olyan
C> -sfma ¢y, fiiggvények, hogy ¢r(Ar) =0 < ¢p(IRN \ A;) legyen.
Keressiik f-et > ,— ep¢r alakban ].
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17) Konstrudljunk olyan f : R? - R fiiggvényt, amely
minden egyenes f6lott C> -sima [a,v € IR? esetén 7 — f(a+7v) C™ -simal,
de nem is folytonos az origéban.
[ PL K, == ((z —1/n)?+ (y—1/n?)? <1/100") (n=1,2,...) diszjunkt
korok, amelyek koziil csak legfeljebb kettot metsz egy egyenes.
Vegyiink olyan t1,1s,... € C*(IRY,R) fiiggvényeket, amelyeknél

1=, (1/n,1/n?) és ¥,(R*\ K,) =0. Ekkor f:=> 0 1, megfelel .

18) Egy egyvaltozés f:IR — IR fliggvény
jobb-oldali derivaltja f)(z) := limoepo[f(z + h) — f(2)]/h,
a bal-oldali derivalt f(7)(z) := limosp_o[f(z +h) — f(2)]/h.
a) Igaz-e, hogy f(1)=0=07? [ Altaldban NEM |.
b) f), f(&) folytonos = f differencialhaté.
¢) Differencislhaté-e F:IR* — IR, ha Fe(: ) folytonosak (k=1,2).

d) Ha Fe(,it ) (k=1,2) folytonosak, differencidlhaté-e F'?

Definicié. Birmely f:IRY — IR fiiggvényre és u e IR vektorra
Ayfrxe flx4+u) — f(x).

Ha g egy IR — IR fiiggvény és &p,&1,... € IR, akkor rekurziven

9(80,&1) := [9(%0) — 9(€1)1/ (&0 = &1)

g(fo,...,§m+1) — g(go""’gmi._g(gla---afm—i-l)
0—&

a g fuggvény Newton-differencidi. Tudjuk:

9eos-v&m) = g ™€) 36 € (minféo . &) maxfn, . En)-

19) ITERALT LAGRANGE KOZEPERTEK-TETEL
Ha feCFRY,R) é uelRY, akkor
Auy Dy fl@)= £, " (z4+v)  Fve[0,Dur+...+ul(0,uy .
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20) * NEWTON-DIFFERENCIAK TOBB VALTOZOBAN.
Legyen z,uc RN ill. 7,...,7y € R mellett

AT T f(x) i= fp (0,71, .., ), ahol  fo. T flx+Tu).

Allités:
Tl(l) ..... T,Sll) Tl(n),...,ﬁ(nn) (ma)--(mn), 4
Ay, e Ay, " f(x)=f (z*)

wr
valamely z* €z + Y ., [minzn:il{(),T,Ei)},max’,?:il{o, T}gi) } -u; pontra.

Definicié. Ha f,g IRY -beli halmazokon értelmezett fiiggvények és p € RY |

f-et g n-edrendben kozeliti p-nél, ha

p egy IRY -beli kérnyezetén értelmezve van f ill. ¢, és

limpo|f(p+ h) —g(p+ h)|/||R]|* =0 valamely |.|| norma szerint

oy minden IRY f6l6tti norma szerint is).
gy

21) o0,(R" — R) := { =0-t 0-ndl n-edrendben kozelits fiiggvények}

VEKTORTER (a fliggvények Osszeaddsdval és a szdmmal val$ szorzdsdval).
22) :c]f1~ . -a:’fVN n -ed rendben kozeliti az =0 fliggvényt <= ki+ - +ky>n.

23) Tegyiik fel, hogy S,d metrikus tér, f: X - R, X := (Z1,...,2n): S < G,
ahol 0 € G nyitott ¢ RY . Ekkor tetszéleges p € X pontraés n szémra

legfeljebb csak egy olyan n-edfokd P(Zi,...,Tx) polinom van, amelyre

[f(s) = P(s)ld(s,p)™ = 0 (d(s,p) = 0).

24) Legyen G 0-kornyezet IRY -ben. Tegyiik fel, hogy a

- § E k1 kn
g = Q‘lcl,...,kNlj ...IN

fliggvénysor egyenletesen konvergens G folott.

a) Ha g 0-ndl n-edrendben kozelit egy f fiiggvényt, akkor

1 ak1+---+k1\r . .
(%) Qy,okn kll"'kN!ax'fl---(‘)x’]i?f() (k14 +kn<n)
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b) Ha az Gsszes ki + ...+ ky <n indexeknél
Okt Oz

akkor g m-edrendben kozeliti f-et 0-nal.

f folytonos 0-nal, és (x) &ll,

1+
1+y

[ (1+2)/2(1—y)" V2 = i (lé2>xk§: (—1/2)?/ _

()= () s

k,0<4

25) 4 -edrendii Taylor polinomja (0,0) koriil.

26) e~ (@"+v*) 0 -kérilli n-edrendfi Taylor polinomja.

entire(n/2
[Sogniixe(n/2) (g2 _ g2k p1],

27) p(X):=(X+20)?* (X e€Mat(2,2,R)), ahol I:= [egységmatrix]

Taylor-sora 0 koriil.

28) p(X):=>, aprX® (X € Mat(N,N,IR)), ahol I := [egységmatrix]

Taylor-sora 0 koriil?

29) f:=[e" /@) (g1 442 > 0), 0 (z =y = 0)] Taylor sora

[ =0, tehat nem egyezik meg f -fel, bar az C° -sima).

30) K(X,Y):=XYX'Y~! (X,Y € GL(IR%))
2-odrendf{i Taylor polinomja (1,1) kéril [jelolés: 1 = (egységmatrix) ].
[A+0)1+V)A+U)'1+ V)"t =
=1+0)QA+V(Q1-U+U?*-U3%+-- )1 -V+V2-V3£...)=
=14+U)A1+WV)[1-U-V+UV+U?*+ V2] +0o(U, V) =

=140V —=VU+o02(u,V) =1+ [U, V] + 02(U, V) |.

31) (1+X)%2 (X eMat(5,5IR)) 3-adrend{i Taylor polinomja 0 -koriil.
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32) F(X,Y):=XYX~'Y~! (X,Y € Mat(2,2))
3-adfoku Taylor-polinomja (1,1) koril.
[fA+H1+K)=

=1+ (HK —KH)+ (KH? -HK?+ KHK — HKH) + 03(H, K) .]

33) f(z,y) = log(x® + zy + 4?)  3-adfokt Taylor-polinomja (1,—1) koriil.
[f(L+h —-14+k)=

= (h—k)+ (h?/2 4 2hk + k?/2) + (—2h3 /3 — h2k + hk* + 2k3/3) + 03(h, k) ]
34) det(A\—X)™! (X € Mat(5,5,IR)) 3 -adrendfi Taylor polinomja 0 -koriil.

35) [GL(IR") > A+ A™1] Taylor sora 1 = [identitas] koriil.

[ (=D)"(A=1)" ],

36) det,, := [Mat(n,n,IR) 3 A — detA] Taylor sora 0 koriil.

[Maga det,, , hiszen ez n-véltozés n -edfoki homogén polinom].

1 0

37) f:Mat(Z,Z,IR)BXH{(O 1

~1
) +X ] Taylor sora (0 koriil).

38) Adjuk mega Mat(N,N,IR) > X — exp(X) leképezés
Taylor sorat az A matrix koriil, ha

a) A:=0, b) A:=[egységmatrix|, c¢) A tetszileges € Mat(N,N,IR).

39) Tegyiik fel, hogy IRY egy 0-kornyezetén

F= > Qg 2T G
ki,...,kn=0
oo
_ (m) k kn _
Im = Zﬁkl,...,lm\; xll"'xN (m_lva)
ki,....kN

a) Ekkor RY egy 0-kornyezetén alkalmas Vi, kny €gyutthatokkal



b) Mi itt ey, kn ¢
c) Tekintsiik azokat a fa grafokat, amelyeknek
gyokerére oy, ..k, Vvan irva,
a gyokérbol ki +---+ ky 4ag indul; az agak végére rendre
k1 iil* alaka, ---, ky Biﬁi)* alaki egytlitthaté van irva;
egy B, feliratit csticsbol €1 + -+ Ly levélhez vezet 4g:

{1 levélre =z vanirva, ---, fn levélre xy van irva.

Szorzzuk Ossze a benne levo elemeket. Az ilyen szorzatok Gsszege éppen

flg1,-..,9n) egy 0-kornyezeten.

1
40) arctg 1::——_y 3-adrendii Taylor polinomja.
x
41) Adjuk meg az a) els6-, b) mdsod-, c¢) N -edrenden
kozelité Taylor polinomjat az egységmatrix koriil az

1
F:M —— fi ¢ k.
at(3,3,R) >V — ey luggvényne

Definicié. Legyenek U,V vektorterek. A P :U — V' leképezés
k

k -homogén polinom, ha  P(u) = L(u,...,u) (u€U)

all valamely k-véltozés L :U* — V leképezéssel, amelyik

mindegyik valtozéjaban linearis (ha a tobbi régzitve van).

42) A P RY — IR fiiggvény pontosan akkor k-homogén polinom, ha

P=> i+ qin=k i vzt ---x alaku.
L N 1 N1 N

] 5enns in >0

.....

43) Tegyiik fel, hogy U,V,Z véges-dimenzids vektorterek, a € U, és
g:U—=V ., f:V = Z olyan leképezések, hogy

Flg(a)+0) = Pe(v) +on(v), glat+u) =) Qu)+on(u),
k=0
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ahol P,:V — Z ill. Qr:U —V k-homogén polinomok.

N
Ekkor fogla+u)=> Y  Pu(Qi(u),...,Q:(u)+on(u).

44) Tegyiik fel, hogy F : RYXxR >R, g:R— IR C™-sima fiiggvények,

£(0,0) =0, ¢(0) =0, £(0,8) #0,

3
)3 P
F(z,g(x)) =0 (z€R?Y. Adjuk meg az implicite definidlt ¢ fiiggvény

a) els6-, b) masod-. c¢) N -edrendi Taylor polinomjait 0 koriil.

45) a) A Mat(2,2,IR) tér origdjanak ill. egységmétrixdnak van olyan
U ill. V' nyitott kornyezete, amelyek kozott az
expy U2 X e =3 %X "™ leképezés kolcsonosen egyértemii.
b) Adjuk meg az elébbi exp;; leképezés log, inverzének az
egységmatrix koriili Taylor sorat.
c) Az eCXY) = XY implicit reldcié egyértelmiien definidl egy
C: U2 — Mat(2,2,IR)  leképezést, ahol
Up a Mat(2,2,IR) tér origbjdnak egy alkalmas nyitott kdrnyezete.
d) Adjuk meg a C leképezés (0,0) korili 2-odrendii Taylor polinomjat.
e)* CAMPBELL-HAUSDORFF FORMULA.

Adjuk meg a C leképezés (0,0) koriili Taylor sordt.

46) Hatérozzuk meg a sinx+siny+sin z —sin(z+y+z) fiiggvény szésé-értékeit.

[ Tekintsiik a feladatot csak [—m, 7|3 felett |.

47) Oldjuk meg az
ryz > MAX, z+y+z=1, x,y,2>0
feltételes szélsoérték-feladatot.
[ Célszertien = = u?, y =102, z:=w? u?v?w? — MAX, v>+v2+22=1].
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48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

Melyik az (ac +y+z=1 2,y,2 > 0) hiromszog legkozelebbi pontja

(az euklidesi tavolsag szerint) a (4,6,—1) ponthoz?

A M= X2 +1 karakterisztikus polinomt 2 x 2-es valés matrixok koziil

melyek egytitthatdinak négyzetosszege minimalis?

A [0,1]® kocka csticsainak tdvolsdg-négyzet dsszege az (z+2y+32=0)

stk mely pontjaitol minimalis?

Adottak a pi,...,pn € RN  pontok. Tegyiik fel, hogy L egyenes ¢ RY ,

amelyre Z d(p,L)* = min Z d(p;, M)?*.
=1

N
i—1 M egyenesCIR i

. 1
a) Allitds: L atmegy az —(p1 + ...+ pn) sulyponton.
n

b) L irdnyvektora milyen ”tehetetlenségi” matrix sajatvektora?

Az TR?-beli d természetes euklidesi tdvolsdg szerint
hol az a p € R* pont, amelyre d(p,a)+ d(p,b) + d(p,c) — MIN

az a:=(0,1), b:=(0,0), c:=(1,0) haromszognél?

Legyen a,b,c egy hegyesszogii haromszog a sikban.
a) A p—d(p,a)+d(p,b) +d(p,c) (euklidesi) tdvolsagosszeg
pontosan egy p, pontndl minimalizalédik.

b) [ap«b sz6g] = [bp.c sz06g] = [cp.a szdg) = 120°.

Legyenek ar,...,a, € RY . Az euklidesi tdvolsdg szerint pontosan egy

ps € RY megolddsa van a7, d(p,a;) — MIN  probléménak.
- a; — P«

Itt

=0.

a) S, wpyr — MAX, S P =Y gyl =1 feltfellel.
b) Altaldnositsuk a Holder-egyenlotlenséget a megoldas alapjéan.

41



[a) MAX = N1=(/p+1/9) 1) Altaldnositott Holder egyenldtlenség:

N . N 1/p N 1/(]
Sy [Ty < N1-(/p+1/a) [Zk:1 ‘fﬂk‘p} [Zk:l ‘yk‘q} -

Kidolgozas Lagrange-multiplikatorokkal. A maximum-helynél

fr=mp+...+anyyy aa=al+.. .+ -1, ca:=yIs1+...+y§ —1

8f . . 8f1 802 8f . 801 801 .
8.132' - )\1 - 8901 + 8yi 8yj Gyj + )\2 8yj ’

R R A e

mellett 3 )\1, )\2

Innen  x;y; = Mipz? | xy; = )\zqy;] . Ezt szummaézva kapjuk, hogy
pr=max f =\ =\, Tehat y; =pal™ ', z; = uy?_l , azaz

és mjl—(p—l)(q—l) = .

A p-Dg-D)=1l=p*=1 = p=1.

B) (p—1)(g—1)#1 esetén zy=wx9=---=2zy, Nzl =1,

a';l:...:xN:N_l/p7 y].:”':yN:N_l/qa

K= 27{\;1 xiy; = N - N-YpN—1la — N1,(%+%) ]

56) 1y1 + 2woy2 — MAX, a2i+a3=y1+y2=1, y1,42>0.

[ Célszer(i hasznalni az  y; :=u?, yo :=ud elballitdst |.

57) a) 34)U() > MAX az UTU = () feltétellel.
b) BYU() > MAX az UTU = (7)) feltétellel.

[a) 25. b) 5v/61 ]

58) v, w € Mat(N,1,IR) adott vektorok, A\; > ... > Ay > 0.
a) uTUv — MAX, U € Mat(N, N,R), UTU = diag(\1,. .., \y) .
b) «TUv — MAX, U € Mat(N,N,IR), UTU = A, ahol A € Mat(N, N, R)

adott pozitiv szemidefinit matrix.
Definicié. GOMBI TAVOLSAGOK. A 3-dimenziés Ss:= (2 +y? + 22 = 1)
egységgdmbon a p,q pontok kozti gombi tdvolsag a koztik 1évo fokoriv hossza
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ds,(p, q) = arccos(p,q) .

59)

60)

61)

A gombi fokoriv a legrovidebb Ss-beli gorbe p,q € S kozott.
[ Veheté p=(1,0,0), ¢ = (cosf,sind,0), ahol € [0,7].
Ha +:[a,b] — S3 sima gorbe és ~(a) =p, v(b) = ¢q, akkor a

F(t) = (z(v(1)), V1 = 2(+(1))?,0) gérbére [ @) = 7' @) ]-

Hol van az a p, € S3 pont, amelynél
ds,(p,a) + ds,(p,b) + ds,(p,c) — MIN, ha
a) a:=(0,0,1), b:=(1,0,0), c:=(0,1,0);
b) a:=(0,0,1), b:=(1,0,0), c:= (1/v2,1/v2,0);
c) a:=(0,0,1),
b := (sinf cos a,sin O sin o, cosf) , ¢ := (sin b cos o, — sin f sin av, cos 0) ;
d)* a,b,c € S3 é&ltaldnos helyzetli pontok?
[ Hasznaljunk f6ldrajzi koordindtdkat: ha p,q € S3 északi szélesség ill. keleti

hosszisédg szerint (91, 1), (J2,¢2)-nél vannak,

cos Yy cos U9
ds,(p,q) = arccos(p,q) = arc cos< sinty,cosp1 |, | sindsg, cos gy > =
sin ¥4, sin ¢ sin ¥s, sin o

= arccos [cos Y1 cos Vo + sin ¥y sin J5 cos(py — wg)] .

Legyen f:V — IR egy vektortér folotti konvex C! -sima fiiggvény, amelyre
F(0)=0< f(v) = f(—v) (0#vEV), & legyen
K:=(f<1), vg:v—=inf{A>0: (1/A\)ve K}.

a) vx norma V -n, amelynek K = (VK < 1) a nyitott egységgombje, és

b) ve (f=1) esetén f)(v)>0.
c)Legyen ve (f=1), é ¢, :=[f,(v)]'f(v). Ekkor ¢, € V*, és
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(b, K |(= {|d0(x) > € K}) <1=(¢,0).

d) ¢, olyan linedris funkciondl, amelynek a vk norma szerinti norméja

||¢U||VK (: SupyK(x)§1’<¢ax>|) =1 ’

és ezt az értéket (az 1 vi -normdju) v-nél fel is veszi.
e)Ha ¢ # ¢, de (¢p,v) =1, akkor [|§,, >1.
f) Ha ¢ € V* a maximumat felveszi K := (f < 1) -en v -nél,

akkor sziikségképpen ¢ = ¢(v) - ¢y, .

62) p>1 esetén alkalmazhaték az el6z6 eredmények V := RY -en
= |z1|P 4+ |znP il Ky, = (f, <1)-re
a) Legyen v:= (v1,...,on5) € (f, =1). Melyik ©:= (01,...,0n)
vektorral val6 skalaris szorzas adja a ¢, funkcionalt?
b) A vk, norma nem mds, mint a klasszikus
|lwllp == [Zk 1ok (w )|p]1/p norma, és éll a
ZgzlukvkgHUHquHp (%—l—%:l) Holder-egyenldtlenség.
[a) 0= (0f/0x1,... ,8f/8xN){x1:vl 7777 S
= (sgn(v1) o1 [P~ ... sgn(vn) o [P1)
b) Elég ||lullq = 1-re bizonyitani, hogy supj,, =1 2_r uswr < 1. Tegyiik fel,
hogy [lullg = || = 1 < supjy, =1 2_k ukwy - Legyen v olyan vektor, ahol
¢:wr )y upwy felveszi a maximumat a kompakt {w: [Jwl||, = 1||-en. Az
el6zé feladat f) allitdsa szerint ¢ = \- ¢, , ahol X := ¢(v) > 1. Az iménti a)
eredménye alapjan wuy = Asgn(vi)|vx|[P~1 (k=1,...,N). Csakhogy ekkor
[ulld = 3 lul? = AT, o@D = X3, Jogl? = A7 > 1.

Ez ellentmond az ||u|l, =1 feltevésnek |.

63) Legyen FE vektortér, ej,...,ey bdazis FE -ben, tovabba
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64)

65)

e := A1e1 + Ages + Agesz  egy rogzitett vektor.
Tegyiik fel, hogy az ag,a1,a2,\ : E— IRy fgv ekre
Ale) =M1 > A > A3 >0,
A —ai N +a\—a3 =0,
AP —ar(e)\? +ax(e)Ap —aze) =0 (k=1,2,3).

Fejezzilk kia A™(e) (m=1,2,3) derivdltakat az a\”(¢) derivéltakkal.

Legyen T :IRX - RY egy C'-sima leképezés, ahol K > N . Tegyiik fel,

hogy a T'(p) derivalt-matrixok rangjara rankT"(p) = K (p € R¥).

CANE

a) 3U 0-kornyezet Ji; < - <ig det | : #0 U folott.
L, (T)

b) 3U 0-kérnyezet ¢ R® 3 f: IRK - RV F T(U) = graph(f) .

Zg

(Itt graph(f) az f leképezés grafikonja,a {(p,f(p)): p € U} halmaz).

Legyenek Ty,T» : R® — IRY (C!-sima injektiv leképezések, amelyekre
T:(R®) = TH(IR¥). Tegyiik fel, hogy rank(7!) = rank(Tj) = K < N.

Ekkor a Tl_1 oTy : IRF — RY leképezés C! -sima.
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1)

5. DIFFERENCIALHATO SOKASAGOK

Van-e IR?*-n olyan (u,v) nem-linedris koordindtarendszer, amelyben
a) (y = xQ) egyenes,

b) (z? +4y? =1) kér,

c) az osszes (y=a%+c¢) (c€IR) egyenes,

d) (z24+y*=1) kor, mig (y=a2?) egyenes.

[IGEN. PL a)c) ui=x, vi=y—2%; b) ui=mx, v:=2y;

d) u:=xz, v:i=V(x,y —2?), ahol ¥(z,.): R+ R, ¥(z,0)=0,
Uz, +v1 - 22 —2?) =+V/1—22 - 1/V2 ].

Van-e olyan (u,v) koordindtarendszer (0,00)?-en, amely szerint
az Osszes (y = cx?,x >0) (c>0) félparabola egyenes.

[PL. wu:=logx, v:=logy |

Adjunk meg olyan koordinétafiiggvényeket IR?-n, amelynek szintvonalai

origd kozépponti négyzetek ill. origd kezddponti félegyenesek.

Legyen S := {paratlan < 5-6dfoki IR — IR polinomok} .
Milyen &1,...,&, € IR mellett lesz

X :Pw (P(&),...,P(&)) koordindtarendszer S -en?

[ #&]: i=1,...,np \ {0} >3 |.

Legyen S := {5-6dfoki IR*> — IR polinomok} .
Milyen p1,...,pr € IR? mellett lesz
X :Pw (P(p1),...,P(pr)) nyitott koordindtarendszer S -en?
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6) Szabadon es6 koordindtarendszert hasznalva, mutassuk meg, hogy egy
o pontbdl kiilonbozé iranyokban v nagysagu sebességgel dobott testek

(pl. egy szétrobbané rakéta darabjai) T id6 milva gémbfeliileten lesznek.

7) x=rcosp, y=rsing, p=tanhr(=(e"—e")/(e"+e ")) koordinatdk
R? -n.
Az (z,y)-beli 0/0y Kkifejezése a (p,p) koordindtarendszerben.

[0 /0,0f /0y) (50158 02752) = (Of /9, Of |00) ,

o 2\ —1
(5yrom oyron) = Come =) (" deinp )

Of /0y = (1 —p*)sinpdf/0p+ (arthp) ™ cosp df /¢ .|

8) SPECIALIS RELATIVITAS 1 TERDIMENZIOBAN.
Legyenek I1,I,:S < R*, c¢,v € (0,00). Tegyiik fel, hogy
D Bolr{(5): te Ry ={(}):te R},
2) Lip) = (L) (pes).
3) ]golfl{(ttc) : tGIR} = {(ttc) : tGIR}.
a) Milyen «, 3,7, egylitthatokkal teljesiil 1)2)3) ?
b) Milyen «,f3,v,d-ra teljesiil 1)2)3)4) [ezzel 4 ismeretlen 4 egyenlet], ahol
agy—1
DA{EDT @) temp={("): ter}.
d) Mit jelent 1)2)3)4) fizikailag?

[I1, I inerciarendszer, v Iy sebessége I -ben, ¢ fénysebeség, 4) tikrozés].

9) DESCARTES-KOORDINATARENDSZEREK. Legyen V  n-dimenzids vektortér,
< , > skalarszorzat V folott, d az altala meghatarozott
1/2 . [
dp,q) :==(p—a¢,p—q)"" (p,g€V) tivolsig.
Allités: a linedris r1,...xy V. — IR funkcionalok pontosan akkor alkotnak

d szerinti Descartes-koordinatarendszert
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(azaz mindig d(p, q) = [z;;l[xi(p) —xi(q)ﬂ 12 ), ha

3{e1,..., €, JORTONORMALT C V zi:p(pe;) (i=1,....n).

10) Altaldban is, ha az n-dimenzids V,< , > belsGszorzat téren az
x1,...25 V= IR fiiggvények Descartes-koordinatarendszert alkotnak a
1/2

d(p,q) = [Z:;l[xl (p) — a:z(q)]z] metrika szerint, akkor sziikségképpen

Hei,...,en JORTONORMALT CV Ja €V wz;:p—(pa,e) (i=1,...,n).
11) GOombon a gémbi tavolsdggal nem lehet Descartes koordindtaredszer.

12) Legyen {ui,...,uy} linedrisan fiiggetlen < IR™ . Ekkor pontosan egy
olyan d metrika és N -dimenzidés d-szerinti (zi,...,zyN) Descartes ko-

ordindtarendszer 1étezik IR™ -en, amelyre zi(uj) =9d; (i,j=1,...,N).

13) Hatdrozzuk meg a d(p,q) := fol (p — q¢)? dr metrikdval ellatott
P = {n—edfokli R—-1R polinomok} téren azt a d szerinti
o, ---, %y Pn — IR Descartes-koordinatarendszert, amelyre
Pr = (mkﬂ :--~:mn:O) (k=0,...,n).
[ zx(p) = folqu dr (k=0,...,n), ahol
Po,---,Pn azelsé n Hermite-polinom, azaz

G0=1, qu:=[qgEPy : f01q2dm:1, folqjqdaczo (j<k)] (k=0,...,n) .

Definicié. KOORDINATA-TENGELYEK, POLINOMOK. Legyen az S halmazon
X :=(x1,...,2y) S > IR" n-dimenziés nyitott koordindtarendszer .
A pe S ponton dthalads xy -tengely Ly ., ={qe€S: Xi(p) =2z1(q)}.

Az f:S—1R figgvény X -polinom, ha f = Z Oy

0<i1,..0in<K

i1 i :
. xq -z alaka.

14) Ha X:=(x1,...,x,): S—IR" nyitott koordindtarendszer és pe S, akkor
k—1

—
Ly, =X (X (p) + Rey) [ahol ey :=(0,...,0,1,0,...,0)].
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15) Tegyiik fel, hogy f = Z Gy inxzf .o~z X -polinom. Ekkor
0<i1,eeeyin <K

of . .
— . s 1 —1 ;i
a—xk = E iy iy Uk T, H Ty =

0<i1 e nyin <K §i j#k
= T < [F(X (X) +1e)) — £ ()]

16) * Tegyiik fel, hogy f = Z iy iy T xin (végtelen sor). Ekkor

n

| a 11,4..,1‘; Z' -
Ve e 2
R
= Jim - [F(X™H(X(p) + ter)) — £(p)]

17) X -ANALITIKUS FUGGVENYEK PARCIALIS DERIVALTJAI Tegyiik fel, hogy

F(gl, . >§n) = Z Ay, in il . g:l" ((51, R ,§n) eqd nyitott C Rn) ,

i17...7’in:0

X = (Z1,...,7,): S R" é f:=FoX. Ekkor

= . _ ~; ~i OF
Y ki, 2 0 [F(R) T ()] = 55 ) =
T geeny z‘n—O

- E‘t—;k(p)F("fl(p)?-"7§k71(p>7t7§k+1(p)5---:xn(p)> .

18) Legyen IR? folstt X := (z,y), X := (z,7), X := (z,7) az aldbbi hdrom
koordinatarendszer, ahol

w:(€1,62) = &y ¥ (§1,82) = &2, Ui (61,62) = —&2, Ui (61,62) = &1 +62

Hatdrozzuk meg az f := 2% + y? fiiggvény % parcialis derivaltjat

X, X ill. X szerint.

[ 2z, 22, 4o+ 27 |.

2 2
19) NP

5 +— kifejezése az w:=w+y, v:=2—y koordinatdkkal.
€ )

20) Tegyiik fel, hogy det <i Z) £ 0. Fejezzik ki az IR*-beli

u:=axr+by, v:=cr+dy koordinatakkal a 88; differencialoperatorokat.

(2 o0y 0 oo _ (o1 05y (a )
or Oy) Ox Oudr \Ou Ov c d)’
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21)

22)

23)

of  of of 9o 5, d

——=a;—-+c—, —=a — +¢c —

or  Ou ov’ Oz ou ov
< =~
) A B
Eszrevétel: A felcserélhetd B -vel. Innen
o" " /n " /n on
—~  — (A B)" = Aan—k: k n—k )
oz (4+B) Z (k) Z (k)a “ dukdun—Fk ]

k=0 k=0

Legyenek W,V  véges-dimenzids vektorterek, A € L(W,V),

XM X @) linedris koordinatarenszerek W {616tt,

YD Y@ linedris koordindtarenszerek V folott.

a) frjuk fel a 0/02\",...,0/ &césh)nw differencidl operéatorokkal az
A leképezés o) métrixdt, ha W-nill V-naz X© ill. Y

koordindtarenszereket hasznaljuk (s =1,2).

b) Fejezziik ki az a(?  métrixot a

A= 2X0  p= 20 L o métrixokkal,
YAV v
a) o = (WA amvamw o) ) @) 2 WACD .
(s) =1 j=1 K
833]-8
2 2
Tegyiik fel, hogy U € C(IR*,R), és E;Tg + {;7(2] =0.

Ekkor az w:=x+4+vy, v:=x—y koordinatakkal

36,9 €CHR*R) U =¢(u)+¥(v).
’U

[ Kiindulés: Sudy 0 ].

LAMBERT-FELE SIKVETULETEK. Az S := (22 +y?+22 =1) CIR® gémbon
minden p e S\ {£(0,0,1)} ponthoz elkészitiink egy

Xp=(zp,9p) 1 S\ {p"} &> R*, ahol p*:=[geS: [p—q|=2]

[p* a p-vel szembeni pont S -ben] térképet a kovetkezé mddon.

Vesszitk a  p-beli T, érintésikban a p-b8l az  (1,0,0) ”Eszaki sark”
felé indulé fékoriv v, érintd egységvektordt, és az arra merdleges ”"Kelet”
irdnydba mutaté wu, egységvektort. A p* # g € S pont (z,(q),yp(q))
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koordinatéi a p*-ot ¢g-val Gsszekotd L(p*,q) egyenesésa T, sik @Q,(q)
metszéspontjanak a koordinatai az p origdjd, wu,,v, tengelyirdnyu T, -beli
Descartes-koordinatarendszer szerint.
a) Adjuk meg a
p = (coscosp,cos¥sinp), q:= (cos? cosy’, cos? siny’).
pontokhoz tartozé p*, Q,(q) pontok ill. wu,,v, vektorok
(x,y, z) -koordindtéit, és az (x,(q),yp(q)) sikvetiileti koordinatakat.
b) Ha ~1,72:(—1,1) = S C!-sfma gorbék, amelyek a
q:=7(0) =2(0) pontban « szégben metszik egymaést,
akkor barmely X, térképen a két gorbe
Xpovp it (zp(y(®),yp(ve(t))  (k=1,2) képeis
«  szoghben metszi egymast.
c) Egy S -beli kérvonal X, -képe mindig kor vagy egyenes.
d) Mi az X, o X' koordindta-atszamitési fiiggvény?
e) Adjuk meg az X, -koordinatédkat az X, -koordindtak alapjan kiszdmité
®,q,:=X,40 Xp_1 R? « IR* fiiggvény formulsjit a
p:= (costcosp,cos¥sinp), q:= (cos? cosy’, cosd sinp’) pontokra.

f) Igaz-e, hogy A:={X,: pe S} C>-atlasz S-en? [ IGEN |.

24) Mely (¢ értékekre van olyan A :={X;,X,} C’-atlasz
S:= (2 +y*+ 2% =1) -en, amelynél
X;:9\{(0,0,1)} = R?*, X,:5)\{(0,0,-1)} = IR?,
és valamely L C S gorbére
Xi(L)=(y=0)(CR?) é Xo(L)=(y=|z|")?
[£<9 ]
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25)

26)

27)

28)

29)

Van-e olyan A:={X;: i€ I} C!'-atlasz S-en, hogy
valamely K C S alakzatra ill. 7,7 € I indexparra
Xi(K) kor, mig X;(K) négyzet.

[ NINGs .

Fejezziikk ki az = = rcosp, y = rsing |p| < 7w, r > 0  relacidkkal

definialt P := (r,¢): R*\ [-IR x {0}] = IR*  poldrkoordinatakkal a

02 0?
A= 922 + 3_y2 Laplace operatort.
[ Kiindulés:

sing  rcosp

of _ of 9xy) of _ _of [3(%2/)]‘1
Ar.p)  O(r,@) 0(r,0) " Oz,y)  O(v,9) '
0? 1 02 10

d(x,y) _ (cosw —rsimp)

Tegyiik fel, hogy ai,...,a, : IR < IR C* -sima fliggvények, és IR" -en

x; =a;(u;)) (i=1,...,n). Feladat:

————  kifejezése az  (uq,...,u,) koordindtarendszerben.
RS X

Legyen (u,v) az a koordindtarendszer IR?\ {0} flott, amelyre

u v
r=—-7 = ——.
w2t YT e
1 1
a) Az (r,¢) polarkoordindtakkal w = —cose, v = —sing.
52 52 r r
b) A:= 922 + a7 kifejezése (r,¢)-ben ugyanaz, mint
0* 02 1
92 + Wazkifeje;;ése (;, <,0> -ben. N N
1
Ae = (2 L9 Y 222 (9 L 9 )
c) r4 (6u2 * 81}2) (" + %) ou? * ov?
’ 9? ot 2
Irjuk fel az y—z +2—=-— differencidlegyenletet az
0y? oy
u=xfy, vi=x, wi=zr—yY relaciokkal adott
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(u,v) koordindtarendszerben a w transzformélt fiiggvénnyel.

[ Kidolgozas: = =wv , y:B, z:g+1.
u voou
O _ _0f dwv)_ _0f ozt
Ox,y)  O(u,v) d(z,y)  I(u,v)LO(u,v)]
(2L 9fy _ (2L ofy (0 - S (A oy (%
dr Oy 8u )\ -5 3 ou v 1 0 '
Innen ﬁ u 8f Ezt z-re alkalmazva kétszer
oy v ou’
9z _ _wro(yty) __fow 1
oy v ou  v2ou v’
O:_ _wolEg+y) W ow  wtdtw
oy2 w ou 03 Ou 03 Ou?
2
Vagyis 6z+2%_

2
y8y2 oy x’
v <2u3 ow ut 62w) 5
u\vd du w3 8%282 J
, . wdtw w
Végeredmény: 2a2-" a2 ].

30) Az w:i=e "tV vi=etY
O*f  O*f
gl _ 97 letet.
922 0y =0 egyenletet
0 f
[ duow "V I

1j valtozokkal irjuk fel az

31) Milyen (z,y)-nal kifejezett egyenletnek felelnek meg a

0? g 829
= il. —= =
Oudv 0 1 ou? 0

egyenletek, ha w:=e*™, v:=e Y7

0 0
32) Fejezziikk kia A:=_— + — Laplace operatort az
0r?  Oy?

T

y /z z
—— = ltozokkal.
Zig v PR valtozokka

, u v
E dtel: = —5——5, yi= 5
[ Eszrevétel: x i VT e ]
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|

33) e milyen differencidlegyenletnek felel meg f,x,y terminusain,
uov

ha g:=e/, u=e"tv, v=e*v ?

o L o Y (112 L o
34) Legyen wu:= m NORES 902—‘1'92, tovabba x :=rcosy, y:=rsinp.
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36)

37)

38)

0%g
oudv 0].

u = %x + %y, V= %x — 1y, g:=el helyettesitésekkel. |

Hajtsuk végre az x =e'cosy, x =-elsinp helyettesitést a

0
— 4+ —  operatoron.

Jor 0Oy

0
[ e “(cosp + sin go)a + e *(cos ¢ — sin )

9

dp

N -DIMENZIOS POLARKOORDINATAK.

a) Az R” -beli pozitiv ] (0,00)N kipon van olyan nyitott
P:=(r,01,...,95_1): (0,00)N = RY  koordinitézss, hogy
r>0, 0<v,...,9nv_1<7/2,

z1 = rcosth

To = rsin ¥y cos ¥y

r3 = 7 sin Yy sin ¥y cos Y3

Tn_9 = rsintsindg---sinYy_3cosIn_o

TN_1 =rsintvsindg---sinty_zsindy_scostn_1,

és xy =rsintysinty---sindy_gsindy_asinIn_1 .
b) Adjuk meg e polarkoordinatakat a Descartes-félékkel.

[ r=+2¥+ - +2%, V1 =sgn(arccos(z1/r),

Ui = arccos|[zy/(rsindy ---sindp_1)] (k=2,...,N —1 rekurziven) ].

Az zp=rcosVy [, psind; (I1<k<N), any= TH;-VZI sinv;
egyenletek az aldbbiak koziil mely S ¢ IR tartomdnyon definidlnak implicit
modon koordinatazast?
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a) S:= (ac1~--3:N7é0) , b) §:= (x1>1),

c) S::(:E1<a:2<---<:1:N), d) S::(:I:Z-+:L’j>0(1§i<j§N)).

39) Tegyiik fel, hogy I indexhalmaz, S; nyitott c RY (i € 1),
xy =idg,, x5:5; =S C>®-sima (i,je€l),
Tij O Tjk = Tk (i,j,k € I). Ekkor
a) (i,p) ~ (J,q) et z;j(p) =¢q mellett ~ ekvivalenciareldcio,
b) ~ ekvivalenciaoszalyaibdl képezhetd olyan M, A sokasdg, ahol

A:={X,;: iel} alaki, és xich,flOXj (i,j€I).

Definicié. KOMPLEXIFIKALT KOORDINATAK € FOLOTT.

A C:={+in: &ne R} komplex szdmsikon

z,y:C =R, x:{+in—=&, y:£+in—n  (§,n€R)

a valos sik-koordindtdk,

2,2:C—=C, z:é+in—=E4in, zZ:é+in—E+in=E—in (E,n€R)
a komplexifikalt sik-koordindtdk.

Az f:C — C figgvény parcidlis derivatjai (x,y) szerint az o € € helynél

Ay SO 0, SO @)

Tlima S ST Ylma  o&iw  CT@

f a-nal komplex értelemben differencidlhaté (roviden € -differencidlhats), ha
T SO

dr|,_, ¢(=o (—«

40) a) Ha P:C — IR («,y)-polinom, azaz P = ZkN,e:o arery® (ape € R),
akkor P el6all (z,Z%)-polinomként (komplex egyiitthatékkal).
b) Py (2,%) = Pr(z,y) + 1Pr(z,y), ahol
Py (2,%Z) := { (2,%) -polinomok} , Pr(z,y) := {valés (z,Z%)-polinomok} .

c)Ha 0# P € Pgr(z,y), akkor P mnem polinomja z-nek.

41) Legyen f:C —-C.Az u:=Ref:C—>R ill. v:=Imf:C — R
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valos fliggvényekkel

Of /0x = Ou/O0x 4+ idv/0x, Of/0y = Ou/dy + i0v/dy .

42) a) %Izlﬁ—? b) (%e—* — 7 C) 6% —212 _ 9
() 20t = 2 (o) = 302R) 212 = 3(R) L (0 +47) = el

b) —2ze~% c) —2ze= 2" .

43) Vannak-e olyan «q,aq, 1,82 € € konstansok, hogy k,/=0,1,...-re
9 O | kot k=15t 9 O\ ket _ ykt—1 o
{alax—}—agax]z =kz , ﬁlax—}—ﬁgax 27 =402"Z /
[ (65} :ﬁl :1/2, OLQZ—i/Q, B2 22/2 ]
44) A Cl'-sfma f:C — @ fiiggvény pontosan akkor ( -differencidlhato,
a) ha Of/0r=—id0f/0y , vagy ami ugyanaz,
b) ha 0xz(f)/0x = Oy(f)/dy és Ox(f)/dy = —0y(f)/0x.

45) Tegyiik fel, hogy az f:C — € fiiggvény C?-sima.
a) Ha f € -differencialhaté, akkor Af :=98%f/02* +8%f/0y?> =0.
b) Igaz-e a forditott implikacié?

[b) NEM. Pl. Az =0, de z nem C -differencialhaté |.

46) Ha wu: @ — IR harmonikus fliggvény (azaz Af =0),
akkor pontosan egy olyan v:C — IR filiggvény van, amelyre
v(0)=0 és az f:=u+iv fiiggvény C -differencidlhato.

[ v(+1in) = fo dt+f0 w(é +it) dt .

47) Mely C -differencidlhaté f: (x > 0) — € fliggvény valds része

log 2|2 ?
48) Mely C -differencidlhaté f:C — € fiiggvény valés része
22—yl 4y ?
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49) Van-e olyan v :C \ {0} - IR fiiggvény, amellyel az

f=xa/(x® +y?) +iv fiiggvény C -differencidlhats?

[ [ C-differencidlhaté = u= Y mellett
xQ + y2
81} (‘9u B 2xy ov  Ou __:EQ—y2
(x2+y) oy Oz (a7 4y
v = / — dz+C(y LA C(y) , amit y szerint differencidlva
l'2 + y2
22 + 92 , ov y? — x?
A S ) P
@y TOW =y T iy gy

Innen C'(y) =0, = C =const. = v = —y/(2% + y?) + const.

Tehat f =1/z+4 const. |.

50) Akarmilyen harmonikus w: C\ {0} - R fiiggvényhez
van-e olyan harmonikus v: C \ {0} — IR, hogy
u—+iv (O -differencidlhaté legyen?

[ NEM. Ellenpélda u :=log|z|? ].

51) Legyen M :=TRU {0’} ellatva a kovetkez6 U topoldgidval:
Uy, ={(z—e,x+e)US:e>0, SCM} (zelR),
Uy = {(—&,0)U{0'}U(0,e)US, SC M}.
Legyen X :IR3&{—¢, X':(—o0)U{0'}U(0,00)— [ ha z€IR, 0’ ha £=0].

Ekkor X, X’ M-et lefedd két lokalis koordinatazas, és X'oX ~1 = Xo(X') "l =IdR .
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6. MERTEK ES INTEGRAL

1) Azalabbi 7 halmazcsalddok kozill melyek altal generalt IR -beli o -algebra
egyezik meg IR? Borel halmazaival?
a) T := {nyitott korlapok}; b) T :={[k,k+1] x[(,0+1]: ke Z};
) Ti={pp+1x[0,0+1): pgeQ}; d) Ti={(0,0)-kbrmyezetek} ;
T={(z—p?+Ww—q?*<1): pgeQ};
£) T:={lk/2™, (k+1)/2"] x [¢/2", (¢ +1)/2"] : k,bn € X, n>0};

[a)c)e)f) |.

2) Legyen Q. A, u (pozitiv) mértéktér,
f:Q—=1IR A-mérhet6, p-integralhaté fiiggvény.
a) Ha f >0, akkor az

y) i=pf{w: flw)> y} (y € R) eloszlasfiiggvénnyel

/f dp = lim Z yi | F yz-H (yz)}

00>y > Yn >0 4

ahol a hatarérték a beosztas végtelen finomitasaval értendo.

b) u(2) < oo esetén minden e > 0 mellett

van olyan - <y_92 <y_1 <yo <y <y2 <--- sorozat, amelyre
barmely nx € [yk,yr+1] (K=0,£1,...) mellett az
F(y):=p{w: f(w) <y} (y<€R) eloszlasfiiggvénnyel

‘/fd“_ i ”k[F(ka)—F(yk)]‘ <e
k=—00

2
3) a) max{zgzl +a? — (Zgzl ~xk) "t |z, o] < 1} =7
b) Legyen A o -algebra egy € alaphalmazon.
max{ [[f— ([ fdu)]”: u mérték A=TRy, p(®)=1,
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6)

Q=R A-mérhets, |f|<1 }="72

c¢) Vezessiik le réviden b) eredményét a) alpjan.

HOLDER-EGYENLOTLENSEG INTEGRALOKRA.
Legyen X, A, mértéktér, p,q > 1 pedig olyan szamok, hogy % + é =1.
Ekkor az A-mérhet6 f,g >0 fiiggvényekre

[ fg du < [f(F)P du] " [[ gl du] "
[ Kiindulas: a véges-dimenzids 25:1 uRvE < [Z]kv:1 ]uk\p] v [Zgil |vk|q} e
Hoélder-egyenlétlenség alapjan [ fg dp < [[(f)? d,u}l/p [[ 9]¢ d,u}l/q
valahanyszor f:Z]kVZI upla, , g= Zivzl vela, ,
A, ..., AN diszjunkt € A és p(Aq),...,u(An) egész szamok
Innen eldszor a p(A1),...,u(Ax) € Q , majd a u(Ar),...,u(An) € R

esetekre kovetkeztetiik |.

Legyen f:IR — IR folytonos fiiggvény, p Borel mérték IR -en, és
F(2) = [ f(z+1) dut).
a) Ha u(IR)=1,és f korlitosan differencialhato,
akkor F' szintén korldtosan differencialhatoé.
b) Adjunk meg olyan p Borel mértéket és Cl-sima f fiiggvényt, hogy
F' mindeniitt jél-definialt, de nem mideniitt differencialhaté legyen.
¢c)Ha p(jlz|>1)=0, pl-1,1]<oco és feC/R,R),
akkor F € C*(IR,IR).
d) Ha p[-n,n]<oo (n=1,2,...), feCRIR) és f(|lz[|>1)=0,
akkor F € C*(IR,IR).

[b) Pl p(A):=>7",2""1a(n), f(z):=sine* |.

Legyen u Borel mérték IR -en, f e C/(RY,R), és
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F(z):= [ f(z+t) du(t) (z:=(z1,...,2N)).
a) Ha pu(fz >1)=0 és p(RY)<oo, akkor F e€C/(R,IR).
b)Ha pl-n,nN <o (n=1,2,...), feC(RR) é f(|z|>1)=0,

akkor F € C*(IR,IR).

7) Igaz-e, hogy ha f:IR? — [=1,1] korldtosan differencidlhat6, tovébbd
p korldtos Borel mérték IR?-n, akkor az
F(z):= [ f(x +1t) du(t) fiiggvény differencidlhaté?
Definicié. Az f,g:IRY — IR Lebesgue=integralhaté ( \y -integralhatd)
fliggvények konvolucidja

frg(x):= [ f(t)g(xz—t)dt [=[fT'gdA\y , ahol T'g(x):=g(x—1)].

8) a) Mindig fxg=gxf.
b) Irjuk fel f*g-t a szimmetrikus
f*g (I) =IN f{(u,’u)E]RQNZ utv=z} f(u)g(v) dVoly_1

alakban. Itt ~y =7

9) Ha f,g Lebesgue-integralhaték, akkor fx*g isaz, és

[1f*gl ddn < [|fl din [lg] dix .

10) SiMITAS KONVOLUCIOVAL. Tegyiik fel, hogy f : RY — IR Lebesgue-
integralhaté fiiggvény és ¢ € C/(RY,IR), amelyre ¢(|z| >1)=0.
a) Ekkor C’-sftma a ¢* f konvolucié.

b) [px* f., = [¢.,] % f az irdny szerinti derivaltakra.
11) Tegyiik fel, hogy f,é € C(R™,IR), tovébba

oz >1) =0 b [¢(z)dr=1.

Ekkor nNe¢(nx)* f(z) — f(z) (n — c0).
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7. MERTEK KONSTRUKCIOJA

1) Legyen T := {[k/2™,(k+1)/2"] x [¢/2",({+1)/2"] : ktdn e X}, T:
T > [k/2%, (k+1)/27] x [/2", (£ +1)/2"] = 2727,

Allitds: 7=y a lefedési kiterjesztésére.

2) Legyen T :={[s,s+ 1] x[t,t+1]: s,te R}, 7(T):=1 (TeT).
a) T(a?+y?=1) =7 b) Melyek a 7 -mérheté halmazok?

[a) =4. b) R*, 0 ].

3) * Legyen 7 : {nyitott kérlapok} — IR, 7(|z —s|?+ |y —¢|> < r?) := 7r?
(r,s,t €IR). Igaz-e, hogy 7= \y?

[ IGEN. Hasznéljuk a ”sajt” lemmat |.

4) Ha S Ay -mérhets C [0,1]V, akkor

AN (S) = sup{An(C): C kompakt C S} = inf{An(G) : G nyitott C S}.

5) Szamitsuk ki az N -dimenziés egységgdmb térfogatdt, azaz
WN Z:XN{.TGIRN:JT%-F"'-F.T?V < 1} =7
a) Az r sugard nyitott M -dimenziés
By, ={zcRM: 22 +... 423, <r?} gombokkel
U1 [BN—2,k/n \ BN—2,(k—1)/n] X 327\/% C Bna C
- Uzzl [BN—2,k/n \ BN—Q,(k—l)/n} X B27 1—((k—1)/n)2 *
b) wivta = limopoe S5y wn | (5)Y — (551N | [1 - (502
6) Mutassuk meg, hogy
ok ok+1k

w2k:?7 w2k+1:m-

1
[WN+2:WN7TfO(]-_S2/N) dS:wNﬂ'(].—m)]
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7)

10)

11)

12)

13)

14)

m
Az es6 fiiggblegesen esik 10—  egyenletes sebességgel;

sec
Im3 es6ben 1 liter viz van. Mennyi es6 esik 50 sec alatt egy olyan
1x1x1 m-es kockara, amely vizszintesen halad,

sulypontja az x tengelyen van ¢(100 —¢) m-re az origétdl a

t sec idopillanatban, és két oldallapja merdleges az «x tengelyre?

Mennyi annak a ”"régbilabdanak a térfogata, amelynek hatara egy

1 magassdgi, V3 alapti koriv megforgatottja az alap egyenese koriil?

CAVALIERI-ELV. Ha A, B Borel C IR?, és az  AS := ((z,y,() € A) il

B¢ = ((v,y,¢) € B) IR?-beli halmazok egybevégdk, akkor A;A=A3B.

Ha S Borel c RY é Ke{l,...,N—1}, akkor
ES:f_ooooffooof(xla7$K)dx1de7 ahol

f(xl,...,a:K) = )\N—K{(xK—i-la"')xN) : (xl,...,xK,xK+1,...,xN) € S} .

FORGASTEST TERFOGATA. Ha W :IR — IR, folytonos fliggvény,

A3(22 + 9% < U(z)) =7 [U(2)dz.

Ha ¥:R" - R, \g-mérhets, és 0 < K < N, akkor
Si= (2%, + -+ 2% <U(21,...,7x)) Ay -mérhetd C RV, és

ES:wN_Kf---I\P(N_K)/Q(xl,...,m;()dxl---de.

K

wn = fiwr[1 =12 Pdoy VK (0<K<N=23,..).

GORBE ALATTI TERULET.

a) Legyen f,g : [0,1] — [0,1] két nové C!-sima fiiggvény. Ekkor a
{(f(t),9()): t€[0,1]} gorbe alatti teriilet = fol g(t)f'(t) dt .

b) Legyen f,g:[0,1] — [0,1] két nové fiiggvény. Fejezzk ki a {(f(t),9()) :
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15)

16)

17)

18)

t €10,1]} gorbe alatti teriiletet f,g terminusaival.
[ a) A gorbe alatti alakzat {(f(¢),n): 0<¢t<1, 0<n<g(t)} =T[0,1]2,
ahol T'(t,s) := (f(t),sg(t)). Hasznéljuk a felszin-formulét.

b) Volo{(f(t),n): 0<t<1, 0<n<g(t)} = [g(t) df(t).]

Mennyi egy teljes ciklois-iv alatti teriilet? (A ciklois egy vizszintesen gordiilé,
1 -sugar kerék kezdetben legalsé pontjanak pélyaja egy teljes fordulat alatt.)
[Az el6z6 feladat alkalmazhaté f(t) := 2wt — sin2nt, g(t) := 1 — cos2nt
mellett. Teriilet = 37 .|
RV

——
Tegyiik fel, hogy f:IRY™! x R — IR Lebesgue-integralhaté
(A -integralhato) fiiggvény, «,B:IRY "' - IR Borel-mérhetd fiiggvények.
Ekkor
a)az A:={(u,€): ue RY ! a(u) <€&<p(u) halmaz Borel-mérheté;

b) [y fdAN = [ fy Flus (1= €)a(u) + EB(u)) dE dhy—1(u).

INTEGRALAS CSILLAGSZERU HALMAZON. Legyen p : (0,7/2)V =1 — [0, 00)
Borel-mérheté fiiggvény, (r,¢1,...,0n-1) : (0,00)Y + (0,00) x (0,7/2)
az N -dimenzios polarkoordinatazas. Fejezziik ki az

Jo f(ropn, ..y on_1) d\y integralt a csillagszerd
C:=(r<ple1,-..,pn_1)) alakzaton [ f d\y  formédban.

[ Az el6z6 feladat alapjan és polarkoordinétds helyettesitéssel

[ frprs o on_1)dAN = ﬁawwwﬂﬁ;f@J%P.WﬁN_g><

x [pN (W, .. 9n=1) - EN T sinN TPy - sin o] dE Uy, dINCy ).

a) Volyco{0,e1,2e5,3e3,4e4} =7  ( jelentése: konvex burok).
b) VOINCO{:]:Oékek k= 1, Ce ,N} =7
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19) Ha f:IR"™ — IR Borel-mérhet6 fiiggvény és S Borel C IR"™, akkor

/fd)\n_/ / s(@1, . f(an, . ) doy - day =

/ flxy,...,xp) dxidxs,...dx,_1dx, .
{z2: 3 21 (z1,...,zn)ES J{z1: (T1,...,20)ES}

20) Legyen K konvex C IR®, f: K — IR )\;3-integralhaté. Ekkor
by ba(ws) pbi(wz,ws)
/ fdrs = / /mm) /al(xm) z,y,2) dedydz , ahol
=infz(K), bs:=supz(K), z(K)={z(p): peK};
az(¢) == infy(K(C)), b2(¢) :=supy(K(¢)) , ahol
K(Q):={pe K: 2(p) =¢}, x2K(&)={a2(p): pe K(&)};
a1(n, ¢) == inf x(K(n,¢), bi(n,¢) :=supz(K(n,¢)) , ahol

K(n,¢) :=={peK : y(p)=n,2(p)=C}, x(K(n,))={z(p): pe K(n,()}.

21) Altaldban, ha K konvex CIR" és f:K — IR X, -integralhaté, akkor

/fd)\n_

n— 1(mn) b2(:83,$4 ..... Z‘n) bl(mg,xg ..... {L‘n)
/ / / / f dxidxs - - - dxy,_1dx, ,
an—1(Tn) az(x3,x4,..., Tn) a1 (z2,x3,..., Tp)
ahol  a, = infz, K, b, :=supz,K, z,(K)={z.(p): pe€ K};
an-1(&n) i=infz, 1 K(&,), bn_1(&) :=supx,—1K(&,) , ahol

Kn)={peK: z,(p) =&}, @n1K(§) ={xn-1(p): p€ K()};

An—t(En—kt1s -, &n) = inf 2y K(En_pg1s -5 6n)
bn—tk(§n—tt1s- - &n) i=sup Ty K(En—kt1,---,&n) , ahol
K(gn—k—kla cee 7511) = {p € K: xn—k—kl(p) = gn—k—kla cee 7xn(p) = gn} 5

xn—k—‘,—lK(fn—k—l—l) cee ;€n> = {.fl?n_l(p) 1 pc K(in—k-i-lv ... 7£n)} :

22) Tegyiik fel, hogy f : ]Rf — IR folytonos fiiggvény. Ekkor az
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23)

24)

25)

26)

F:(fl,...,f]\])!% fd)\N
[0,&1]x - x[0,6N]
ONF _
ory...0xn

[ Hasznaljuk Fubini tételét és a Newton-Leibniz tételt ].

7 primitiv” fliggvényre

Tegyiik fel, hogy F € C¥N(RY,IR), éslegyen f:= —2° F.

Fejezziik ki az ffll [N fdry---dry integrdlt F értékeinek

an
véges linedris kombinaciéjaként.

[ f[al,bl]x...x[aN,bN} f dm = A(bl*a’l)el e A(bN*QN)eNF(a) )
ahol A F:p— F(p+v)—F(p), e :=0i1,...,0n) |
0’F

Oxdy

Fejezziik ki az fw2+y2<1fd)\2 integralt e terminusain.

[ [P v - e i) al

Tegyiik fel, hogy f € C'(IR* R) és f =

Ha f:RY — IR Lebesgue-integralhaté (azaz Ay -integralhatd) fiiggvény,
akkor tetszoleges e > 0 mellett van olyan korlatos halmazon kiviil eltin
C®-sima ¢:RY = R fiiggvény, hogy [|f—¢| d\y <ce.

[ Tudjuk: van olyan Ay -egyszertt ¢ fiiggvény, hogy [|f — | dA\y <e/2.
Definicié szerint ¢ = Y, _; akllf’”xmxlz(v’“) alakud, ahol mindegyik I](-k)
korlatos intervallum IR -ben. Barmely I korlatos intervallum C IR -hez ill.
n > 0-hoz van olyan végtelenszer differencidlhaté ¢ : IR — [0,1] fiiggvény,
hogy

f|11 — ¢ d\y <1 és o) =0 (z ¢ (minl —n,maxI+mn)) |

Tegyiik fel, hogy F,:IR /IR (n=1,2,...) balrdl folytonos fiiggvények,
Fi >F, >, és foooxdFl(x)gfoooxdFQ(x)g---gK<oo.
Igaz-e, hogy F, \ F esetén [~z dF,(z) 7 [z dF(z) ?
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[ Ellenpélda: F,, := 11,00y, F=0. 1= [T x dF,(z) #0= [,z dF(z) ].

27) PARCIALIS INTEGRALAS STIELTJES MERTEKKEL. Tegyiik fel, hogy

f,9: IR _7"IR korlatos balrdl folytonos fiiggvények, és a,b € IR. Ekkor

F)g(b) = fla)g(a) = [i, 4 f(@) dg(@) + [, , 9(2) df ().

28) Tegyiik fel, hogy Fy, Fs,...:[0,1] /[0,1] balrdl folytonos fiiggvények,
Fi >F, >, és fo r dFy(x <f0 x dFy(z) <
Igaz-e, hogy F, \(F esetén fol x dF,(z) fol x dF(z) ?

[ Icaz. Parcidlis integralassal, és a Beppo Levi tétel szerint

1

fol xz dF,(z) = F,(1) — fol Fo(zx) de S F(1) — [, F(x) dz |.
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8. GEOMETRIAI MERTEK

1) Tetszbleges a >0 mellett vol,[0,1] =7

2) Legyen X,d metrikus tér, ~ :[0,1] — X folytonos injektiv leképezés.

Ekkor voli{v(¢): 0<t¢<1} nem mds, mint a 7 gorbe klaszikus hossza

(= sup, SUP1 < tg< <ty <1 2221 d(’V(tk—l)v ’V(tk)) )-

3) Tegyiik fel, hogy X,d metrikus tér, C X és a € IR. Ekkor
vol,S # 0,00  esetén
a) volgS =0 valahdnyszor S < a,

b) vol,S =00 valahdnyszor v < a.
4) Mindig volpS =#S (=[S elemeinek a szdmal) .
Definicié. Az X, d metrikus térben az S C X halmaz fraktdl-dimenzidja
dim(S) := inf{a > 0: vol,S #0} , dim(0):=0.

5) Mindig vol,S =0 (a<dim(S)) és volgS =00 (B > dim(9)).

6) A C:= {Z;OZI /3% ai,as,...=0,2} Cantor-halmazra
dim(C') = log2/log3.
[ Alapgondolat: tetszéleges n-re C C C,, , ahol C,, 2" péaronként diszjunkt

1/3™ hosszu intervallum uniéja |.
7) * Voligg2/10g 3(CANTOR HALMAZ) = 7

8) A Cantor halmazhoz hasonlé fraktal alakban
konstrualjunk tetszoleges 0 < o < 1 dinenziés halmazt.

67



9) Ha 0 #S cRY, akkor dim(S x [0,1]) = dim(S) +1.

10) Legyen .|| tetszbleges norma IRY -en. Igaz-e, hogy a ||| -szerinti
tavolsag alapjan szamitott [NV -dimenziés Hausdorff mérték konstansszorosa
az N -dimenziés Lebesgue mértéknek?

[ IGEN |.

11) Mekkora a feliilete a kiviilr6l 2(R +r) Aatméréji 2r vastag autéguminak?
Vol,7' =7 ahol T:={peclR’: d(p,K)=r} a

K :=(2?2+y?>=R? 2=0) korrel (itt 0<r<R).

[ T=F([0,2m)?), és Vol,T = " JacF (¥, ¢)dpd?d
cos v cosgo 00519
ahol F:(J,9)— R sm19 cosep sind |
sin @

OF — sin ¥( R—I—Tcosgo) —r  singcos
F' = cos (R + 7 COS ) —r sinpsind | |,

oy 90) r cos
IR — ((R-i-?“C(())S‘P) 792) . JacF =r(R+rcosy) .

Végeredmény: Vol,T = (277)(27R) ] .

12) A 2-dimenzi6s polarkoordinatak szerinti K := (r < 1+ cosp) un. kardoida

sziv terilete Volo K =7
13) Ha R:[0,27) — (0,00) Borel fliggvény, akkor
2

Vola{(gcosp, osing): 0< o< R(p)} =3 [;" R(p)? de.

[ Hasznaljunk polérkoordindtas helyettesitést |.

14) Tegyiik fel, hogy S C IR?> olyan voly -mérhetd halmaz, amelyet minden
orig6bdl kiindulé félegyenes egy pontban metsz. Ekkor Vola(S) =0.

[ Alkalmazzuk az el6z6 feladat allitdsat |.

15) Hol van a (0 <y =xz(1 —z)) parabolaiv silypontja?
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16) Vols(FORGASTEST) =
= 27 - d(ALKOTO siilypontja, FORGASTENGELY) - Voly(ALKOTO) .
Azaz, ha V:(a,b) — IR, folytonos fiiggvény, és
Si= (V(z)?<y?+2% a<a<b) CR®, A:=(0<y<¥(z), a<z<b) CIR*,
akkor
VolzS = 27r(fA Y dVolg) - Voly A =

" W(2)2/2 da
= QWW f; \IJ(.’C) dx = f; \I/(.CU)2/2 dx .

17) Voly(FORGASFELULET) =
= 27 - d(ALKOTO silypontja, FORGASTENGELY) - Vol; (ALKOTO) .
Azaz, ha V: (a,b) - IRy C!-sima fiiggvény, és
S = (V(z)?=y?+2% a<z<b) CR®, A:=(y=¥(2), a<r<b) C R*,
akkor
Vol S = 27r(fA Y dVoll) -Vol; A =

=2 [P0 (2)\/T+ U (2)? dx .

18) Vol,(0 <z <zy<--- <z, <1)=7
[A 7 :=xp/xp (K=1,...,n; xp41 = 1) koordindtdk tetszéleges [0, 1] -
beli értéket vehetnek fel az mérendd alakzaton ( n-dimenziés szimplexen), és

Tpn—k+1 =T1.--Tk (kzl,...,n).

Spi=(0<a < <, <1)=F[0,1]", ahol

T1 Tn—1 Tn
T1
T Ta-1
Tn
T1
1 1 1
VolnSn:/.../ Jac F dry - -drp, = — |
0 0 n!

19) Vol,(0 <z <zi<af<---<al<l)=7
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20)

21)

22)

23)

24)

Legyen C:= (Jz| —vV1—22 <y <|z[+V1—2?2).

a) VoloC =

b) Adjunk meg olyan Vol -tarté T :IR? <+ IR? transzformaciét,
amely C'-t egy korbe viszi.

c¢) Hol van a C' sziv sulypontja?

EHGEISNE

c) y(stlypont) = 1 [—1" f||x|+ - mydy dr = 5= |.

Ha T:RY & RY (C!'-sima transzformacié, amelyre a
T(x1,. T, Ex+1s -+ EN)  (Ext1,--.,En € IR tetszblegesen rogzitett)
leképezések egybevigésagai IR™ -nak (azaz tévolsigtartdk),

akkor JaclT =1.

GOULDING TETELE. Ha IR® -ban tigy mozgatunk egy 2-dimenziés A alakza-
tot, hogy a sulypontjanak a palyaja merdleges a mindenkori helyzetére, akkor

[mozgds altal besurolt térfogat] = [silypont péalyahossza] x [ A teriilete].

Tegyiik fel, hogy

s,e1,...,ex : (a,b) = IRM  C'-sima vektorfiiggvények, amelyekre
{e1(t),...,ex(t)} oRTONORMALT C RY |

0#58(t) Lei(t),...,ex(t) (a<t<b).

Legyen A nyitott € IR*, amelynek a stlypontja az origéban van.

Ha az A':= {s(t)+aje1(t)+ - +aker(t) : (a1,...,ax) € A} (a<t<b)
alakzatok paronként diszjunktak, akkor

Volg 41 (Ute(%b) A") = Vol;s((a,b)) - Vol A .

Altalanositsuk az elébbi formulat az
s:(a, )™ RN, M <N—K esetre.
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Mi a természetes feltevés az s leképezésre?

[ 68/6t¢J_€1(t),...,6K(t) (’621,,M) ]

25) Volp{(z,y): (2* +y?)? <2zy} =7
[Az z=rcosp, y=rsing poliarkoordindtdkkal az alakzaton

r* <r?2sinpcosp, r<./sin2p. A keresett teriilet

w/2 pi/sin2¢ /2
I [ Jac(rcésw)d dr—/ / rdrdp= /sin2<pdg0:1 ].
0

(rp): r<yain2g N OMP

26) Voly (|z]?/® + |y|?/3 < 1) =7
[ — 4f 2/3 3/2 dr = _u=1—z?/ 6f 3/2 1/2 duy =v=sint—

=6, /? sin® tsint2sint cos tdt = 37 /8 |.

27) Vo {(&n): €+ Yl <1, &m>0F [ =1/20 .

28) Mennyia C := (t2 =22 +y?+22 < 1) fénykup-palast 3-dimenzids felszine?

[VolsC' = 2 - 3Voly(2? + y* + 22 = 1) = 87/3 ]

29) f|x\+|y|+\z|§1(372 +y?) dVolg =?

30) Kocka tehetetlenségi nyomatéka testéatlojara.

[0,1]% egységkockat véve,

T 1
a y | pont tavolsidga az IR | 1 | testatlé-egyenestdl az

z 1

1 -y
— X x — z | szorzatvektor hossza.
V3 i
Y-
1

0= /// (x —2) ]dmdydz—g].

31) Az N -dimenziés [0, 1]V kocka tehetetlenségi nyomatéka egy testatléja koriil

N~ f[0,1]N El§i<j§1v(xi - xj)Z dVoly =
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32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

Mennyi a 3-dimenziés gombfeliilet tehetetlenségi nyomatéka?

(Azaz [ (22 + y?) dVoly/(4m) = 7)

2+y2—|—z:1

Mennyi egy /2 oldalii szabélyos teraéder tehetlenségi nyomatéka

stulypontjan és egy csucsan atmené tengelynél?

Mennyi a H := (2% <1, y*> + 22 <1/4}) henger
tehetetlenségi nyomatéka a z tengelyre vonatkozdan?

[fm__lfl/zf Tolz? + (reos)?rdedrde = /6 ]

Mennyi a C := (Jy — |z|| < V1 —a?) sziv tehetetlenségi nyomatéka az

(aw + by = c) tengely koriil?

Mennyi az 1 oldali szabdlyos n-dimenzids szimplex

minimalis tehetetlenségi nyomatéka?

Adjuk meg az aldbbi S C IR"™ alakzatok
@(S) = [gasx; dVol, tehetetlenségi matrixait.
a) S:=1[0,1]", b) S:=0<z1,....,2p,21+ ...+, <1),

c) Si=(z1|+ ... +|znl <), d) Si=(22+...+22<1).

Legyen u € R"™, |ull2=1. Fejezziik ki az S C IR" alakzatnak az

IRu tengely koriili tehetetlenségi nyomatékat u,©(%)  terminusaival.

VolN,l(ac%—l—---—I—a:?V:l) =7

[ NCL)N ]

STEINER TETELE. Legyen K sfma hatard kompakt konvex ¢ IR™. Ekkor a
Ky:={p: 3¢ K |[p—q|l <o} paralleltartoméanyokra
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41)

42)

43)

d
a) Voly_10K, = 7 VolyK; (0> 0),
t=p
b) a t+— VolyK; fiiggvény polinom ¢ > 0-ra.

[A OK felillet egy sfma T :[0,1]V"! — RY fiigevény képe. Legyen

T:(0,1)N=1 x (0,00) - RN az leképezés, amelyndl

A~

T(q,0)=[peR: [p—ql=0<|p-¢| (¢ €K)].

Eszrevételek: 1) {T(g,t) > t >0} egy ¢ kezdéponti félegyenes,
2) K(\K=(0<T<t) & 0K,=(T=0),

3) valamely E: (0,1)N~1 - RY egységvektorokat felvevd fiiggvényre

8E oT
8 (932

4) s € (0,1)N=1nél tetszbleges ORTONORMALT

T(s,t) =T(s)+tE(s) 6s 1 E(s) mindig,

{EM(s),...,EN=Y(s)} L E(s) rendszerrel

= fae(¢ 55+t - BU6), |

JacT (s,t) .
1,7=1

Innen a felszin formula adja az dllitdsokat |.

Hol van annak az IR®-beli ferde kiipnak a silypontja, amelynek

csticsa (0,0,1), alaplapja (2 =0, 284+ y'0<1)?

VOIQ((iE +y)3 <y, v,y > O) =7

[ Haszndljuk az = Xs, y=(1—\)s helyettesitést |.

[ % e @tautyt) gy dy = 2
2 2 _ x _ (1 1/2
[ 2 +zy+y —(x,y)A(y), ahol A.—(1/2 N
1/v2 )

T T 4 i
A sajatértékei 35, 5, sajdtvektorai (il/\/ﬁ

Tehit az (i) - C/l\g %@) (z) helyettesitéssel
1/vV2 1/V2

2 2 g2 4 392, o(zy) _ _
" t+axy+y =u”+ 50 Jaca(uv) det( 172 1/\/5) 1,

/ / —(m +xy+y )diﬁ dy _/ / —(2u +5 v2)du do —



_\/_\f// e~ (") gs dt = \/5 ).

44) * Legyen @ :x+~ (z,Ax), ahol A pozitiv definit € Mat(n,n,IR).

f]RN GiQ(ml"“’xN)diCl dﬂ?N ?

[ Tudjuk: 3 S fels6 trianguldris € Mat(n,n,IR) S*AS = I =(egységmatrix).

x = Su helyettesitéssel Q(Su) =u? +---+ui, és [e “9dVoly =
N
= fIRN 6_(u?++“i)‘detS| du1 . dUN — ‘detS| . (ffooo e—’u,zdu) =
N
_ ldets|y7Y = YT

~ /detA
mivel S*AS =1 = (detS*)(detA)(detS) = |detS|>detA =1 ].

45) / 6—(m2+$y+y+yz+z2+xz) dVoly =
r+2y+32z=6

46) Volp{v € R®: |lv|| =1, v3 > h} = ?
9 sin ¥ cos ¢
[A T: ( ) — | sindsinp transzformaciéval
14 cos ¥
Ay, =T (]0,arccos h] x [0,27]), ahol Ay :={veR®: ||jv| =1, vs>h}.

arccos arccos h
Vola(Ap) / /Jac ) dp di= / /sz(/1 dp dy=2m(1-h) |.

1
47) Volg{xEIR4: 242t =1, x4>§}:7

48) a) VOlg([\/ﬂ?%‘i—lU%—Q] + a3+ 23 =1)
b) Vols([v/2?+ a3+ 23— 22 +23=1) =

49) Az [+ [0 f dxy - -dx,  Kifejezésen hajtsuk végre az
r1 = rcosth
To = 7 8in Y9 cos Vo

T3 = 7 sin ¥y sin 5 cos Y3

Tp—1 =7sind;sinty - - -sin,,_9 cos ¥y,_1
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T, =7rsindysints - --sint,,_osind,,_1

polérkoordinatas helyettesitést.

o ) cos Y rsin

L1...Tp .

J = |det :

[ Jae o oy 19| b *
sinty - --sint,,_1 *

A determinéanst kiszamolva n -szerinti indukciéval,

fooo...fooof dxy - --dx

=Jo ﬂ/z ' fﬂ/ f(reosdy, ... )r"~ 1Hk LS TN gy ddy

50) [ (ZE)2(y— ) de dy =7

0<z<y<1

[ Hasznaljuk az  w:= (x +y)/2, v:=y —x helyettesitést.

r=v—%, y=v+%, (0<z<1)=(0<u<l, ¥<ov<

/2

dﬁN_l dr ]

fo f/j u/2 2 IOOdt(]. —1/2) d’l}d 1(1 ,u/2)3 (u/2)3 100 du—

1 1/2

g

=1
:%fol[uloo 3 101_|_3 102] dUZ%[ﬁ—%L—F%L] ]
) Jpa €% + 6wy + 5y )dAy = ?
[ 5a26zy +5y° = (xr —y)> +4(z +y)?. Az
u=x—y, v=x+y helyettesitéssel a keresett integrdl
1 1
ffooo ffooo e—(’u,241)2) det (_21 _1)
2 2
1 1 s
= VAzvE=11

52) ffooo f—oooo ffooo e~ (@ +dzy+2y° +ay=+22) g, dy dz =7

53) / / / emMtiFAtatXsts) qpy by dty = 7

min{tq,tg}+tgz<max{ty,to}
t1,to,t3>0

54) a) / e~ (@235 gyiol, =
z+y+2=0

b) / exp [—(a:Q +ay+y? Fyz+ 22+ za:)} dVol, =
z+2y+3z=6

55) Volo{v € R*: ||v|| =1, v1 +vo = 1/4, |ug| < 1/2} =7
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56) * Tegyiik fel, hogy K < N, G nyitott c IR é T:G - RY (!-sima

leképezés, amelyre JacT > 0. Ekkor az S Borel C G halmazokra

B JacT(p)
Vol T(S) = [S s =y Wolk(r).

57) * Tegyiik fel, hogy M N -dimenziés Riemann sokasig, X := (x1,...,2nN)
olyan koordinatazas rajta, amellyel az elemi ivhossz
1/2
ds = [21 <i<j<n Gij d:l:idiljj] valamilyen g;; : M — IR fiiggvényekkel.

( M -et metrikus térnek tekintjiik, amelyen a tavolsdg

d(a,b) :== inf / Z ' 8% (p(?)) Oz, (p(1)) 1/2dt.

pi[0,1] = M ot ot
p(O) a, p(1)=b 1<i<Gj<N

Ezzel szamoljuk a Hausdorff-térfogatokat). Ekkor S Borel C M esetén

VolnS = [y (g |det(gi) o X 71| dVoly .

58) A BOLYAI SIK POINCARE-MODELLJE. Legyen d az

S = (:132 + y2) c IR? kérlapon a
2 2

s — [(dw) + (dy)
1= (2% +9?)
a) Mennyi a  ((z —u)?+ (y —v)? =r?) NS korlv d-szerinti hossza?

] elemi ivhosszal meghatarozott tavolsag.

b) A (0,0) és (0,7) pontok kozti lerévidebb it d szerint is az egyenes.

c) A z:=z+iy, Z:=x— iy komplexifikdlt koordindtdkkal a

Z— U

zZ, K2 (5] =1 > ]al)

1—-az
képleti S — S leképezések d-szerinti izometriak.

d) Két S -beli pont kozott a d-szerinti legrovidebb 1t olyan
koron vagy egyenesen van, amely athalad rajtuk és az
(332 + y2) hatarkort merolegesen metszi.

e) d((1/2,0),(0,1/3)) =7

f) Mennyi a ((z —u)®>+ (y —v)? <r?)NS korlap d-szerinti teriilete?

g) Mennyi az a,b,c € S pontok kézotti d-szerinti legrovidebb ivek
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altal bezart gorbevonali haronszog d -szerinti teriilete?
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9. Az Euler-féle Gamma és Beta fiiggvények

Definicié. T'(p):= [ a?"'e™® dz, B(p,q) = fol Pl (1—-2)"Vdz (p,g>0).

[ T(p)L(q) = [y aP~te ® dx [j vt dy.

A w=z+y t=z/(r+y) z=wt y=(1—t)w helyettesitéssel

dady = |det 524 | dtdw =

det <1t_ . _“fw) ‘ dtdw = wt(1 — t)dtdw
Tp)T(q) = [, J57 zP Ly te W dady =

= [ [ (wt)PHw (1 — )]0 e wt(1 — t)dtdw =

=y [wp—lwq—le—w fl P11 — t)q—ldt] dw =

= [FCw(p+q)—Lle Wdw [y "1 (1 - 1) dt =T(p+q) - B(p.q) -

3) r(n+l) _ (2”—1)(27;;3)---3-1ﬁ

4) B(xH,3) =7 5) B(n,q) =7
6) pB(2p,2¢+1) =q¢B(2p+1,q)

7 1= ff Vo—22 du =?

[u-3m I=J ! 4\/ (1 —u?) du—3\/_f w)VA(1 4+ u)V/* du =

(5/4)° 1/Hra/4)? I'(1/4
- 3\/53(?17 %) - 3\/51“%16/21) - 3\/_(3[524(3/2()14(31/2) - 1 (\/f) ~ 3-211-}

8) fol Vo —az? dx 10) fol 2191 — 2)* dz

W@%

11) [° 2% da 12) [;F 20e2® da 13) [° ze " dx

14) [} VI—aB de 16) [} 2*v1— 22 dx

=
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/2 .
fo/ sin® z cos® x dx

fol V1 — 2 dx 20) fol r*{/1 — 22 dx

! dx
1) [
0 — X

fow/2 sin® z cos” = dx 22) fOW/Z tg® s dx 23) [3 x%e P dx

fol V1—2a?dx 26) f02 V4 — a2 dx

1
dz
o V1—=x
f02 r3vV4 — 22 dx 28) foﬂ/2 sin’ z dx 29) foﬂ/Q Vsinz dz

VI g 0 dx 2 dx
L 32)
0o V2-—a? —1/2 /1 —+2x+1 —2 V12 —dz — 2?2

2
dw 1 3
34 LT dr 35 X xe " dx
/_2 V12 — 4z — 22 ) Jom ) Jo
/2 © Moo
/ ﬂe* 8T dy 37) / VO8T ga
0

cos? x

e dx - “dx = nly/n
[ VB e T g [ (17%) d NG
Va2 — 22 v

axn G,2—.'172d$ 40 /—dl'
b ) o VE—=
F(z) = [y t?e" dt (x >0) GRAFIKONJA.
ffooo e~ (@=m) gy 4 ﬂffooo ze—(@—m)? . 1 m =2
2 (x+4)e= @D da 44y [ (2 —2)2e~ @24 gy
ffooo(x _ 1)6*%($276$+10) dx
ffooo ]a:|e_9’32 dx 47) ffooo ]x‘e—wz/i% dr

ffooo z2ke=2"/2 gy 49) ffooo g2k +le=a/2 gy

fooo xe—(logac—2)2 dx 51) f1oo logQwe—(log2 z)/4
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52) [ et gy 53) [ 217 dg

— 00

54) / (x — l)e_%(m2_6m+10)d:c =7

o 4 4 oe} > —y*% g t=y?/3, y=v/3t/2, dy="3t"1/2qs
e e e = ’ ’
~ Yy , ay Y

W=

(&
paratlan -
1 3 > 1 1 1
=0+ 26_5\/7_2/ t~Y2etdt = 2e—§\/§r(§) =2e73/37 ].
0
oo m t m
55) T'(p) = / tP~le™t dt = lim 1 (1 - —) dt
0 m— 00 0 m

[ Haszndjuk Lebesgue konvergencia-tételét |.

m t\" 1 1 1 1
56 tp—1 (1——) dt = = p
¥ m P+ )"

0m / "
[/ Pt (1——) dt =
0 m
tP £\ mogp t\™ 1
)T o2 e
P m 0 o P m m

m—1
- _ /m &m (1 _ i) J¢ —PARCIALIS INT. _
0

pm m

m p+1 -1 m—2

o plp+1l) m—-m m
_/m tptm—1 m(m—1)~~1dt'
~Jo plp+1)--(p+m—1) mm---m ’

m m ' _
/ Pt (1 — i) dt = mem mPt™ .
0 m plp+1)---(p+m)

) 1) = LT [(1+ 2) " et ] o

m=1

a c¢:=lim,_ ,o [(1 + ...+ %) — log m] Euler-Mascheroni konstanssal.

S S S S
pI+DI+]) T+ m"

b

1

<1_|_Z_)) e_g...(1+£) 6_% .ep(lOgm_l_% _____ %) - ].
2 m

=l
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1)

10. ELOJELES MERTEKEK

Legyen Q, A, u pozitiv mértéktér, f e L'(du), és v:A> A~ J4 fdp.
a) v korldtos valtozdsu el6jeles mérték.
b) Adjuk meg explicite a |v| ill. v; mértékeket.
c) Tegytik fel, hogy mu(f2) < oo, és legyen v € IR.
Adjunk meg u, f,y terminusain egy maximalis pozitiv halmazat az

A fA fdu—yu(A) eljeles mértéknek.

[b) [ol(A) = [, Ifldu), v (A) = [, fedu; <) (f=7) ].

Legyen v az a korladtos valtozasu el6jeles Borel mérték IR -en, amelyre
v(la,b]) := ¢(b) — p(a) (a<b), ahol ¢(x):=arccoscosz.

[ e dv(z) =7

Tegyiik fel, hogy a1 < bi,az < ba,... és > . lag] < oo. Legyen

0= arli ), vlab):=0(b) ~¢(a) (a<b),
k=1

ahol v korldtos valtozasu eldjeles Borel mérték IR -en.

a) v{ap} =7 b) v{b} =7 ¢) c&Upe {an,br}ra v{c} ="

fo e T dv(x)="7"

b—t t—a
c,d , _ .
Legyen L., := {(t,cb_a +db—a) Dt

az a-nal c-t, b-nél d-t felvevé els6foku fliggvény grafikonjanak [a,b] feletti

e [a,b]} (a,b,c,d € R, a < b)

része; v az a véges értéki eldjeles mérték, amelynek értelmezési tartomanya
domy := HUZO:O LZ’;:‘;Z DY ey e — k] < oo} generdlta lokalis J—algebra],
ahol I/(Lab) =d—c (a,b,c,d€ R, a<b).

A kovetkezd S C IR? halmazok koziil melyekre all S € domy ?

a) S:=(22+y*=1); b) S:=(y=3z+1); c¢) S:=(y=2);
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d) S:=(z=1); e S:=(*+y*=1,2€Q);

f) S:=(y=2€A) €domv <= A Borel CIR, Vol;(4) < 0.

5) RADON-NIKODYM TETEL. Tegyiik fel, hogy
A o-algebraaz Q téren, pu,v: A—[0,1] korlatos pozitiv mértékek.
Tetszoleges v € IR mellett legyen
A, € A maximdlis pozitiv mértékii halmaza a

v—ryu (A= v(A) —v-u(A)) korlatos valtozasu eldjeles mértéknek.

o ) [oe) 1
Legyen S::kﬂlAk/Qn, és fn::;2—nlAk/2n (n=1,2,...).

a) fn(S) =00, fn(mz'gk Ai/2"] \ [ﬂm Ai/Q"D =k/2".
b) ﬂle Ajjon  maximadlis pozitiv mértékii halmaza p — (k/2")p -nek.
c)Ha ACQ\S, akkor [, fadp <v(A) < [, fadp+(1/27).
d) isfo< -+, és f:=lim, o frn mellett

S, fdp=v(A) valahdnyszor A CQ\S.
e) Ha pu(S)=0, akkor dv=fdu [azaz v(A)= [, fdu (AeA)]
f) [Radon—Nikodym tétel].

(37 Q=R dv=fdp) < (v(9)=0=pu()=0 (5 € A)).
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11. DIFFERENCIALFORMAK RY -EN

Ebben a fejezetben,

ha V véges-dimenzidés vektortér, a ¢q,...,1, € V* linedris funkciondlokra

S1A .. AE (\v}/,...,\vf/) = det (¢ (vy) /bigr)f_, -

ev ev
RY-en z),...,2y € RY)* az
&1
T;: : — & a koordinatafunkcionalok.
&n

dz; : R" — (RM)*

pox (= v ),

z; (v)

dwiy A ... Ndzg, cp e [dai, (p)] AL A [dag (p)] -
[ Megjegyzés: x;, A...A,x;, konstans RN — /\k(]RN)* leképezés |.

, " . ., det,
w C%-sfma k-adrendii differenciglforma IRY -en <=

w e C* (]RN,/\K(]RN)*) , azaz
(*) w = Z gil,...,ixdxil /\.../\dIiK

1<i1<...<ipx <N
valamely C!-sfma Gir iz >RY 5 R fliggvényekkel. Ekkor

N
da:
dw:Z Z %dwj/\dmil/\.../\dww
j=11<i1<...<ipx <N i
(k4 1) -edrendi C*'-sima differencidlforma IR -en.

Az R=A"(RM)* azonositéssal

a Cl-sima f:RY - IR fiiggvények O0-formék.

1) Ha feC'RM,R), df =7

N
0
| df:pH;%dej(p) ]
2) Ha feC'(RY,R), akkor df:RY 3p— [v— f/(p)].

3) A (x) differencidlformara dw(p): (u,vy,...,v5) — 7

83



4) Az zi,...,24 : R* 5 IR koordintafiiggvényeket IR* f5l6tti linedris

funkcionaloknak felfogva, mely fliggvény a kovetkez6 kiils6 szorzat:
(:L‘l +2x9+ 313+ 4:L‘4) A\ (5$1 + 629+ Tx3+ 8%4) N (9231 +10x9 +11z3+ 121‘4) .

[ Emlékeztet: x; Axj Ay, (134)3 — 1R,
Uq Vi Ww;
xi/\zj/\xk(u7v,’w) = det U V5 Wy ]
U UV Wk

1 5) 0
2 6 10
=7
D s al7 ] fl=
4 8 12
_ 1 2 3 4 ; 2 190 1/2
[ |det {5 6 7 8 s 7 11
9 10 11 12 48 12
6) de= (@) =7 | —2e~ V) (pdx 4 ydy) ].

7) Tetszbleges w C!-differencialformara

dwdziyy A...Ndz;) = (dw) Ndxg, A... ANdz;, .

Legyen f:IR"™ — IR C?-sima fiiggvény.
a) d*f =0, b) d?[fdx;, A...Ndxy,] = (d®f) ANdxs, A... Ndz;, =0.

c) [a)+b)] = d?w =0 tetszbleges w differencidlformdra.

GRADIENS, ROTACIO, DIVERGENCIA.

Vi
Az U:R> > R skaldr- ill. V = Vy | : R?® — IR? vektorfiiggvényre
Ve

a
0/0x
v :=| 9/0y formalis vektorral
0/0x
oU/ox
vU = | oU/0y az U fiiggvény gradiense,
oU/0x

oV, /0y — 0V, [0z
v xV=|0V,/0z—0V,/ox a V vektorfiiggvény rotdcidja,
oV, /0x — 0V, /0y
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10)

11)

12)

13)

14)

(v, V) =0V, /0x + 0V, /0y+0V,/0z V divergencidja.
Hol jelennek meg ezek komponensei a
au, d[Vydy Ndz+ Vydz Ndz + V,de ANdy],  d[Vydz + V,dy + V.dz]

kiilsé derivaltakban?

A d?> =0 azonossagbdl vezessiik le a

ROTACIO o GRADIENS = (0, DIVERGENCIA o ROTACIO = 0 azonossdgokat.

Tekintsiik a fényt leird toltés- és arammentes Maxwell-egyenleteket:

() VB=0, B+VxE=0,

(2) VE=0, E—VxB=0.

Itt E=(E;, Ey,E,),ahol E, = E,(x,y,2,t): R* >R (¢g==z,9,2),

E = %E, V.= (a%, 8%, a%) (és analdg jelolések B -vel).

Adjunk meg olyan 2-rendii w ill. @ differencidlformékat IR* -en, amelyekkel

dw=0 < (1) ill. dw=0 < (2).

| w:= BydyAdz+ BydzNdx+ B.dx Ndy+ Eydz Adt+ Eydy Adt+ E.dz Adt .
Ekkor dw = [VB]dz Ady Adz + [B + VE].dt A dx A dy+

+ [B+ VE],dt Adz Adx + [B + VE],dt Ady A dz;

W= Ewdy/\dz+Eydz/\dx+Ezd:z:/\dy—02de:ﬁ/\dt—CQBydy/\dt—CQBzdz/\dt.}

Ha ;= fi(t1,...,t,) (i=1,...,n), akkor

dl‘l VANPI /\dl’n = det(@fi/atj) i1 dtl VAN /\dtn.

n
2V

Az m #n esetre is adjuk meg dx; A...Adz, kifejezését,

ha l‘izfi(tl,...,tm) (z:l,,n)

Az 11 =7rcost
To = 7 8in Y cos Vs
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T3 = 7 sin ¥y sin 5 cos Y3
T4 = 7 sin ¥4 sin Y5 sin J3 cos V4
T5 = rsin v sin 5 sin 5 sin 9y
5 -dimenziés polarkoordinatakkal adjuk meg

dry A ... Ndxy, (k=1,...,5) Kkifejezéseit.
15) Adjuk meg w € R* AIR*-et gy, hogy wAw#0 legyen.

16) Legyen A = (aij)jj:1 € Mat(4,4,R), A*=—-A, és

4
W= Qi T AT

Allitds: wAw=0 < detA=0.

17) dew:? ahol w:=axdy+ydz+zdxr és

Q : (0,m)% > (t1,t)2) — (costy costy, costy sinty,sinty) .

18) Szémitsuk ki az ;7 [ (z 4+ y)"e~@tV) da dy integrdlt infq f da A dy
alakban, az = Au, y = (1 — AN)u helyettesitésnek megfelels
Q:[0,1] x [0,00) = R?, Q(\u) := (Au, (1 — N)u) feliilettel.

[ fao [ umt e d(Au) Ad((1 — M)u) ]

19) [odw =" ahol w:=ady+y’dz + 2 dx,
Q :(0,7/2)% 3 (t1,t2) — (costy costy, costy sinty,sinty) .
[dew :3fQ(a:2dx/\dy+y2dy/\dz+22dz/\dx) :3-3sz2dz/\d3::
=9 fz:/jo tz/jo sin® t1 costy dt1 A [costy(—sinty)dty + ...dt] =

2 . .
=9 j:lr,/tg:o sin? t; cos? ty(—sinty) dt; dty =

= -9 ftzr/jo sin? ¢, cos? t1 dt; ftz/jo sinty — 97 /1dte = —97/16 }

20) Legyen Q = [ay,bi] % --- X [ax,bx] = RY K -dimenziés C'-kocka, és
W = Zl§i1<m<iK§N fivooie dxiy Ao ANdxy,  folytonos differencialforma.
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Mutassuk meg: fQ w kiszdmithaté f;ll . f;: dty, - --dt; integraldssal,
amelyet az w forma z7 = Q1(t1,...,tk), ..., an = Qn(t1,...,tK)

formalis helyettesitettjén hajtunk végre:

/w—/blfa D fiin (@t tk), e, Qb t)) X

K 1<i1<---<ig <N
X dQl t1,... tK) /\dQK(tl,...,tK) =

:/ / Giv,yori Aty Ao N dty e =
al a

K 1<i1 <+ <’LK<N

b1
/ / g’il,...,ik dthtl

K 1<ii<- <zK<N

valamely g¢;, ‘IRY -5 R fiiggvényekkel.

.....

21) Az el6z6 levezetésnél pontosan

0Q;, 1%
i = e ti), e, t1,...,tg)) det| —= :
g]_ ..... k f]_ ..... (Ql( 1 ) QN( 1 K)) e |: 8t€ }k,é—l
tq
22) Legyen Q:[-1,1]* = (t2) — (¢} : k=1,2,3).
t3

faQ (23dyrdz + yPdz N dx + 23dx A dy) =7

23) Az l-dimenziés IR”-beli Qu,:(0,1) 3¢ (cos(wt + ), sin(wt + ¢))
(w,p € R) C* -kockak koziil
a) melyek regularisak,
b) mely parok ekvivalensek,
c¢) mely pérok ellentétes iranyitdsuak,
d) mely parok egyenl6k lanc-értelemben, azaz mikor &ll é;/ o = Cj; 7!
[a) 0< |w| < 2m; b) w=w és p— € 2n ;
c) w=—-w és p— €21 ;

d) w=we2nZ ,vagy w=w &2l és p—p € 2t ].

24) A K -dimenziés TR*  -beli  Quy oy orcione : (0, 1)E 3 (b1, tx) =
— (cos(wit 4 1), sin(wit + ¢1), . .., cos(wkt + oK), sin(wgt + px))

87



C*> -kockék koziil

a) melyek regularisak,

b) mely parok ekvivalensek,

c¢) mely pérok ellentétes iranyitdsuak,

d) mely parok egyenlék lanc-értelemben?

25) Van-e olyan (nem-regularis) 1-dimenziés @ :(—1,1) — IR?* (C* -kocka,
amelyre Q(—1,1) = (zy=0<z,y<1)?
[ VAN. Pl véveolyan ¢ :IR — [0,1] C™ -sima fliggvényt, hogy
Pz <0)=¢(z>1)=0 és ¢(1/2) =1,

Q1) = (95t + 3]t]). o~ + L1t]))  mogfelel ].

26) Adjunk meg olyan @ :(0,1)> = IR® (> -kockst, amelyre

Q(-1,1)?2 = (z=z|+|y| < 1).

27) Legyen T := (max{|z|,|y|} =2,2=0)+[0,1]3.

a) A T szogletes térusz hatarat fedjiik be gy
reguldris @q,...,Qn 2-dimenziés C* -kockdkkal, hogy a
@vl + -+ C/Q\]\; lanc egy widx + vody + vzdz differenciaforman
azt az értéket vegye fel, ami a T -be iddegység alatt kiviilrél befolyd,
idében alland6 és (v1,v2,v3)(: R®* — IR®) térbeli sebességeloszlasi
folyadék térfogata.

b) Az el6bbiekben legaldbb mennyi kell, hogy legyen M 7

¢) Adjunk meg olyan 3-dimenziés reguldris Ri, Ry :(—1,1)> — IR?
C> kockdkat, amelyekkel OR;+O0Rs= Q1+ -+ Qu .

[b) M >12. a) Pl Qp:(-1,1)2 - R* (k=1,...,8), ahol
Q1= (2t1,—2t2,1), Q2:= (t1,t2,1), Q3:= (2t1,2t2,-1),
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Q4 = (tla _t27 _1) ) Q5 = (272t17 _t2) ) QG = (17t17t2) )
Q7 = (Qtla 27t2) ) QS = (tlv ]-7 _t2) ’ Q9 = (_272t17t2) ’
Quo = (=1, —t1,t2), Qu1:=(=2t1,-2,t2), Qi2:= (t1,—1,12).

C) Pl Rl,RQ : (—1, 1)3—>IR3 y ahol R1 = (2t1,2t2, —tg), R2 = (tl,tg,tg) ]

28) Jelolie N(p) a P := (0 <z < 1-|z|—|y]) piramis hatdrdnak p
pontjaban vett kifelé mutaté normalis egységvektort.
a) Szamitsuk ki a
¢ 1= [5p(v(p), N(p))dVolz(p)
feliileti integraljat a
vi= ([22 4y +(2—1/3)2] 71 [22 +y2 4+ (2—2/3)] 7, [22 +2+ (2 —1/2)%] 1)
vektormezonek.
b) Adjunk meg olyan A kockaldncot IR*-ban, amellyel
¢ = A(z(v)dy A dz + y(v)dz A dz + z(v)dz A dy)
[b) PL. A= [(0,1)% 5 (s,) = (—1,0,0) + s(1,1,0) + ¢(1,~1,0)] +
(0,1)2 3 (s,t) = (1 —t,0,t) + st(—1,1,0)] +
(0,1)2 3 (s,t) = (0,1 — t,t) + st(—1,—1,0)] +
(0,1)2 3 (s,t) = (t — 1,0,t) + st(1,—1,0)] +

(0,1)2 3 (s,t) = (0,t — 1,¢) + st(1,1,0)] .]

29) Legyen u az IRY -beli py,...,pn csticsokkal rendelkezd (N —1)-dimenzi6s
S szimplex azon normalis egységvektora, amelynél
det(pz — p1,...,pN —p1,u) = 1.
a) Adjuk meg wu koordinatdit a wvg :=py —p1,...,UN = DN — D1
vektorok elemi kifejezéseként.
b) Legyen v := (v1,...,un) : S — RY egy sima vektormez§ S -
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en. Adjunk meg olyan @ : (0,1)V"! « S paraméterezését S -nek
és adjunk meg olyan w : S — 211::1 IRdzj, differencidlformat, amellyel

Js(v(p),w) dVoly 1 = Jow

30) A R®2> v |[v]|?v  vektormezd &tfolydsa kifelé mutaté normédlis szerint a
H:= (22 <1, y? + 2% < 1/4}) henger hatéran.

[J«1:_1 520%[1 ] dgodac+2f1/2f 1+ 7%rdrde = 317/32 }

T

Definicié. Legyen M az A atlasszal C -differencidlhaté sokasag,
Q :lay,b1] x -+ x [ag,br] = M C!-sima leképezés,

w: M — {alternals (TM)X — IR formak},

azaz w(p): (I,M)* — R minden p € M pontnél.

Az w forma integrdlja a QQ M -beli kockan

/w_/bl /bl (é’@ ..,g—2>dt1~-dt;<.

[ Megjegyzés: E TowyM , azaz
0 0X
% X = % , ha X € A lokélis koordinatarendszer . |

31) Legyen X :S(c M) — IR lokélis koordinatarendszer, Q : I — S M -beli

C!-kocka, ahol I :=[ay,bi] X - - X |ax,bx]. Ekkor
/ w= / Fonr i Q1)) Az (QE) A - A das (Q(E))

1<21< <t <K
Tt das, (QUK)) A ... Aday, (Q(t)) = det(W)kﬂdtl Cdty
J mJ=

32) Legyen X := (z1,...,7n) € A lokélis koordinatarendszer, f € C'(M,IR),
w:=f-dry N...Ndz;, . dw=7

33) wui,...,ug € RN -re legyen
A1

Topro 0,52 |1 | o 8 M T (1= )
AK
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Fejezziikk ki a 0Ty, .., hataralakzatot T, . ., tipusi M -kockak

k—1
[valéjdban (K — 2)-dimenziés M -beli szimplexek] ldncaként (Gsszegeként).
y? + 22
34) Tekintsiikk a V := 0 :IR* - IR vektormezét IR®-en
0

ill. az S:= (22+y?>+22=1) gombfeliileten, éslegyen IR’ vektoraira
w(p)(vy,v2) 1= <V(p),v1 X v2> )
a) Fejezzikk ki w-t x,y,z differencidlformajaként.
b) A z:=cosd, zr=sindcosp, y=sindsiny  polarkoordinatdkkal
adjuk meg w kifejezését S-en o, differencidlformajaként.
sin ¥ cos ¢
c) Legyen @ :(0,7) x (0,2m) (Z) — | sindsing | . wi:?

sin v
d) Stokes tételével [ w = [, dw.

35) d(xl d(xg (- (T2 dwk))) =7

36) Fejezziikk ki dxy A...Adxp-t az ® tenzori szorzattal.
[ dri N ... Ndxy = Zﬂ-es(k) (—1)par(ﬂ) Tr(1) @ Q Tr(k) ]
2x —y
37) [dmdwdy@dy}([ , ] [ w D — 7

38) ngs(k) (‘Upar(ﬂ) dr )y N ... Ndxry =7 & terminusain.

39) Tegyiik fel, hogy

E a’Ll ..... 1k dxll ® ® dxlk == § 67,1 ,,,,, ikdle VANPIAN da’:’bk
1§’L'1,. Zk<N 1<’il,...,’ik§N
Ekkor

E aiy . indxi Ao AN dxg, = k! g Bir,.oin, dTiy N oo N dxg,
1<t1,...,ix <N 1<i1,...,ix, <N

40) POINCARE LEMMA. Tegyiik fel, hogy

N_en), és dw =0. Legyen

w n-edrendd differencidlforma (IR
Qx)(v1,. . V1) = fol w(tz)(z,tvy, ... tu,_1) dt.
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A1)

42)

Allitas: dQ =w.

[ Bizonyités:

n—1
dQ(z) (v, -« Vp1) = — Z(—l)d(l;d(ac)(vo, e Vg1, Vdg 1y e ey Up1) =
d=0
=> ()7 Tim = [ R o Un1)—
2: %;E%T " W (#(2) +70a) ) (T TG V0, -+ Va1, Vit 1y -+ 5 V1)
—t” 1w(:c)(:1;,v0,...,vd_l,vd+1,...,vn_1)] dt =

1
=) (-1 [/0 " g, (t2) (2,0, . - - Va1, Va4, - - - Uno1) di+

+ t" L (tx) (Va, Vo, + - Vd—15Vdg1y -+ Un_1) dt] =
0
/ Z x 1}0,...,Ud_l,vd+1,...,vn_1)dt—|—
d=0
1
+n/ t"tw(tz)(vo, ..., vn_1) dt.
0
Eszrevétel:
n—1
dw(y)(v_1,00, ..., Vp—1) = —Z (—1)%w!, () (V=1 Vam1,Vdt 1y - - oy Unet) -
d=—1
Innen dQ(z)(vo, ...y Up—1) = |v_1 := 2 mellett| =
1 1
= [ t" dw (tz)(z,v0,...,0n-1) + / t"w! (tx)(vo, - - -, Vp—1) dt+
/0 ~— n 0 n

0

1
—I—n/ t"tw(tx)(vo, ..., Up_1) dt =
0

= |mivel W’ (tz) = Lw(tz)| _PARCIALIS [ _
n—1 1

= t"w(tz)(vo, -y vn-1)| —/ nt" ‘w(tz)(vo, . .., vp_1) di+
= 0

—l—n/o t"tw(tx)(vo,. .., vn1) dt = w(x) (v, ..., Vn_1) |.

Altalaban, Q(z)(vi,..., v, —1) = fol U(t)w(tx)(x,v1,...,0p_1) dt

mellett mi  d€) kifejezése w, dw terminusaival?
[ dQU)(vo, -« vn1) = — [3 tU(E)dw(tz)(vo, - . ., Vn1)+

+¥(Nw(z)(voy .-y Un_1) + fol [(n—1)y(t) — V' (z)]w(tz)(vo, . .., vp—1) dt ].

A P(t)=t""" esetben mi [,Q kifejezése w-val és a
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Q*:[0,1]xI = RM, Q*(to,t1,... ,tn_1) =10 Q(t1,...,tn_1) feliilettel?

[ @ =Jouw 1

43) fidxi + ...+ fydezy mikor dQ alaki IRY -en?

of _of; .,

44) Melyik dQ alaka IR®-on?
a) (22 +y* + 2%)(dz Ady + dy A dz + dz A dx)
b) de NdyNdz, c) e dyndz+eVdzAdy+e " dz Ady

d) e~ @+ dp A dy + e dy A dz 4+ e E ) dz A da

45) Tegyiik fel, hogy dZlgii<...<ik<fi1-~~ikdxil A...Ndz;, =0.
a) Adjunk meg olyan € format, melyre dQQ=)_, frdzs.
b) Mi lehet dzj:=dzj, A...ANdz;,_ 95 (J=(1,---,0k-1))
egytitthatoja €2 kifejezésében, ha €)-t

Q= 21§j1<---<jk,1§N gsdxy alakban irjuk fel?

46) Legyenek Uy, Us nyitott C RE és S:U, & Uy, C™-diffeomorfizus
(azaz S, S™1 folytonosan differencidlhaték). Bizonyitsuk be:
v(QoS)=r(Q) tetszbleges v K -adrendi differencialmérték ill.

Q:U; — RY feliiletdarab esetén.

Definicié. A C -beli komplexifikdlt z:=x + iy, Z:=x — iy koordinatakkal
0 _10 10 0 1
0z 20x 20y’ 0z 20x 20y

Az € f6lotti komplex
fdr+gdy ill. hdzxAdy (f,g,h:C — C) differencidlformakra

C -linearis komplexifikalassal terjesztjik ki a d kiils6 derivalast.
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47) a) do = idz+ 3dz. b) dy= 5-dz— 5-dz.

of af _of of L
- 2L - - h : f .
c) df axdfc+ ay =3, —dz + 9% dz, ha f:C — C figgvény

48) dx Ndy kifejezése (z,%)-vel.

[ (i/2) dz AdZ .

49) Az f,g,h:C — C fgv ek (z,%)-szerinti derivéltjaival ill. dz,dz-vel

a) dfdz+gdz=7 b)) dhdzNzZ="7.

50) a) f:C — € pontosan akkor C -differencidlhaté, ha 9f/0z = 0.

b) Ha f C -differencialhaté, akkor df = (df/dz)dz

51) Legyen K :[0,1] — € Cl-sima gorbe, f:C — € folytonos fiiggvény.

K KE) -k (D)

n n n

1
Mely differencidlforma integralja  lim — E f (
n—oo N

[ Jx fdz ]

52) Legyen Q:[0,1]> = € (C%-kocka, f:C — € C!-sima fiiggvény.
Mely differencidlforma @ folotti integralja faQ fdz ?

[ Joq fdz =STORBS= [ d[f d2] = [, df Ndz = [,0f/0z dz Ndz .

53) Legyen Q@ :la,b] — RY regularis 1-dimenziés C2? - kocka.
A p,q € Q[a,b] pontok kozott definidljuk a kévetkezo reldciét
p=<q £ Q7P <Q7e) (azaz s <t p=Q(s), 4= Q(1)).
Allitds: f1,...,fn € C(IRY,R), w:= fldxl + -+ fydxy esetén

= lim [ T z+1_ i }
/Qw Q(a)=p° —<p11-<...-<p =Q(b) Z Zfd d pl pl)

a beosztas végtelen finomitasaval.
54) R*-on d[(a? + 9> +2%) - dz? +y*+23)]=7 [ =01

55) Ha ® € CY(R,R) és f e CHIRYN,IR), akkor d[®(f)]=®'(f) df.
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56) Ha ® € C'(R,R) és f € C'(RN,IR), akkor d[®(f)df]=0.
[ Legyen W := [® primitiv fiiggvénye & -nek. Ezzel

V=&, d¥(f)]=V(f)df, d®(f)df]=d*[¥(f)]=01].

57) [i(@t+22222 + 2w de+2dz) =7 a
K :[0,27] = IR? 3 ¢ — (cos ¢,sinp,sin2¢p)  gérbén.
[ fi=a2%+2% mellett (2! +2222% 4 2*)(z do + 2z dz) = f2df = Ldf?.
A K torzitott korvonal pl. a
[0,1] x [0,27] > (r, ) = (r?cos ¢, r? sin ¢, r? sin 2¢)
torzitott korlap hatara.

Jre (@t + 20222 + 2%)(x do + 2 dz) = 3fanf3 =Stokes — Sde2f3 =0 ]

8) Jodlfi d(f2dfs)]=7 ahol fj = ok gk 42k (k=1,2,3),
Q: (0,1 = R®, Q(t1,t2,t3) = (t1, tita, titats).

[ dfs = d(x3 + 93 + 23) = 322 dx + 3y? dy + 322 dz

difs dfs] =dY, z7- 3ij? dx; =

=23 dlz;z3 duj] = >3 (225 da; + 2x527 dxj) Adrj =

—2”62333 de; Ndx; =6 x5 — xjaz] dog Adxy ;

i<jlit
dlfi d(f2 dfs)] =633, d (xk[afzafi — zj2?] dx; Ndzj) =

= 62i<j Zk#’j [307,303 — z;2?] day Ndx; Ndxj =

= 6[z123 — xox?] dws A dxy A dxe + 6[z123 — z323] dro A dxy A das+
+6[z272 — 2322] dz1 A dwo A dos =

?— wox? — 2123 + 2373 + 023 — 1323 day Adwy Adas;

= 6[z123 — 12w
Jodlfv d(fz dfs)] = 6 Jy Jy fy [t1(tut2)? = (t62)8F =t (t1tats)? 4 (tatats) i +
+ (t1to)(trtats)? — (t1tatz)(tite)?] dty dts dts =

=6 [ [ 1313 — 3o — 6300 + (3343 + 634313 — t3t3t5) dty dty dtz = 3/16 |.
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12. KOMPLEX FUGGVENYTAN

1) it=7

[ (ei(%+2km>)l — o (BH2hm) _ re=F 2T k0, 41,42, ) .
2) log(l+1i)="7

3) cosp+cos2p+---+cosny megaddsa ZART FORMULA
(n-tél fliggetlen véges tagszamu formula) alakjaban.
[ Re 304, (e")" =Re [e?(e™? —1)/(e" — 1)]

N
4) Komplex zart formula Z sin?(2k + 1)z -re.
k=1

N N
1-— 4 2
k=1 k=1

5) Adjuk wvalds zart formulat a kvetkezékre:
a) cos + cos2p+ -+ cosnyp,
b) S (1) tsinke,
c) Zszo cos?(2k + 1)z .
[c) lec\’:o cos?(2k + 1)z = Zé\f 0[( (2k+1)iz ef(2k+1)ix)/2}2 _

_ %LZQJ:O {62(2k+1)m + 2+e—2(2k+1)ix] _

_ N + 1 N €2ix e4Nz':t -1 N 6_2m 674Niw -1 _
- 9 ediz _ 1 e—diz _ 1 -
_ N +1 N e2ix(e4Nix _ 1)(6—41'96 _ 1) + e—2ix(e—4Nix _ 1)(647195 o 1) _
- 9 (e4i:c _ 1)(6—4im _ 1) -
N +1 6(4N—1)i:c _ 6(4N+2)ix + e(—4N+2)i:c _ e(—4N—2)ix
- 9 _ phiz _ p—dix -
~N+1 n 2cos(N — 2)x —2cos(4N +2)x
2 2 —2cosdx N
N+1 cos(4N — 2)x — cos(4N + 2)x
= + .
2 1 — cos4dzx

96



6) u:=log(z?+y?) mely holomorf f:C\ (—oco,0) fiiggvény valés része?
[ f=log, |2|*> + Const. |

22— 243
7 ——————  LAURENT SORAI
) 2) 2243242 2

O0<|zl<1l, 1<|z|<z, z<]|z| gylrik folott.

(1 < |z] <2) Laurent sora.

Laurent sora (|z| >€) folott.

z4+1 1+

S () e ()

=
N~—
—
O
o
*
|
-~
I
—
O
0°)
|
N |
|
—
O
o
*
N
'_l
|
N | .
~_
|
—
O
o
*
N
}—l
+
|
~_
I

ISEEH

1 1 1

¢) Induljunk ki : = —
u+1l u+2 w4+l u+2

sorfejtésébdl |.

2z

m (|]z] > 1) Laurent sora.
¥4 z

244922241 L2417

és a sorfejtésnél tagonként differencidlunk |.

[ Egyszeriien

- REZIDUUMALI
181074

2 .
10) /Zsmzdz:? ahol T':[0,27] 3¢ 2sint + 2isin 2t .
T

23+ 1
11) / =, ahol K :[-m 7|30+~ e (2 + cos 309)
k(B+1)z 7 ' ’ 2 '
12) / dz ? azona K :[0,8] - C gorbén
= o< = ! Z .
K 22(z4=1) ’ & ’

amely egyenes szakaszokon halad a

pontok kozott.
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13)

14)

15)

16)

17)

3
® _dz=7? ahol K :[0,27] >t~ cos3t + isint.
KZ4+1

27
d
Adjuk meg az /0 m integralt f|z\:1 f(z) dz alakban.

; d ip —ip -1
[ z=¢"" helyettesitéssel dyp = —Z , COS(p = € +26 _Z +2Z ,
iz

/2” dy _/1 dz ]
0 ei‘P—4cos<,0— iZ<2—4Z+§71) '

JORDAN LEMMA. Legyen SvégesC {¢: Im(>0}, f:{C: Im(>0}\S — C

folytonos fiiggvény, amely holomorf a {¢: Im¢ > 0}\ S nyitott halmazon,
¢ [f(z)z]l =0 (lz] = 00).

Ekkor limp oo [ f(2) do =210y, g Res(f,a).

[ Legyen FRr(t) := Re™ (t€[0,1]),

Kgr(t) :== [Fr(t) (t>0), R2t+1) (t<0)] (te[-1,1]).

Eszrevétel: [, f(z) dz—0 (R —o0).

Ha R > max{|a|: a € S}, akkor

S F@) de = [ f(2) dz = [, f(2) dz =

=Y sesRes(f,a) — [ f(2) dz = 3, cgRes(f,a) (R —o00) |

Altaldban is, ha f: (Imz > O) \ S — C folytonos és holomorf
(Imz >0)\ S felett, ahol S véges C (Imz > 0), tovdbb4
|f(re*|r — 0 (r—o00, 0<¢@<m FIX) ¢

3Ry {f(Q)¢: [£| > Ry, Im({ >0} KORLATOS,

akkor limp oo ffR flx) de =273, 1 4s0 Res(f,a).

[ Hasznaljuk a Lebesgue-féle konvergenciatételt az

S, [(2)dz =27 [ f(Re2™ )R dt —0 (R — o0) bizonyitasahoz |.

II. JORDAN LEMMA. Tegyiik fel, hogy S véges C C \ R4,

f:C\S— C folytonos és €\ S-en holomorf is, tovdbba
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18)

19)

20)

21)

|(2)z|log|z| = 0 (]z] = o0).

Ekkor

lim 0 [ f(@) dv = 5,5 Res(f(2)log. (~2), ).

/°° dx _
oo T2+ +1 '

°° d
[ A Jordan lemmédval e Z Res
2 +r+1
-0 a:Ima>0
a?+a+1=0
1 , 2
= 27miRes —,612“/3) 2 z—
i (22 + z 4+ 1 m Z\/_ \/_ ]
/ T dr
oo (@)
[ = 2miRes ((z2 +z4+1)7", ei2”/3> :

Itt (224 241)"" sora a:=e™/3 koriil

(2> + 2+ 1)*" =z—a) "(z—a) "=

1 dF

—(z—a) (= — @)

k' dzk

—n

(z—a)*.

z=

Res ((22 + 2 —|— 1) ,a) = [(z— )" ! egyiitthatdja | =

1 dn— 1 (
(n—1)! dzn—t ®

_ a)—”

— (—1) (2:__12) W _

/OO dx _27r\/§ 2n — 2 ]
oo (2T 30 n—1)"

/ codr o,

0 .’E3 + 1

[ A II. Jordan lemmaval /
0

IOg* (_eiﬂ—/3)

1
22+ z

+ 2)

_ (—n)(—n—1)---(—2n
(n—1)!
1/2n—2\ V3
_Z(n—l)i’)—”'

dx

3 +

=2

ae{_l’ei‘n’/?),eiw/?»}

=0+

/°° dx _
0 9544‘1) o

(ein/3 — e=in/3)(eim/3 4 1

Res <

)] + [KONJUGALTJA} .

(a—

log, /2

22 +1

+1 )

a)Qn—l —

o) -



(z — wy)?
Z=Wi (24 + 1)2 ’
1
z=w1 (2 — w2)2(2 — w3)? (2 — wy)

1 0
Res (m,&)k) = Bk = &

1 0
Res <—(z4 n 1)2w1) =3,

2

3 3 , 1 _ (3 _ 3,
(—5 - Ez)ﬁ Hasonléan Res (m,a&) = (32 32Z)\/§'
oo dx 3 3 3 3. 3
[ e =l Ve g Ve = g2

22) a) /oo v de =7 [ /16 ].

oo (T 222 +1)2

b) /OOO T g =7 [ 27v3/9 |,

3+ 1

c) f02x3\/4—x2 de =7 [ 64/15 ].

] h
[ = 27riRes<— iaw) Rl (am) .
+a am +am a
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