Diszkrét Lebesgue-tétel kozépiskolasoknak
STACHO L.

Ezt a kis cikket abban a reményben irom, hogy az analizis elemeinek oktatasa tjra teret
nyerhet kozépiskoldinkban, és akkor az integralszamitas alaptételének egy nagyon egyszerti,
elemi eszkozokkel konnyen megértheté valtozata nagyon jo szolgalatot tehet. Szerencsére
van most is sok olyan tagozatos osztaly és szakkor, amely azonnal tudja alkalmazni.
Erdemes par szot szannom a kozvetlen motivdciémra. Tavaly (2017) szeptemberben egy
konferencian voltam Ploiestiben, ahol ezzel egyidoben orszagos kozépiskolai tanari kong-
resszus is volt. Hozzank is eljutott a hire, hogy a kovetkezd feladat nagy visszhangot kapott:
Mennyi az x, == [(a+a~™)" —a"] /n sorozat hatdrértéke |a| > 1 esetén? A vélasz ugyanis
1/a, a feladat ismertetett megolddsai azonban a (1 + b/n)* — €, n(c'/™ — 1) — logc
hatarértékek ismeretén alapultak, bar sem exp, sem log nincs explicite a végeredényben.
Ezek iigyes kombinacidjaként rekldmozta feladatat maga a szerzd is. Némi meglepetésre,
még a konferencia idején sikeriil a kovetkezo direkt megkozelitést talalnom: A binomidlis
tétel szerint n > 2 esetén
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Tudjuk (mivel \/]a| > 1), hogy lim n?/|a|™? = 0. Ezért lehet olyan v értéket valasztani,
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amelynél n?/|a|™/? < 1/2 valahdnyszor n > v. Vagyis n > v mellett
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Pélya Gyorgy nevezetes mondasa szerint egy feladat megoldasa utan célszerii feltenni a
kérdést: Mi is tortént itt voltaképpen? Ha belegondolunk, a megoldas alapja egy nagyon
altalanos kérdés kezelése, amely egyszertisége ellenére ritkan szerepel bevezeto oktatasban.
Legyenek n = 1,2,.. .-re agn) + aén) + .-+ pozitiv tagu sorok, amelyek tagonként is kon-
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az Osszegek limesze:

,... — a; minden rogzitett ¢+ indexre. Mikor lehet a limeszek Osszege
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Tétel. Ha létezik olyan c1,cs,... > 0 sorozat, amelyre
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Bizonyitas. Mivel a; = lim,, az(-n) < ¢; minden i-re, ) .a; < oo és igy akdrmilyen I
indexnél felbontva
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Legyen ¢ > 0 tetsz6legesen adott. Mivel ) . ¢; < oo, valaszthaté I gy, hogy
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legyen. Mivel pedig most limn(al(.n) —a;) =0 (i =1,...,I), taldlhat6 olyan N kiiszob,
hogy
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Ekkor |-, agn) — >, ai| <& minden n > N indexii sorra.

Megjegyzés. 1) Az abszoliut-konvergens sorok bevezetése nélkiil is targyalhatjuk az
|a§1)], |az(-2)\, .o <6, Yo, 0 < oo elbjeles eseteket az [al(.nLr pozitiv részekre ill. [az(.n]i

negativ részekre alkalmazva a tételt.

2) A tétel erejérdl bevezetésképpen érdemes az a = 0;n = [1 ha i = n, maskor 0] ill.
(n) [1 /i ha 2™ < i < 2" egyébként 0] ellenpeldakat tanulméanyozni.
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3) Instruktiv pozitiv példa a lim <1+ ) =1l+x+— o + e sorfejtés az (1+%)n =
n—oo

S 1( )2 binomidlis kifejtés alapjan. Az aE " — (")(ﬁ)z =z (noid]) L,
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c; = % esetre alkalmazzuk a tételt. Lényegében ez toérténik Stefan Banach [2] kényvében.
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