
Az Sk(n) = 1k + 2k + · · ·+ nk összegekről középiskolásoknak

STACHÓ LÁSZLÓ

A számtani sorozatokkal kapcsolatban minden középiskolás könnyen megtanulja az
1+2+· · ·+n = n(n+1)/2 azonosságot – gyakran azzal az ismert anekdotával együtt, hogyan
találta ki ezt az iskolában Gauss még öt éves korában. A legtöbb függvénytáblázatban
azt is látni: 12 + 22 + · · · + n2 = n(n + 1)(2n + 1)/6. Ennek a bizonýıtásáról azon-
ban szakkörökön sem nagyon esik szó. A magasabb hatványok zárt összegképlete még
félelmetesebbnek tűnik: Jakob Bernoulli 1686-ban talált egy olyan rekurziós formulát, amely
Sk+1(n)-et S0(n), . . . , Sk−1(n) alapján a később róla elnevezett, sok fontos alkalmazást nyert
Bernoulli-számokkal álĺıtotta elő [1]. Újabban a módszertan kutatói számára fontos kih́ıvás
lett az Sk(n) összegek pedagógiai szempontból minél vonzóbb, elemi tárgyalása. Nemrégiben
született is egy áttekintő doktori munka [2] az ismert megközeĺıtési lehetőségekről.

Célom itt az [2, 3.fejezet]-ben bemutatott rekurziók egyikének kis módośıtása, amelyhez
mindössze a binomiális tétel

(1 + n)k = 1 +

(
k

1

)
n+

(
k

2

)
n2 + · · ·+

(
k

k − 1

)
nk−1 + nk =

k∑
ℓ=0

(
k

ℓ

)
nℓ
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A kiinduló kérdésünk: (k + 1)-edfokú polinom-e Sk(n)? Azaz, ha

(∗) P (n) = a0 + a1n+ · · ·+ ak+1n
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∑j−1

ℓ=0

(
j
ℓ

)
nℓ, ı́gy

P (n+ 1)− P (n) =

k+1∑
j=0

aj
[
(n+ 1)j − nj

]
=

k+1∑
j=0

aj

j−1∑
ℓ=0

(
j

ℓ

)
nℓ =

=
∑

0≤ℓ<j≤k+1

aj

(
j

ℓ

)
nℓ =

k∑
ℓ=0

 k+1∑
j=ℓ+1

aj

(
j

ℓ

)nℓ .

Vagyis (1) teljesül, ha (sőt pontosan akkor, ha) itt ℓ < k + 1 esetén nℓ együtthatója zérus,
mı́g nk+1 együtthatója = 1, azaz ha
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Adott k kitevő esetén az (n + 1)k kifejezés kifejtésével előismeret nélkül megkaphatók a
szükséges
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együtthatók, és a kapott egyenletrendszer egymás utáni visszahelyetteśıtéssel

megoldható:
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A számolás nem is unalmas teljesen elemi úton kis k (pl. k ≤ 4) esetén.

Példa: k = 3 esete. A (binomiális) együtthatókhoz (n + 1)2 = n2 + 2n + 1 (n + 1)3 =
n3 + 3n2 + 3n+ 1, (n+ 1)4 = n4 + 4n3 + 6n2 + 4n+ 1 egymás utáni kifejtése akár Pascal-
háromszög nélkül, direkt módon is könnyű. Ezután az (1)-nek megfelelő

(n+ 1)4 =
[
a4(n+ 1)4 + a3(n+ 1)3 + a2(n+ 1)2 + a1(n+ 1)

]
−
[
a4n

4 + a3n
3 + a2n

2 + a1n
]

egyenletben az nℓ (ℓ = 4, 3, 2, 1) hatványok együtthatóit összehasonĺıtva

4a4 = 1

6a4 + 3a3 = 0

4a4 + 3a3 + 2a2 = 0

a4 + a3 + a2 + a1 = 0 .

Aki ismeri a Pascal-háromszöget, annak egyszerű képe lehet az egyenletrendszerről az első,
1-eseket tartalmazó ferde oszlop alatti háromszög jobbra forgatásával:

a1 −→
a2 −→
a3 −→
a4 −→

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1

4
6 3

4 3 2
1 1 1 1 .

Vagyis a4 = 1/4, a3 = (−6/4)/3 = −1/2, a2 = (−4/4 + 3/2)/2 = 1/4, a1 =

−(1/4− 1/2 + 1/4) = 0. Tehát
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4
.

Megjegyzés. ”Közepesen nagy” (4 ≤ k ≤ 10) hatványokra számı́tógépes kih́ıvás lehet
Sk(n) formulája. Ha még komputer-algebrát is használhatunk, mátrixokkal célszerű dolgoz-
ni. Az előző jelölésekkel bevezetve az
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n :=
[
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]
, a :=
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k-vektorokat ill (k × k)-mátrixot (ami tehát alsó-trianguláris), fennáll

P (n+1)−P (n) = nk (n = 1, 2, . . .) ⇐⇒ nAaT = neT ⇐⇒ AaT = eT ⇐⇒ aT = A−1eT.

Vagyis Sk(n) =
n∑

m=1
mk = naT = n

[
A−1 1-ső oszlopa

]
.
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