Az Sip(n) = 1% +2F ... + n* sszegekrdl kdzépiskolasoknak
STACHO LASZLO

A szamtani sorozatokkal kapcsolatban minden koézépiskoldas konnyen megtanulja az
142+ --+n =n(n+1)/2 azonossagot — gyakran azzal az ismert anekdotaval egyiitt, hogyan
talalta ki ezt az iskolaban Gauss még 0t éves koraban. A legtobb fiiggvénytablazatban
azt is latni: 12 4+ 22 + ... + n? = n(n + 1)(2n + 1)/6. Ennek a bizonyitdsarél azon-
ban szakkorokon sem nagyon esik sz6. A magasabb hatvanyok zart Osszegképlete még
félelmetesebbnek tiinik: Jakob Bernoulli 1686-ban taldlt egy olyan rekurziés formuléat, amely
Skt1(n)-et So(n),...,Sk—1(n) alapjan a kés6bb réla elnevezett, sok fontos alkalmazast nyert
Bernoulli-szamokkal &llitotta el6 [1]. Ujabban a médszertan kutatéi szaméra fontos kihivas
lett az Sk (n) Osszegek pedagdgiai szempontbdl minél vonzdébb, elemi targyaldsa. Nemrégiben
sziiletett is egy attekinté doktori munka [2] az ismert megkozelitési lehetségekrol.

Célom itt az [2, 3.fejezet]-ben bemutatott rekurzidk egyikének kis médositasa, amelyhez
mindossze a binomialis tétel

(1+n)k=1+(T)n+<§)n2+-”+(kfl>nk1+nk=§(l;)n£

alapvaltozata a sziikséges elGismeret, radasul akar a (’;) binomialis egyiitthaték pontos

ismerete nélkiil.
A kiindulé kérdésiink: (k + 1)-edfokd polinom-e S (n)? Azaz, ha

(%) P(n) =ag+ain+ -+ apyn,
akkor lehet-e
(1) P0)=0, P(n+1)—Pn)=n" (n=0,1,2,...)?

Eszrevétel: Itt szikségképpen ag = 0. Tovabb4 (x) miatt (n+1)7 = z;é (%) n’, igy

P(n+1)—P(n):I§ sln+1) —n] ’i%]i()

=0
j k k+1 ]
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Vagyis (1) teljesiil, ha (s6t pontosan akkor, ha) itt £ < k + 1 esetén n’ egyiitthatéja zérus,
mig n**! egyiitthatéja = 1, azaz ha

Ak+1 (T) =1
o (1) ton (1)
Ar+1 <Zi_;> +ak (kﬁQ) +ak 1 <k é) - O

Af+1 (’“31) +ay (’5) +ak—1 <k61> +-- +ay ((1)) =0.



Adott k kitevé esetén az (n + 1)* kifejezés kifejtésével elSismeret nélkiil megkaphatok a
sziikséges (%) egylutthatok, és a kapott egyenletrendszer egymas utani visszahelyettesitéssel

megoldhato:
k+1 k+1
an =1/ = (FT1) =y
k41 k 1
Ak =~k <k—1>/<k—1> (__5 mmdlg)

o=~ Jowe (373) e (L)) (E20)

A szamolds nem is unalmas teljesen elemi tton kis k (pl. k£ < 4) esetén.

Példa: k = 3 esete. A (binomidlis) egyiitthatékhoz (n +1)2 =n?+2n+1 (n+1)% =
n®+3n?+3n+1, (n+1)* = n? +4n3 + 6n? + 4n + 1 egymds utdni kifejtése akar Pascal-
haromszog nélkiil, direkt médon is konny(i. Ezutédn az (1)-nek megfelel

(n+1)* = [as(n+ 1)+ as(n+1)° + az(n +1)* + a1 (n + 1)] — [aan® + azn® + asn® + ain]
egyenletben az n’ (¢ = 4,3,2,1) hatvdnyok egyiitthatéit dsszehasonlitva
40,4 =1
6ag + 3a3 =0

4a4—|—3a3—|—2a2 =0
as+az+azx+a =0.

Aki ismeri a Pascal-haromszoget, annak egyszert képe lehet az egyenletrendszerrol az elso,
1-eseket tartalmazo ferde oszlop alatti haromszog jobbra forgatasaval:

1
4
ay — 1 1
6 3
as — 1 2 1
4 3 2
ay — 1 4 6 4 1

Vagyis aqg = 1/4, a3 = (=6/4)/3 = —=1/2, ay = (-4/4+3/2)/2 = 1/4, a1 =
—(1/4—-1/2+4+1/4) = 0. Tehét
1, 1 1 5, n?n-—1)2

_toa Loz Lo
Sg(n)—4n 5" +4n 1

Megjegyzés. "Kozepesen nagy” (4 < k < 10) hatvanyokra szamitégépes kihivas lehet
Sk(n) formuldja. Ha még komputer-algebrat is haszndlhatunk, matrixokkal célszerii dolgoz-
ni. Az el6z6 jelolésekkel bevezetve az



n:.= [nk“,nk,...,nZ,n], a:= [ak+1,ak,...,a2,a1:|7 e = [1,0,...,0}

A= ()] =) el () =0G<0)

e,mzl E,m:l
k-vektorokat ill (k x k)-matrixot (ami tehat alsé-triangularis), fennall

P(n+1)—P(n) =n*f (n=1,2,...) += nAa® =ne' «= Aa' =e? < a’ = A-lel.

Vagyis Si(n) = > m* =nal = n[A‘1 1-s6 oszlopa|.

m=1
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