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rendezés utan:
0=0.

Ez pedig ugye azt jelenti, hogy a héromsz6g belsejének minden pontja a mértani
helyhez tartozik.

Egy mésik sikrészben (no melyikben?) pedig:
3 -v3 -3 -3
—y—l-\/_ x‘;y \/—+ \/_SU;'Z/ \/—z\/g

azaz
V=3

vagyis lires halmaz. -

Geometriailag az a legérdekesebb, hogy az egyes esetekben milyén alakzatok .

jonnek ki.

5. Az n =2 eset: a teljes diszkusszié kellemes hétvégi (K6MalL) feladat, fzelit&iil
pér gondolat. ¢ > 0 nyilvan feltehets.

Legyen az egyenesek metszéspontja M (a pdrhuzamos esettel most nem fog-
lalkozunk). A mértani hely mindenképpen M -re (kbzéppontosan) szimmetrikus
alakzat. _ ’

Ha 03,5 > 0, akkor ¢ = 0 esetén nyilvén csak az M pont a mértani hely.

Tehét ¢ > 0. Ekkor o, s > 0 miatt M kdzépponti paralelogrammét kapunk,
melynek csicsai M -8l c/ay illetve ¢/ay tévolsagra vannak.

Ha a; > 0 > ap és ¢ = 0 akkor M-re illeszkeds két, egymaésra merleges
egyenes (azaz négy félegyenes) a mértani hely. ,

Ha a; > 0> as és ¢ > 0 akkor e; egyenesen nincs pontja a mértani helynek,
mig e egyenesen két pontot kénnyen megtaldlunk: M -t8l ¢/ tévolsdgra vannak
amiket jel6ljiink @1, Q@ -vel. E két pontbél kiindulé félegyeneseket kapunk mértani
helyként, melyek ey -gyel nem parhuzamosak és nem is metszik e;-et.

Szalkai Istvdn, Pannon Egyetem, Veszprém

szalkai@almos.uni-pannon.hu
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Két altalanositott Rolle-tétel
Stacud LAszLd

Rolle klasszikus tétele kimondja, hogy egy differencilhaté f:(a,b) = R fugg-
vény két gyokhelye kozott van olyan pont, ahol az f’ differencialhdnyados eltiinik.
Ez persze csak egy szélséségesen leegyszerisitett eset, de a virtudz hasznédlatéval
Lagrange mér réviden bebizonyitott bonyolult kozelitési tételeket. Tipikus példa:
Az f(z) := sinz figgvényt a [0,7/2] szakaszon mdr 0.005-nél pontosabban kozeliti
a P(z) := 2 — 23/6 + 2°/120 polinom.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetsz6legesen rogzitett zo € (0,7/2] helyet! Beldtandé:

| #(zo) — P(zo)| < 0.005.

Lagrange alapgondolata a kovetkez8 volt. A 0 helyen P értéke és az els6 hat
derivaltja megegyezik f derivéltjdval. Vegylik azt a A szdmot, amelyre

f(@0) = P(zo) + Azj.

Ekkor a ,

g9(z) == f(z) — P(z) — Az
segédfiiggvény értéke 0 az x = 0, zo helyeken, sét g®(0)=0ak=1,2,...,6-0dik
derivaltakra is. Hétszer alkalmazzuk Rolle tételét:

1) g(0) = g(zo) = 0, ezért van olyan z; € (0, zo) hely, ahol g™ (z1) = ¢'(z1) = 0;
2) gM(0) = gV (z1) = 0, ezért van olyan zo € (0,1) hely, ahol g@(z) =

(
3) g@(0) = g®(x2) = 0, ezért van olyan z3 € (0,z2) hely, ahol 9®(zs) =
(z3) = ‘ |

7) 9®(0) = ¢®(z6) = 0, ezért van olyan z7 € (0,zs) hely, ahol 9N (zr) =

[9®) (@7) =0.

Természetesen z7 € (0,7/2), és -
0 =g (z7) = FD(z7) — PD(27) = A2y, = F O (z7) = TIN.
Vagyis A = f(7)(z7)/7!, és mivel

0= f(zo) ~ P(xo) — Az§
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igy a A szam vélasztdsa miatt,”

|f(®0) = Plxo)| = |\af| = 23| 7 (z7) /7]
= zsinzr/7! < (m/2)7 /7! = 0.004682.

Ezzel a bizonyitdst befejeztilk. Léthatjuk rogtén, hogy a szinusz-fiiggvény tulaj-
donségait csak az utolsé lépésben a becslésnél hasznéltuk — lényeges az volt, hogy
a P polinomra f)(0) = P(®)(0), k= 0,...,N teljesiilt valamely N-re. A konkli-
zi6, amelyet a Rolle-tétel N-szeri alkalmazéséval nyeriink, Lagrange ismert tétele
a Taylor-polinom maradéktagjdrél:

Ha I egy 0-t tartalmazd nyitott intervallumon az f:I — R fiigguény N-szer diffe-
rencidlhaté I-n, akkor teszbleges zo € I helyhez taldlhaté olyan O és zo kézti .
pont, hogy
f(@0) = P(z0) + F™ (@, )z /NI,
ahol
-1

) = Z F®(z,)z* /k!
=0

az az (N — 1)-edfoki polinom, amelynek a 0 helyen az értéke és az elso" N-1
derivdltja megegyezik f-ével.

Aki interpolé.ciékrél tanul, még t6bb nagyon hasonld iterdlt alkalmazésat is-
merheti meg Rolle tételének. A szokésos tankonyvek azonban a g-nek megfelels
segédfiiggvény megvalasztésira koncentrélnak, a Rolle-tétel réjuk valé alkalmazs-
sat vagy részletezik, vagy kijelentik, hogy a fentebb elmondott Lagrange-féle tétel
bizonyitdsiban alkalmazott gondolatmenethez hasonléan lehet eljarni. Természe-
tesen vetddik fel igy a kovetkezd kérdés.

Van-e olyan egyszertien kimondhats dltaldnositdsa Rolle tétéle’nek, amely t6bb pont-
ban t6bb derivdlttal eltiing figgvényekre vonatkozik? .

Viélaszul bemutatunk két tételt. Az els§ atfogja a hagyomanyos tantermi alkal-
mazédsokat, de akdr kezd8 kalkulus-kurzuson is tanithatd. Lényegéban a Hermite-
interpolaci6 képlethiba-becslésénél hasznalt Rolle-tételes érvek dnallé tételként valé
kimondésa. A mésodik eredeti eredménynek tiinik, és azt mutatja meg, hogy a
tobbszérds gydkoknél jéval kevesebb kivénalom mellett is vannak egyszertien bizo-
nyithaté nagyon é4ltaldnos Rolle-tipust eredmények.

1. Definicié. A nyitott I C R intervallumon értelmezett g: I — R fliggvénynek az
a € I pont legaldbb m(> 1)-edrend zerohelye, ha g (m —1)-szer denvalhato a-nak
egy kdrnyezetében, és g(a) = g'(a) = --- = g™~V (a) = 0.

T’r
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Megjegyzés. 1) Egy g polinomnak az a pont akkor és csak akkor legaldbb m-
edrendii zéréhelye, ha legaldbb m-szeres gycke g-nek a szokdsos algebrai értelem-
ben, azaz ha valamilyen p polinommal g(z) = (z — a)™p(z). )

2) A Taylor-polinom maradéktagjérél sz6l6 Lagrange-tétellel beléthaté a ko-
vetkezd.

Ha 'az a pont legaldbb m-edrendd zérdhelye g-nek, akkor limg_q g()/(z — a)m_l =

0.

1. Tétel. Legyenek my,...,mn, N > 1 pozitiv egészek, I egy nyitott intervallum
és a1 < as < --- < an pontok I-ben. Tegyik fel, hogy g:1 — R egy (m1 +
.-+ mpy — 1)-szer differencidlhaté fuggvény a nyitott I intervallumon, amelynek
mindegyik aj pont legaldbb my-adrendd zérdhelye. Ekkor van olyan t € I pont,

amelyre glmit—tmn=1)(t) = 0.

Bizonyitas. Az m; + --- + my Osszeg szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. A
minimélis eset: N = 2 és m1 = mo = 1. Ekkor feltevés szerint g(a1) = g(az) =0,
vagyis Rolle eredetl tételét kapjuk vissza.

Legyen m > 2, és tegyiik fel, hogy a tétel allitdsa teljesiil minden olyan
esetben, amikor m; +...+my < m. Tekintsiink ezutén egy olyan esetet, amelynél
my+---+my = m+1. Beldtandé: ekkor is taldlhaté olyan ¢ hely, ahol g(m>( ) =0.
Vegyiik észre, hogy a ¢’ derivaltnak az ay pont legaldbb (my—1)- -szeres zéréhelye,
ha mg > 1. Ugyanakkor Rolle tétele szerint midegyik (ax,ar+1) intervallumb.an
van egy tovébbi bi zérdhelye g’-nek. Tehét alkalmazhatjuk az eldbbi indukeids
feltevésiinket a g’ derivéltra a by, ...,bny — 1 pontokkal és azokkgl az aj, pontokkal,
amelyeknél my, > 1 (hiszen (mg — 1)+ 1+ (me—1)+1+---+(my_3—1)+1+
(my — 1) = m). Eszerint van olyan ¢ pont, ahol [¢/1™=1(t) = 0. Ez éppen azt
jelenti, hogy g(™(t) = 0, ami bizonyitandé volt.

2. Definicié. Legyen I egy nyitott intervallumon, a pedig I-nek egy pontja Vagy/
egyik hatdrpontja. A g:I — R fiiggvénynek az a pont legaldbb m(> 1)-edrendd
gyenge zéréhelye, ha van olyan a # z, — a sorozat I-ben, amelyre g(z,)/(zn —
a)™ ! — 0.

1. Lemma. (Gyenge Rolle-tétel). Ha a difj’erencidlhaté g: (a,b) — R fiigguénynek
az a,b hatdrpontok legaldbd elsérendd gyenge zérdhelyei, akkor van olyan t € (a, b')
pont, ahol g'(t) =0 és amely egyben legaldbb elsérendii gyenge zérdhelye a g’ deri-
vdltnak.

Bizonyitds. A g = 0 eset trividlis. Ha g # 0 van s € (a,b), amelyre g(s) # 0.

Feltevés szerint van olyan an, — a ill. b, — b sorozat, hogy g(an),g(bn) - 0.
Valamely N indexre tehdt ay < s < by és |g(zn)l; 19(yn)| < lg(s)[/2. Mivel g
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\ folytonos, az (a, s) intervallumon felvesz minden g(ay) és g(s) kozotti értéket.
] Specidlisan van olyan a. € (ay,s) hely is, ahol g(ax) = g(s)/2. Hasonléan van
] olyan b. € (s,by) hely, ahol g(b.) = g(s)/2. Mivel g(as) = g(b), Rolle tétele
szerint van olyan ¢ € (ax, b.) hely, ahol ¢’(t) = 0. Definicié szerint

g(t+1/n)—g(t)
' 1/n

- g'(t)=0.

(t,¢ +1/n) intervalluban (ha mar ¢ + 1/n < b) van olyan ¢, pont, ahol

| g’(tn) — g(t+ l/n) —9@).

" 1/n
A kapott (tn) sorozattal t < t, — ¢ és
g'(t
n

all, azaz t legaldbb elsérendii zéréhelye g'-nek.

2. Lemma. Ha a g fiigguény differencidlhats, és az a pont legaldbb 1 < m-edrendd
gyenge zérdhelye g-nek, akkor a legaldbb (m —1)-szeres gyenge zérdhelye g'-nek.

Bizonyitds. Az 4ltaldnossig megszoritdsa nélkiil vehetd-a = 0. Most feltevés sze-
rint van olyan 0 % z, — 0 sorozat, amelyre g(zn)/z?~1 — 0. Ennek van olyan
Z1,%2,. ., Iészsorozata, amelynél az az Zn, szdmok elbjele azonos és azonos a 9(zn,)
értékek eljele is. Ezért — 4ttérve egy ilyen részsorozatra, f helyett pedig a +-g(-x)
figgvények valamelyikére — az 4ltalanossdg megszoritdsa nélkiil vehetd az is, hogy
0<zp— 06 0< g(zn) — 0. A sorozat tovabbi ritkitissval végill azt is feltehet-
Jjiik, hogy }
Tn+1 < Zn/2 & 0 < g(zngr) < g(zn)

minden n-re. Megmutatjuk, hogy ekkor minden n indexre vagy van olyan ¢, €
(Tn41,2Zn) pont, hogy

vagy

, .
t

Valéban, mivel ‘ .
0<g9(znt1) L g(zn) é8 0<zpy1 <z,

ezért

vagy 9(€n/2) < 9(@n+1) vagy 9(zn41) < 9(24/2) < g(z,) vagy g(zn) < 9(%5/2»)-

1] Lagrange kozépérték-tétele szerint (ami szintén egy Rolle-tétel varidns) mindegyik -
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Ha g(zn/2) < g(%n+1), akkor — mivel g folytonos és 9($n+1’ S-Q(xn). = van olyan
Un € [£n/2,Zn] pont, ahol g(un) = g(Tn+1), és ekkor Rolle tétele szerint van olyan
tn € (Tnt1,Un), amelyre ¢(tn) = 0. Hasonléan, ha g(zn/2) 2 g(z»), akkor van
olyan vn € [Tns1,2n/2], 8hol g(un) = f(zn), és ekkor van oly/an tn € (Un,Zn),
amelyre ¢'(t,) = 0. Végiil tekintsik & 0 < Tnt1 < Tn/2 < Zn €5 0 < g(Tn41) <

g(2,/2) < g(zn) esetet! Ekkor a Lagrange-féle kozépérték-tétel szerint van olyan

tn € (Tn/2,zy) hely, ahol

0<g'(tn) = g(xxi_isz/ ) < gm:/z,
'(tn n (n) _ om— M
o< G S S =

Azaz () teljesiil. Eszerint minden n indexre taldlhaté olyan 0 < t, < z, pont,

o z7'

Mivel z, | 0 és g(zn)/am~1 — 0, fennéll 0 % t, — 0 és ¢(t,)/t7 ™2 — 0, ami
bizonyitja a lemmét.

2. Tétel. Legyenek my,...,my, N > 1 pozitiv egészek, és legyenek a; < ag <
... < ay R-beli pontok. Tegyiik fel, hogy g egy olyan (m1+---+ MmN~ 1).-szer
differencidlhatd fiigguény az I := (a1, an) intervallumon, amelynek mindegyik ax
ponit legaldbb my-adrendd gyenge zérdhelye. Ekkor van olyan t € I pont, /amelyre
glme ) (t) 0. .
Bizonyitas. A két Lemma alapjén sz6 szerint le lehet mésolni az 1. Tetel bizonyi-
tését a zéréhely terminus technicust a gyenge 2érdhely kifejezéssel helyettesmve.
Megjegyzés. Az I intervallum pontjaiban a legaldbb m-szeres gyenge zéréhely fo-
galma nem megy lényegesen til a legaldbb m-edrend{i zéréhely hagyoma‘mnyos /fogalj
mén. Ugyanis a Taylor-formula Lagrange-maradéktagos alakjdval bebizonyithatd

a kovetkezd. |
Ha f (m — 1)-szer folytonosan d}em’vdlhaté az a pont egy ké’myezetejben, és f -nelj
a legaldbb m-edrendd gyenge zérdhelye, akkor az a pont f-nek legaldbb m-edrendi
zéréhelye is. :

A 2. Tétel bizonyitdsakor azonban nem hasznéltuk ezt a tényt.
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