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MUHELYSAROK

Felhivas Olvasdinkhoz!

Az eddigi tapasztalatok alapjin lapunknak a Miihelysarok rovat a leg-
népszeriibb része. Ezért kiilonds gondot kivanunk forditani az itt megjelend
cikkekre. Kerjiik Olvasdinkat, hogy akinek van valamilyen érdekes anyaga,
ami mésokat is érdekelhet, irja meg és kiilldje be lapunknak. Ez biztositja,
hogy e rovatban sokféle hasznos olvasmany jelenhessen meg. Nagyon varunk
olyan dolgozatokat is, amelyekben valamely téma tanitasival kapcsolatos
tapasztalatokrdl olvashatunk.

A természetes logaritmusrél térténeti megkozelitésben

Stacud LAszLé

1. Nemrégiben egy cikk jelent meg Huhn Péter tollibdl [1}, amelyben a
szerz6 az exponencialis fiiggvények néhdny, a konvexséggel kapcsolatos tulaj-
donsagat eredeti médon elemi viton targyalvajut el az e := lim, oo (1+ %)"
szdm ,,természetességének” magyarazatahoz. Mint a bevezetdjébsl kideriil,
irasat nem kis mértékben az motivilta, hogy a szokdsos tankényvek és els-
addsok az ilyen kérdésekre mar szinte nem is forditanak figyelmet. Be kell
vallanom, hogy rajtam is a ,,deus ex machina” érzése lett tirra a témaval
valé elsé talilkozdsomkor. Szerencsémre azonban kezembe keriilt Feynman
»»Mai fizika” c. kbnyve [2], amely egy matematikaval foglalkozé passzusban
leirta, hogyan készitette Briggs a vilég elsS logaritmustablajst.

Itt most azt szeretném kifejteni, hogy az a médszer, amely meglehets-
sen hiven tiikrozi (természetesen mai felfogdsban) az eredeti mithelymunkat,
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alkalmas egy elemi formaban az eddigieknél jobban el6adhaté targyaldsira
a logaritmus és exponencialis fiiggvényeknek.
Valéjaban mi is volt, amit Briggs csinalt?
14-jegyti logaritmustablazatot. Szdmadra még , kézenfekvs” volt, hogy
alapul a 10-es szamot vélassza, bar annak a célnak, hogy a szorzast tablizat
segitségével Osszeaddsra vezessiik vissza, akdrmilyen (pozitiv) szdm megfe-
lelt volna. Terve az volt, hogy kiszdmitja el8sz6r 10-nek a 1014-ik gyokét 16
jegy pontossaggal, majd rendre megallapitja, hogy az egyes szdmok ennek
hényadik hatvinyai.
10!%-ik gyokvondsra olyan algoritmust, mint a négyzetgyokvonasra
(vagy Kepler a kébgydkvonasra) ,,szerencsére” nem ismert. Igy hat 54-szer
egymas utan gyokot vonva (254 = 18014398509481984 !) prébalta 10-nek
a 10'-ik gyokét 1/2* alaki 10-hatvinyokbdl Gsszeszorozva jé kdzelitéssel
kiszamitani.
1042 = V10 ~  3,16228
10Y4~ (/3,16228 ~  1,77828
108 ~ /1,77828 ~  1,33352

101/1% ~ (/1,33352 1,15478

10432 ~ \/1,15478 =~  1,074607

Q

E‘szrevette, hogy az 1 uténi tortrész a lépések sordn mind nagyobb pontos-
saggal csak felezGdik.

1/225 ~
10 =] 1,00000006862238
6862238:2=3431119
/2% e N,
10 = 1,0000000 34311192
34311192:2=17155596
=] 1, 0000000 17155596

227

10Y/

Briggs a 27-ik gyokvonds utan mzir nem is tett mast, csak felezett (de persze
sokkal tobb értékes jeggyel szamolt): .

101/2" » |/1,000000017155596 ~ 1,000000008577798
~1+ % -0,000000017155596
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és igy tovabb. Hogyan irhatjuk fel altalinos formaban Briggs megfigyelését?
Ha 10Y/2" = 1 + h,,, akkor

101/2"+l = l+h"+1 ~ 14 %“ s

ahonnan 2h, 4 & h,, vagy szimmetrikusabban 2"*tth, o1 &~ 2%y, fgy sejt-
hetd, hogy a .
2*[10Y/%" — 1] = 2"h,,

sorozat bedll egy dllandé érték felé. Azaz, mivel
227(101/2"" — 1] » 227 . 0,000000017155596 = 2, 302585 ,

nagyon )6 kézelitéssel

102" ~1 4 2i" -2,302585  (n > 27).

40
27

Valéban, visszaszorzdssal azt kapjuk pl., hogy 1+ iiT - 2,302585]
10, 00027.

Az ,,igazi” persze az volna, ha a 10 helyett egy olyan e szdm volna
az alap, amelynél a furcsa 2,302585 konstans nem lépne fel. Az utolsé
formula analégrié,jé,ra sejthetjiik, hogy ez a kitiintetett szam j6 kozelitéssel

e (1+ 55)7 lesz.

2. Most vizsgdljuk meg pontosan az el8z3 gondolatmenetet! Legyen a
egy tetszllegesen rogzitett @ > 1 szdm. A meglehetSsen ,,misztikus alapon”
valasztott 10 alapszam helyett egy ilyen altaldnos lehetSséget tekintsiink.
Vegyiik elészor az egymas utdni gyokvonasokkal kapott

a, a'/?, ql/4 all®, conat?
sorozatot. Vajon konvergdl-e az ebbdl képzett
Ln(a) := 2"[a'/?" — 1] (n=1,2,..)

egy, a 10 esetében 2,302585-nek megfelels szamhoz? Az alapgondolat az,

hogy
La(a)\*"
a = (l + 25&))
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Ebbdl meglepden egyszerii kapcsolatot kapunk Ly(a) és Lyy1(a) kozott.

(1450)" — (1 Lanta)™

27 2.2n
La(a) _ Lnyi(a) : — Lnyi(a) | Lp4i(a)®
1+""2T‘“(1+—27‘2’F B T T

L 2
Lu(a) = Lnpyi(a) + _%(;)_.

Azaz
Li(a) > Ly(a) > L3(a)>--- >0.

Mivel pozitiv tagi csokkend sorozat konvergens, létezik mindig a 10-nél
2, 302585-nek megfeleld

L(a) := lim Lu(a) = lim 2"*[a!/?" - 1)
7n-—+00 n—00

hatarérték.
Most ellendrizziik, hogy L, (a) helyett L(a)-t irva jol visszakapjuk-e az

a=(1+ 5'%‘9-)2“ szamot.

(1+56)™ (14 &ay” _{H%‘?]?“_[ wnr“

- n - 1+—
“ 1+ 5™ Ly 55 3

ahol Wy 1= 1+£2§£l -1= L(a) = Ln(a)
T ER T e+ )

2.1. LEMMA. Haw, — 0 (n — o), akkor

0 (n—o0).

n

[1-!—;-)—:} —1 (n—o0).

Bizonyitds. Altaldban is, ha —1 < w <0, akkor a Bernoulli egyenlStlenség
szerint (az itt hasznalt viltozatot elemileg is egyszeri bizonyitani),

W gn w .
1>(1+ 5-,;)2 > 1+2"5;= 14+w. Tehat

2"
12[1+%§] > 14wy ha —1<w, <0.
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Vagyis az a részsorozat, amelynek tagjaiban az w, kifejezés negativ, 1-hez
tart. Képezziik a reciprokat annak a részsorozatnak, amelynek tagjaiban
wn 2> 0. Itt

1

I+ &)~

I n
(1+°;—:2

. y Wn . s , ’ ) .
irhaté az w), = -—m zéréhoz tartd sorozattal. Ezért az a részsorozat is
2‘ll

1-hez konvergdl, amelynek tagjaiban w, > 0.
|

2.2. KOVETKEZMENY. (14 -L—é;?l)zn —a (n— o00).
Most vizsgaljuk meg, hogyan véltozik L(a) értéke kiilonboz8 a-knal!
2.3. LEMMA. L(a?) =p- L(a) r=12,..).
Bizonyitds. Az AP — 1 = (A - 1)(AP~! + AP~2 4 ... 4 1) azonossigot
hasznilva, n — co mellett
Ln(a?) = 27((@")!/*" ~ 1) = 2*((a"/*")P - 1)

=2"(a!/?" - D[a®-D/2" 4. 4 1] = La(a)[a®~1/2" 4 ... 4 1
~ L(@)[l+---+1]=L{a)p.

]
2.4. KOVETKEZMENY. L(a®) = zL(a) pozitiv raciondlis z-re.
Bizonyitds. Hap,q=1,2,..., akkor
L(a) = L([a"/9])) = qL(a'/9) ahonnan L(a!/%) = lL(a),
q
L(a?/?) = pL(al/?) = EL(a) .
q
]
. , . z- L{a),2" z " L
2.5. KOVETKEZMENY. lim (1 + T) — a® pozitiv raciondlis z-
n—od

ekre.
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3. Természetes mddon vetddik fel a kérdés, vajon minden pozitiv valds
z szam el8fordulhat-e L(a) alakban. Ha igen, akkor mindig konvergélnia

kell az (1 -+ gﬂ—) 2 sorozatnak.

3.1. TETEL. Az (14 -;';)2" sorozat

a) rogzitett pozitiv x-re nové és feliilrél korlatos,
b) rogzitett negativ z-re valahonnan kezdve pozitiv és csokkend.

Bizonyitds. a) Legyen z > 0. Ekkor

T (o 22" z z? \o» T \2
(1+§;rf) [(1+— —)] =(1+2—n+;,.'17) Z(1+§:

Maésrészt, pl. L(10) > 0. (Ezt nem Briggs , kisérleti” adataibdl, hanem a
2.2. Kovetkezménybél tudjuk!) Ezért vehetiink olyan N-et, melyre z <
N-L(10) = L(10V). Most

1 L(10Y), 2" 1 L,,(10 )\ 2
=) <1452 ooV

1<(1+— 27 (1+— 3

figgetlenil n = 1,2, .. ~tdl.
b) Legyen = < 0. Ekkor elegendden nagy n-re /2" > —1, és ilyenkor

z g 2,27 z z? \o"
OS(1+2_{[$'1_) [(1+2 2n)] =(1+2_"+Zm) =
<44 ) <1

3.2.DEFINICIG. A fenti tétel alapjan bevezetjiik az
" z 2"
exp(x) = nllrrgo (1+ 5;;)

exponencialis fiiggvényt a valés szdmegyenesen, R-en.
Jegyezziik meg, hogy a 2.2. Kovetkezmény szerint exp(L(a)) = a.
3.3. TETEL. exp(z + y) = exp(z) exp(y) (z,y €R).
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Bizonyilds. Legyen z,y € R tetszilegesen rogzitve. Ekkor

1+ & ) (1+ [(1+ ]2"
(1+ 5"
:[1+2—:— "1 (n — 00)

a 2.1. Lemma szerint, mivel a maradéktagra fennall

zy

wn:m—)

(n —o00).

3.4. KOVETKEZMENY. e := exp(l)-re e* = exp(z) (z € R).

Bizonyitds. A 3.1. Tétel a) pontjdbdl rogton adédik, hogy exp(z) > 1 ha

z > (. Ha tehat £ > y, akkor az el62z8 tétel szerint

exp(y + |y]) >0

exp |9l exp(z) = exp(y) exp(z — y) > exp(y)-

exp(y) =

Vagyis az exp fiiggvény pozitiv és szigorian névg. A 2.5. Kovetkezmény sze-
rint pozitiv raciondlis z-re ¢* = exp(z). Az = s e fiiggvényrdl tudjuk, hogy
folytonos és nové. gy az exp figgvény novésége miatt minden pozitiv z-re
exp(z) = €. Befejezésiil csak annyit kell még megjegyezniink, hogy most
mar negativ z-nél is exp(z) = exp(0)/ exp(—z) = 1/ exp(—z) = 1 fe™% = ¢€°.

a

JELOLEs. Szokéasosan Euler-féle szamnak nevezik, és standard médon e-vel
jelolik az e := lim,._‘oo(l + '1—.)n szamot. Az e-alapi logaritmusfiiggvényt
természetes logaritmusnak hivjak, és egyszeriien log-nak (az elméleti ma-
tematikusok) vagy In-nek (logarithmus naturalis) irjak.

Mivel, mint megjegyeztiik 3.3.-ban, a pozitiv féltengelyen az L(-) fiigg-
vény inverze az exp, a 3.4. Kovetkezmény egy olyan , slusszpoénhoz” vezet,
amelyet a Briggs-féle gondolatmenet alapjan kozvetlenill nem is vartunk.

3.6. TETEL. Minden z > 0-ra logz = lim, o, 2*(x!/2" — 1).
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Bizonyitds. x> 1-re eL(®) = exp(L(z)) = lim, oo 27(21/2" — 1), mint l4t-
tuk. Az z = 1 eset trividlis. Az 2 < leset y := 1/ vételével visszavezethetd
az elézére. Most y > 1, és igy n — oo-re 2"(y1/2" —1) — logy és y/2" — 1.
Ezért kapjuk, hogy 2"(z'/2" —1) = 2n(y~1/2" —1) = y1/2" . 9n(1 - 41/2")

—~logy = logz.
O

4. Tekintsiik at, milyen matematikai apparatust haszniltunk az el6z6-
ekben, és hogyan lehet tovdbb menni.

Ha a kozépiskolai oktatas szempontjaibél indulunk ki, az Ly, (a) sorozat
monotonitasdig leirtak mindeniitt elmondhatdk. A konkrét szdmitasokat ér-
dekes lehet PC-n is bemutatni. IBM-kompatibilis kisgépen az itt kozolteknél
jobb pontossig csak nagy nehézséggel — pl. a kézi gyokvonas imitaldsival —
érhetd el.

Ettél kezdve a hatarérték fogalmanak a latszdlag teljesen szabad alkal-
mazasa tlinhet fel elészor.

A hatarérték elemi koriilirasa (ami rutinszertien véghezvihet3) kétség-
teleniil elfedi a gondolatokat. Ezzel szemben, igazabdl elég kevés tételt kell
ezzel kapcsolatban tudnunk.

Alapvetd szerepet jatszik a korldtos monoton sorozatok limeszének a
létezése — mind az L(-) mind az exp fiiggvény definiciéjanil. Ez a probléma
azonban eleve a hatterében van mar a gySkvonas elvégezhetSségének is.

A 2.1. Lemma bizonyitdsaban direkt adédik, hogy

n

12[1+§3] >14w>e ha —e<wn <0

Masrészt, a reciprokok sorozatdnak 1-hez tartasat elemi becslésre nem ter-
mészetellenes leforditani a specidlis hatarérték miatt.

Az utolsé 1j fogds hatarértékkel kapcsolatban a 3.4. Kovetkezményben
jelenik meg. Itt arrél van sz6, hogy ha két folytonos fiiggvény a racionalis
szdmokon egybeesik, akkor egyenlék. Ha persze csak racionilis hatvinyok-
ban vagyunk érdekeltek, akkor ezt az elvet nem is kell bevetni. Ha azonban
az Osszes vals hatvanyt is tekinteni akarjuk, akkor egyenesen célszerii az
z + a” fiiggvények folytonossigat az L,(a) (n = 1,2,...) sorozat konver-
gencidjabol levezetni (a fiiggvény monotonitdsat kihasznalva).
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Elem1 matematikai oldalrél mindéssze az (a+b)2 = a?+2ab+b2, illetve

= (a—b) Y 2o " F~1b* azonossigokra és a Bernoulli egyenlStlen-

segnek az (1+ a)? _>_ l+na (a> -1, n =1,2,...) specilis esetére

van sziikség. (Szigorian véve, az utdbbi kett bizonyitdsa teljes indukciét
kivan.)

Taldn azt érdemes kiemelniink, hogy a binomialis tételt a szokdsos tar-
gyaldsoktl eltéréen nem hasznéljuk. Ezért az (1+ £ ) sorozat konvergen-
ciajat micsak az n = 1,2,4,8, ... diadikus indexii reszsorozatra tudjuk. Hol
jelenthet ez késSbb hatranyt'? Maga a binomidlis tétel elkeriilhetetlennek
latszik, ha az e = Ek =0 z* / k! sorfejtést az e® = limy,_, o0 (1+ £ ) reldciébdl
kivanjuk levezetni. Egy masik jél ismert megkozelitése az e® sorfejtésének
a f' = f differencidlegyenleten keresztiil torténik. Huhn Péter konvexita-
son alapulé targyaldsandl az emlitett differencidlegyenlet igen természetes
médon adédik (bar sajnos ez a cikkében nincs kihangsilyozva). Hogyan ér-
demes ezt a mi megkozelitésiink utan bebxzonylta.m'? A Bernoulli egyenl6t-
lenség emlitett verzi6jabdl 1+ z < (1+2/2")?" — e* kévetkezik z > —1-re
(és itt a konvergencia monoton). Tehdt 1 +z < e” = 1/e~% < 1/(1 — z)
ha [jz|| < 1. Mivel a kdzrefogd 1+ = 1lletve 1/ (1 — z) fiiggvények differen-
cialhdnyadosa a 0 helyen 1, fennall Ee ?|lp=0 = 1 is. Ezeket az érveket a
specwhs 1+z, 1/(1 - z), ill. €° fiiggvényekre elemileg is el$ lehet adni.
A Le®|,20 = 1 reliciébdl szokasos szinte minden tankényvben standard
algebrai atalakitisokkal a FE e” = e” egyenletet kimutatni.
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Barmilyen hosszi és végtelen hosszi
CsURI JOZSEF

Melyik matematikatandr ne tapasztalta volna — akar altaldnos iskold-
ban, akdr kozépiskoldban — hogy a tanuldk kézott mindig akadnak olya-
nok, akik az egyenes ,;szomszédos” pontjairdl beszélnek. Egyetemi hallga-
t6k korében tortént az alabbi eset: Az egyik feladatban szerepelt, hogy ,,Az



