ZART BANACH TER EGYSFGGOMBHK
BIHOLOMORF AUTOMORFIZMUSAINAK

FIXPONTJAIROL

Kandidatusi disszerticid

STACHO LASZLO

Témavezetd : , _ /

E. VESENTINI
Scuola Normale Superiore
Pisa '

JATE Bolvai Intézet

SZEGED 1980




TARTALOM

oldal

12

28

37

45

53

79

Bevezetés
Alapvetd jeldlések é&s definicidk

1. Fejezet
B(C, (2)) automorfizmusainak fixvrontjai As az
F-tulajdonséaa

2. Fejezet
A fixpontprobléma megoldésa preduilos

M-h&ld egységgdmbijén

3. Fejezet
Az Aut B csoport linearitidsa LP terskhen
P # 2, esetén

4; Fejezet

Egy projekcids elv

5. Fejezet

A projekcids elv néhény alkalmazéasa.

Irodalomjecyzék




Bevezetés

A végtelen dimenzids Banach terek k&zti holomorf leképe-
zések elméletének kiépitése a korai '20-as &vekben indult meqg
Fréchet [9] és GAteaux [11] munkai nyoman az qkkor k&rvonala-
z6dni kezdd absztrakt harmonikus analizis 8szt6nzésére [52]
(részletes tdrténeti meajegyzések 14.[19]). A.E. Tavlior [42]
és M. Zorn [53] vizsgdlatai a '40-es évekbkﬁzepére tisztaztak
a holomorfia Fréchet~ &s Gateaux-féle definicidinak ekvivalen—
cidjat a homoqen polinomok egyenletesen konvercens soraval valo
lokalls eldallithatbésdggal egy nem tul erds feltevés (a leképe-
z€s lokalis korlatossiga) mellett. Ez a tény vezetett ahhoz é
sejtéshez, hogy a véges dimenzids sokasé&cok globdlis komplex a-
nalizisének mély és elegins geometriai mddszerei (41,1347, [29]
nagyrészt.(de legalébbis a szimmetrikus korlitos tartominyok
esetében) étvihetﬁk'végtelen dimenzidra is. Az elsd igazin rele- |

' vans pozitiv eredmények ebben az ir&nyban azonban el8szdr csak
a '?0-es években jelentkeztek, mindenek eldtt a korlatos Banach
térbeli tartom@nyok tanulményozisiban [61,[141, [40],[12], [16],
[15] ill. egyes topologikus algebrék (pl. Cx-, J*-algebrék) elmé-
letével kapcsolatban [15], [44]. Kiildndsen erSs akaddlynak bizo-
nyult a Banach‘sokasagok geometriai elmélete szamira az automor-
fizmus csoportjuk tanulmanyozasanal a véges dimenzids Lie- alceb—'
rak elmélete lechatisosabb eredményeinek &t nem vihetdsége vég-
telen dimenzidra ill. a véges és Qégtelen dimenzids holomorf le-
képezések fixpontjai létezése kdzHtt fennéllé latvAnyos kiildnbség,

Ezen a vonalon az 4ttdrést a korlitos tartomAnvokban teljes holo-

morf vektormezsk Lie-algebrijaval [311 , [24] , [26],[27] ill. eaves




automorfizmus-invariéns belsd tédvolsigok oluri;zubharmonicitéw
sdval [45], [46] kapcsolatos véqeé dimenziébah is teljesen uj
médséerek hoztak meg.

Ez a dolgozat 8sszegzése a Bénach terek éért eoyséagdmbije
biholomorf automorfizmusainak fixvontjaival kaocsolatban kiin-
dult kutatasaimnak [35], [36],[37], [38], amelveket a pisai Scuola
Normale Superiore-en E. Vesentini professzor.vezetése alatt az
1977478 &s '78/79-es akadémiai &vekben folytattam. =
| A biholomorf automorfizmusok fixvont k&riili sorfejtése a
véges dimenzids komplex sokaséagok elméletének kiépitésekdr fon-
tos szerenet jatszott pl. Carathéodorv eaves ankalban[l] [27.
Nemreq Vesentininek [47] sikeriilt tobb ilven eredménvt végtelen
dimenzidra &ltalé&nositani. Kaup és Upmeier [27] eqgy kiterjeszté-
si tétele pedig lehetSséget ad arra, hogy a sorfeijtést az egy—4
séggdmb hatdran fekvd fixponfvesetén is értelmezhessiik. Ezek az
eredmények is motivaljék a probléma 6ﬁmagéhan vald Ardekesséoén
tul a biholomorf automorfizmusokkal kapcsolatos fixponttételek
keresését, |

1971-ben Hayden es Suffrldqe [16] beblzonv1tottak hogy egy
Hilbert tér nvitott eqyseqqombjenek barmely biholomorf automorfiz-
musa kiterjeszthetﬁ folytonosan a zart egyséagdmbre &s a kiter-
jesztett leképezésnek mindig van fixpontja. Ez az eredmény éles-
kontrasztban 411 Kakutani [22] immar klasszikus Deldajaval végte-
len dlmen21os Hilbert tér zAart eaységgtmbiének C*-sima fixpont
nélkiizi topologikus automorfizmuséra. 1976~-ban Kaup és Uomeier
'megmutatték, hogy &ltaldban is, ha E,B(E).&s *Aut B(E) egy Ba-
‘nach teret, annak_nyitott egyséogdmbjét ill. a nyitott eqyséqgémb

biholomorf automorfizmugainak csoportjat jelslik, akkbr minden-




- Fe Aut B(E) - holomorf mdédon folytatﬁaté . a B(E) (zR(E) lezart-
ja E-ben) egy nyitott k&rnyezetére. Innen természetes mddon vetd-
dik fel a kérdés, hogy — Aut B(E)-vel jel&lve az Aut B(E) ele-

‘meinek folytonos kiterjesztettieit B(E)-re — van-e tetszBleges

- Aut B(E) -beli leképezésnek fixpontja. Altalénos tipusu holomorf

leképezések fixpontjai létezésével kavcsolatos nroblémékaﬁ t&bb

cikk is targvalt mar az irodalomban. Ebben a kontextusban kat ered-
mény kiiléntsen figyelemre méltd: az egvik — az.Earl—Hamilton té-

) tel [6] — egy kontrakcids elv; amely garantdlja tdbbek k&zt,hoqy

O<A<l esetén bérmeiy folytohos g(E)——i'xﬁ(E) leképezés rendelke-

ijzik fixponttal, amely holomorf B(E) £515tt, a mésik — Havden &s

Sufffidge tétele. [17] — &llit&sa pedig az, hogv ha az E Banach

tér reflexiv és szeparébilis tovabbad F eaqy folytonbs és B(E)

f616tt holomorf B(E)— B(E) leképezés,vakkor_maidnem minden o €lR

mellett az ei&F leképezésnek van fix?ontja. A biholomorf. auto-
morfizmusok fixpontjainak problémakdre, Gay tlinik, ettdl eltérd
jellegii. Ennek heurisztikus magyarizata elsBsorban az, hogy a bi-
holomorf automorfizmusok rendkivﬁi szorosan k&tddnek az ket hor-
dozd sokasig geometriai strukturéjéhoz; (Pl. éanach térbeli korla-
tos tartomé&nyok csak igen erds szimmetriatul;jdonsﬁqok melletﬁ en-
gednek meg nem-linedris biholomorf automorfizmust.) Ennek meagfe-
lelden a dolgozatban is lénveges:  funkcidval fendelkeznek a‘tomolé—
giai meggondoléasok mellett a glob&lis sokas&gelméletbdl k8lcsén-
z8tt médszerek.

Ba&r az imént idézett éltaiénos fixponttételek nem voltak
k&zvetleniil alkalmazhatdk annak a sejtésnek a vizsqgilatara,
amely szerint tetszGieges E Banach tér esetén az Aut B(E) cso-

port minden tagja rendelkezik fixponttal, kdzvetve j6 seqitséqet

J

nyujtottak a mecfeleld tértipus megtaléléséhoz: amelyben ellen-
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példat konstrudlhatunk, és émely kﬁlﬁnﬁsen kritikus médon visel-
kedik a zart egységgdmb biholomorf automorfizmusai fixvontiai 18-
tezése szempontjabdl: |

A nyitd tételben megmutatjitk, hoay azok a komvakt & topolo-
gikus terek, amélyekre Aut B(C(Q)) minden elemének van fixnontja
szlkségképpen F-terek (def. 1d. 9 old., tovabbiak [lnj), ami
automatikusan ellenpéldék egy széles osztialvat szolaéltatja. Az
elst két fejezetben ennek a feltételnek az elegenddsdaédt vessziik

vizsgalat ald. Ez a probléma a fliggvényayiiriik elméletének [10] szem-

- pontjain tul a legdltaldnosabb tipus@i Banach terek zart egyséagdmb-

automorfizmusai fixpontjainak vizsgdlata szamAra is érdekessécael .
‘bir:‘Az iroaalomban eldforduld példik nem—ézimmetrikus tartoményok
biholomorf aﬁtomorfizmuscsogortjénak az exolicit leirédsAra (»l.
(431, [41], [49], [27], [451, [46),[36], [37] ) azt sejtetik, hogy ha va-
lamely Fe Aut B(E) -nek van fixpontja, akkor F-nek van fixnontja
a BOE§(E)QEO gdmb8n is, ahol E, a {G(0): Ge Aut B(E)} alakzat
adltal generéltJalﬁér E -ben. [27] i11. [49] -ben ki ?an mutatva,
hoay a Bo szimmetrikus tartomany. A véages dimenzids szimmetrikus
tartoményock Cartan-féle [3] leirésébél_az sejthetd, hogy a By a-
lakzat J% -algebrak (def. 1d. [71,[81,[44]1) eay M-hals tioust
direkt &sszege (def. 1d. [33]1), az egységelemes M-h&l3k pedig eavy
klasszikus reprezentdcidtétel [33] szerint:azonosithaték a kompakt
halmazokon’folytonos fiiggvények tereivel.

A 2. Fejezet konkluzidja-az, hogy sajndlatos mddon az F-+tu-
lajdonséga egy kompakt © térnek nem elegendd éltéléban ahhoz,
hogy az Aut E(C(Q)) minden elemének leqyen'fixpontja, és ebben

a munké&ban nem is jutunk el a kérdés végleges meqgoldasdhoz. Ezzel

szemben az ellenpéldik gondolatmeneteit minden esetben sikeriil opon-

tos pozitiv eredményekké tovabbfejleszteniink: Az 1. Fejezet zard
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tétele a topologikué F-terek egy jellemzését adja tisztan a téAr
korlatos folytonos fﬁggvényei zart egvségadmbhién értelmezhetd bi-
holomorf automorfizmusok fikpontjainak a seaitséaével. A hizonvi-
tas soré&n kideriil egy &nmagiban is é&rdekes elemien meagfocalmazha~-
td topoldoiai tétel: Egy kompakt F-tér pontonként veriodikus ho-
meomorfizmusai Snmagira sziikséokéopen periodikusak X A 2. Fejezet
f8 tétele pedig karakterizdlja mindazokatAé orgduéllal rendelkezd
M-h&ldékat, amelvek zart eaységadmbie csak fixvontos biholomorf
automorfizmusokat enged megq.

Kakutani hires L-hAld reprezentacidtételének (1d. [33]) edy—‘
szerl k&vetkezménye, hégy minden preduilos M-hAlé revrezentAlha-
téd ‘L¥(n) térként alkalmas u mérték mellett (v.5.[32]1). Azaz
a 2. Fejezetben megkaptuk a teljes 1eirésé£ mindazoknak az L“Lti;
pusu E tereknek, ahol Aut E(E) -ﬁsszes tagjdnak van fixnontia. -
Masrészr8l, a Kobayashi és Carathéodory tavolsaaok lokalisan kon-
vex topdlogikus vektorterek résztartoménvain vald viselkedésére
vonatkozd mély efedményeinek'kﬁ&etkezményeképnen E. Vesentini [45]
megoldotta a dudlis problémit, bebizonvitva, hogy eaqy (lecalidbb 2
dimenzids) Ll—tér egységgdmbje biholomorf automorfizmusai mind
linearisak. Mint azt [45] megjegyzi, uayanez az eredménv megkap-
hatdé Suffridge [40] szubordindcids elvébdl is. Fzek az észrevéte-
lek megerBsitették azt a sejtést, hoq§ az egyséaadmb bhiholomorf
automorfizmusai linearités szempontjébél uavanugyv viselkednek a
2-nél t&bb dimenzids LP-—tereknél mint a.2 dimenziés sreciilis
esetben, amelyet ma&r Thullen [43] klasszikus tétele kimeritSen
leir, azaz Aut §(Lp(u)) Osszes elemei lineArisak akkor &s csak -

akkor, ha dim Lp(u) > 2 és p# 2,00 . Azonban mind Vesentini

Az eredeti bizonvitds [35] nem-elemi. Nemrégen Jod I. elemi

bizonyitast talalt [21] .




mddszere mind Suffridge szﬁbordinéciés elve alkalmazhatatlan di-
rekt médon p#l -nél. (Megjegyzések ezzel kancsolatban [37, 5.01d.])
A 3. Fejezetben ezt a problémit eogy uj uton k&zelitjiik meg, amely
lehetdvé teszi é sejtés biZonyitésénak leredukalasat eqy 2 dimen-
'bziés meggondolasra. Az eljédréds alapjdul az a Kaup és Unmeiér [27]1
altal bizonyitott tétel szolgidl (amely a sneciélis véételen dimen-
zibs Lie csoportokkal kapcsolatos egyik legszebb eddig elért ered-
mény), hogy tetsz8leges E Ranach tér esetén az AutOB(E)'z
= {az idB(E) Osszefliggd komponense Aut B(E) =-ben} részésoport
minden F eleme felirhatd F = exp(v) alakgan, ahel v egv al-
kalmas (F-t81 fiiggd) B(E) -ben teljes masodfoku volinomiZlis vek-
tormezsd. | |
A [45] és [36] cikkekben a tér vektorhild szerkezete (ill.
specidlisan h&ldé-ortogondlis fliggvényvarok egv elegendden tac
osztdlvénak a jelenléte) jétsgotta az eayik f3 szerepet az L' -te-
rek kezelésében. A 4, Fejezet ennek a jelenségnek a mélyvebb geo-
metriai hétterét~vilégitja meg. A fejezet fO tétele egy nrojekci-
6s elv, amely elegendd feltételt ad arra, hogyv eav komnlex Banach
sokasagban teljes holomorf vektormezd holomorf nroiciidltja eqy
alsokaség érint®nyaldbjiba mikor teljes a projekcié kévsokasaci-
ban.bA projekcids elv kdvetkezménve, hoav ha E eav Banach tér,

v egy holomorf B(E) -ben teljes vektormezd &s P eqgy kontraktiv

E—E lineéris projekcid, akkor a Pv mezd teljes a B(PE)

gémbben.* Ez a tétel lehetdvé teszi szamos esethen az AutoB(E)

*a jelen disszertécié alapjéulvszolgélé'[37]—ben mas technika-
val — pereﬁes sokasdg mddszerekkel — az utdbhi tételnek az egy-
séggdmb helyett kdrszerili csillag alak( korlitos Eartoményra vald
dltalanositottja van bizonyitva. A kﬁrszerﬁ'csillaq alakﬁ‘korlétos

Banach térbeli tartominyok vizsgélatat az teézi aktudlisséd, hogy

/
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csoport rekonstrudlisit illetSleg tdbb fontos strukturilis tulaj-
donségénak megallapitédsat az eéységgﬁmb néhAnv véces dimenzids al-
térmetszete biholomorf auéomorfiZmuscsoportjibél. Az 5. Feijezet

a p;ojekgiés elv néhdny tipikus alkalmazdsAt mutatja be olvan e-
setekbeﬂ, amelyekre az eddig publikilt mAdszerek nem elkalmazha-
fék: Csak nemréqibenbsikerﬁlt t8bb varciidlis megoldas [34],[28L
[121,[14] léteéése ellenére T. Franzoninak [7] az ‘£(H1’H2) =

= {korlétos linearis Hl——>H2“operétor0k} terek eqyséqqémbje
biholomorf automorfizmuscsoportijinak teljesen'pontos leiradsa tet-
széleges Hl'Hz' Hilbert terek esetén. (Eagvben a fixpont-nrobléma
is térgyalva van [7]-ben). A £3& nehézséget a linedris automorfiz-
musok behatirolisa jelentetfe, amelynek megoldasihoz [7]—ben
absztrakt J%-algebrai meggondolasok vezettek. Vint ladtni focjuk,

a projekcids elv segitségével elérhetd (jdval rdvidebben, mint

11

[7]-ben n=2 -re*) a Hr&»-@Hn (= {folvtonos n-linedris H XX H

1
funkcion&lok} ) terek biholomorf automorfizmuscsoportijanak pontos
leirdsa. Ez utdbbiak n=3 -t&1 kezdve nem lathatdk el JIx-struktu-

raval (trividlis esetektdl eltekintve), mivel az eqyséagdmbh ilven-

Vigué [50] (v.3. még [25]) eqgy tétele szerint minden szimmetrikus
komplex Banach-sokasidg biholomorf médon ekvivalens eév alkalmas
ilyen tipusu tartomannyal. Ahhoz azonban, hogyv'a [37]1-beli emli-
tett valtozatdt a projekcids elvnek az itteni'gokaséqelméleti pro-
jekciés elvbdl levezethessik, — uqy tiinik — a biholomorf auto-
mqrfizmus-ihvariéns tavolségok elméletének lényeges tovabbfejlesz-
tése szilikséges csillagszerﬁ té?toményokon. Mindazonaltal, ha a
tartomédny hatéra Cl-sima, a projekcids elv ebben az iranyban k&dny-

nyen igazolhatd peremes sokas&dg mbdszerrel.

.. . :
Jol-ismert, hogy cf(Hl,Hz) izometrikusan izomorf H

f&Hz -vel.




kor mar csak linedris automorfizmusokat enced mec. A redukcid
kulcsé az a tény, hogy véges dimenzids Hi@...9H mellett az
egységgdmb kompaktséga nagyban léequzerﬁsiti annak éeometriéjét.
Egy masik tipikus alkalmazédsi teriilet, amelyet a dolgozathan

érintiink, a minimialis idedljaik &ltal normiAban aenerilt atomos
Banach hélék_(a tovabbiakban minimélis atomos B-h313k, def. 14.
[33]. Kissé &ltaladnosabb tivbusu Banach hildkkal kapcsolatos meggon-
dolasokat is tartalmaz[37].).A véges dimenzids minimélis atomos
B-haldk egységgdmbjei éppen a korlatos konvex Reinhardt tartoma-

- nyok. 1974-ben Sunada [41] pontos strukturatételt adott a vaqges

dimenzids korldtos Reinhardt tartoményok biholomorf automorfizmus-

csoportjérak egységkomponensérBl. Bizonyitisai azonban lényeaesen

tamaszkodtak a véges dimenzids félig-eqyszeri Lie-algebrik Car-

tan-féle elméletére, igy nem voltak oo dimenziéra dtvihetdk (v.#.
[23]). A projekcibs elv lehet8séget ad arra, hoav a Sunada-tétel w
2 dimenzids speciidlis esete aiapjén (amely mAr jdval régebben is- i
mert volt [43]) egy egyszerii algebrai és topolbgiai jellegll Bssze- i
illesztési eljaras segitsé&gével megkapjuk aé Aut R(E) csonort }
leirédsat tetszdleges E minimélis atomos B-hil3d esetén. A projek- i
ciébs elvvei még a 2 dimenzids eset tArgvalisa is leeagvszeriisit- |

N hetd. (A dolgozatban ezt konvex tartomany mellett be is mutatijuk.

Az altalénos eset véges dimenzidban nem kKiildnh#zik lénvedgesen a
konvex tartoményokétél*' — csak a felmeriil® narcidlis differen-
cidlegyenleteket kell Altalédnosabban &drtelmezni.) Véaiil a hiholo-

morf automorfizmuscsoportra nyert strukturatétel a Tvihonov-Schauder

fixponttételen (1d8.*[5]) keresztiil elvezet a kiindulédsi -fixpont

probléma teljes megoldédsidhoz a minim5lis atomos B-hAldk osztélvan.




Alapvetd jel®dlések &s definicidk

N, Z, 0, R, C rendré a természetes-, egész-, racionilis-,
valdés- ill. komplex szamok halmazit jelslik., A .a komnlex szAam-
sik nyitott egyséogkdrlapja. Egy absztrakt S halmaz karakterisz-
tikus fliggvénye lS (azaz lS(x)=l ha xeS és 1,(x)=0 ha‘xés,'
a pontos értelmezési tartomAny mindic vildqgos lesz a kontextus-
bbl). Egyes formulak éttekinthethéqe drdekében leképezéseket a
kovetkezd szimhdlumokkal defini&lunk: F = [ Xaxr— p(x)] Jelenti

azt az F leképezést, amelynek értelmezési tartominva X é&s az

x€X helyen felvett értéke y(x). Ha az értelmezédsi tartomany

nyilvanvald, egyszérﬁen csak F [x*—»w(x)] -et irunk vagy az
xr;ew(x) leképezésrdl beszéliink.

Ha @ egy topologikus tér &s Hc Q, akkor u,H°,3H jelen-
ti a 'H halmaz lezartjat, belsejét ill. hatdrat (ha szllkkséages
hangsulyozni, hogy mindezeket egy <t topoléqiéra &onatkoztatjuk,
HT,HOT,QTH -t irunk). C(Q) = {folytonos Qf—éb flicavények} és
Cb(Q) jeléli a korlétos folytonos §—»C fﬁdqvényék Banach te- -
rét a szokdsos sup-normaval. Kompakt @ eSeﬁén eayszeriien C(Q)-t
irunk Cb(Q) helyett. Az Q -t 6nma¢éra képez® homeomorfizmusokat
az Q tér topologikus automorfizmusainak nevezziik. Azt mondjuk,
hcgy @ egy F-tér, ha tetsz6léges kozérd-tipusu (azaz valamely
ge C(Q) mellett G = {#e Q: £(x) # 0} alakban e18a118) nvitott
G2 @ halnfz esetén minden fE‘Cb(G) fiogvény folytonosan foly-

tathatd az egész @ térre (v.&. [10]).

Ha- HysHsse.. pOZitiv mértékek rendre az Xy/¥5,.+. halma-
: oQ
zokon és Py1rPoress " @9y pozitiv sgamsorozat, akkor ;@l G
| e - - 0 > - i - P ) . m
a kdvetkeztképpen definialt ¥ mértéket jelenti az ¥ = L) XHX{n}

n=1




tartd halmazon: egy ‘Y& X halmaz u-mérhetd akkor és csak akkor,

ha létezik chle, Y,cXx uay, hoav Y, r-mérhetd minden

2 2,.-.

(e} (%] :
neN -re és Y = ng Y x{n}; ekkor wu(Y) = 5;1 o u (Y ).

Meggondolésainkban t&bbsz8r felhasznaljuk a M8bius transz- i

formacidkat, azaz az Aut A (= Aut{r e C: tt{sl} ) lekévezéscso-

z+u

Troc s k[ =1>]ul}.

‘port elemeit. Jél-ismert, hogy Aut & = {[E3c+>k

Aut B az egyenletes konvergencia topoldaidval ellitva eqy &ssze-

fliggd csoport és a (k,u)k—%[gb—ik%%%gf] leképezés eay homeomor-

fizmus 9AXA és Aut B kdzdtt.
A dolgozatban végig komplex Banach terekkel foalalkozunk en-
nek esetenkénti kihangsulyoz&sa nélkiil. Ha E eagy Banach tér, a
' *

(topologikus) dualisét E'~-gal fogjuk jeldlni. Ha f€E &s oeE¥,

akkor szokasosan {f,éy -t irunk &(f) helyett. Konfuzid veszé-

lye nélkiil a Il |l jelet haszndljuk a sz@vechen el&forduld &Hsszes
Banach tér normdja szaméra (igy pl. [olf = sup {Kf,@ﬂ : el =13
a dudlis norma E¥ -on) ill. I HE -t irunk, ha sziikséges. Ettﬁl.

a konvencidétdl csak egy esetben tériink el: ha f eqv. (komplex

értékll) figovény, a ]lf”1 szimbSélum jelentése E: lf(x)lz.
‘ ¢ xedom £

_ A tér nyitott egyséogdmbiének jele B(E), a lezArtjaé B(E). Ha

El'EZ’Tt"En Banach terek, :f(El,Ez) z {kerlatos linearis El~9E2

operatorok} és El®~4t®E%;s { Elx--~xEn -en iblytdnos n-lines-
ris funkciondlok } (itt AefCEl,Ez) -nél [ Al = sun {{afl: l£)=1}
ill. Fe E,@-- ®E_ -nél. ||F| E\sup'{,F(fl{..,,fn)[: Hfﬂl:...=“f§l=
=1} ). Ha 3,5 { Ei : i€I } az E Banach tér altereinek eqy {

csaladja, azt mondjuk, hogy E az SF csalad co—direkt dsszege

_ C '
0 - -

(irésban i% d E, E ), hogvha ﬂf1+...+fnﬂ max {“fﬂi"f""fn“}

valah&nvszor fle Eilf""fne Ein: ( il”"'in‘ nAronként kiildn-

b8z3 indexek ) és az E teret topolocikusan kifeszitik az ';'-beii w

"10"‘
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véges Bsszegek. Ha E egy Banach hidld, apozitiv kuniAt ill. a
sup és inf operacidit rendre . E+,V',/\ jélﬁlik. Az E eqy
idedlja alatt annak olyan I alterét értjiik, amelynél £feTI,
[al < [£] esetén mindig ge€I 3 az E oprojekcids ideéljai* ne-
dig azok az L ideélok; amelyekre taldlhatd t' idedl uagv, hogy
L+ L'= E , ENL'= {0} , ekkor az L' komovlementer idedl vilasz-
tésa sziikségképpren egyértelmiiy az E tér nrojekcidjat az L
altéren keresztiil L -re az L -re vald ideél—projekciénak‘nevez—
zik.

Ha M,M' komplex Banach sokasaaok, D nvitottCM™, xeD és
F egy D-—>M' leképezés, akkor F'(x) 4eldli F -nek az x -beii
(Fréchet-)derivAltjat ha létezik. Az F lekévezés definici5 éze—
rint holomorf, ha minden =xe€ D -ben létezik F'(x). Ha ScM &s
s© .sﬁrﬁ az S_—ben, akkor Aut S Jelenti az & alakzat azon
dnmagidra vald homeomorfizmusainak a halmazét; amelvek az invefzﬁk-
kel egylitt holomorfak s® £815tt. A dolgozat naov részében azt a
speci&lis esetet fogjuk tekinteni; amelyben az ™M sokasaqg eqy-
szerlien egy E Banach tér, S pedi& egy korlatos kirszerl (azaz
V3e r ei&S = §) alakzat E -ben. Ekkor Aut S -et az & —eﬁ e-
gyenletes konvergencia topolégiéjéval topoloéizéljuk és Aut S -et

s ) 8sszefiiagd komnonense szamé-

irunk az identitds leképezés ( id
ra. Ha x,ye M, a koztiik levd (az M sokasichoz asszocidlt)
Carathéodory-féle tavolsag dM(x,y)_s supé?eath]?(y)l: F holomorf

M~—»A leképezés, F(%)= 0}. (Tovabbiak 1d. [19],[48],[251,[27]).

angolul projection bhand (v.&. [33, 61.01ld. .27 Provosition])
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1. Fejezet

B(C, (2)) automorfizmusainak fixvontiai és az F-tulaidonsfg

Geometriai funkcion&lanalizisbeli mecgondolasok (v.#d. [171)
arra a sejtésre vezettek, hogy méa olvan Banach tér is létezhet,

amelynek a zart egységgdmbje megenced fixmont nélki#ili biholomorf

‘automorfizmust. Az egyetlen nehézséaet csak az alkalmas tértipus

megtaldlisa jelentette ennek belatdsihoz. Eqv kiildndsen eqgvszeri

- és instruktiv példa ugvanis pl. a kBvetkezd [35]:

A B(C(E)) £515tt definidlt

f(r)+z/2 .J

(l) F o fH[Aa Ci—?m

leképezésrdl kénnyén verifik&lhatd, hogv egv biholomorf automor-
fizmusa B(C(ZE)) -nak; ugyanakkor az Ffo = fo eayenletbdl
fo(r,)2 = /T ~adddik, ami kizarja az ~fé filagvénv folytonossﬁgét
a O (€ 3) helyen.

Az (1) konStrukciéja pozitiv eredményeket igérd meckdzeli-
tését teszi léhétévé az aladbbi — mint a Bevezetéshen vazoltuk,
az attaldnos fixpontprobléma szempontjidbdlsem &rdektelen — kér-
désnek: Milyen topologikus tuléjdonséqbkkal jellerezhetdk azok az
2 terek, amelyeknél Aut §(Cb(9)) minden taqiﬁnak van fixpontja?

l.Propozicibé. Legyen @ eqy,tépologikus t8r. Ha minden ‘Fg
€ Aut §(Cb(§)) -nak van fixpontija, ékkor Q¢ eavy F-tér.

Bizonyitds. Legyen te€ C(Q) tetszSlegesen rdgzitve, legyen
G = {xen : t(x)#0} és tekintslink eay tetszBleges q€Cy (G) fﬁgg?
vényt. Meg kell mutatnunk, hogy g folvtonosan kiterjeszthetd

& -ra. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hoov [a|<

NI

és range t <[0,n/2] (tehdt G = {x : t(x)>0}). Definidljuk a

k : Q~3A és u 3 Q—e'%A fliggvényeket alkﬁvetkeZGképpen :




k(x) = e (xe ) 1ill. u(x)

-t(x)/2 (%)

it(x) sin 5 {xeC) és

~2ig(x)e
1+ lax]?

. : : : . + 7
& ’uCX) = 0  (x4G). Vegyﬁg észre, hogv az N(g) E[KBCF—)k(X)gfg%%%E

leképezések rdgzitett xe€ Q esetén mind MBbius-transzformicidk, &s

~hogy az N :‘Q:—ﬁAut % leképezés folytonos (mivel 2 k ill. u

fliggvények szintén folytonosak). Vizsgiljuk meq ezutén az F(f) =

=[x NGOE(x)]  altal definidlt F lekévezését B(C, (2)) -nek.

Az N leképezés Q—>Aut 2 folytonossidga miatt az F lekévezés
egy topologikus automorfizmusa E(Cb(ﬁ)) -nak, Zorn tétele [48],
[53] pedig trividlisan garantdlija mind az F mind az inverzének
a holomorfidjat B(C,_(2)) £616tt. Vagyis Fe Aut E(Cb(ﬂ)). Teayiik

fel, hogy az fo fliggvény fixpontja F -nek. Ekkor

? fé(x)+u(x) .
k (x) ' = £ (x) Vxeaq,
l+u(x)fo(x) - ~
. it/2 . . it/2
ahonnan fg 2333———5— sini + (l-elt)fo + 2333___7 sin§ = 0, Minthogyvy
1+ |g)* 1+ |gf
, c_it(x)/2 PN it(x)_
x€G esetén zie > sintEX) = & 12 # 0 , kapjuk, hoay
1+ g (x)] 1+|a(x)]

g(ﬁ)fo(x)2 (l+[g(x)|2)fo(x)‘+ g(x) = 0 azaz fo(x)e {a(x),

1 .
g(x)} )
minden x€G -re. Azonban. Hfoﬂsl , ezért sziiksédgképpen foLG = q,

és iay fo eqy folytonos kiterjesztése g -nek 0 -ra.

Azonnal.felvetﬁdik a kérdés: Milyen'mértékid elecendd az @
tér F-tulajdonséaca ahhoz, hogy\minden F € Aut g(Cb(Q))sleképeéés—
nek legyen fixvontja?

A probléma térqyalésénél-elegendﬁ csak ﬁomnakt terekfevhagyat—
koznunk, ﬁivel jél—ismertlflol, hogy Cb(Q) izometrikusan izomorf
a c(@ térrel, ahol & nem mas mint az @ filgavénytopoldaidja—-

v .
nak a Stone-Cech kompaktifiké&ltja,és mert ) prontosan akkor F-tér
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‘ha @ is az.
Egy kompakt tér folytonos fiiggvénvterédnek eavsiagdmbién a
biholomorf automorfizmusaira &11 a k#vetkezd ismert reprezenta-

cidtétel.

v
A _Tétel, (Vesentini - Stachdé - Franzoni)v. Legven @ eéy
kompakt topologikus tér. Az Aut B(C(Q)) transzformicidcsonor-
tot pontosan azok az F : B(C(Q))—>C(Q) lekénezések alkotjak,

.émelyek felirhaték

(2) F(f) = [an&-—-?Mé(x)f(fo)]
alakban, ahol Tp az @ tér egy alkalmas tovolocikus automor-
~fizmusa, Mp -pedig egy folytonos .Q——aAut I  lekénezés, Az F

automorfizmus egyértelmiien meghatirozza a (T ) part, amely-

v "M'F‘

re (2) teljesfil.

Ez a tenv motlvalja, hogy az l.Propozicid meqfordlfhatosa-
ganak v1zsqalatat a Mtbius transzformicidk fixvontjainal kezd-
“  jik. Emlékeztetiink r&, hogy tetszSleges Me Aut T eayértelmi-

en adhatd meg.

z4+u
(3) M=['A'9;t——>kM M
1+uM;

alakban ugy, hogy’ ]kM]=l > luM], és az Mk—é(uM,kM) leképezés

egy homeomorfizmus Aut 7 és Ax3A k&8z8tt.

~  l.Definicié, Az 1. és 2. Fejezethen a T M k szim-

Uppr Ky

R’
+bbédlumokkal mindvégiq rendre a (2) &ltal imolicite definidlt
i —automorfizmust &s QF> Aut & lekérezést ill. a (3) -at kie-

1égitd Uy, € A, kNG 34 szampart fogjuk jeldlni.

1
JLd. E. Vesentini, Appunti del Seminario di Geometriaj; Scuola
 Normale Superiore, Pisa 1877/78. j“
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l.I.emma. Legyen idy # Mg Aut A és teaviik fel, hoov el‘ =k
Ekkor az M transzformacidnak

a) egyetlen fixpontja van amely A -ban fekszik, ha

.[qu < ]sin%[ !

b) k&t kiildnbdz8 84 -ban fekvd fixpontija van, ha [uM[é‘}sin%{

c) egyetlen fixpontja van amely 3a —ban,fekszik,haIuM]=lsin§

Bizonyitds. Egyszerli sz&molés.

2.Lemma. A o(M) = {zeX : Mg=g} formulaval definiAlt multi-

fliggvénynek létezik folytonos véacésa az 'Autz\{jdx} halmazon.

giggp_ggégé Altaléban is, ha  O <r <1l é&s TFeAut B(E) ahol
E eqy tetszéleqes Banach tér, az rF lekénezésnek ﬁontosan eqy
fixpontja‘van (1a.[e1,[48]). Fzért a Q(r,M) = [rM fixnontﬁa]
formula értelmes médon definidlja a @ : [0, )xAaut T—TF leké-
pezést. Hogyha rjf'9r [b,l);ben és Mj-—>M Aut A -ban {j—> =),
akkor‘a Q(rj,Mj) sorozat nyilvanvaldan az rM eqgy fixpontja-
hoz tart, vacyis a Q leképezés folytonos.

Megmutatjuk, hoagy tetsz&leges idg # MGAAutAZ mellett az

Y
2

SM = {¢ : g(sj,Nj)->(l,M) sorozat Q(sﬁ,Nj)-—%c} halmaz ponto-

san ecy pontbdl All. Valdban : égyrészr61

Sy ; (j Q{ (s,N) : l—% < s <1 és [kM—kNl,]u < 1
n=1 '

1"1}1' ot

A

Azaz SM nem-iires &sszefiiagd kompmakt halmazok eav cséfkken® so-
rozaténak a metszete, tehdt Usszefliggd és nem-iires. MAsrészrdl
5, C{r : Mg=r}, amibdl i#SM (= az §,, halmaz szimosséoa) < 2,

és igy ##SM = 1 lehet csak.

mn

lim O(x,M) fofmulival megadott
ril /

Kovetkezésképpen az R(M)




R : Aut A %{id,}—>7 fliggvény j61-definidlt &s folytonos. Uagyanak-

kor {R(M)} = sy=it ¥ Mg=t}, vagyis R eqv vigdsa a ¢ multi-
B 7
figgvénynek. .

3.Lemma. Bérmely Me Aut 7 \~{idA} mellett talAlhatd olvan

tf~>Mt Lie-homomorfizmusa R =-nek Aut T -ba, amelyre fennill

(3) Ml =M és cI>(Mt)

M

' . . t,.
ahol ¢ az M+>{g : Mg=g} multifiicavénv &s t, ={>0 ™ ¢ldz}

& (M) Yte (0,t)

tkonvencid : inf @ = o).

Bizonyitds. ROgzitsiik M -et tetsz¥leadesen. Az l.lLemminak meg-

felelSen h&rom lehetséges eset van : a) Hoé(M) =1 8s M)A,

b) Ho(M)=2és eM)C3A; c) Ho(M) =1 bs s(M)c 3A.
a) Mivel az Aut T csoport tranzitiv A -n, kivalaszthatd
olyan Neg Aut %, amely a M fixpontjat a O -ba viszi. Tehat

a O fixpontja a K = NMN—; transzformicidnak. A Schwarz Lemma

t

szerint létezik 6¢ R ugy; hogy K = [;9—%elac]. Legven K

= [;F-éelStc] (t€R). Mivel a t+>K" hozzarendeléds trividlisan
-egy Lie R—> Aut ¥ homomorfizmus, az mt = N—thN vidlasztis ki-
elégitd.

b) Aut A& kétszeresen tranzitiv 3aA -n. Ezért taldlhatd olyan

Ne Aut & amelyre Ng, =1 &s Nz, = -1 ahol T1s85 az M
fixpontjai. Vagyis a K = NMN—l transzformici? fixovontijai -1
és 1. Vegylk észre, kK = 1 és uKGJR (uavanis kK.liEK- =1
‘ . El+ﬁ£
u,-1 1+u 1+u : 1+u,
és kK K__ = -1 -bd1l X /(\ K) = 1 azaz —€R k&vetke-
l—uK l—uK lqu | lqu
e - ' . tir z+th (t3§)
- zik). Legyen ekkor & = areath () és X ‘[CF~;112EETE§T].'
- ooz < . t+s _ Lt.s
Egyszerl szadmolds mutatja, hogy K = K"K

Yt,se R. Tehit

t 1.t

ebben az esetben is vehetd M- = N "K'N .




c) Jel6lje Lo 2z M fixpontjat é&s rihczitsiink eqv olyan

N'e Aut A transzformicidt, amelynél Nz = 1. Leaven tovabbha

N'' : T—I = {=,zeC i Imt > O} a Cayley-féle N''(g) = %% i
. : I
transzformécidé. Most, N = N''N' vételédvel, a K = NMN—l le- t

képezés a 1 félsiknak egy a = ideAlis nontjiat helvhen haavd
biholomorf automorfizmusa. Igy alkalmas ao,B€ R mellett K =
= [+ ar+B8] irhatd. Mivel M -nek t, az eqavetlen fixpontja,

K -nak nincs mis fixpontja mint a « . Ezért K csak eqy valds
' t

, ’ irdnyu eltolés lehet, K =[g+—g+8] , vaayis az ™

1

z [gF>N ~(g+tB)N] vAlasztis teljesiti a kivanalmakat.

4.lemma. Legyen R : (Aut Z)\\{idﬁ}-?ﬂ' eqy folvtonos vA-
gdsa a ¢ : Mr—>{z : Mz = z} multifficgvénynek. Fkkor a) M™MR(M) =
= R(M), D) R(MD) = R(M) wvalahé&nvszor M7 % idE (ne Z), <)
1 v

R(NMN ) = NR(M) VNg Aut 7.

Bizonvitds, a) trividlis. b) Fixdljuk ™ %ét, n —et, ve-
gylink egy 'tr—?Mt Lie-homomorfizmust a 3.Lemma Adltal garantalt
tulajdonséacokkal é&s legyen ty, = inf{t > 0 : Mt ¥ idZ}‘ (4)

mitatja, hogy R(U{M" : te(0,t )} $M). Mivel # (M) < 2 , in-

nen k#vetkezik, hogy a tF'>R(Mt) figavény konstans a (0,t ) o
: : n o, . n _mod, n

| intervallumon. Vagyis ha M # ids , akkor R(M) '= R(M ©) =
; " = R(M © ) =RM) = RIM).

c) Legyen tk—9Nt egv olyan Lie R-—Aut A& homomorfizmus,

melyre N' = N . Most N—tR(NtMN~t)§ o(M) VtemR (uoyanis
ot - - . . - -

NMN Tn o= 0> MONTER) = NTRn) I Bzért a te N SRovtunTt)  fiige-

ez P ~1 N LY = O 1O

vény konstans. Specidlisan N "R(NMN ) = NOR(N°MN®) = R(M) .

2.Definicid. Je}élje s, @& Gn((al,...,an),(Bl,...,Bn))

= max Ja.-8.]  metrikat c"-=zen. Tetszdledges N = (N _,...,N )€
. i 73 o n-2°
j=1l,...,n
2 .
)modaB = inf({0,») N {B+na : ae Z1), mod B = B (a > 0,8BeR).
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!

> (q

edut T és T = (Co""’cn*l)e N mellett leaven

(5) Pn(ﬁ;f) z [azon ne ¥ , melyre

8, (Tr(n,N_n,...,N__,n)) minimalis].

‘S.lemma, A Pn' flogvény joél-definiidlt (azaz létezik ne &
. \’ugyl hOgy Gn(zl(nlNonli"INn_zn)) < (Sn(?'(n"NOn".;"Nn—zn'))
n' A {n})_Q Hquha Mov~-Mn_l~= idA és n.=

) -1 -1 -1 . DTS R
P (M7 MM T, LN 5t oM ),?) = n , akkor

n—
1.,-1,-1 -1 . -1 -
My My Ty e My M ),(cl,zz,...,gn_l,;o)> M_Tn

Pn((Ml

C(itt T = Cyrevart ) ).

Bizonyitis. Egy standard kompaktsigi meccondolis mutatja hogv
legalébb egy minimaliz&ld n létezik (4) -ben. Veayiik észre,

hogy ¢ = Gn(f,{(n,Non,...,Nn_Zn) : n€ A}) mellett fennall

e =min {e' > 0 : (T + E'Kn)fl{(n,Non,--',Nﬁ_zn) : ned} # P} .

"Tehét a Z = {(n,Noh,...,Nn_Zn) : neRr} halmazra teliesiil

ZN@+ ea™) =8 & (neF : 6 (T, (n,Non,...,N_,n)) = el

C Z!\B(? + ex™). Jels8ljiik ¢ -vel az .(ao

-1 -1 . . _—
orNg al""’Nn—Zan—l) leképezést. Fkkor ¢(7)={(z,...,z)eC :zek},

'.o-,an_l) !-_;

&s a o(T + ea™) halmaz el8all alkalmas Fec” i1l. ee[0,1)"
mellett ¢(z + gaA™) = {(ao,...,an~l).1a0 Botfeo"“Aan-l Bn_l{<en_l}
alakban. Igy elegendd bel&tni, hogy ha AO-,...,An__1 nvitott kdr-

lapok € -ben, akkor a D

{(x,...,0)ec” 3 xeX} alakzat legfel-
jebb egy pontban metszi a C = on---xAn_l polidiszk hatarat vala-

ha&nyszor DNC =0 . Ezt ad absurdum bizonyitjuk : Teaviik fel, hogy

—

nem, és legyen Fj = on---XAj_IX(QAj)xAj+13mXAn_l

Ekkor oC = F, U...U Fo_i- Mivel C &s D konvexek, most létezik

(i=0,...,n=-1).

AeC és yueC\{0} wugy, hogy (A,...,\) + [—l,l]%u,...,u>c:ac .
Ezért valamelyik 'jo indexre az Fjon [(A,“.,A)+[—l,l}(up..,u)]
szakasz belseje nem-ﬁtes, azaz léteznek A',u' # O uav hogy

/
/
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ma

(A, e At) + (--l,l)(u',...,u')C:Fj . Fz azonban azt jelenti, hoqv
Jo

'A'+ru'e aAj Vte(-1,1) , ami lehetetlen. TehAt az (5) def:—
o o

nicid értelmes.

O
n

A mésodik &llitds bizonyit&sédhoz veoyiik észre, hoaov a 3§
P definiciéja szerint fennall

‘ - -1
° NS SR FIC e VN S PRI R SPRP

' -1 -1 -1 -
Ssé(coyo--,cn_l),(n"b’ﬁo n\',.--,Mn 2"’}\" ﬂ')) VH'E A -

%ehét barmely n'e & -ra

: ) -] -1 -1
5n((cl,...,cn_l,co),(M. Nieoo,M 2 My ) <

. X -1 -1 -1
s Gn((;l’...,cn-l,zoj'(rﬁo n,’...'Mn-:z....NTO n',n’))
-vagy ami ugyanaz,

2 IR SN, IS, I B
(M_"m) M MM n)) <

S | -1...
8 ((cl,"qc 1,c )y ((M n),Ml (M7 dpecspM Myt (MM Ty

n-2

< [uagyanaz a kifejezés n helyett n' -vel].

Mivel 7 = {M;ln' : nte A}, ez azt jelen;i, hoov a
' -1 -1 -1 . . L.
Akﬂ9én((gl’f'"Cn-l'co)’(A’Ml'A""’Mn-l"°M1 2))  flagvénv a mi-

. nimumédt felveszi az M;ln pontban.

6.Lemma, A P~ leképezés folytonos.

Bizonyitds. Mivel P a lokdlisan kompakt (Aut DRI te-

ret a kompakt % -ba . vetiti, elecendd meomutatni, hogv a grafja
z&rt. Hogy ezt véghezvigylik, vizsgdljuk meq elBszdr a
¢ : (aut D P > (W, D)= (T, (n,N_n,...,N__,n)) Fiioovényt.

Vilégos, hogy $% izf Py ahol ?n(ﬁ,Z) = §n(c,(n,Non,...,Nn_2h)).
A‘héromszég‘égyenlotlenség szerinﬁ az 6ssze§7 ?n (ne?d) fliggvé-

nyek telje;itik a
]yn(ﬁ,f)ef3(§',§')[sigl);j—;él + ?Z?;sup {INhg—N!g[: £€7h}

'Llpschltz feltételt. Ekkor azonban az infimumukra is all uagvanez

a LlpSChltZ feltetel Vaqv1s a ? - flagvény folvtonos. Most ha

Dy (¥,7) es Pn(N @ 7@y L0 akkor
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L N S6) ey g 2 @, 0 S ),
Sn(LJL,C. ) - 61‘1(; ,(Pn(N ,C )’NoPn(N ' C )r--oan__?_in(N ’C>))

8§, (N, 2) = inf{8 (T, (n'N_n',...,N__n'))in'eB}=5 (T, (n,N_nu,N__,n)).

P e s =z 22 P Co s sz
Ez utdbbi egyenldtlenség éppen a Pn(N,;) = n reldcid definicidija.

1l.Tétel. Jeldljdn @ eqy topoloaikus teret. A kAvetkezd Alli-
tésok ekvivalensek |
a) Q eqgy F-tér

b) Minden Fe.AutOEle(Q)) leképezésnek van fixpontija

Bizonyitds. b)=a) ::Veagyiik észre, hooy tetszSlecesen rdazi-

tett folytonos t : @—R és u : Q-—?%K fiicavény mellett az

it(x) fix)+u((x) ' I
I+ATXT £ (%) ¢

(6) F : fr—y[xi+—e

transzforméacid beletartozik Autoﬁ(Cb(Q)) ~ba. (Valdban :

Fooz [Er[xroetTEOOZOBIONT  yo1k185 mellett a

‘fO,lja-rk%FT hozzarendelés egy olyan folytonos [0,1]—2aut ﬁ(CéQ))
|

J
leképezés, amelyre FO = id és Fl = F.) Az l.Provnozici® hizo-

nyités&bél kiolvashatd, hogy az @ F-tér amennviben a ﬁ(cb(ﬂ))

minden (6) alaku biholomorf automorfizmusanak van fixpontja.

a)=>b) : Tegyilk fel, hogy © eay F-tér, &s jelentse 0 az

Q@ flgavénytopoldgidjanak a Stone-Cech kompaktifikéltjét, J mnedig

a Cb(Q) tér &8s a C(a) k&zotti kanonikus izometrikus izomorfi-

, — . . - ~ -
at. Tekintsiink egy FezAutoB(Cb(Q)) lekénezést, &s leayen F=JFJ 1 .

. A —
Vil&gos, hoqy FtEAutOB(C(ﬁ)). El8szdr is belAtijuk, hoovy Ta = idﬁ

Valdban: Legyen rk—>§1 egy olyan folvtonos [0,1]—AutB(C(9))
A A

leképezés, melynél FO = 1d§ as Fl = és legven x eaqyv tet-

>

szClegesen rdagzitett pontija §'—nak.-Veqyﬁk Aszre, hoaoy most tet- {

szGleges‘.fE B(C(D)) fiagvény mellett a [n,1] 3 T s (1) =

= M? (x)_l(?rf) (x) fliggvény folytonos. Az 1.Definici?d figyelem-

T /
.bevételével kapjuk, hogy sf(r) = f(Tf x) . Vaavis T, esetén
. T
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'mindig f(T? X)—->f(TF x). Fz csak uagv telijesiilhet, ha a
Ti T ’ ‘
T Tp X leképezés folytonos. (Az ellenkez® esethen uavanis az
T

A . . . ; ) o
¢ tér kompaktsfica miatt valamely Ty Altaldnositott soro- i

zatra és ve @ pontra Ta xX-—y # Tg X volna. Fkkor tetzs®Hle-

} Fo. T
i

ces feB(C(R)) mellett f(Tﬁ . x)—>f(y) &llna, ahonnan k&vet-

T
1

kezik £(Ta x) = f(y) . Ugyanakkor — 1évén § kompakt Hausdorff
. T . . ‘ !
tér — taldlhatd olyan fe B(C(Q)) figavény, melyre £(Tq xV#F(y) )

T,
Mivel 8 egy F-tér, igy a 1> Ta x  leképezés konstans (1d.[10]).
T

Azaz Ta =‘T§ = idﬁ , vagyis az F transzformicis F(f) =

= [x%—aM(x)f(i); alaku. A tétel bizonyitdsihoz elecend® tehit csak
‘azt meémutatni, hogy minden ilyen tinusu F(C(Q))-automorfizmusnak
van fixpontj;; Az 5.Lemma &llit&sa lehetﬁséqet/%vujt arfa, hoav |

tovabbi technikai bonyodalmak féllépése nélkiil enndl rdatén kissé

to&bbet lassunk be :

2.Propozicid. Legyen @ eqy tovoologikus F-tér é&s Fe‘Aut'ﬁ(CéQ)).
. Ha az &ltala indukialt Tp Q-automorfizmus neriodikus, akkor
F -nek van fixpontja.
Bizonyitas. RSgzitslink eoy olyan nelN szimot, melvre T;=idQ '
és jelslje R az egyik folytonos vagisit Aut Z'\{idz}'felett az z

M {g : Mz=z} multifliggvénynek (létezé&sAt a 2.Lemma carantalia).

Irjunk roviden T

[0

TF _és M E MF -et .,
Tekintsiik a ¢ = {x€eq : M(x)M(Tx)---M(Tnulx) # idz} hal-

n-1

mazt és a g(X) R(M(x)«stGT.

x)) formuldval definiilt
g : G—>1X flggvényt. A G - halmaz egy T-invariédns kozérd hal-

maz hiszen G = {xe Q : lkM(x)~--M(TD_lx)f+!”M(x)---M(Tn—lx){# 0}

) = idZdtiidK = M(Tx)...M(Tn"lx)u(X) =

és nyilvéan M(x)---M(Tn_lx

VY

= M(Tx) e e oM(TP LM (%) - A g fliogvényrdl a kXvetkezdt Allit-
‘hatjuk
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- (6) g(x) = M(x)a(Tx) Vxen .

n-

) - 1
Valdban, ha xe& G, akkor g(Tx) = R(M(Tx)-++M(T ~(Tx)) =

= RM(Tx)++ - M(T L0M(x)) = ROM(x)™E M(x) e e M(T" %) M(x)) =

1

= a 4.Lemma c¢) szerint = M(x) R(M(x)"'M(Tn—lx)) = M(x)—lc(x)

Legyen. most h eqy folytonos kiterjesztése o -nek G -r&1

@ -ra (létezését az Q-tér F-tulajdonsaca biztositja). Mivel [glsl,
{ az éltaiénosség megszoritdsa nélkiil vehetijiik, hoov [hig 1. Defi=-

,nidljuk az £ : @—7% fiagvényt (amely a jel&ltiink arra, hoav

az F automorfizmus fixpontja leoyen) az

1

£Goy=p (GO M0 TGO T, MR AT o T L (hGph (1), neT )

Verifikaljuk, hogy £(x) = M(x)£(Tx) Vxeao

 El18sz8r legyen x€ G . Fkkor h(x) = a(x) . De (6) szerint

g(Tx) = M(x)-lg(x),...,g(Tn_lx))= M(Tn_zx)—l---M(x)_lq(X). Tehét

~1 ]

(1) £ =P, om0 T e T,

n—ZX)— ]

,' (g(x),M(X)_lg(x),...,M(T Leome)”

T (x))).
- A 2.Definicidt a (7) - jobb oldaldra alkalmazva’'latjuk, hoay |
f(x) = g(x). Ezért (6) alapjénbkapjuk, hogy f(x) = §(x) =
- MOOG(TE) = MEXOE(TR).
Ezutdn legyen x€ ONG. Most M(x)---M(T" L
1

x) = JdK. Tehat

’

£(Tx) bee M(Tx) "), (0 (T%)yegh (TPx))) =

Pn((M(Tx)" ;oo ,M(T

Pn((M(Tx)—}.“,M(Tn—lx{ﬁ-M(TX)~1L(hCTxL"vh(Tn—lx),h(x))).

Innen M= M(Tlx) , £yz h(TIx) (§=0,...,n=1) &s n = £(x)

mellett alkalmazva az 5.Lemmat, adddik f£(Tx) = M(x)—lf(x)‘.

Az £ flggvény folytonossiga k&zvetlen kdvetkezménve a 6.

Lemménak.

: i !
Felvetddik a kérdés, milyen bonyolultabb: viselkedést téte-

lezhetiink fel az F automorfizmushoz csatolt TF -automorfiz-
- musrdl, hogy a 2.Propozicid &llitAsa még icaz maradjon. Ebben a

helyzetben mar célszeri csak kompakt @ térre szoritkoznunk.
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;&Qggégég;g* Ha T egy absztrakt Q halmaz lekénezdse #nma-

- - .. n -
gaba €s xe€ 2, akkor az inf {nelN : T'x = x} szémot a T x -

i

pontbeli rangjénak nevezziik és rT(x) ~-szel jel&liiik (inf o ®),
A T transzformdcidt pontonként periodikusnak mondjuk ha minden

XEN Qra rT(x) < o ,

7.Lemma, Legyen Q eqgy Baire tér és T eqgy vrontonként neri-

odikus Q-automorfizmus. Legyen @ = {xeq : ro(x) & n} (n=1,2,...).

Ekkor a LJ (exa _1)° alakzat (ahol 9, =) az o térnek
- n=1
egy mlndenutt siiri nyitott T-invari&ns részhalmaza és lim rn(v) =
VX
= lim  r (y) Vxeaq .
Gay—x .
Bizonyitds, Ha x = lim x. és T'x. = x. i€ J, akkor nyil-
T jeJ ] 1 ]

van TVx = x. Tehat az rp @ 2R fﬁquény alulrdl féliag folv-

tonos. Ezért 91,92,.,. mind z&rtak. A T transzformécié pon-

tonkénti periodicitdsa azt jelenti, hocv = Ua_ . Tov az ¢

‘tér Baire-tulajdonsiga miatt a G [J Q halmaz siirii az @ -

ban. Tekintsiik most eqy tetszoleqes nv1tott U részhalmazat., Q -

nak. Mivel G' = @ , talalhato n €N ugy, hoav Qg nNU # &
(@]
Mivel rT(x) <n Vxeq ’ létezik olvan Ve € Qo NU , melvre
o) N, No
= m . o o) =
rmly ) = max {rT(x) S & Qnon U} . Azonban az {xeafaU: rofx) rofv )}
(= U!\Qg nixea : o (x) > r (y% -l} halmaz ecy nvitott k&rnveze-
o
te az Yo pontnak. Ezért a G‘( z {ve :du v-k&irnvezet

Vxeu ro(x)= rp(y)} ‘alakzat siiri @ -ban. Csakhooy G'' =
=U {veo :du y-kdrnyezet Vxeu rn(x) = n} =

y0

=1
= Uixea : r (x) = n}° = J (e e
n=1 T o p=p Bl

A G *“halmaz T-invariancidja hyilvﬁnval@, mert rT(x)=rT(Tx)

Vxeaq .
A masodik &llit&s blzonv1tasahoz veagviik oqzre, hoav az Tm
- fliggvény aiulrol félig folytonossica miatt 1lirn rT(z) > rT(y)

0.

EVAm AV
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b’ye Q@ . Vagyis 1lim r(v) < lim rT(y) < lim lim r(z) =
Gay—rx VX V=X GIz—>V

= lim r..(z) .
G3z—x

AN

8.lemma., Legyen Q eagy kompakt tér, T eav Q-automorfizmus,

£f,,f € C(Q) és jeldlje A az 1 és az anTm (ne N,me %)

17=27°- Q

fliggvények &ltal generidlt C¥-részalcebhrijit- C(Q) -nak. Ekkor
létezik egy olyan K kompakt metrikus tér, o : 2 —K folvto-
nos leképezés ill. egv olyan T automorfizmusa X -nak, amelyre

A= C(K)od J &5 oeT = Too .

Bizonyitis. A kommutativ Gel’fand-Neumark tételen és szepara-
bilitdsi érveken alapuld standard megoondolds. Részletesen kidol-

‘gozva 1d.[37, 26.01ad.] i11.[35].

l.Kbvetkezmény, Ha £, = f, = ... = £ (€C(2)) , akkor
mod_x ‘ : :

inf {nelN : £(T"x) = £(T "x) Vke 7} = re(2(x)) .

Bizonyitds. Valasszunk egv olvan fecw) fiicovényt, amelvik-
re f = fos és legyen f?x} z inf{neN : f(Tkx)=f(TmOdnkx)'VkeZ}
(xe0) ill. ¥¥H)toinfineN : F(F"%) = F(F95Y) viem (Kex).

Eleéﬁr beldtjuk, hogy r*(x) = ¥¥(s(x)) Vxe Q. Valdban,
tetszlleges €YeN hellett r¥(x) < € ,¢=§30<n<€  V ke z
2%y - (k) |, e Foenc® Viez FE M a0y = FFhon).
& e < £ . '

Ezutdn megmutatjuk, hogy £* = Iy : Mivei A = C(K)oo ;’mih—
den olyan x,y€ @ vparhoz amelyndl &(x) # &(v) , taldlhatd olyan
g€ A fﬁqgvény,_hogy a(x) # a(v) . Az A fﬁaqvénvalcébra defi-
niéiéjébél’és a Stoné;Weierstra;s tételbﬁl k&ve;kezik, hoay dke Z
f(Tkx) # f(Tky) . Vagvis &(x) =\¢(y) nontosanfakkor, ha Vkez
f(Tkx) = f(Tky) . Ezért ha %ek xeé—lﬁx})akkor g = §<;?%n¢(x)=

= 5(x)e&> 6 (T x)

Q(X)¢=? b’ke’z f(T§+kx) = f(Tkx) (ezek az ek-

3

azaz Vfec(Q) feA<s=>3IFeC(R) £ = foo




vivalenciik minden régzitett nelN mellett &llnak). Innen
' N ~m0d k .~k
X =X} = inf {nelN : £(T %) = £(T7°%) VYke 7).

~Y
el
L

inf{ne N

S9.lemma, Legyen §© egy kompakt F<tér, T eay nontonként

periodikus Q-automorfizmus. Ekkor tetszBleces fe C(Q) filiag-

n
vényre tal&lhatd n,€ N -ugy, hogy £ = feT ° .

Bizonvitis, fl =z f2 = ...2 f mellett vilasszuk a A - fiiga-

. - P : . P 4 P
vény-algebrdt a K revrezenticids teret ill. a ¢ és T leka-

pezéseket a 8.Lemmédnak megfelelBen. Tételezziik fel a bizonyitan-
dé ellenkezdjét, ami az l1.K8vetkezmény miatt uav focalmazhatd
meg, hogy sup {rﬁ(i)‘: XeEK} = » , Mivel nyilvan  rx(e(x)) g
< rT(x) Vxeo , a T XK-automorfizmus siintén pontonként peri-
odikﬁs. Igy a 7.Lemmat élkalmazhatjuk a K térre As a T leké-
pezésre (az ottani @ i11. T helyett). Ebb&1 az re fliogvény
alulrél félig folytonossiga miattvazt kapjuk, hoay ]étezik eay
olyan §l,§2,...e K sorozat, amelyre §n€{§eK : r§(§)=rf(§n)}o
(ne N) és r§(§n)1'® {n—=) |, Tetszﬁlecesen nelN mellett r&g-
zitsiik az ﬁn pdntnak egy olyan \Unc:{§esK : r%(ﬁ) = rﬁ(ﬁn)}

nyitott kdérnyezetét amelyre az U™ = %kUn k = ﬂ,...,rf(ﬁn)—l

N 3K

halmazok paronként diszjunktak (ez egv jél-ismert metszet-kon- .

strukcidval mindig elérhetd). RBgzitsiink toVéhhﬁ eay § irraci-

Il

‘ondlis szamot é&s egy olyan el’ez’;"e Z sorozatot, amelyre

en//rﬁ(in)-—as (n— ). Vezessiik be az Iz{tn,k):nem,05k<r§(§n)}
indexhalmazt, és legyen Q= LJ Ui . Veayiik észre, hocv a

U, halmazok paronként diszjunktak, &s hoov a G alakzat T-inva-

A

- . » -~ . 23 .s ~ - - -
rians. Definidljuk c f61ott a. - g és h flicovényeket a kdvet-
kezBképpen : legyen &(X) = exp,(2niken/’r§(§%)§ 111, h(®) =

s‘exp(2ni€h//r§(§£)) valamennyi §<EU§ mellett ((k,n)e I)

Legyen tovéabba 9o £ 908 és h s*go@ — az értelmezési tarto-

ményuk a G = ¢'l(8) halmaz. A g ill. R fioavények folytono-

o




sak és teljesitik a &(T%) = h(% )6( ) (Xe ) eavenletet. Iqgy

AY
. -1 ~
‘ 3). éc = . M o= 9 (G eay met-
go, hO Cb(C) és qobT hogo inthoay (<) ,

rikus tér egy nyitott részhalmazdnak a telijes inverz képe eay

folytonos leképezés mellett, a G halmaz kozérd tinusu. Ezért

(az @ tér F-tulajdonsigdbdl kifolydan) taldlhatd o,he C(Q)

ugy, hocy .q[G =g és hlG = ho' Mivel GO(TX)

Vxe G , fennall g(Tx) = h(x)g(x) VxeT (1) . SbeciAlisan, ha

o ho(x)ao(x)

-

X_€ Q_l({x }) (n=1,2,...) é&s x ecy torlddési vontia az
n n | | (%)

- r
Xyr%X5,... soOrozatnak, akkor 1 = lim q(x ) = g(x) = g(T T xX)=
re(x)=1 rm(x)=-1 nTe (x)~- -1
=1KTT 'mng' X) =, -lMTT )-uh&ﬂq@)=
(xy-1 : rip (X) T (x)-1
h(TrT )= %) --'h(x) . Hasonléan, g(T T X ) = h(r T xn>~h(xn)=

I

exp[2n1 Lo (x)e /’r (x| )] Vnem . Azonban ekkor az 1 =gx) =

(x) X)
= g(TrT * x) = lim (T T(
' n—>ew

xn) =_exp[2wi r*(x)dj # 1 ellentmon-

désra jutunk.

Amit az imént megmutattunk, ugvvinternretélhaté‘hOﬁy ameny-
~nyiben @ egy kompakt F2tér &s T eqy pontonként periodikus
.automorfizmusa Q@ -nak, akkor az f+¥ foT lineé;is C(Q)=unitér
operator is pontanéﬁt periodikus.

Csakhoay a kovetkez® egyszerii Banach tér elv All

i0.Lemma. Legyen E egy Banach tér és T eav pontonként ve-
riodikus korlitos linedris E-~->E leképezés, Ekkor a T opera-

tor szlikségképpen periodikus.,

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy T nem-periodikus. Ekkor ta-
ladlhatd egy olyan fl’fZ""e E sorozat, melvre n, = rT(fk)T o

Az altalénossdg megszoritidsa nélkiil feltehetjik, hoav az fk

rendelkezik a legnagyobb normaval a Tnfk (n=0,1,...) vektorok

k6zil (hiszen a {Tnfv: ne N} véges minden fe€F esetén) , ve-

* hetd tovabba Ufkﬂ = 1'+(k=1,2,...) . Leayen 8y

-6~
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}ox=1,2,...) , 85 a, =1 ,

- Je _ ol . . .
§, = min {T £, Tfkl}.O$1<j<nk ]
= EL y = dl..'ék_l Tekintsiik T  operit rok .
% = 5 reees® = 6k yes. o Tekintsiik a perato
értékeit az £ = ) o f  helyen. TVF - £,= 3 a, (T7F, -F, ) =
k=1 k=1
=3 ak(Tnfk—fk) » ahot s(n) = min {k : Tnfk # fk} (megieay-
k=8n
T zés ¢ n,>n esetén mér Tnfk # fk) . |
bre - £ll 2 a_ 22, s-£_, - o o, -2 0l »
s(n) s(n) s(n? KTt ()41 X k "k |
i . @ 6 v—06 -
3 sy _sym
20,8 - 20, = 6_, 8 -2 ) a2 >
s (n) s (n) k=s (341 K s (n) s(n)A = s(n) 6 6

1 ¢ -m
> aS (n)ss(n)(l—3 Z 3 ) > O -
m=0
Tehdt VnelN T°fF # £ , azaz rT(f) = ® , Vaavis a T

operdtor nem pontonként periodikus.
A 9. &s 10.Lemmabdl azonnal kdvetkezik a

2.Tétel. Egy kompakt F-tér pontonként periodikus topoloaikus

automorfizmusai sziikségképpen periodikusak.

Ennek fényében meggondolisaink eredményei az aldbbi mddon

fdglalhaték Ossze

1'.Tétel, Jeldlidn Q eay kompakt teret, leayen ¢ = aut B(C(Q))

és G, = Autoﬁ(c(ﬂ))‘. Ekkor ekvivalensek
a) 9 eqy F-tér
b) Minden FE€ G -nek, melyre TF = idQ » van fixpontja
c) Minden FeG ~nek, melyre TF periodikus, van fixnontj;
d) Mindeni F€G -nek, melyre TF pontonként neribdikus, van
fixpontja

e) Minden Feg G, rendelkezik fixponttal.ﬁ
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2., Fejezet

S

A fixpontprobléma meagoldisa predudlos M-hAlsd eaqvsAagimbién

Az 1'.Tétel bizonyitésrendséere ismeretében vArhatd : annak
az 5ltaléhés problémdnak a megoldasdra, hoqv eqv kompakt @ F-tér
eéetében a Cc() fﬁggvéﬁytér zart eoysfaafmbijén az #sszes biho-
iomorf automorfizmus rendelkezik-e fixvonttal, direkt m3don nem
alkalmas az el®zdekben kifejlesztett techﬁika. Maqit a kérdéét at

lehet focalmazni a k&vetkezBképpen : Tecviik fel, hoavy E eav o-

o K G iqe o sas
. ,lyan kommutativ C"-algebra, amelynek a maximilis idedl tere F-tu-

lajdénséqu. Igaz-e ekkor, hogy minden Fe Aut B(F) rendelkezik
fixﬁonttal?.Ebben az utdbbi meavilidgitéishan szémithatunk arra,

Thoqy a valasz negativ : Sejteni lehet hoav alkalmas X,u) mér-
téktér mellett taldlhatd olyan p-mérhetd M : X —>Aut®’ lekéne-
zé€s és érqodikus T : X—>X transzformAcid, amelyndl az F(f) =

z [x—>MEYELTx)] formulaval megadott biholomorf automorfizmusa

CB(L”(w)) -nek fixpont nélkiili. (Az L%(y) +ér maximilis ideil te-

re hiper-Stone<tér, &s igy F-tér eavben [10]).

Végig ebben a fejezetben jeldlie Ml és M2 a [;k—;—;]

ill. [;F—%Eigiéii) projektiv transzformi&cidit a €

1]

CU {=} bkom—
paktifikdlt szémsiknak. (Mecjegyzés : Mlll' leK-GAut'Z . A th()

z+th (t)
m] Vte 7Z (1d.

3.Lemma b) biz.).) Leayen A a normaliz&lt Lebesoue mérték a C

konstans vételének oka, hogy _Mg = [;*—9

sik fA egvséokdrén azaz A{elg : O<g<qg} = %; ha ael0,27]) .

R&gzitsiink tovébba qu irracion&dlis 6¢€ (N,1) szAmot &s jeldsl-

Je T az x+vexp (-271i6)x rotdcidjat .3A -nak. Az T7(aA, 1)

Lebesque-teret, mint szokisos, a {(¢: ¢ korlitos Borel-mérhetd
8A—» ¢ flggvények} formaban fogjuk kezelni, ahol ?55
= {9(:38—C) : rxedr : Y(x) # ® (X)) = 0} . Vaail bevezetiik

az M : 3A—Aut € ill. F : BLT(34,0))—>L"(34,))  leképezéd- -
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M ha OST<5
seket az M(eZWiT) =.{ 1

) MZ ha 8<7<1

definiciékkal._Viléqos, hogy Fe Aut B(I (54,1))

ill, F~(§}——[xt—"7”(x)§(’l‘x)]'v

3.Tétel. Az (imént definidlt) F transzformicidnak nincs fix-—

pontia.

A _bizonvitdst nyolc lépésre osztjuk

1) Legven G az My és M, transzformiciAk Altal eenerdlt

részcsoportja Aut € -nak. Mivel

_ -1 ’ _ a1
(8) MoMy o= MM & MM, =M, Mo
fennall ¢ = {Mng ¢ s=0,1 3te€Z} . G -nek ez a renrezenticidia

egyértelmli abban az &rtelemben, hoav ha s,s'€ {0,1} , t,t'e Z

- st _ .,s,t
es Mle = MlM2
= uS™S wt-t _ s _qyS-s 2+th(t' -¢)
=y 7 M = [ (o T (oo -

akkor szilikségképpen s=s' As 7=t‘ mivel id¢=

2) A tovabbiakban ad absurdum foounk Arvelmi a Jf Ff = f
feltevésbdl. Jélalje f, az F eagv fixvontjat és leaven ? o
'egy (ettdl kezd&e régzitett) reprezenténsa az fb -nak (azaz
fo =t$g ). A %—majdnem mindenﬁtt kiféjezés réoviditésAre beve-
zetjlik a ‘Vl szimbdlumot. Most tehéﬁ ?%(Tx) = M<X)—%PO(X)
leeaA VnEIN, és innen |

n-1 )-l

(9) o (T™x) = m(r™ )7L M(xflﬁoo(x)’ V,xeos Vnem

Teh&t range <cf)o° ™ c G(range P o) V‘F EN .

3) Jél-ismert; hogy a T transzformicis ergodikus. Ezért ha
. egy A-mérhetﬁr’s halmazra »(SAT(S§) = 0 teljesfil, akkor sziik-
ségképven 3(8) = 0 vagy A(S) ; 1.

Tehdt ha eqy ['c€ Borel-halmazra N(Mc&[® VNen A11,
akkor af ?;l(fb teljes inverz kép vaav eqy O-halmaz, vaav eay

O-halmaz komplementere.

4) Ha z,nme AN{-1,1} &s néa(zg) , akkor létezik olvan

SR




T-invaridns nyitott U, V halmazpAr, melvre <z €U, neV és

S UNV =0 .

t

Bizonvitds: Vegyilk észre, hogy barmely te 7% mellett Mo

101,

=D (-1, [1,11—[-1,1] , x8r —3(mAsik) kir, Tay az Aut €

csoport konformitésébél k&nnyen kdvetkezik, hoaov minden te€ Z -re

. az MS leképezés a korlédtos D = {zeC : {g-ii<V2} U {zeC : [g+i]<V2}

tartominyt Snmagéra vetiti. Leaven 4 a Carathfodorv tivolsac

D
D -n- (def. 1l.0ld., tovabbiak [48],[29],[61), As tekintsik a G(g)
drbitot. (8) -bdl leolvashatijuk, hogy G(z) = {ng z* te Z} <

_ _ ‘ . t . rg+th(t)
CAaN{-1,1}cD . Mivel Mj r = 3 mty

t—%fe , a G(Z) halmaznak nincs torldddsi nmontja D -hen. Fzért

—>*1 aszerint hoav

8,(n,G(2)) > 0 . Tehdt az U = {g'eD : d (z',G(g)) < %dD(n,G(c))}'
1

&8s V =z {n'€ D : dD(n',G(i)) 5 dn(n,G(z))} vilasztis meafelel

\%

a kivanalmaknak.

Ezutan mégmutatjuk, hoay AG?;R(C(CO))) = 1 wvalamilven
C € 3 mellett.
Bizonyitds : Az elBbb belatott &1litads és 3) kizérjak, hogv

barmely r,ne AN{-1,1} par &s U, V a(z)- ill. G(n)=-kdrnye-

zetek mellett egyszerre teljesiilitn l(?;l(U)) > 0 As k(?;l(V))PO,

Hogyha minden z€ A\ {-1,1} -re talélhaté dlyan U kArnvezete. a
G(z) orbitnak, melyre A(?;l(U)) = 0, akkor a .E tér szepara-
bilitésa miatt 1(?;l(Kf\{-l,l})) = 0O , ahonnan x(?;l({—l,l}))=1.
Ilyenkor vehetd ol. Ty = i . Amennyiben nedic valamely :f;Z\{—l,l}
pont G(cl)k orbitjénak barmely U kdrnyezetére A(?;I(U)) > 0, !
akkor ennek a Zq -nek minden é—invariéns U kﬁrnyezetére |
AEot(U)) = 1 teljesil. Ekkor 1 = A t({zep: dp(z,az))< D)
-—ix(Tgl(G(cl))) (n —» =), .Vagyis ebben az esethen meafeleld a

L oF 5 valasztés.

Ett3l kezdve feltessziik, hogy

_30_




2,-..

- ahol c,cl,cz,... adott. konstansok. Az elfzd észrevételﬁnk biz-

rance = {c,,cC } < GeYed
Yo 1’ .

tositja, hogy ez nem mecgszoritlsa az dltalaAnossionak,

5) Az 1) 1épés soran meqjeayzettekbﬁl eavenesen kdvetkezik,
'.hogy minden nelN mellett egyértelmlien mechatiirozhatd egy »lvan

s % 3A —{0,1} , tn : 3A—> Z Borel fiiaqgvényovar, hoavy

n .
s_(x) t_(x) ' _ :
Mt ot = M "L 7T Vxesa
Az s r oty szimbbdlumok ezutén ezeket a flicavénvnirokat foaiik

jeldlni. (9) ~bB1 kapijuk,

sn(x)Mtn(x)
..'L2

' : (9 CPO(Tnx) = Ml ﬁoo(x) ‘V,Axe_A Vnem .

/

és t =z 1, ,-s flicavénye-

Bevezetve az s 3 A

l{exp(2wir): O<t<8}

 ket, az ‘M leképezést M(x) = ¥

1iKX)MS(X) (x€ 3A) alakbhan ad-

hatjuk meg. A (8) relédcid lehetdvé teszi, hoay az S, tn fiiaa-
vényeket s &s t seqgitségével kifejezziik. Speciilisan, u sze-
rinti teljes indukcidval lathatd, hoqy sn(x)=mod?[s(x)+,"+s(Tn—lx)}.

Tehéat

s_(x) ' n-1 .
Mln' — [C"“) (_l)s(x)+...+s(’I‘ X)l::[ vxe 5 A ‘VneIN
. I .

6) Tovabb pontositjuk a (-1) " fiogvény s -sel val

kifejté-
sét : Tekintslik az S(t1) = s(exp(2rit)) formulaval meaqadott

s : R—{0,1} figgvényt. Ekkor S(1) = 2:1[0 djfr+m) VieRr .
. m=—c -7 )

Bevezetve még az gn(r) = s(exp(27it))+s(Texn(2nit))+ +s(T" exp(2rit

fliggvényeket, kapjuk hogy En(r) = S(1)+5(1-8)+...+5(1=(n-1)8) =

@ n-1 ‘ | - n-1 :
i m%Z—m' Ly Tro,e) (ke = oL kgo Yk, (er1ye) (TP =

|
™8

N l[O,nG)(T+m? . Vagyis Sy pveriodikus’ folytatasa (1 hosz-

- : : ti{ng+ 0 -
szusagu periodusok mellett a ¢ -Z;tizg)l) h;z;ii(::?i:ii

S &
vénynek. Mivel ~((-—l) n ax = S(—ifn(t) dt , ez azt jelenti, hooy
3 A 0]

.

figg-
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~valahé&nyszor {nm} égy olyan += -hez tartd indexsorozat, melvre

. . S n
o ™o
dist(nms,{2k-l: keN})—0 (m~>»), mindannviszor j (1) érx— -1,
, g
M S - - ) 03
azaz a {(-1) °my fligovénysorozat mértékben ( A szerint) az -

‘laA flgagvényhez tart. Igy a klasszikus Riesz~-Wevl Lemma szerint

‘létezik'egy olyan {nmj} részsorbzata az {nm} -nek, amelvre
s (x) ‘ ‘

n
m3

(-1) T -1 (> ) V&XE 3A , vagv ami ugvanaz, s

. (x)—1

T

(J— =) V&xe 3A .
Hasonldan, a adist(nﬁs,{Zk : keNP)—0 (m—>w) relAcidbdl

egy .olyan: {nﬁ } részsorozat létezése kdvetkezik, amelvnél

| 3 |

S, (X)™0 (j—=) V&xe A .

oy

7) Olyan n —>« indexsorozat, amelyre dist(nmé,{Zk—l: keN})—0
(m-—»m) all, létezik. (Bizonyités v+ Az {exo(winé) : nelN} hal-
maz slri 3A -ban, és a dist(n_§,{2k-1 : keN})~>0 relAcib ek-

© vivalens exp[2wi(6/2)nm]——>—l -gyel.) Vilagos, hoav bérmely ilyen:
: N
{nm} sorozatra. exp(znian )y—>1 azaz T --—-"idaA (m—> =),
¢ m . i

- Ett81 kezdve jeldlidn {n&} eay olvan r&gzitett indexsoroza-
n

tot, melyre n'->e, T M sia &s V.xear s (x)—=1 (m =)
‘ m 3A ' A it
Tegylik fel ezutin, hogy ‘{nm} egy olyan indexsorozat, hoagy
n ' . :
m . -
— - 0N ®
n_ , T —>id,, és V&xe 34 s (x) N (M— »)

m
Mivel range‘?oC:G(c) = ttMg : te 7} (v.8. 4)) s mivel
G(c) -nek a‘torlédési pontjai a t8le diszjunkt /-1 &s 1 non-

tok valahényszor c X1 , range ¢ . egy diszkrét rAszhalmaza
. 1

n
€ -nek. A Lebesgue ‘féle Eltolasi Tétel szerint a. T m-%idaA re-
: ¥
_ : n ) ,
lacidbél az kévetkezik, hogy P (T m X)—>p, () Vixean . Fa-
n

sonldan, ?o(T m x)——»?b(x) V&xe_aA. Tehat, mivel a ranqe‘?o

halmaz diszkrét,
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(10} v)\_xea;é Hmo(x) Vn >-mo(x)

ARG Ent 09
(x) <F (T (X)) = Ml My ‘ ?O( x) = M,1M2 ?O( X)
s, ()t (O t, (0

m m

n
' (Po(x) = ?O(T m(x)) Ml Mz o( x} =M, m?o(x) .

]

; , t t
Tehdt V¥ xedn Jt' ,t'ez MM, po(w) = M3 p(%) = po(x) .

Mivel minden t'e ZIN{0} -ra az Mt transzformiacid fixpontiai

2
-1 és 1, {10) csak akkor Allhat fenn, ha ¥, xean: Im (%)
Vn > m(x) t (X)) = 0. Vaayis
m
. n
(1o') Ha n_—> e egy olyan sorozat, hogy T —id,  és
\7;\ X €93A sn(x)—-a»o, akkor tn(x)—>-0 \_’/A XE A .
. . m - m :

8) Megmutatjuk, hogy (10') 1lehetetlen. Valdban, be lehet

latni, hogy

a) Létezik paratlan szamoknak olvan nm-§ » sorozata, hoagv

o ,
T Msig és V. xear s_x)y—o ,
24 A nm .

b)_ mod2 sn(x)+tn(x) = modzn Vxe A Vne!N .

Ekkor b) szerint tetszdleges n. sorozata, arpely az a) —baﬁ
felsorolt tulajdonségokkal rendelkezik, ferm‘é.ll/‘ ;rioqv 2 + t_ (x)
Vmen Vxe 9A , amibdl tn (XYoo \V/xe 93A kAvetkezik. 12: ka-
pott ellentmondés bizonyitjama tételt.

a) bizonyitdsa : A 6) 1épés konkluziéja szerint az a) Alli-
tas ekvivalens azzal, hogv taldlhatd piratlan szdmoknak olvan
ﬁi-ﬁm sorozata, amelyre dist{n?ns,‘{ék ;'k €eM})—0 , vagy ami
ugvanaz, exp[2nin (5/2)]——-91 (mM—> »)., Ilyen tulawdons’*cu ndrat-
lan {n:} sorozat azonban nyilvan létezik, hlqzen az
{exp[2ni (28+1y§/2]: Pe N} halmaz'sﬁriﬁ 3A ~han (mivel S¢Q).

b) bizonyitdsa n szerinti teljés irdukcibdval t&rténik.
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(x) t,(x)

S

n=1 -re My le = M(x)"l (= le vaav Mgl) . Tehadt vaév
sl(x) =1 és tl(x)_= 0O vagy sl(x) =1 és t](X) =0, azaz
mod2 sl(x)+tl(x) = modzl = modzn .
Az indukcids lépés vég hezviteléhez veqviik 3szre, hoav
(x) t (x) _ v _ 1 St
I e e I DUUIPIE DI ReS WL e
l 2 ‘ 1 2
' Most hérom eset lehetséges :
v ‘ ’ s (x) t (x) s_(x)-1 t_(x)
i) Ha M(T'x) = M; , akkor Mln+l AM2n+l = Mln. Mzn =
. mod, s (x)-1 t (x)
=M, P M., , azaz mod2[én+l(x)+tn+l(x3=mod2[ségrl+téxﬂ=

az indukcibs feltevés miatt = mod,(n-1) = mod, (n+1)

(x) t (x)

. . ! - . s
ii) Pa M(Tx)=M_ és s_(x)=0, akkor M n+l MM n+l
o 2 n _ 1 - 2 .
1 2 () '
= Mz M, , azaz O =‘sn+1(x) és tn+1(x) = tn(x)—l . Tehéat

: mod2[5n+l(x)+tn+l(x)] = modz[sn(x)+tg(x?] = mod, (n-1) = mod, (n+1).

, S (x) t_ ., (x)
111y Ha M(T"x)=M, &s s_(x)=1, akkor M Tl =y nFI T _
2 n 1 2 ‘
1 t (X . tn(x)+1
My MM, = (8) szerint = MiM, , azaz modq[s (X)++ (x)]=

= mod, [s (x)+t_(x)+1] = mod, (n+1) .

Ezzel a 3.Tétel bizonyitésa teijes.

A 3.Tételben megjelend ellenpélda konstrukcidija tul specid-
lisnak tiinhet. Valdjaban azonban a mértékterekifinomszerkezete le-
hetdvé teszi, hogy a segitségével eldénthessiik a lecAltaldnosabb
Lm—tipusu E terek esetében is az 'Aﬁt R(E) csoport fixvontprob-
1ém&jat. Az éifalénosithatéséq kulcsa a kAvetkezd

B Tétel. (D. Maharam [30]). TetszBleces o-véges u mértékhez

léteznek OrPyrees > 0 sulyok és’ &ﬁ, @é,... kérdinalitﬁsok
ugy, hogy Ll(u)&Ll( D o By,
: "n=1

Y e Lo frz , S o .
Q>0 -ra A Jjeldli a X mérték er-ik hatvanvit (a (34) tartd-
halmazen. \© definicid szerint eqgy atom 1 sullval (a A°-mérhetd
halmazok 3A és o ; A%(3A) = 1)
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1l.lemma, TLegyen X eqy diszkrdt tonoloaikus tAr. Thklor min-
den Fe Aut EYCb(X)) -re létezik (egv soyArtelmiien mechatirozott)
T vpermuticidja az X halmaznak és eaqy ™M : X —>Aut FT Ffilaovény

ugy, hogy F = [fro[xr—Mx)E(Tx)]] .

Bizonvitis. Legyen B8X az X tér Stone-fech komnaktifikilt-

ja és jelsdlje of egqgy f(ECbEX) filggvény folytonos kiterjesztett-
' J

jét BX =-re. Most az F z oFo 1 lek@Apezés eav ‘biholomorf auto-

morfizmusa PB(C(B8X)) -nek. Mivel a BX ¢tér izoldlt pontjai An-

ven az X halmaz nontjai (v.3. [10]) As mivel =qv tonolbnikus

tér automorfizmusai izoldlt pontot izolAlt nontha %iildenek, fenn-
-]

a1l T?(X) = X . Innen (FEY(X) = (& “Tof)(x) =7 (Fof) X(X) =

Fof) (x) = [F(65)]1(x) = Ma(x) [(0£) (Tax)] = mivel Tpxex =

-

Mﬁ(x)f(T?x) .

-

2.K&vetkezmény, Diszkrét X +tér esetén minden FeAutﬁ(Cb(X)) -

nek van fixpontija.

<

Eizonvitds. JelsSlje -t a pontonkdnti konvercencia tonoldgid-

jat Cb(X) -en. Veqyiik észre, hogv §(Cb(X)) ezzel a topoldai-
. : v ,
dval nem mas (halmazelméletileg is) mint a 37 szorzatter amely

Tyihonov klasszikus tétele szerint kompakt. Misrészrsl a 11.Tem-

'mabdl azonnal k&vetkezik, hogy minden Fe Aut ﬁ(Cb(X)) lekéne-

-

zés 11—t folytonos. Igy a Tvihonov-Schauder Fixnonttétel [5]

mutatja, hogy barmely Fe¢ Aut E(cb(X)) -nek van fixnontja.

iégéteA;_Légyen E egy olyan M-hAlh (def. 1d.[33]) amelynek
van egy *E predudlja. Ekkor a k&vetkezd tulajdonségok ekviva-
lensek :

a) Barmely Fe Aut B(E) -nek van fixnontija

b) FHECb(X) valamely diszkrét; X térre,.
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Bizonvitds, M. Rieffel [32] ecv tétele szerint a preduilos

<4z o ™ - P .z
M-haldk pontosan az L -terek., TehAt az Altaldnossic megszoriti-

0

1 B
*BE = L7(X,u) és L7(X,u) ecy al-

sa nélkiil feltehetjiik, hogy
kalmasan r&gzitett (X,u). mértéktér melletﬁ.

Ha a uw mérték atomos, akkor a b) feltéltel triviﬁiisan
teljeslil, és igy a 2.K&vetkezménybdGl adddik a) .

Tegyllk fel, hogy u nem-atomos. Ekkor b) nem &11, tehat
elegendd kimutatnunk egy fixpont nélkiili Fe 2ut E(E) létezdsét,

R8gzitsiitk eqy olyan véges »p mértékii X' részhalmazat az X

-

uxi

- ben létezik olyan (p-mérhetd) Yo X' halmaz #s ©> 0 kardina-

térnek, amelyen a mérték nem atomos. A P Tétel kdvetkeztéd-

- 5. & & & e
litas, hogy u(Y) » O és Ll(Y,u}-Y)’—l’Ll((aA) O ) Lty

c
Ezért E~ @ ° E. ahol E
- j=1,2 I |

Icy a tétel bizonyitéséhoz\eleqehdé beladtni, hogv létezik fix-

© oL e . ©
L (3l ) &s E =L (0N, ul () -

lE £os

3
J

).

pont nélkiili F,€ Aut E(El) . (ugyanis ekkor az F=[(f. f)FQCFlfl,fz)l

1772
c

leképezés egy fixpont nélkiili eleme Aut B( @ ° F.) -nek) .
- j=1,2 -

A 3.Tételbll kdzvetleniil adddik, hogv az
o en
P+ £>[(50) 3 (gt a<ll) Mz DE(TL ), g ¢ O<a<l ]
formulaval definidlt leképezésnek (ahol ™ : 3aA—> Aut € é&s
T ¢ 3A-—>3A ugyvanazok, mint a 3.Té&telben) nincs fixpontja, de

F

lE Aut B(El) .
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3. Fejezet

i - . . yz P ' z
-f. ' Az Aut B csoport linearitisa L~ terekben n#2,o esetén

A végtelen dimenzids biholomorf automorfizmusokkal kancso-
latos elsé érdekes eredmény [16] az volt, hoay a zfrt ecvséq&%mb
biholomorf automorfizmusai eqgy Hilbert térben, vacv ami ﬁcyanaz,
eqay Lz-térben mind rendelkeznek fixponttal. Az el&z& fejezethen
karakterizaltuk azlésszes‘dlyan L”-tereket, ahol az Aut B cso-
port minden elemének van fixvontija. Mind:a két esetben kinnyen és
pentosan leirhatd volt eqgy paraméteres'alqebrai formuladval az
aut B csoport eay dltalénos taaja, a nehézséoeket ezeknek a for-

'muléknak a topoldcgiai szempontbkdl vald bon?olult viselkedAse je-
lentette. Mi t&rténik a t&bbi LP terekben? FTay nillantast vet-
2 ve a 2-dimenzids specidlis esetre$, arra a sejtésre juthatunk,

? ~ hogy ©p#2,» mellett az Aut g(Lp(u)) leképezéscsonort csak 1li-

‘nearis elemekbﬁl 4ll, hogvha dim'Lp(u) > 1 ;'Azonban ezt a ténvt

. \ . . . . . . =/ 02
joval nehezebb bebizonyitani, mint igazolni az Aut R(L" (u))

vagy - Aut B(Lw(u)) tagjait leird alcebrailag komnlikaltabb for-

muldkat. Csak nemrégiben sikeriilt ezt a seijtést Ll -re bebizeonyi-
taniv: az Aut-invarians tavolsicokkal kancsolatos mélvrehatd vizs-
gédlatai egyik'kﬁvetkezményeképpen‘E, Vesentininek [46] . Amint a
[46] cikk is rdmutat, ugyanez az eredménv meakanhatd T. Suffridge-
nak [40] eqgy konvex értékkészletii holomorf lekévezésekre vonat-

koz5 tételépdl is. Ahhoz azonban, hoav a [46] - i11. [40] -bel;j

5

Thullen [43] klasszikus tétele szerint, minden olyan korlatos

E 2 . . U .
. DCC Reinhardt tartomany, amelvnél B2Aut D tartalmaz nem-lined- |‘
ris elemeket is, linedrisan ekvivalens a'{@l,go):lclh(;2|<l}

vagy {@l,;z); ];l]p +|;2(2 < 1}~§(O<p<m) alakzat valamelyikével.
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lﬁédszert az 8sszes LP-terekre egyszerre alkalmazhatévé teaviik, .
kemény algebrai jellegli problémékkal kell szembenézniink, amelvek
.megoldésa — ugy tlinik — inké&bb az &ltalinos elmélet'lﬁnyeces‘ l
tovabbfejlesztését mint a direkt meggondolast iaényli. h
Itt egy olyan uj megkdzelitését mutatijuk be-a orobléméﬁak,
amely barmely LP-térre alkalmazhatd. A doloozat tbvébbi részéhez
kiinduldépontunk eéy a Kaup-Upmeier [27] szerzépéros ill. J-P. Vi-
gué [49] &ltal egyiddben taldlt tétel, amelv a Banach térbeii kor-
létos kdrszeri tartomé&nyok biholomorf automorfizmuscsoportﬁét a
csoport Lie-algebrdjénak a tartominyokban teljes holomorf vektor-
mez6kkei‘va;6 ézonosithatéséga alapjan irja le. Mieldtt ezt ki-

‘mondanénk, néhdny terminoldgidval kapcsolatos mecijeayzést tesziink:

4.Definicib. Legyen E egy Banach tér &s SCFE . Mint szoka-

E

melynek tartdéhalmaza E és atlasza . {(E, idE)} , tovabba azono-

sos, az E teret azonositjuk azzal az M_ . BRanach sokasaggal, a-

sitjuk E -t az ME érintdtereivel is. Ennek meafelel@en eay .S
félétti v vektofmez6n egyszerlien egqy S—>E lekénezést érﬁﬁnk.
A v vektormezd exponencidlis képe (éﬁit exo(v) —vei foaunk Jje-
181ni) az a F leképezés, amelynek &rtelmezési tartoménva az

SV = {fe S;: 3!%% folytonos [0;1]—~9s léeképezés ?f(o) = £ és
Vt€(0,1)  §i(t) = v(P(£))} .halmaz &s amelyre F(£) = G (1)
(f € Sv) . Hogvha Hé:Sl és‘vdom exp=(tvlé)fDH Vte R , akkor azt
| " mondjuk, ﬁogy a v vektormezG teljes H -ban. Hoavha s°© slird

S -ben, akkor Aut®S = {Fe Aut § : Jred(E,E) F = L| g} -et fos

gunk irni.

C _Tétel. (Kaup-Upmeier [27], Vigué [49]). Leaven E eay Ba-
nach tér és D egqgy qulétos kdrszerii csillag alaku tartominy.E=

ben (vagyis AD = D). Ekkor




a) Aut D

(AutoD)(AutoD) ,

b) AutoD = expif(%{exp(v) : vel 1), ahol U a D'—n‘ér£el—
mezett benne teljes holomorf vektormezdk csaladja.

c) (Aut D){O} (={F(0) : Feg Aut D}) egy E -beli altér met-
szete D-vel., Az AutoD transzformAcidcsoport tranzitiv az
(Rut D){0} orbiéonﬂ'

d) Létezik egy és csak egy olyan konjuaaltélineiris folvto-

nos ctr>q, leképezése az EJ = €(aut D){0} altérnek a szimmet-

m

rikus "EXE—>E bilinedris formdk terébe-azzai a tulajdonééqqal,
hoay U= (b3 fr>c +€(f) + qc(f,f) : ceEO’ és © eay D -
ben teljes linedris vektormezd E -n} .

e) Minden Feg Aut D  kiterjeszthetd holbmoff mdédon a D egqy

(alkalmas) k&rnyezetére.

5.Definicid, Legyenek E és D mint a C Tételben. A tovabbi-
akban loq*Aut D -vel fogjuk jeldlni azoknak az E f818tt értel-

mezett holomorf vektormezSknek a csalddjat, amelyek teljesek D-~ben.

A C Tétel b) 1ill. d) pontjaibél viladgos, hoay a 1oq*Aut D
halmaz egy R-lineéris alsokaséqa a mAsodfoku E-—E polinomok te=

rének, és hogy AutoD = {exp(v[D) T ve loéﬁAut D}

12.lemma, Tegyiik fel, hogy E egy Banach tér, D égy korlétos
nyitott halmaz E -ben, S eqgy nyitott k#irnyezete D -nak é&s v
egy Lipschitz folytonos vektormezd S -en:. Ekkor ekvivalensék

&) v teljes D -ben-, b) v teljes - 3A -ben.

Bizonyitds. a)=>Db) Vezessiik be az Fé(f) = exp(tv)(£f)

(feD, teR) ill. K = Lip v (= sup “V(f)"v§gﬂj> jeldléseket.

£,qes M9l

Ekkor az exp leképezés definicidja szerint fennill




o

t ' v
X + j vE (£)) 4ar Vite R
o T
valahanyszor fe€ D . RBgzitsiink egy tetsz61eces}pae 3D vpontot,
. / .
és legyen fl’f?"" eqy g -hez tartd sorozat D -ben. (10) -

(10) Ft(f)

- b8l a Bellmann quenlStlénség kld. [4]) alapjan kanjuk, hogy
'“Ft(fn) - Ft(fm)ﬂ 5“fn - fm”e}<t n,melN 5 £elR) .
Vagyis a [? k—?ﬂ,(fn)] (n=1,2,...) fliggvénvsorozat eagvenlete-
sen konvergens az R minden korlétos részhalmazén. Ioy a'«?(t)s
= lin  Fy (%) definicid barmely teR mellett értelmes, s a
<FD;§;gvény kielégiti a (10) inteqrélégyenletet (a tP—>F{(f)
fliggvény helyére irva). Mivel :?(t)e'ﬁ VteR, és mert a v
Vektormezé teljes D =-ben, fennill :angech:ER\D = aD , azaz v’
feljes 3D -~ben is. | |
by=>a) Legyéﬁ foe D tet$z6legesen :ﬁqzitve,‘és jeldl-e

$ a {%EX = V(x),x(O)=fo,_XE D} kezdetidrték-probléma maximilis

*"’ﬁ§§61dését.iAZErkéiiwﬁgggazgénunk,~hogy dom?>= R . Tegviik fei,
'hogy ez nem 411. Mivel a D alakzat korlitos és mert a v mezd
’Lipschitz~folytonoé, sup “v(f)” < o .'Rzért szitkséaképpen léte-
zik t €R , melyre ?iiz)e 3D (v.5. [4]). Ekkor azonhan a v
mezd 3D -ben vald teljessécge miatt range<fC28D is telijesiil,

‘ami ellentmond az _foe D relédcidnak.

3.Propozicid. Legyen E egy Banach tér és D egv korlatos

kd8rszerii csillag alaku tartomdny E -ben. Jelﬁljﬁk‘ » -vel a D

alakzat Minkowski-fuhkcionéljéta és tekintéﬁnk eqy v o fF?c+ﬂE)+q(f,f%

alaku vektormezdt E =-n, ahol c€E , ¢ €:f(E,E) ill. a eqgv foly-

tonos bilinedris EXE-—>E leképezés.

Ekkor V'elog*Aut D és D = (£EE: p(f) = 1} esetén

1) Re{€E),0) = p)® {c,op +{a(f,£),8) = 0
valahédnyszor feE, ¢€E¥ &s Rede subgradlf p .H
0¥ . |
oy -ot 1ld. a k&vetkezd lap aljan

HO—




(3]

Bizonvitds, Legven kR, gEéD 6s e {Ye E¥: Reve subharad . n}

£et5261egesen régzitve. A 12.Lemma szerint a v - mezd teljes 3D-

ben, ezért a ?(t)Eéisexp(tvMéLSg) definicid értelmes minden te R

mellett, sGt ¢(t)e€ 3D VteR. Ezért O = %[p(?(t) - p(pON] 2

Re (FEZKOL o} - 51y &s 0 = Llp(p(-t)) - plp(0)] 3

v

Re(?('_t);,(O) ,<I>>— 5(1) Vt>0 . Innen ti{0 mellett képjuk,
hogy O '> Re <é—i&\}(eisg),¢> és 0O > Re<-e-i&v(ei&q),d>> .
Tehdt O = Re <e~i&v(ei3g),¢> = Re{c+ei&€(g)+3213q<g,g);e'i“3d>> |
V der Vagyis O,= Re[e—is\(c,¢> + E(é) + ei&‘-q(q,Q),@> =

= Re [{0(q),8) + ‘ei's( (c,o> + {alg,g),8> )  VY*rR , ahonnan
(11" Re<Y(g},§>=<é,$>+<§(q,g),§>?O (p(§)=1,§ e‘subqradlq P).

Legyen ezutan £ # O tetsz8leges vektor E -bSl &s teavyiik
fel, hogy Red¢ subgradlf p . Mivel O€D és a D halmaz nyi-

tott, p(f) > O . Tekintsiik ekkor a g

i

f/p(f) vektort. A o

funkcion&l pozitiv-homogenitdsa miatt eqyrészt}~plo) =1 , mas-
. N

~ részt subgrad|_ v = subgrad p . Tehat alkalmazhatjuk (11') -t
g , £ :

ahonnan az €. leképezés linearitésa ill. a o bilinearitisa mi-

att rdotén addédik (11) .

3. Kdvetkezmény. Ha [f*—*c+ €(f)+q(f,f)]6,loq*Aut_B(E) , akkor
(11'") Re <€ (£),3) = llfllz{c,<}>+<q<f,f),§>= o

valahényszor f€E , 6e€ EX &s (£,0% =l £lllelly .

6) ‘ '
1/sup{AeR+: re D} (feE) .

i

azaz p(f)
R/ C |

A v fliggvény szubgradiense az f helyen definicid szerint
azon valds-linedris folytonos A : E—R funkcionidlok (esetleg

Ures) halmaza, amelyekre lim %ij(f+h)-(p(f)+A(h))] > 0 . Jol-

. C : h~0 . ,
ismert, hogy minden folytonos valés-lineAris A : E—~R funkcionil

(egyértélmﬁen)‘felirhaté A = Re¢ ‘alakban, ahol &g E® .




. cidé épp azt fejezi ki, hogy a v

Bizonvitids., J6l-ismert, hogy az egységadmb Minkowski funkcio-

hélja épp a norma-fiiggvény, &s hogv minden fe EN{0} vektor mel-

‘lett {2e€E¥ ;: Rese subgrad[fll.ll} = {scEX ¢ (£,0) = l£ldlolly} .

4.KOvetkezmény, Ha 3D egy C}-sima alsokaséga F -nek, uqgy

¥
[f+—c+€(£f)+q(f,£)] € log Aut D akkor és csak akkor, ha (11)

téljeslil minden f # O -ra ¢ = grad] p mellett.

f
Bizonvitas, Ebben az esetben a p funkciondl is folvtonos (va-

16s) Fréchet-gradiénssel rendelkezik az EN {0} tartomAnvon, és

égy bge 3D pontban a 3D felﬁiet érintd hipersikija azon {he E:

: <h,gradlq-p>R = 1} R-affin alsokasdga E -nek. Igy a (1l1) rela-

[fr—cs e(f)\+q(f,f)] vektor-
mezd érinti 3D -t. Ekkor azonbén a {%E X = Vék) » x(0) = £}
kezdetiérték-probléma megoldidsai fe€ 3D esetén véoig 3D -ben
futnak, és tekintve, hogyva v ‘vektormeéﬁ kérlétos oD f&l1&tt,
ez azt jelenti, hogy v teljes oD -ben (v.5. [4]), azaz a
12.Lemma szerint .v teljes D -ben.

A masik iré&nyu implik&cid a Propozicid speciilis esete.

Ennél a pontndl visszatérhetiink az L°-terek eqvséggtmbjéhez:

'5.Tétel, Az E = Lp(X,u) tér egységgdmbiének minden biholo-

morf automorfizmusa egy,E-unitér lineAris leképezés meqgszoritott-

" Ja az egységotmbre valahdnyszor p#2,e &s dim E > 1 .

o * - - o
Bizonyitas. Legyen p#'«. E -ot a szokdsos mddon azonositjuk

ey vy +a P |
az L7(X,u) térrel, ahol ¢ poT - Vagyis (f,Q) = S fé du
_ ‘ -1 _ 3

(£e2P(x,u) , e e LYK, 1)) . Vezessiik be tovahbi az £ = Fle|P72

?fGELp(X,u)) jeldlést. Most jlf¥]q dpy = jlf{p dy < = , azaz
X X

*

eI, es <£,£%= [P ay =l £lP - Fellie*ll, VEerPix,w.
| ' X o




Legyen X, &s X, két p-mérhetd részhalmaza X -nek, p20

2
és e R. Tegyik fel, hogy O < X uX) < =, Tekintsiik az
£21, +p»el&lx fiiggvényt. Nyilvan f£e LP(X,n), Hf”=[u(Xl‘-)+pDu(X2)]l/p
1 2 ,
és £¥ =1, +p° 1mi%y . TehAt ha ceE és q : ExE—FE egy
Xy x2 . .

olyan bilinedris forma, amelyre a [grwac+q(g,g) vektormez® tel-

3 m = -— A = -
,jes B(E) —~ben, akkor ey E <q(lXj,le),lX%> et és ym_<é,lxm> et

irva, a 3.Kdvetkezmény szerint
1 1 id, 1 2 2id

: P 2/p p-1
[ul+p 92] (yl+p Y2)+all+2a12pe +a22pie .
1 p-1 -i% . 2 2 p+l i¥
tayyp° Te 4207 0P ral 0P et = 0

minden pe R, és '36 R mellett. Vagyis

<+

2i% l 13{ 2 ptl 1

‘_ p-1 2/0
a5 5P 2te 05,0 +2al,e*pY Ty, [u +p u?]

‘le
1 2 p ' p. 12/p -i& 2 p-1 _
+{all+?alzp +Yl[ul+p u2] 1+e ay3p7 T =0 Ve R

valahéanyszor a pe R, szam tetszBlegesen riazitve van., Ezért

1 _ 2 p+l,, 2 -1 . 712/p
0 = a5,=a,,p" +2a129+pp Yo [ul+o“u2] o=
1 2 o D 12/p_ 2
mayt20 507y [uytetu,] T Py Ve R,
Sz e e 1 2 p ) 2/p, . Azonban mi-
Spec1éllsan, 0 = %%E 02{all+2a12p Tyl["1+° u2] } .
1 2 . ' . +2/p 2/p ' . -
vel aj,/p" —>0 é&s yl[uljsp ”2] —s Y U5 , P¥2 esetén ebbdl

2 _ w :
@y, = ¥y < 0 kd&vetkezik. |

Tehat (Yl definicidja és az Xy 0-%, halmazok tetszdlegessé-
ge miatt) |

O‘=‘<Crlxl>= é-C du Valgﬁényszor u(Xl) <. @&s

10 X2 =@ ,

Innen azt kapjuk, hogy ¢ = 0 ha dim Lp(X,u5 >1 . A C Tétel

E{xz- 0. < u(X,) <o &s X

Ll - - - » . * it
d) &llitédsa szerint ez azt jelenti, hoay log Aut B(LP(X,u))
csak linedris vektormezlket tartalmaz (p#2,e :>dim Lp(X,u)>l) .




Ezért az AutéB(Lp(X,u)) transzformicidcsoport is csak linearis
' leképezésekbSl 411 ilyenkor. Most az Aut B(LP(X,u)) csoport li-

o ‘nearitésa azonnal k&vetkezik a 6.Tétel a) pontjidbdl.




4, Fejezet

Egy proiekcids elv

A 3 Pr0D021c1oval nvertunk egy olyan pszknzt amely sok e-
setben rendkiviil alkalmas expllclt szamolasok elvéazéshAre, ha a
.loq Aut D vektormezo Lie-algebrat (&s ebbBl az Aut D transz-
formac1ocsoportot),a D korszeru csillaa alaku korlétos tarto—
many géoﬁetriai parameterel (mint pl. a M1nkowsk1—funkc1onalja)
segitségével kivanjuk kifejezni,.feltéve'hoqy a. 3D feliilet kel-
18képpen sima. Az Bsszes lehetseqeq ilyen D alakzatokra- loq Aut D
meghatérozésa a 3.Propozicié direkt alkalmazisival azonban reménys
'telenﬁl bényolultnak tlinik méé abban a specié1is esethen is, ha
‘a véges dimenzibs C -sima hataru tartoményokra“korlétgzzuk vizs-
gélatainkat. Mésréserl'léttuk a: (11'') formula sikeres alkal-
. mazasat az Lp—terek egyseqqombjere, ami annak 2, tonynek volt k&-
szfnhet®, hogy az alapul szolg&ld mert@kt@r b?rmelv két dl%Zjunkt

(mérhetd) Xy X, részhalmaza mellett a norma-funkciondl qradien—

se az lX , lx' flicgvények lineéris kombindcidindl eav 361 At-
1 “2 ' A
- tekinthet® viselkedésii linedris kombindcidtia a qrad 1 b és
, S | X1
grad |,y l.]l vektoroknak (LP® -ban) . A mostani fejezetben a 4,Té-
X A

tel biz%nyitési mechanizmus&nak a mélyebb qeometriai hitterdt ki-

‘vanjuk tisztazni.

E.Tétel. Projekcids elv. Legyen. M--egy komnlex Eanach soka-

sag, M' egy alsokasdga M -nek, P eqv olvan holomorf M-—M!'

leképezés melyre PlM' = 1id és legven v egy M -ben teljes

M' 7
holomorf vektormezo. Teqyuk fel, hoqy értelmezhetd M' -n egy o-
: lyan 8 dlfferencialis Finsler metrika, melyre %)

(1) a -P'V’M, vektormezd - § ‘szerint korléatos,

x{és d -vel jeldlve a § altal generalt metrikiat M' =-n

. -45-




(ii) a @ metrika topolégidja finomabb az M' topoldgiidjansl,

(iii) minden olyan XqrXgrees e M! sorozatra, amely a d metri-~
P o ka szerint Cauchy tulajdonsédcu de nem konvercens, fenn3dll

& > w |
de(Xl,Xn)——} (n—>w) |

b Ekkor a P'v vektormezd teljes M' -ben.

\

A bizonyitdst hét lépésre bontijuk

1) A Carathéoddry tévolség definiciéjébél kfzvetlenﬁl 1at-
szik, hogy mivel M'C M , fennill dM,(x,y) > dé(x,y) Yy, veM!,
:Jél—iSmert tovabba, hogy — mivel «P holomorf médon vetiti M -

et M' ~be — ‘a D leképezés-egy 4, >4, kontrakcis (v.8.
3 ~ [61,[481). Minthogy P|,,
' ' >V>n§?§ﬁﬂ - Ezzel kaptuk, hogy dy, = Qylp

= idy, , innen dM{(x,v) s 4y, (x,y)

() = exn(tv)(x)

2) A tovabbiakban hasznilni fogjuk az a,

(xg M; tefR) jeldlést, és bX -szel fogjuk jeldlni a {gg y =

=P (yIv(y) 5 v(0) = x} kezdetiérgék-probléma maximAlis Artel-
mezési intervallumd meqoldésat. |

Megmutatjuk, hogy tetszﬁlegésen réazitett 2&#“ mellett

(12) dy, (Pa,(h),b_(h)) = o(h)  (h—>0)

'g)Definibié szérint,- § egy olyan T(M')**IR+ leképezés (itt

T(M') az M? sokaség érintdnyalédbja), hogv minden régzitett
XxeM' mellett a TX(M')a'wP—%G(x,w) funkcionil konvex és nozi-
tiv-homogén, és minden (U,¢) koordinitatdrkénre az f—

Ye, weTlE)) figovény lokdlisan korldtos As alulrdl £a-

5 (o
lig folytonos valahanyszor U egy holomorf vektormezd M! -n,

Egy u vektormezd M' -n 6—korlé£os, ha sun{§(x,u(x)): xérw'}<<m
P'v az a vekéormez6, amelynek értéké az x(efﬁ) helyen P'(x)v(xi
(e TX(M))_, ahol P'(xi a P Fréchet derivAltja x -nédl. Ha X,v€
eM' , d(x,y) = inf{{g S(p(t) ,'(£)) dt : ¢ Closima [0,1]—sn

{fﬁggvény, ?(O) =x , ?(l)= v} . dM? a Carathéodory tévolség Mt
folstt. ‘

N
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Bizonyités : Tekintsﬁnk eay (U,@)V‘térkﬁpet az M' atlaszi-

N

bd1, amelyre xeU . Az altalanoss=q mecszorlfﬁga nélkill feltehe-
tS (U —nak eqgy alkalmas résztartomdnyara szoritkezva &8s ¢ -np eqay
affin transzformicidt véqrehajtva), hoaov ¢ egv hiholomorfizmus
U és valamely E Banach tér nyitoktt eavséagbmbie k#z&tt. Fkkor

-1,1

UcM' miatt, he{te dom b, b (hles (5B(E))} esetén mindidg

Ayt (Pa, (h),b, (1)) g G (Pa, (h),b_(h)) = mivel & : U<>B(E)

biholomorfizmus = d (¢Pa, (h),eb_(h)) < nﬂ@Pav(h) - @bé(h)u ’

B(E)

ahol 1 = sup {4

B(Eﬁ(f,g)/’ﬂf-gu : f,ce %B(E)} . Farl és Hamiiton

egy jél—iSmért tétele éld.[G],[48]j cgarantdlja, hoay itt y < =

A "@Paz(h) - ¢bz(h)” = o(h) (h-*»Q) reléciét a kdvetke-
IZBkéﬁp l&thatjuk be ¥ Definicid szerint a; a {—— vy = vv), v(O)= z}
kezdetiérték- problema megoldésa. Iay ﬂ@a (h)=(ez+ho'v(z)|=0(n) .
Vagyis figyelembe véve a bZ -t deflnlalo differencidleovenletet,

a—_H{O[Q)PaZ(h>—sz(h)] = &-IOQPQ az(h) - @'P v(z) =

-1

= l&nc szabély és az' def. = &'P'o' “o'y(z) - ®'P'v(z) =0 .

3) (12) felhaszn&l&asdval azonnal kapjuk, hogy bﬁrmeiy X,7 €

€ M!' ~re

ra——

— 1 | |
iiglﬁ][dM,(bx(h),by(h))-dM,(x,y)]

= %iglh[[dM,(Pa (h),Pa ()~ dN,(x,y)] <

A

llm’h,[d (a, (h), 2, (h))-a (x,y)]

nmivel P egy dy—>d,: kontrakcib &5 4q,, = 4,, (1a. 1 ).

M! Mt
4) Ett8l kezdve feltesszilk, hogy a tétel &llitdsival ellen-
tétben a P'v mezd nem teljes M' -ben. Most r3azithetiink eay

olyan xeM' poﬁtot, melyre dom.bx # R . Legven ta az egyik . .

hatarpontja most a dom bx intervallumnak. Mivel Oe dom'bx ’




fto # 0 és igy az &ltalédnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjik,

hoay to = 1 (hiszen v helyett %'v -vel az 8sszes megoondo-
: o :

‘lasok ugyanugy elvégezhet6kf. Tekintsiik ekkor a

- 1 1
p(£) = dyy (B (), By (E45)) (te [0,5))

fﬁggvényt. Vegylik észre, hogy ;— lévén bZ mecoldisa a {%E v =
= P (y)v(y), v(0)=z} kezdetiértéképroblémanak —. b, (t+h) =
- bbx(t')(h) és b'X(t+-]2‘—1+-h) = bbx(t+32_>(h) valahfnyszor t, t+h,
t+% , t+%+h € [0,1) . Innen 3) alavjan kapijuk, hogy

1'1_:?1 (o) <0 Vie[o,3) .

h-0 : | AR

5) Megmutatjuk, hogy a ‘p fiiogvény lokalisan Lipschitz tu-
lajdonsidgu. Mivel az eldz8 lépés konkiuziéjé ugy intervretédlha-
td6, hogy ?’(tj = 0 mindeniitt, ahol ?‘ létezik, ebbdl kdvet-

kezik, hbgy a p fliggvény konstans. Tehat
13)  dy, (b (8, (t+1)) = a,, eb By Vee [o,d
Mt Mk s Sl M1 AEr YD r2

Bizonyités.: Elég beldtni a hiromszdg-ecvenlBtlenséa miatt,

hogy bérmely z eM' mellett a tf—ébz(t) leképrezés a 4 met-

MI

a

rika szerint lok&lisan Lipschitz tulajdonsigqu. Jel&lije Supt

Carathéodory-féle differencidlis Finsler metrikaijdt az M' soka-

ségnak (def. 1d.[6],[48]). Ekkor a y: Tis6,, (b (1) ,P' (b (1))

. Mz
- figgvény lokdlisan korldtos (1d. pl. [48]). Ezért ha I eav kom-

pakt részintervalluma dom bz -nek, akkor sun y(t) < « , &s igy

tel
» ‘ ‘ £ _ R
Gy (b, (£ /B (£11)) ]é' Sy Cb_(1),bL(1) at] = !15:' y(1) dt|s
< sup Y(ty[t"—tﬂ valahanyszor t',t'' el ..

te]l

6) Irjunk KX = sup §{x,P'v(x))-et, &s tekintsiik a t = L
. xeM!' n 2 2n
(n=1,2,...) sorozatot. Most mg¢ n esetén |

)




volna. Csakhogy most a B(t) =

t

j— 1 | n . | il
db, (£ +5), b (t,+5)) < g §(b (t), bL(t)) dt =
' _ m B
_ o b '.b(t)>at" o kK at = 2oy
= { §(b_(t), P'v(b (t) < { K dt = S(=-

m

" Vagyis {bx(tn+%)} egy Cauchy sorozat a d metrikAban. Tételez-

zﬁkifel, hoagy d(bx(tn+%),z)4—90' (n— =) valamely .ze™M' pont-

ra. Ekkor (ii) k&vetkezményeképpen P'v(bx(tn))~—*P'V(2) (n—o=)

libx(t)~ A»ha Ate dom hx
b,(t-1) ha (t-1)e dom b, &s t21

formuladval definidlt fliggvény mecgoldasa a'{%Ev=P‘v(y), y(0)=x}

: , o _
kezdetiérték—probléménak és ’dom]oi;kmxbx » amit a b~ maxima-
litésa kiz&r. Tehat a {b (t +2)} sorozat nem konvergens a d

metrikaban.

s 0 » > ) . l 1
7) Az (iii) feltevés szerint dM,(bX(j), bx<l—§ﬁ))

b, (ty+3), b (£ +3))—>= (n—v=) . Most (13) alapién

dM.(bX(Z) b (

M’(bx(Z) b (1

X
5- (b (1-3,b_(+ 2

miPy (1570 vby (5 3700=

1 1 1
5002 dulb (5),b (1-5-))-a
21

“2n

Il

>)—%mx%%nﬂw (n—s=) .

Ez azonban lehetetlen, mert egy sokaség Carathéodory metrika sze-
rinti topoléqiéja nindig durvadbb az illetd sokasig alaptopoldqi-
sz 2 o P ) 1 '
&ja4nal (v.5.[48]) , és iqy dM,(bx(2) b, ( -5=))=20 (n—e) ,
hiszen a tf—%bx(t) fliggvény differenci&lhatd.}
!

. - 3 - s ) - /'

A kapott ellentmondads bizonyitja a tételt.

A bizonyitds 1) 1épésébdl k&zvetleniil kiolvashatd az az
egyszerll észrevétel, hogy &ltaldban is

¥

13.Lemma. Ha 4" N¥—9d§7 egy olyan metrika értékii funktor a

komplex Banach sokas&gok kategdéri&jén, hooy minden N,N' sokaségra

(1) d§ egy metrika N -en

(i1) a holomorf N -—>N' 1leképezések d§—4>d§, kontrakcidk,




e
;
:
{
;
i
|
§
i

akkor d; mr = dy ‘valahanyszor .M' eqgyv alsokasdga M -nek és

létezik holomorf projekcidja M -nek M' -re.

(def. 1d.[48],[29]) szintén rendelkezik azokkal a tuléjdonséqok—l
gal, amely‘tulajdonségait felhaszndltuk a Carathéodorv-metrikik-
nak a projekciés.elﬁ.bizonyitéséhoz~(és igy a 13.lemma is alkal-
mazhatd a Carathéodory-féle mellett aﬂKobayashi tédvolsaaokra) .

b) A 13.Lemma fontos specidlis esete aAkﬁvetkezﬁn

3'.Lemma. Ha E eay Banach tér, P kontraktiv linedris E-%sE
EESRES - T eay ‘

L o _ . _ K
projekcid, akkor dB(E)[B(PE)‘_ dgpe) M1 Ypmylreer) T YRy
“ahol ‘dk‘ a Xobayashi t&volsigot jeldli.

gigggxi;égi_Mivel Pl =1, PE eqgy zart altere E -nek és
PB(E) = B(PE) G B(E) . Vagyis a 13.Lemma M = B(E) 7 M' = B(PF)

mellett alkalmazhatd. .
c) A kapott eredményt tovabb specializdlhatjuk az al&bbi mé-

don : Vegvilink egy tetsz8leges veE eovségvektort. A Hahn-Banach

 tétel szerint létezik &€ EX ugy, hogv ,ﬂéﬂg =<{v,6y=1. Ve-

gylik észre, hogy most a P : fl—¢<f,¢>rv' leképezés eayv kontrak-

- tiv lineéris projekciéja E -nek 'Cv -re. Erre alkalmazva a 13'.

Lemméat, egy uj bizonyit&st nyertiink Vesentini k&vetkez® lemmijara:

A Lemma. (Vesentini [45]), Legyen E eay Banach tér. Tkkor

- tetszBleges v eE . eagységvektorra és T1rCy€ A szamokra fennill

. _ K . _ . ) _ . - -

‘ .- o
= areath I%E—%r' » mint joél-ismert) . Vaavis a [a Szt v]
' 12 E -
gbrbe k . -
gor egy'.omplex geodetlkus B(E) -ben mind dB(E) mind dB(E)
‘szerint. '
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projekcidjat M -nek M' -re, és az v &

'=VB(PE) Banach sokaségot, a.

A tovAbbiakban figyelmtinket végic a Banach terek egyséoafimb-
jeire forditiuk:

7.Tétel. (Projekcids elv). Ha E egy Banach tér és P : E—E
egy kontraktiv linedris projekcié, akkor P[logé?Aut E(EﬂlPF <

< log™ aut B(PE) .

Bizonyités. Legyen Uue€ log’eAut B(E) tetszllecesen riazitve.

Azt kell kelédtnunk, hogy a PuiP( vektormez® teljes B(PE) -

PE)
ben. Ugyanugy mint a 13 .Lemmé&nil, tekintsiik az ™M = B(F) Moo=

- ’

linedris (teh3t holomorf)
M —hen teljes

| uIB(E) j
.lel (X € B(PE) , we PE) diffe-

1]

vektormez®t. Vegyik a - §(x,w)
rencidlis Finsler metrikat M' - £816tt. Nvilvédn a § &ltal ce-
nerdlt metrika M' -n nem m3s, mint a d(X,yj = flx=vll (x,y &B(PE)Y

tadvolsdg. Igy a tétel bizonyitdsdhoz csak a 6.Tétel (i) , (ii),

- (1ii) feltételel teljesiilését kell verifikalnunk.

€iy xesB(PE) ~nél P'(x)v(x) = Pu(x) , ahonnan §(x,P'v(x))=

frucol < Jueol =

Tétel 4) ='Hu(0)+u'(0)x+qd(0)(x,x)“ <

c
lucorf+lur @lp g oyrlay oyl nitin, EXE—E }°

A

(ii) triviélis{
(iii) - Teqyﬁk fel, hogy xl;xz,... egv M!' -heli limesz nél-

kiil Cauchy-sorozat a d metrikédban. Ekkor (tekinﬁve, hoay PFE

ﬂ‘ﬂ4teljes) valamely fe 3B (PE) vektorra qu~fﬂ——90 (n— «) .
- Vagyis ”xn“ffil (n— o) . Ezért dM,(xl,xn) = dB(PE)(Xl'Xn)Z

> dB(EE)(Xn’O) —.dB(PE)(xl,O)~=\az-A Lemma szerint = areathﬂxnu—

- areathﬂilﬂ—me (n—ye) .-

6.Definicid. Legyen E., ecy Banach tér. A C-Aut B(E){0} al=-

.. terét (v.d. € Tétel c) ) az . E térnek ettdl kezdve Eo -val

'fogjuk jel&lni.




I h”. ) ’ ] : T - - V

5.K6vetkezmény., Ha E egy Banach tér &s P : E-—>F eay kon-
traktiv linedris projekcid, akkor P(EO)CI(PE)d'. Spmecidlisan, ha

2
a PB(E) obmb szimmetrikus ', akkor B(PE) is az.

Bizonyitads. A projekcids elv és a C Tétel c) d) felhaszndlAsé-
val kapjuk, hogy vP(EO) = P{v(0) : ve 1oq*Aut B(E)} = {Pv[PE(O) :

! VE log*Aut B(E)}c {u(0O) tue log*Aut B(P_E)}

. ; .
6 .Kdvetkezmény. Legven E eagy Banach tér. Ha létezik kontrak-

tiv linedris E-—E projekcidknak olvan gﬁ csaladdja, hogy min-
den pe? -re Aut B(PE) csak lineAris transzformAicidkhAl 4ll és
f% ker P = {0} , akkor Aut B(E) -nek is lineArisak az &sszes
Pe . . o '

elemei.

Bizonyitds. Ha ve& log™Aut B(E) , akkor Pv(D) =0 "VPef) ’
ahonnan v(0) = 0 , azaz a v vektormezd linedris (C Tétel &) 5.
‘Masrészt Aut B(E) = AutOB(E‘)v-AutOB‘(E) = Aut®B(E)exn log Aut B(E).

‘A projekciés elv elsﬁralkalmazésaként befejezésiil megmutaty ..
jdk, hogyan vezethetd vissza az 5.Tétel Thullen [43] 2 dimenzids
eredményére : | | A

Legyen E = Lp(x,p) y P F 2, és‘ dim E > .1. Ha Tq,9,€ E

. diszjunkt tartdju egységnyi ﬁofméju fﬁqavényék E -ben (azaz '

| | . o |
lglale,l = 0°), akkor a P 2(f) = E%(f,qﬁ>qﬁ (f€ E) leké-

ag..,9
pezés egy kontraktiv linedris projekcibdja E -nek az E, 4. F
‘ ‘ .‘1’.'2
o : 3 ‘ : n e
= + . = . : .
= €g; + Cg, altérre B(Egl’gz) {qul+52q2 [z)] "+ lg,] 7 < 13

olyan Reinhafdt tartomany, amelynek Thullen tétele szerint a bi-

holomorf automorfizmusai lineériéak. Fennill tovAbbia ker Pq o
‘ . i ] 'l’J
ffeE : {f,0%> =0 (3=1,2) } ., Tehat (), ker P =
3 ! A a0
91795 1772

4

2

[(fE€E : quE (3heE lIglalnl = 0y= {£,d%0c {feF

VX € X (IX,eXNX, O < RE&) , uX) F ) =?)f{1xif du=o0t={0ok
. Innen a 6.Kdvetkezmény adja az 5.Tételt.

%) '

azaz ha [AUt B(Eﬂ(b }= B(E) (tekintve, hoov B(E) mindig szim-

metrikus a O pontral : A ?
- -52-
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5. Fejezet

gjekc1 v néhinv alkalma21sa

A vektorterekén értelmezett holomorfidval kapcsolatos iro-
dalomnak egy jelenﬁSs része spéCiéiié tgrtoményok biholomorf auto-
morfizmusainak a pontos geomefriai leirdsaval foclalkozik. A pro-
jekcids elv ezen a terilileten kulonosen hasznos seaedeszknznck bi-

zonyulhat az eddici (foleq véges- dlmen21os) eredmonveknek mind az

altalanOSLtasa mind a kﬁzés keretben vald térgvalésa széméra. Eb-

ben a fejezetben két olyan tipikus alkalmazasat mutatijuk be a pro-

jekciés‘elvnek, amelyek eqgyfeldl (részben) .ismert tételeknek (f28],

[16]([14],[7] i11. (431,7411 ) més ismert eszk®z&kkel mar el nem é&r-

hetd Altaldnositisat ézolgéltatjék, masfel&l pedia lénvecgesen le-

egyszerilisitik a bizonyités gondolatmenetét az eredetihez kévest is

(v.5. Bevezetés 6-8, old.) .

A multilinedris formék terének eaqyséaggdmb-automorfizmusai

Jeldljenek 'Hl,.;.,Hn }tetsz6legesen‘rﬁczitett lecaldbb 2
dimenzids Hilbert tereket és tekintsﬁkAaz E = Hf&--oeH tér
B = B(E) egysegcombjonek biholomorf automorflvmue csoportiit,
Jél-ismert, hogy az n=1,2 'esetekben a B iegvségaﬁmh szimmetri-
kus‘tartomény (v.é.'[l6],[7]5 » €s az- Aut B csonort taciai eqy
viszonylag egyszerii alqébrai formuldval adhatAk mea. Ezzel kapcso-

latban nehézséaget egyediil az Aut B egyv eqgyszerii szerkezetli rész-

- csoportjénak a megtaldlisa ill. (sajdtos mbédon) az E +tér unitér

operdtorainak pontos leir&sa jelenti. Az emlitett elss probléma a

‘Kaup-Upmeier-Vigué féle elmélet fényében k#nnven mecoldhatd : A 3,

. i L R )
Kovetkezmény segitségével azonnal lehet 14tni , hogy ha ceH

1
10) ' ’
[37] -ben bc van bizonyitva, hoqv a 3. Kovetkezmﬁpy megforditésa
is 411 (Corollary 5%
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'Pj -a ~Hj " tér ortogondlis projekcidjat (Eej‘v-r-e és leayen Ujj

= exp(iﬁ‘ij) (3je‘lR 5 3=1,...,n) ill. C(&l,...,ﬁn)s’(U%e...@Ui\ ol

s

“csalad csupa kontraktiv E-—E projekcidkbdl &11 és ﬂkerP={O} .

akkor a [Hla fr—c-(f]c)f] vektormezd log™Aut B (#y) -beli ill.

hogyha Ce& L) ,H,) (¥H @H,) akkor [aﬁ(Hl,Hz )3 F >C-FC¥*F]c

log™ Aut B(L®H, ,H,)) . - !
A figyelmlinket mostantdl az irodalom dltal még nem érintett |

n>2 esetre forditjuk.

14.lemma, Span{ UG': U linedrise AutOB} = E valahdnyszor

Ce EN {0} &s dim By <= (3=1,...,n) .

Bizonvitds, Ha C#0 , akkor r&gzithetiink olyan e;€ H-j G=1,..,n)

egységvektorokat, amelyekre «y = C(el,...,en) # 0 . Jeldlje ekkor

K
. ' 33 - .. - -% n
Mivel az Uj oper&torok Hj.—unlterek, fennall Ul ®+-® Un €
i 3®

SRS s s day ey® - @e, = Lyphe |

ce,des =
Span{UC: U linearis eAutoB} . Ezért tetszlleges unitér Vj: Hj——'-? Hj. ‘
operatorok mellett is (Vle1 @ @ (Vnen )= (Vl®¢u ® Vn ) (el®-~-_ ® el)l €S,
azaz fl Qe ® fn € S wvalahényszor fle Hl’ ceey fne Hn , ahonnan

S=E (hiszen dim E < o ),

4.Propozicié. n>2 esetén Aut B(Hl®.--’.® Hn) Osszes elemei

linearisak.

Bizonyités. Vegylik észre, hogy a ? = {Pl @+.0 @ Pn: Pj ortogona-

lis Hj—projekcié, dim PjHj = [2 ha j<3 és 1 ha j>3:[.} leképezéscsa~-

_ _ Pe
Mivel tetszTleges Pe? -re a PE altér izometrikusan izomorf

(L‘2® 0:2® 022 -vel (itt CZ a szokésos euklidesi normival ellatott

ML m e PrAme v “iao . .
Ha Aje 't(Hj,Hj)’ (3=1,...,n) , akkor Ale . @An s H19 & Hn 3
3 _E‘F—T?'[(fl,.. o E P E L A E )] Ha eje Hy (3=1,...,n) ,

akkor el®~7\-' ®e = [(fl,.,,,fn)}—-—»(fllel)‘u (fn[ en)] és §

=

e e, =
. ll ’ n
= [F i—-)F(el, .o ,en)] (itt a ¢}]) szimbdlum a skalérszorzatot jeld-
1li az egyes Hilbert terekben . ‘
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| B . r

‘.= AF(eZ,ez,ez} < 1', valamilyen rj(l)zo mellett fi(x)=(

2 dimenzids Hilbert tér), a 6.K8vetkezmény szerint elegendd belit-

ni, hogy az Aut B(¢2QC%2¢2) csoport elemei mind lineédrisak.

Vagyis vehetd az &ltaldnossig megszoritésa nélkiil n=3 &s
H.=¢2 (5=1,2,3) . Tegylik fel most, hogy Eé#{o} a bizonyitandéval

ellentétben (v.5. C Tétel). A l4.Lemma szerint e=kkor E=Eo , azaz

ax B gbmb szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen.

Jeldlie e,,e, az (1,0) il1. (C,l) vektorokat CZ -ben és

‘ . e =' . » - j . - -
tekintsiik a C-eleelael ill. F_ezeeisel+e1®e2®el+el®el®ez elemeit E:

_nek. Mivel az E tér véges dimenzids, tetszGOleges A€¢E -re taldl-

. 2
haték £,,f,,f, §3B(¢ ) ugy, hogy fal = llA(ql:gzlgjﬁ=

19TI =gl =)=

= A(fl’fz’fB) . Speciélisan, hogyha 1 e(O,%)' tetszd8legesen adott,

akkor‘régzithetﬁnkyolyan fj(l) (3=1,2,3) egységvektorokat, me=-

lyekre lcearl] =<c+xp,-afl(l)’fz(x)'fB(A)) . Mivel most C(gy,95,95),

F(gl,gz,g3) 2 Q' V’gl,gz,g3z 0O és mert <C+XF'5ea,e2,é2 > =

2 el+r.(A)
l+rj(k)) z

(3j=1,2,3) 'irh;té. Bevezetve tehat a Ql(ol,pz,p3) E‘<C+AF(

| 2.-1/2 ..
§ = [ 142 (o +p,+p )} (L+p2) fliggvényt
e,+p,ye, e tps > ;\ 2 3]}é§_ k ’
S, 2\1/2"° 7 - 2.1/2
+
Qa pl) (l+p3) . ‘ .

_ . o ‘ 2
-?g—jl(rl(x),rz(l),r:,)(l))q’k =0 (3=1,2,3) . Azaz {H+zp) - [1+

3 2.-3/2 | !
+x(rl+r2+r3)]}- 1 (T+ry )" =0 (3=1,2,3) , ahonnan e e
N ‘ k=1 . 172 73
r2 - r3 . 1 ‘
= "o Ezért r.#0 (3=1,2,3 & = 4+ =
l—r2(rl+r3 \l—r3(rl+r2) 7 _ 3=1,2,3) és ry Ty

1 1

- 1,3 ez ~ -
=L tr, = 2 4rg (=‘X+ jzarj) . Vegylik észre, hogy ebbdl a x>0 fel-

2 3

tevés miatt I =r,=r, kbvetkezik., (Ugyanis ha ez nem &11, akkor is
talélhaﬁé r>0 , amelyre az TyrYy,¥ szamok k&ziil valamelyik kettd

r -rel, a harmadik pedig 1l/r —fel;egyezik meg. Ilyenkor azonban
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o 1/r - ' : cr (2) (= (3= - 5
} = IS0 Gie) < 0 .) Igy r(l)-rl(l) (—rz(k)—r3(k))a1fennall a
o = ——5—5 (r = Z2IVI¥BL_y B92ci6. Ezt a ténvt uqy internretal-
¥ . 1-2r 4x

hatijuk, hogy elegendben kis r > O értékek mellett (nevezeteSen,‘

ha X < % azaz r < iiz:i ) az Fr = C + r 5 F (e E) és ¢r§
| 4 1-2r , |

- ¥ Dar kieldqiti ; I =

= qel+re2,el+rez,el+re2 (¢ EF) péar kielédgiti az “Fr“”¢r“* <fr,¢£>

]

relacidt. Tehéﬁ, mivel C!GEO(=E) , a 3.Kdvetkezmény (ill., C Tétel

d) ) szerint

2 . ‘ VI7-3
(13> fr_| <C,¢r>+<q(-Fr,Fr),<I>r>=O ( O<r<—5=)

valamilyen g : EXE—E szimmetrikus biline&ris leképezé&s mellett.

_ _ -1, o 2,-3/2 r ;
Itt (C,§r> =1, HFrll = Il<1>rﬂ,(r <Fr'¢r> = (1+r°) (1+3r———l_2r2)-
. 2 - . :
2.~-3/2 1+ = - - .
= (1+r®) I—§_§ = (14123 3/2(1—2r2} 1 as <q(Fr,Fr),¢r> =
. r . r 2 .
= <q(C,C),¢r> + 2l ; 2<§(C,F),¢r> + ( 2) <q(F,F),¢r> . Tekintve,
\ -2r 1-2r

‘hogy tetszBleges rdgzitett Ve E esetén az rf—*{V;¢r> fdaggvény
egy 3-adfoku polinom r -ben, (13) alapijan

- _ oA i}
(13")  (1+rd)y t(1-2r2) 2+p, (r)+p, (r) (1-2r2) o, (01-2r5)7% = 0

411 valamilyen pl;pz,p3 polinom-triplet mellett. (13') azonban

ahhoz az elyentmondéshoz vezet ( (l—2r2)2 -nel vald atszorzas utéan),

1

hogy az rk—é(l+r2)— fiiggvény eay polinom.

A kbvetkez®kben hasznilni fogjuk a B%EB(E*) ,

K= {FedB : 3lieesr* (F,ed> =11,

*
K'= {6e¢ 3B : IFeK {F,;,¢> =11} Jjeldléseket.

15.Lemma. Ha dim Hj < e (j=1,,...,n) , akkor

% .
K - {Gel,...,en.vele BB(Hl)”:"-ene aB(Hn)} 0’
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Bizonyitds. Legyen dim E < « , Mivel ekkor B kompakt, bArmely

Fe 3B n-linedris funkcion&lhoz taldlhatdk e.c BB(Hi), -1 € aB(Hn)

1

ugy, hogy F(ej,...,e ) =1 . Tehat K*c{6el’””e ey aB(H)
' n

(3=1,...,n)} . Masrészt vegyiik é&szre, hogy minden E-unitér operator
a K alakzatot Onmagira képezi le, és iaqy

(14) f U*k* = k* YU : E—»E unitér operator.
Jél-ismert az elemi konvex analizisb®&1, hogy —flévéﬂ P  kompakt -
'K*'#‘Q (pl. véve egy tetszBleges, az E normafiicgvényével ekviva-

lens sima || ”l normat, {F ¢ 3B :ﬂFﬂléﬂGNl‘ ¥Ge 3B} K) . Igy K™ #

O

o -
§
# 0 , azaz valamely e € Hl,...,ene H egvségvektorokra &, e c
* . . * ' *
5 . = S ene U ) 8 eK
?K Vagyis (14) szerint GU,Iej’,“.,Uhe: (U1® eU, S
valahéhyszor Uj : Hﬁ-—>Hj unitér operator (j=1,...,n) , ahonnan
{s : e, €3B(H,) (3=1,...,n)}DK¥ .
€y pens®y, 3 3 J = | r ‘}
l6.Lemma, Legyen ¢ = § v = §. . és B = § :
e et Y gy ‘ f1'...rfn ’ 91'."'9'" ‘ hﬂ'...’h'»

‘ahol O # fj,g.,hjssHj (3=1,...,n) , é&s teqgvik fel, hogy ¢+v =0

Ekkor 1étezik olyan k index, hogy minden 3 # k mellett fj“gj

(azaz fj és 95 linedrisan flicadk).

Bizonyitas, Tegylik fel, hogy fkﬂhk é&s mehm valamely k # m
ihdexpérra. Az &ltaldnossidq megszoritdsa nélkiil vehetd k=1 , m=2 .

Megmutatjuk, hogy most hfffl . Valdban, ha h]Hfl volna, akkor vé-

ve a Si = gl—“fl“-2<gl'fi>f1 ‘vektort és az B = Sl@ 9,8 cer@q

tenzort, fenndllna '<§,¢> = <§,®>'= 0 # <§,W> . Ugvaniagy l&thatb

hzﬁgz . Mivel" hIHfl , taldalhatd olyan u, e Hy o melyvre flj_ulJihi.

1
Mivel pedig thgz , talélhaté u, € H, uqy, hoay qu_uz):hz . Ek-

kor azonban a H = Uy u,® h3® ---§§hn tenzor mellett <H,s) =

=‘<ﬁrW> =0 # <§,9> , ami lehetetlen.

17.Lemma, Tegyﬁk fel, hogy rj 2'dim H. < « (4=1,...,n)

és
3 | v

—57_. » . v




eAutoB'. Ekkor tal&dlha-

legyen Ue £L(E,E) ugy régzitve, hoay U[B

t6k olyan Ul : Hl—aHl Peeey Un : Hn.-9}%1 unlter ope?atprok, hogy

U=1U e--.aun[

1 B °

Bizonvitds. J6l-ismert [20] a Lie csoportok elemi elméletébdl,

hogy az allitast elegendd bébizonyitani az idE operdtor egv alkal-

mas k&rnyezetében fekvd linedris E-unitér overitorckra.

Ehhez r&gzitsitk e>0 -t ugy, hogy a ¢ = § 1 onr &= B o
» 1, € ;

¥ = 6f4 gnr ¥ 5%1 fn(efﬁ3 funkciondlokra fenndlljon

Peser

(15) 3k L&, ££1F & Vi zx  eJjgl, £¥

Feser

.

‘valah&nyszor
(165 o-F,v-Fex®, lo-Fl=lly-¥l=Z a5 llo- vl IT-%l< c ,
an b3l = 1& 0 = 3l = 183 =1 (5=1,...,n) .

Ilyen € >0 valdban létezik: Ha ugyanis nem volna, akkor vala-

no
i ¢ ~ o~ ¥ = 4 ‘ Y =
| 4 . 1 n
€prresp S m EppecerCo M foreeey i’ m

(m=1,2,...) - sorozatokra teljesiilne (16) ill. (17)

mely Qm = = 8§

€ = é -nél, de nem &llna (15) (mindben @,w,%,? helyett rendre

~e

¢m'wm’¢m'wm -t szerepeltetve). Egy alakalmas {ms}S index~-részso-

rozatnil egg-—aej', gas—n9§ , fis——»fj , gas——?f] (sa—ef) vala-
mely eJ,83,£3,%7 egységvektorok mellett. (j=1,...yn) . Ekkor a

$,%,¥,¥ 1limeszekre teljesiilnek a o6=1v, 3 Y, lle- B,y -¥1 =v2

i

reléciék és (15) tagadésa. UgYanakkor @-—3, ¥~V eK¥ is,‘mert
K zart. Igy a 16.Lemma szerint Alx Vi+k NE | mivel le - Fll =
= vz , az elébbi Xk indexre [eX-2XK| = V2 o, ahohhan ekJ.Ekb. Ha—'
sonléan, 3€ £t ¢ a5 V5 %e #£IE | Texintve, hogy (15)
ellentettje 411, 'k #€ . Marpedig a ¢=Y, 5:#? relicidk megkdve-

telik, hogy k =€ legyen.

Tegylik fel, hogy lU - idEl]< € . Vegylink fel egy {ek: J=lpry }




- P k ' PP *
ortonormélt bazist H  -ban (k=1,...,n) &s irjuk fel U 6e‘ an"
) . B R ARAY S ,‘
et Uts 4 W= 8.4 £ alakban (v.3. 15.Lemma), ahol az f?

e '...’91 ‘ f,\yc--' | . .

vektor egy alkalmasan v&lasztott, a tovaAbbiakban r&ézitett egyséa-
vektor HEX -ban (k=1,...,n). Az ¢ kiiszdb valasztasdbsl kdvetkezd-
en tetsz8leges ke{l,...,n} mellett edyértelmﬁ mddon kiegészit-
hetd az fi. vektor a Hk tér olyan ortonormélt“-{fé : j=l,..,,rk}

bazisdva, melynél

* . .
Uu”s 1k ket hno= 4 ket ok ket » o (3=1,...,r,.).
el rer®q 18y req reeer€h f4 rorEa E5 a0k, ’ Tk
Y , ,
Legyen JO = {(1,...,1,3,1,...,1) + k=1,...,n ; ]=l,...,rk} ,

n " s > 3
31 2 X {l,...,rk} ; &s nevezzlink eqgy JCIJl multiindex halmazt
k=1 .

témérnek, ha Vied Vivel i'ci=>irel .
Vegyiik észre, hogv minden i = (i ""’in)é:]l multiindexhez
lete21k egy é&s csak eqgy, a tovabblakban Ky -vel jel&lt 3A -beli

komplex szam ugy, hogy

(18) U 8 ' noo= Ky 8 roe
: 21 p ey, f1 peser £, |
Valdban: Az ellenkezd esetben talsdlhatd lenne olvan minimalis (a

< rendezésre nézve) i multiindex, amelyre nem teljesiil (18) .

Ekkor megadhatdk hke BB(Hk) (k=1,...,n) vpktorok, melyekre

* _ . . a cq_
U Sea'".’et = GHﬂ.",h“ . Mivel 1¢:]O , tets7oleqes ra taial‘
I 1€ ha €#k

haté %k # k ugy, hogy iE # 1 . Tekintsiik a ha €=%

€=1,...,n) formuldval defini&lt el 1ndexet Az. i minimali-

- . ¥
tasa miatt U 8§ _, " = 4 n . Mivel —6 4 +
- ej1'..‘, ejh‘ f ""’th \[‘ e " " LN
l .
=8 e XK¥ , az U -ra tett feltevésiink alapjan *k“fg .

\/- e ’cu’ea . : ) lk

Azaz Ja, € 34 hk = q fk k=1, . n) |
%% k ik reseritie .

Legyen ezuté&n J eagy olyan maximilis t3mdr részhalmaza 31 -

nek, amelyre -J:.D:]o és K'i =1 Viel . (Megjegyzés:: Ky = 1

Vﬁ.e]c).),Megmutatjuk, hogy J.=J 1 szllkségkApven, Innen és az




- U leképezés linearitdsa miatt (18) -bdl azonnal kiXvetkezik a lem-

~ma &llitasa.
Tegyiik fel, hogy ]1\3 # 0 .'Leqyen i eay minimilis eleme
31\3‘ -nek. Fszrevétel E Vie jl CJj#isy = ie) , azaz az 3"§]U{j} i
indexhalmaz is témér. Igy elég beléthi, hoay Ky = 1 (ellentéthen
az eredeti feltevésiinkkel).

F = {1,jl}x...x{1,jn} -et irva, fennall . ' 1

* * ‘ : =
‘Seﬂ +e1 ePteh T Z U 5e4 eh 2 Ki‘sm £; = -
4 j1 | RELY ,‘1 Jn. iEJ 1:1 yreay Cn je‘} -A-~c1 rey Ly\, |
= K.O6 4 n + Z,' S ~q n=(k:=1)8 4 ntS 4, -1 h, oh .
s “oa Y . . srep > 3 YTy X -, tE- L + -
J f31r 3, ieF {3} f;1r ri, 3 fJ“r»\ :f:,n t3 f31r r &4 fJA

i * : . ~

; Csakhogy U 6ej+é%,”7e:+e? felirhatd Ghﬂ,",h“ alakban, ahonnan
P 1 h

; azonnal kdvetkezik Kj =1 .

1.K&vetkezmény, Dim»Hj <« (j=1,...,n) esetén ' |
‘ n
¥rak B oofi. S s e 2 o e - . N
(19) log™Aut B —{l.g 1dH® @ldH.@ Ajeldn-f eldH. Al""’An bnadjunqaltak}
J=1 1 i J¥ h 4
Bigonyitéas, Mivel tetszbleges Uj: Hj'_’Hﬁ unitér operétor felir-

haté Uy = exp(iA,) alakban, a 17.Lemma alanjén log®Aut B =
_ g o . , e :
—'{dt o exp(ltAl)®...@exp(1tAn) : Al,...,An Snadjungdltak?} .

-

8.Tétel, Legyen n > 2 és Hl"“’H . tetszBleges Hilbert terek(&hﬁ

n >1)

Ekkor az E = Hi@+--Q@H, tér B egységgdmbjére fennall (19) , va-
gyis az BAut B minden  eleme ‘eqy E-unitér overitor megszoritisa B -
re. Minden E-unitér F operadtorhoz talilhatd olvan = permuticib-
. . 1 - ‘ - T e . -
ja az {1,...,n} indexhalmaznak és olyan Uk : Hk'~9hn(k) szurjgk

tiv linedris izometridk (k=1,...,n) , hoagy

+

B

F(L) = [(fl,...,fn)l—-)L(Ul EeqryreeoU £0,0] VLeE .

¥*

BizonyitAs. Legyenek A@elog*Aut B s eje€ aB(Hl),..., eiesaB(Hn)

~q AR 4 h E

é

‘tetszdle 59z s ké ¥ A= * * | i

; z gesen rogzitve, és képezziik az A’:A—<A(el%'"®en)’6e* e*>ﬂd
3.K6vetkezmény szerint

operédtort, Mivel i'idEe log*Aut B, a




’F
§

4

8
I

i

1

s o - . P _ . . 2 .
ezutan a f = {Pl@ ePn : Pk ortogonéalis Hk proqekc1o, d;m Pka<

< , ek € Pka (k=1,...,n)} leképezéscsaléddot. Mindeqyik" P =

Xelog*Aut B . Mecjegvezzik még, hooy i(e*e--'@e;) = N ., Tekintsiik

u

Pl@---an s? leképezés az E tér kontraktiv linedris projekcid-

ja a (PlHl)Q'-@(Pan) alterére. Tehit a nroijekcids elv szerint

Pi[PE e loc®Aut B(PE) Vref . Iocy a 7.K&vetkezmény alavijan minden
. . . ' p B

PcP -re taldlhatd .pontosan egy olyan Aie {Bnadj. Hl—on.} ’ e ...,Aie
€ {Bnadj. H —op.} , hogy

. P % _ _
AkaCPka lazaz PkAkPk k) és. (‘kvke ) =0 (k=1,...,n) ,

PAP = zt’ ld{ @.o-@ldH QA ald{ @"'QldH .
k=1 1 k=1 k1 "

 Vezessiik be ezutdn a kdvetkezd < rendezést Pon:op = Py®---®P

1
és Q = Qla-vaQn esetén legyen P< OéPkac ﬂka (azaz Pks Qk)

"Vke{l,...,n} . A PsSQ =>PAp = PQKQ? relédcidhAl azonnal lathatd

(200 aF = p 2%

K 21 Fx '(k=1,..'.,n') valahényszor P<Q (P,Qe@).

' Vegviik észre, hogy barmely rdazitett k indexnél ill. Pe®P -nél

P * *
( £) (PA) ( @"'8 Qe+ +8 ),5
}.Akej | = K e" ek 1esey g e S N R 9";>{<
<”PA1I ﬂe ®-=-®e®-'-®e¥ [ ”6 £ H =Xl < [A“ Ye,f e 3B(H, ), azaz
4’ ‘r-re
(21) HAi < 1% (k=1,...,n) VpeP .

Mivel nyilvén VP,0e? 3Re© P,O<R , é&s mert (20) 4ill. (21)

szerint PSS Q -ra mindiq [(Agelf)—(Aielf)[= !(Ag(e—Pke)if) +
+ (Angelf—P};f)l_ (lA”’(Ue—P el +lI£-p fﬂ) Ye,f e aB(Hk) k=1,..n , az

a};(e,f) = l:m(A e[f) (e,feH ,-k=1,...,n‘)

Pefp

definicidk értelmesek é&s korlatos szimmetrikus sesquilineiris funk-

k

ciondlokat hatédroznak mea. Ioy léteznek Ayi Hy—> Hyseons

Onadjungalt operidtorok, melyekre ak(e,f) = (Z\kelf) és innen

(A]I:elf) = (A}:CPke)f P £) = (2 P elp £) = (P,A P elf) Ve,feH

A+ H~>»H
n® n n

k

i




—

azaz AP = P AP (p efp ; k=1,...,n) . Most tetsz®ledes L¢E, e

k k%" k 1€
Hy,eoop e € H mellett P, = Dro]qhan{e e*} k=1,...,n)

k’

vetelevel fennill AL(el,...,e ) = An(p.e 280 ) = PAL(el,...,en)=

1 1,..-1

I
LV]J

(e ,...,ek l,Ak }(,e],.'”l,-oo’e )— ZL(G]’.. pz\.‘(kk'...'e )—

k=1

S

kg]L(el,.--, kek’ooa,en) . Vaqyis AL(el'--~'e ) TLC"]—" ‘oy ]{ek’."’.en)

irhatd, ahol BjEAj . 3=1,...,n-1 és B =A +<A(e @-®e ) 8 &, e *>ld ,
. 4 e h
ami bizonyitja (19) -et.

A tétel mésodik &llitésé&nak bizonvitésthoz legven F  egy tet-

szSiegeSén adott E#unitér operitor, é&s vezessiik he a p}(s {Pl@w--an :
P, ortogondlis H -projekcis, Vi#x Pj=idp_}- (k=1,...,n) 1leképe-
- ‘ =3
_ _ . 3. )
zéscsaladokat. L&ttuk, hogy i?kCloq Aut B , é&s iqy bArmely Pe{pk-

- -1 . - . . * . 2 . 2_
n&l a Qg FPF leképezésre is 1iQ e log Aut B &s  Q7=Q (mivel p*=

?'P) , ami (19) alapjan csak ugy lehet, ha létezik €k(1>) index,

‘melyre OG? e, (P) (k=l,...,n) .

Legyen ke{l,...,n} r{igzitve,. Megrmiutatjuk, hoay 61,(131 =€k(Pz)
' 1

VPi,Pze?k\{idB}. Valdban ek(Pl)%q((Pz) esetén a Q; = FR4F

(3=1,2) operatorokra Q,9, = 2,Q, (azaz [Ql'Q2] = 0 ), ahonnan

1]

[Rl,RZ‘] = 0 &allna. Vegyiik észre',A hoagy VPl‘,Pze'pk\{idE} 3P3€©k

[Pl,P3],[P2,P3]¢ o) ,(azaz RlEPj és RyZP,  j=1,2 vételével)
Q((Pj) = ek(p3) 3=1,2 .
Eszerint (tekintve, l’iog'ry‘ a Pl—-—)E‘PF-l' leké&npezés inverze PH>»

F‘*?F—lPF) » taldlhatd olyan = indexpermuticisd, hoay
. ' -1 _ - \

Mivel barmely Hilbert tér oper&dtoralgebrijiban az ortoconilis nro-

. Jekcidk véges linedris kombindcidi sfiriin helyezkednek el, innen

régtdn kdvetkezik, hogy tatdlhatdk olyan Sy 2 oﬁ(Hk,-Hk)-—-?cﬁ(Hw(w,Hw(k))

szlirjektiv linedris izometridk, amelyekre




-1

Fidy @-8idy oA @id, eweidy JF = = id eweid, @S/ Jeid, - g.eid,
L H" Hi k k 1 Hy : H’i H'rr(l«%‘lk K Hv(k)H He ‘
(A, e Ll ,B) k=1,...,n)..2 (22) relfcidk miatt az S, leképe-

zések ortogondlis projekcidknak ortogondlis proijekcidkat feleltet-

nek meg, ezért egyben #*-izomorfizmusok is az <£(H,;H y és L(B . ,H ) |
3 ¢ , 1My W |
operéator C*-algebrék kézétt. Jél-ismert, hooy iay
i -1
Sk : Akl—-—? UkA]\Uk

irhatd valamely Uk : Hk——?H“w). szlirjektiv linedris izometria mel-
lett (k=1,...,n) . Vagyis tetszOleges A = Al@-?-gAn alaku (ahol
"Ak e ‘f’(Hk’ Hk) k=1,... ,n) lineéris E—E operitorra, o -val je-

18lve a w1 permutdcid inverzét,

' : =] . '
] £
: (Far~ )(L) Ly ymerE Y~ L(U P ool ch) 1719 P ol ot £) VYLeE .
f - Ez azt jelenti, hogy FAF_l = UAU—l ‘(Aeaf(F,F) az
U(L) = [(fl,...,f )F—-)L(UO £omy reeeil 'n 'n(h))] (LeE) |
def1n1c10val megadott U E-unitér operaitorra. Ez azonban k#nnyen
~lathatd mdédon csak ugy lehet, ha F = Sﬁ valamllvcn SwER mel-

lett, ami bizonyitja a tételt.

A minimalis atomos Banach hdl5k biholomorf eqgyséagémb-automorfizmusai N

Egy E Banach h&l6t minimAlis atomos Banach hildnak (a tovabbi-

akban réviden csak min.B-h318nak ) neveziink, ha E -t normédban kife=-

vszitik az l-dimenzibs idedljai. | . =

| Jeldlidn ettdl kezdve a dolgoéat véaéiqg E eav r&gzitett
min.B-h3lét. Egy isﬁert egyszerll reprezenticidtétel [33, 143.014d.
Ex.7 (b)] kovetkezteben az altalanossaq megszoritisa nélkiil feltehet-
ﬁjuk hoqy egy (a tovabblakban r6021tett) absvtrakt X halmaz mellett

E =eqgy olyan részhildja az {X—C fﬁgqvényeﬁ} hAldnak ; amelyre

(23) 1,eE és le” =1 Vxex

(24) Span {1t xe X} = E




<e1 ,1*Y+ 0. ’

‘c:Yl,Yz véges CX esetén ]f-glzlf—lZEIEIW(f—lzf)lZIW(1VUY f”

Megjegyezzﬁk, hogy ekkor

12)

(24') . wfeE s8t wf = lim wl £ VFfeE, w: X—%
Y végescX :

A r6vidség kedvéért B=B(E) -t foounk irni és az [E3fr—2f(x)]

funkcionalt l: -szel fogjuk végig jeldlni.

A k&vetkezlkben £f& célunk az. Aut B transzformicidcsovort pon-

tos strukturilis leirasa lesz.

Aut B lineAris része A - w

def. / B ‘
7. Deflm.g_lo. X,y € X -re legyen xn~y <= 1€ lineiris € longut B 1

lﬁ.Leme; (1) =x~y akkor &s csak akkor, ha Vf,oeE

i &8 L lt@P = T je@P = lzi=lgl .

Z=x,y - ‘ Z=x,yv

(ii) A ~ relacid egy ekvivalencia, s3t Xyveevx  esetén V£,qeE-

n

B oes 9 Gl = B let)l? s -lal

f-ge 1l -
qreersn =1 =1

{x

Bizonyitds. (i) Legyen Y = {y reee,y.} eav tetszdleges véges.
-—x_——al_—_-——_ —-l Yn b

részhalmaza X -nek &s e linearise 1oq*Aut B . Irijunk %

= <€(l ),l* > -ot (jqk=l,...,n) &s tegyviik fel, hoay @y 5 # 0 (az-

az Yl“’Yz)’ blvel a P = [f“*l f] leképezés eav idedl-projekcid- "

ja E —nek ZICI}B -re, a projekcids elv qzerlnt EPE{PFeloq*AUt PB.

) I S,z - e -
Bizonyités : Legyen ¢>0 tetszoleqesen}adott. (24)  szerint 1é-
7

tezik 2 végesc—X &s aqe 1,E uay, hogy [lf-gll < ¢/2 . Most zc

ahonnan % z”f~g”>uwlYUY'f~wl £l (j=l,2), azaz a héromszoqegyenlot—

1 72 i : )
lenségbdl ¢ 2 ﬂWlY{fTWIY{f” . Tehat '{wlYf}YV%FS eay altalanositott
Cauchy sorozat E -ben. Igy valamely he€FE -re wlyf-%h;; De Vx

h(x) = <h,.1*;> =.1i.mY<wlYf,1§> = w(x) £(x)

, ahol ]isﬁbqhvg&ﬂeE*




- Vagyis a 3.K8vetkezmény alapijdn

(25) re{€(£),89=0e (f£,0>=lellsll, Vrerr, &e(pr)*

o _ n .
Vezessiik be a p(pl,...,pn) 5}22& pjl}g” fliogvényt RE -on. és

leren C =z {pe¢ mﬁ : grad]pp nem létezik} . Mivel » eay n#v3 po- . B
zitiv homogén konvex fiiggvény, a C halmaz eqy O mértékil kup. R3g-

zitsﬁnk tetszOleges pelRi\\C, Ye R"  vektorokat és leqyen nsvgrad‘pp

n . .
sz el% 1 , & = z:p e ﬁ% 1% . Mivel a o filiggvény ndve,
V- S Vs . .
j=1 3 ] n A
Tyreeeym 2 0, Mivel p pozitiv homogén konvex, jzanjpj = P(pl"’pn)
azaz <fo,¢> = ﬂfoﬂ, mésrészt tetszBleges fe PE -re
-i% n Ny
KKE, o = ]Z e T E(yg )| s wjlf(yj)l s p(lewlyele (v DI =lie]
EC IR ‘
azaz llé” . Igy (25) alkalmazhaté fo -ra és ¢ -re. Innen
n . n . Q. ' ' .
(25’) re €( Z o .el‘ofil ), % me 195 Jf6 > =o0. | 1
3 Y5 F=1 Y3

-Mlnthoqy a 9‘ vektort tetszoledesen vehettiik fel R -ben, (25')—vel

'ekv1valens

o T ol e
K26) Re[zp ﬂjaj]+j§¥b] kajk+pk“jak92jzk valahényszor le|—...~le—l.

Ez csak ugy lehet, ha maga a Re operAcid mdgstti racionélis poli-
nom is eltiinik, tehdt ha speciilisan plw2a12+p2 19 21 = 0 . Vagyis

kaptuk a kovetkezo differenciil-egyenletet

sy 3D 5 3P ——  _ . K . n -
(27) pl 3* 12 +_p2 Ea o 1 = (0] . .(pelR+\»C)
. _ - _ T . . n
Minthogy o, = ”ozlyzllsﬂszjlyj I —’.p(o) Yoe R, , letezik pe 1R+\§

. 3 o . 40 | st T e fa.. =
melyre 392)>O . Ezért “21*0»'\S°t a21/a12 <0 azag qzl/al2

' n-2 s ﬁ .
Legyen (p3{...,pn)€ R+ -ra $$3r'”psﬁ)z p(hl2|cos;ﬁ,la2ﬂ51n t,

p3,...,pn> - Mivel a C alakzat eay 0O mértéki kup Ri -ban, (27)

szerint

oy
A




(28) ! (t)=.0 n.m. te(0,r/2) &s m.m. (p3,...,p )ean =2
?DB,...,ph ,

A p fliggvény konvexitésébél'kﬁvetkezik, hogy » lokAlisan Lioschitz

tulajdonséaqu IR? belsejében, Ezért (28) szerint &s mert » foly-

tonos
? _ n-2
(28) , . o (B)= ?, - (o) VYte[o,n/2] r(Pgreesp Ve R, R
| arery 2 2. 2.1/
o _ _ , : N -1 -
De lg¥ Iqlzl— ?O”“’O(ﬂ'/Z) —‘“21] ; ahonnan p(p). _.[alzl (pl+p2)
p : ‘
1 , 1-1( 2, 2\1/2 _
AYCCOS—m—s—p = |q pi+p05) ¢ (0) =
2 ‘
P ey, (2% o 2\72 12 17P2 Py e, |
o2
= P( pl+p§ 101931--'10n)
. , : : ) 2.
Legyen most f£f,geE olyan, hogy f-gel JE és Z‘[f(y.)]2=
Ry j=1 7

It

§=1
Il lYgU . Tekintve, hooy az Y halmaz X tetsz8leges rédszhalmaza

lehet, (24" al‘apjén (wzlx" mellett) lell = al.
Forditva: Tegyiik fel, hogy _ Vf,gleE f-age l{y‘ v }E és
2 5 : : : 172
: 2 | 2
2 l£(yI? = g lo(y )™ = lel=lel. mxor az veferony 24

-2

+(cos t- f(yl)+s:Ln t . f(yz))l +(-51n't'f(v)+cos t f (y ))l ] (tetR)
1 2

formulaval definidlt lekepezesek egy eqgyparaméteres E-unitér operi-

torcsooortot alkotnak. Innen 6- dti U

1
Gloq Aut B .,

(ii) bizonyit&sa: Mondjuk, hogy ffxq ha Y végescX , f,ge

f—gelYE és 3 }f(y)lz = Z lg(y)[2 . Trivi&dlis, hoqy az '\\g reléci
yeY T yeY : .

8k mind ekvivalenciik.. Legyen N = {m: 3x N";"'Xm af,q e'E £ AT
N{X“"""X'“}g, ufl}#ug“} ‘Tegylk fel, hogy N # Q5 As legyen n=zmin N
‘A mar belatott (i) 'allltasbol kvetkezik, hoov n > 2. R8gzitsiink

egy olyan Y = {yl,...,yn} halmazt'és fl,f:2 € E fliogvényeket, hoq

1]

- Y X ‘\b
CE v E s yyveewyy e De lzle L rexintsix o s

2
L o)l . omxkor 1 z] = p<<z (£ P2 0, e ], L2 (D=
5=1 J 3 hi <!

[er£(v,) 1, ~£(y) lyzj €

l(X\Y)u{yl}f +

2‘

XS

-

Y




o . .
+ Z}lf.(yk)|2)1/2l . (3=1,2) fliggvényeket. Vecviik &szre, hogy
k=2 3 : Yy - . :

*fj Aﬁy&huryk}gj és igy Hfjﬂ:ﬂgjﬂ (3j=1,2) . Csakhoay .ﬁlﬂj%fﬁ} 62 ,
és ezért (i) szerint ”glﬂ=ﬂg2” 411 ellentmondiskan az Ufl”#ﬂfZU
feltevéssel., Tehdt N = 3 . Igy Yy~ YN Y, esetén Vf,aeE f«ﬁﬁﬁ@ﬂl,

N{y,l,yi,ys }g = f A% Ve }g , azaz (i) szerint vy Ys all.

8 .K8vetkezmény, A lemma bizonyitdsa k#zben kideriilt, hoay

"<€ 1 | l*’> = -<{€1 1* 5 - valah&nvszor Ve € X éé Ce
1y )1y <<y2>,y1> vSIOr 1,7, »

€log®Aut B .

e

8.Definicid, A tovébbiakban a ~ relicid. ekvivalenciaosztilyai-
b8l alkotott particidéjit az X halmaznak {Si': ied } -vel foajuk

jeldlni. Minden ied -re az 1. E ( = {feE : supp fcsi}) projek-
51
cids idedljat E -nek Hi-—vel fogjuk jeldlni,

2.Propozicié., a) Ha f,g€E véges tartdju fiiggvények és

‘”fls-ﬂez = “ngJle; -_V’ie} , akkor ”fﬂ=ﬁgu .

i : i v

b) Minden i€l -re H, egy Hilbert tér (azaz rajta al I nor-
ma teljesiti a paralléllogrammafazonosséqot). Nevezetesen Hi =

X€ i

) ma f,9e8 &s lgf ll=llg| | Vied | axxor lel=lal .
i 1 '
d) Ha £fe€E , g: X—C és Vié] “f!siﬂel;“q]SJf@ , akkor- ge E.

e) Tegylk fel, hogy - CGJﬂE,E) . Ekkor eeloq*Aut B pontosan
akkor, ha létezik olYan ‘{ei : ie€J } csalad lineAris leképezésekbdl,

“melyre \Vj€3 ) reje {Bnadjungilt Hj-—-%’Hj operéatorok} ,sup €. <

: jel
es 0= @ ¢, .
, ]ej Jj

Bizonyitds. a) Kdzvetlen kovetkezménye a 18.Lemma (ii) A&11ita-
sénak. b) Legyen fe:Hi és X, € E  tetszOleoesen r&gzitve. a) sze-

rint VY végescx ”lYf“=”( 3 Jf(y)fz)l/zlx fl=¢ z:!f(y)lz)l/z . Igy
. veY © veyY

\
J
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(24') szerint = >”fll—"f” . Ha pedig a g : X—C€ filwavény &, -

bell tarto-)u és “q“ez< » , akkor a) alaniin '_\7’\’1 ,Y? védescx

=ﬂl gl , tenAt az {1.f} &1-

fi. £-1. ell=l1. -1 £l
Y,‘ - Y,1 Y, Y,lAY2 YT'Y véges

Y, , €2
talanositott sorozat Cauchy tulajdonsédgu, amibh®dl feF.

c) Legyen € > O tetszBlegesen rdagzitett. (24') szerint taldl-

" hatd olyan Y végescX , hoay Vzov “f—lyflf,”a—lzqfh € . Mivel a

Iz {ie] : YnSi# #} indexhalmaz véaes, mecadhatd olyan {z,: ie?d}

' halmazcsaldd, melyre YnS.< Z, végesc S, (ie'})jés Z‘Hl - 7.f“€2< €.
. i i i ieT \1 5
Tekintsik most az f£_ = 3 [1, fM 111, «_ = 22“17‘qnezlx ‘
ieF i iey “° i

- fliagvényeket, ahol X, az Si halmaz eay tetszfleacesen rdozitett
pontja (ie%F) .z = U Z, -t irva lathatjuk, hoov ”fé”=”12f” ,

ie? .
Hg€ﬂ=”qu” , ”f—lzf“ < e és ﬂg—lzg” < e . A hAromszdc egyenldtlen-

séqg szerint ”f "9, II< 1223-“11 f“@-'-"lzig"{zl =[mive1 “lSif”@:”lSi-q“{"
‘1.5 lggil 1fll Hlsifllel fulsigu@,-nlzigu@_> < 1Z%Qi f—lzif1%[+

Hlisig-lzignez ) < 2 . Tay  lel-lel | <he-1, 20+ I el-01 00| +o-1,l <
< 25+[Hf£l}-l]gelll < 2€+”f€-g€" < de .

d) (24') szerint minden nelN szamhoz kivAlaszthatd olvan

Zn‘.véqesCX halmaz, hogy ﬂj_’-—lZ £l < % . Az Altalédnossfa measzoritéa-
ST n ) ,

sa nélkiil véhet6 ZlC ZZC *«« ., Leovyen ekkor .'jrw = {iel: ZnﬂSi # A}

és a9, = EJ ]‘S g (nel) Az jp halmazok véaesséae s a (midr be-
ie n i - . S
latott) b) &llitas k&vetkeztében g9,€F nelM . Fa n >m , ak-
kor | gn—gm =1 Z ‘ lS o4 ” = [c) szerlnt] Z lq. £ < [mivel
' - i€] \‘3 i 163 \’J 1
| L 1 gl < -3 1 £l < Je-1, £17< fle-1, £l < ¥ . vaayis a
i€3n\j li 163 1 ) “m i m .
‘{gn}nem .sorozat Cauchy sorozat E -ben, Minden x€X -re 1lim g_(x)=

N-y o
= g(x) , ahonnan g = lim 9, -

N-yeo

. e) Legyen el8szdr eelog*Aut B .Ha j,ked , 9#k &s xe S

ve€ S, , akkor az ‘%l osztélyok definici’ia ill. a 18.Lemma a) A&l-

Vi ]




: \
. ! i . .
litasa szerint mindig <€(lx),l;> = 0. Ez rutatia, hocy f(Hj)c:Hj
¥’j€]>f Tehat ej = qH (3€3 ) mellett nvilvan ﬂejnsﬂﬂﬂ bs €= jggej,

A 8.Kdvetkezmény szerint pedig Q € i{8nadjuncil trﬂi—onerﬁtorok} Viel |

A forditott 2#11ités azonnal adddik b)-b3E1l, hiszen ekkor exp(E)‘=
=vj$’exp(€j) és itt minden jed -re az exp(fﬁ) operétqr a feiﬁe—
vés alapiin Hj—uhitér.'

2.Kbvetkezmény, Létezik olyan jo részhalmaza az J ~indexhalmaz-

nak, hogy az JEO = €.Aut B{O} altérre (v.5. C TAtel), XO = 1%@ S5 -t -
irva, Eo =,1X E .
o ,
Bizonvitids. Leqyen' Z = {xeX ::—]ceEo c(x)#0n} . Nvilvan E s lZE.

M&srészt ha xe€Z , ceEj é&s c(x)#0 , akkor €= [Psf!-—ajf(x)lx]—et‘

irva e) ! szerint YteR 1, 3+ e_"‘tc(x)lX = exn(tf)c €E, , &s

X~N{x ‘
igy 1, = IET§T afjoexp(tf)creEo. Mivel az FE tér eav min.B-hAalA,
innen EO:SSpan{lX : ' XeZ} = le » azaz E_=1,E . ‘navn? fel most,
hogy xe2z , ceEo , c‘(x)’#o T és xes.i . Leaven ve S.\{x} és elz
z [f'~eif(x)ly+if(y)lx] . Mint az'elébb, cy = el(c) 6t exo(te )Xe €E_,
* .
hiszen e): szerint els'loq Aut B ., Csakhogy cl(y)=;ch)#O , vaayis

h . ha L-c. *
Y € %l . Tehat Sl Z

log Aut B quadratikus része

QJDefinigiéL A tovabbiakban végig hasznilni foqjuk a 9.Kdvetkez-

ményben bevezetett Eo , XO , és 30 jeltléseket. Ha ‘c:osEO , akkor

q fogja jeldlni azt (a C Tétel szerint eqgyedill 1étezB) EXE—E

c
szimmetrikus bilineéris format, amelyre [ff-9c+q (£,£)] € loc®Aut B .
Emlekeztetunk ra (14. C Tetel), hoaoy a c}—?qc leképezés foly—
tonos és: konjugdlt-lineiris. Minthooy a.véges tartdiu fﬁdqvények sij-
riin helyezkednek el E —ben, iay a 92.K¥vetkezmény szerint elegendd
mér csak a -<ql 1(l 1, x3) 1 > (Xle X ,x?,x3,x4e X) nrtekeket meg-

haté&rozni 106 Aut B teljes lelrasahoz. Ez utdbbi vnﬂhezv1telehez

;69_.




jelent lényeges'segitséget a projekcids elv.

;gLLgmmgL Legyen X;,...,x €X , X, € X és B g = <q (1. ,1 ) l >

ble
Ekkor ' A
(1) By =0 ha {1,€} # {j,k)
. 1 _
C(ii) Bll = -1

(lll)s 5 € [‘1,01 ; és l{x x }B = {§11x1 +;21X7;: [z;l[ +[z; |~ 1/49_ <1}

2

. _ , . o 2 _
ha 812#0 , és l{xvng = {zllx +gy1, = max{[;l{,[gz[}< 1} ha B15=0

C 2 N o g2
(iv) Bl o= 1/2 ha x xz#xl és B

1 12=0 “ha. x1¢'$2e X

(v) ha Axl,lm.,xne X &s x.';l'xj valahé&nyszor i#j , akkor

i
Hcllx1+-~-+cnlxnﬂ= max, | (Cyreeest €C) .
. l—l'.-.’n L
Bizonvitds, (i) Tekintsitk a P = [f*—?l{x 4 3f] ideil-vpro-

Jekcidt. Mivel az idedl-projekcidk mindig kontraktivak, a orojekci-
6s elv szerint [f*—?lx +qu (fhfﬁle loq*Aut PB . A 3.Kdvetkezményt
. x _ . ;

: 1 4
alkalmazva PB -re,

= IeIPCT, Jep+ e, (£,8),0)  lel lel=¢s,6) Veere ,0¢ (om)* .
1 O

Bevezetve ugyanazt a D Ri-—>R+ flicgvényt és Cczmilkhalmazt,
mint a lB.Lémma bizonyitasaban,

) S oap it % N
29 - 9 1

n . n .
<oy (o™, 3 oot m:w e 1% Y
lx1j=l 3 X k X,

i k=1 g=130
VpEIR_I:\C V«}e R™ . Vagyis
P . n ' . _
(201) p2 20 erﬁ £ Y e 9D 1§3%+3k %) _

3p B

0 (p¢C, Fer™ .
1 ke =1 3K kaepc ¢

n
Tehéat (rdgzitett pe!R \C —nel) a p2an —_—z.+ E} sgbp.p ig—z.z z"l
o pl 1 k=1 Gk ka% 37k

raciondlis polinom eltiinik 3,4 £818tt, azaz a kiildnb®23 homogén

tagjai O -k. Igy csak a sik (=sil$ alaku kifejezések kiilénbdzhet-
nek O -tdl. | '
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~ 1ii) azomnal 3j8n (29') -b81 n=1 mellett, mert ilyenkor
plpy)=p, . |
(iii) é&s (iv) bizonyitésdhoz veqyiik az n=2 esetet, (29')

s (ii) felhaszndlasival ekkor

Y ) 2_ 2,9p '} e} 2 _ 2
(29'") (p pl)§3I + 2plp233; Bl, = 0 (pe RUNC)
Mivel p(0,p) =p(p,0) = p - ¥p20 &s mert a o Ffiliagvény névS és

konvex, VYo ¢[0,1) "3ltz0 plp,t)=1 . Tehat ed?értelmﬁen definidlija

a t [O,l)~%¢R+ fliggvényt a plp,t(p)) =1 ‘formula. Vegyiltk ész-

re, hogy t egy cs8kkend konkdv fiigovény és t(0) = 0 . Az implicit
. P P . ' ap/ap -
AV4 ! = - =L kq hE A
fliggvény tétel szerlnt t (gl) Bh/apz valah&nyszor (pl,t(pl))¢

¢C . Vagyis mivel C egy O mértékil kup Ri ~hban, * (29'') imnli-

kéljai‘hogy

(30)  t'(p) (1-p7) = 2ot(p)82,  m.m. e (0,1) .

Mivel t < O , fenn&ll Biz s O . Ha pediqg 8%? = 0 , akkor ¢t (p) =

1 ‘Vp e[b,l) . Ez utdbbi esethen p(p],pz) < l'éﬁ'pl <1

-

= t(0)

A

)
= max{pl,pz} .

és t(pl).= 1 vagy Py = 1 és P, 1, azaz p(ol;oz) =

Ha 352 < 0, akkor t(p) = (1‘92) B2 4 (30) egyenlet megol- |

dasa a t(O) =1 feltétel mellett. Azaz KE{(pl,pz): p(pl,pz)é 1} -

et irva,
; ‘ (31) K = {(pyr0,) = p2 + 71/5% < 1} |
17F27 = Pp T Py s A
g Minthogy a X alakzat konvex a p flicgvény konvexsége miatt, Bizz |
. 2 -1, ami bizonyitija teljésen (iii).-t.
L . : o : | | 2, 2.1/2
! (iv) bizonyitisa : Ha Xy~ X, # Xy s akkor D(pl,p2)=(pl+02) /
(v.8. 5.Propozicid b) ). Vagyis (31) szerint 6%2 = - % ilyenkor.

|
Tegylk fel maAsrészrdl, hogy xldrxzesxo és Biz‘% 0. Mivel I

X, € Xo r 2z Osszes el8bbi gondolatmenet véghezvihetd x

[ ]

1

- réjével. RAzaz (iii) . szerint &11

L . | s -71-
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- |

_ . 2 “1/¢a, (1, L) 15 > -
{xq,xz} = {511x1+‘21x?_' leq "+ iz, Ty < 1)
_ . 2, =1/4a, (1.,1.) 1¥>
= {z;llX +:21X- : la;z[ +l;l] 1* ) x < 1} .
' Ez csak ugy lehetséges, ha 82 == < (1 1 )vl¥ tehit
g% ges. 12 2 ql* Xz' X, "' X ’
. 1
‘ _ 2, 2.1/2 . . ; _
p(pl,pz) = (ol+02) . Ha Si az  x; ekvivalenciaosztilva ( ~
ra nézve), akkor tetszOleges f'eHi -re az 5.Propozicid c) szerint
I =1 . = = .
lf+plx1” U,lfmg lx1+olxz” p(“f"@Jo) “f+plX2H0_, ahonnan X,€ S,

és igy x

(v)

1V X, kovetkezik. A kapott ell

Legyenek Yyreeer¥, € X

Most tetszoleccs régzitett f,cel

{ '0"’
AT R rﬁ
g (£,£)= > c(y )g, (£,£)= ¢y,
¢ m=1 T Tl m=1 jke
EbbT1l: (i) é&s (iii) -nek X) 2y, X
kalmazéséval
2
9, (£, 1) ——Ec(y )f(y) 1 = sTET
m=1 '
) a .. _ _
Ezért a {HE ft = C qc(ft,ft) , fo = 0}
. : n
~ddsa f,_ = tanh(ct). Innen {gg gmly.:

<{ fr—>c+ f,f 0) : 1 E
exp [ c qc( ,E)]0) t ce (9 o ¥ }
n
max Py < I E:pml <2 valahanyszor
m=l,....,n 1™ Yim : '

m 4
n
zésképpen | Y p 1 =1 valahanyszor
‘m=1 Yen ’
l
|

4;ﬂ E:z&lY:ﬂ =max_ | Jz.] . Qu.e.d
=1 1 %3 j=lyeyn 3
A lemma (i) 411it4s&b3l és a o

szimmetridjabdl azonnal kévetkezik, hogy
1/2 ha x

paronként nem

f (y )f (y])<q

entmondis bizonyitja (iv) -et.
~-ekvivalensek.

F -re
vy

171>1
Va Y ye‘ye

i
s

-

1]

v ~re vald al-

~

kezdetidrték probléma megol-
01reeerp €l0,1)}c

}caut B{0O}c B Ekkor

Pyreserpy € [0,1], kBvetke-
max >]pml = 1 , ahonnan
r=l,..,n 7

bilinedris leképezések

bevezetve a

w_ (x.,) E{’_ 17%2 : o (x AeX X, € X)
X 2 . 1 o’ 72
1 g (1 ,1_),1*° ha x.,#x.
< lx1 X, X, ’ xl7 1772
'fﬁggvényeket, fennall
qlx(l,x’lx) = 2w (x)1_ ‘Vxexo




quKlX,ly) = wx(y)ly ha xeX_ , yeX~N{x}
.qlx(l'y,lz) =0 ha xé{y,z} ’ ngo
‘Innen
. (32) qlx(f,g)' = £(x)w, g + g(x)w £ (x € X))

D
0]

valahéanyszor az f : X— C fliggvény véges tartdju. S8t (iii)
(24') miatt (32) &ll minden fE€E -re.

P

A tovabbiakban a t&mdrebb formulAzis Ardekében feE és i€l

esetén £ _¢ irunk az 15 £ fliogvény helyett.
i
o) 1 B | .
gQngmma. (1) w,' =-3 lSi valahinyszor xeS, (e 30)
(ii) w}il) = 0 valah&nyszor x ¢ SJ. (ied O)

)

beli sza&mokbdl ugy, hogy 'W(j) = -y..1 - valahé&nyszor x€S.< X
X i3 Sj i o)

(iii) Létezik (eéyértelmﬁen) eay (v métrix [0,1]-

i3 ied, ,iednNT,

P . 3 N

és Je Jo .
Bizonvitas. (i) é&s (ii) benne van a 19.lemma (iv) nontjéban.
(iii) Legyen x,x'e€S; &s y,v'e Sy aholl ie jo ,J ¢]O . Az

/

5.Propozicid e) &11lit&sdhdl kdvetkezik, hoay létezik olyan E-unitér

U operédtor, melyre lx' = le és ly' = Ulv . A Lie csoportok ele~
ni elméletébdl j6l-ismert, hogy minden ve 1oq%Aut B -re UVU—l €

1

% ' - -
€ log Aut B ., Specidlisan [f*—-?U(lx+ql (U “£,U lf)]e log Aut B ,
_ : X

-1 -1 2
ahonnan g (£,£) = a (£,£) = q, (U ~£,U ~f) . Ezért
la 57 UL, t 1000

%* - -l "l ‘ v _ - . * -
<q1_x‘(lx' 1) 15, = <Uq‘_1)£U. La 07 250 1,0 = <Dqlx(lx,ly) A Y=

=<<ql.(1x,lv),l;_> mivel ha U = @ U, az 5.Pronozicidheli felbonta-
X o

ied
sa U -nak és fe€E , akkor <tff,lx,> = (Uif(l)llx) =(f®lu?1X,) =
(i) ' ' :
(f [1X) .
10.Definicid. A (y..)

Tij'ie3,,3e T,

juk a 20.Lemma (iii) -ben bevezetett mAtrix szamira.

-73=
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10.Kbvetkezménv, TetszBleges véages tartdiju ce Py és feE ~-re

(33)  q_(£,£) =-Z(f(l)lc(l))f 2 % [Ty <F(‘)!c(i))]f(’)
: ¢ iel, _ ieInT, ieds

A 20.Lemma és (32) segitséafvel lAathat’s, hoav ha

cecE és fekE 'véges tartbdjuak, akkor I (£,f)=- Z c(x)ql(f,f)=

X € Xo X
2 Z‘ 2c(x)f(x)[— —-f Z Y. (j)]

163 XeS; j¢3° lj
Hogy (33) -at kiterjeszthessllk minden c€FE fs fek -re,
szllkséglink van a kdvetkezl észrevételre :

c

2l.Lemma. E_= @jo H, , azaz eqy c : X —C filcovdny nontosan
akkor tartozik E_ --ba ha Vield & )“€1< o &s  Ves0 {ie], :
I (2 )”z> e} véges C_J (ez utdbbi esetben lcll = sun “c(l)ugz )

ied,

Bizonvitis. Legyen ¢ E‘Eo véces tartdiju és {il, . ,ip} =

{ied :Uc(nuez # 0} . Rdgzitsiink eqy-eav x_ elemet mindeavik

Si halmazbol (m= ,...,n) . Most az 5. Pron021c1o e) 1ill. 19.Lem-
m :
ma (v) szerint “c”"” E ﬂc(l"‘)]( 1, l= max c(l"\)llez =
m=1 m m=1,...,n ‘
= sup ﬂc(l)ll . Az 8llitds t8bbi része ahbdl a feltevésbi&l j8n,
iede

- hogy a véges tartdju X—cC fuquenyek siiriin vanna}f FE -ben.

22.Lemma. sup 2 Yiq < lqll(zsup [!q 1[— sumn Hqc(f‘,g)“ ).
jeng, i€ ] ceBnE, CeBNE,
‘ £,aeB

Bizonyitds. Legyen 3j€J \]o EITEEE ,i;le ]'o tov-’bba leqyen v e

€S, &s. x,¢ Sil"”' x_ € Sin . Tekintsiik a c = leJ - i11. £
n : .
= 1 + 3, 1, - A 2l.Lemméhdl k(':ivetkezik, hoay lcll =1 &8s £ <
Y =1 *m ' o
(33) szerint <qc (f,f),l?) = Z' yl 3 Ugyanakkor Kq (£,£),1 >{
: . m=l "m2 e o
< ﬂqllllc Illlfllzlll’;ll* =”'CI “ . Vagyis v}véqescjo‘ Z Y55 < “qu .

ieF

1l .X8vetkezmény. (33) fennall minden Cc € EO " és f€E -re.




ﬁgggngj Az elozo két lemma mutatwa, hoay (33) dobb oldala

mindic értelmes. Vegyuk észre, hoaov a 0O E xE 3 (c,f)=>[(33) Johb oldala] ‘

leképezés c -ben valds-linearis, f -ben rediac valds-cuadratikus.

fell , T£ll < 1 esetén. "O(c £ < | Z; (f(i)[c(i))f(i)“ + ? u
led, I
+2l L % Yy (f(l)l (l))f(j)ﬂ < sup )f(i)ﬂzﬁtc(i)ngz
j¢3, ied ' iedy ¢ , .
+ 2“ ( sup 2 Yy ”*"(i)“ .z';,"ﬂc (i)llez)’f(j)u < fﬂ?l!cﬂ + u i (\'uuf”'“c]lfus
¢, k43, ie), ¥ R

< “fﬂ lcl (1+lcll) . Tehat a Q: E JSE—E lekénezds folvtonos. MAs-—
részt a Qf(c,f) =’q;(f,f) reldcid ferndllAsit eqv 'EOxE -hen siiri

halmazon a lO.Kﬁvetkezménbel mar tudijuk.

Ezzel mAr teljesen ismeriiik loa*Aut,B -t. Az exn|FE3f+>

F*’ciqc(f,f)]' alaku mezSk explicite k&nnyen mecadhatdk : (33) sze-

. d o _ . E
rint a aE £ = c+qc(ft,ft) egyenlet ecquivalens a

o Tie, 13

' d (1) _ (1) (L) (1), (i) .
(34" ¢ £, =eti-tgy | E (ieJ ) _
gt = 2B e e,
|

-t felirjuk c(i) = picé alakhan, ahol Py 2
< (1) - Shg (1) _ i), £ (317, |
20 &s |cg Hez =1, tovébba ha £ " = ¢ ¢ V4! ahol _ ;1

o

rendszerrel. Ha ¢

:
. i7o
'fi})l-cél) (ie'3o) ', akkor (34'") meqoldésaﬁ”tetszﬁlemes adott £.€

€ B -nal v rw
‘ |
(i) _ <1> L (1) . %
ahol 1e R &s ge?R mellett
IR - ¢+ tanht- - _Vi- (tanqr)
(36) MT(C) = m es\ M (E) =

i
1+$tanhr : i
i

(35") -t (34'') -be behelyettesitve kanjuk, hoqy‘

unlcltasat, errol ecyszeru behelyettesitéssel meaay? zodhetﬁnka Heu-~

i

risztikus szémitdsok 1d. [37]. i ‘ |

,‘
) : ' ot
Tekintve a maximélis Osszefliggd értelmezési tartomfinyu mecoldis .




a3 _ (4) : ‘
st = [ 215% FTLTUNPCIREN (3eINT) .

Ennek mecgoldésa

(35" féj) exp[-2 1 Yi5P 1S Mo, €% )dr]f(T) -

iedy

il

. 2y: i) .
['TGTJ Mp‘Lt(gi) Yli]ftj) GICRANVIS I

i
Hogy (35'') ~ben a jobb oldali formulédk &rtelmesek, a 22.Lemma ga-
.rantélja.
Szerencsés mbédon, a 2l.Lemma é&s (35') szerint

aut B{0} = Aut B{O} = BaE_ =

{lgéx c;: A€ (0,11, cye3BH,) Vie]é-é;[qﬁibmi]ecodo>}
{lz_'_‘,jMi(O)c p e R,, cieaB(Hi) Vie I, &s Doain‘i]e cO(JO)}

o
i

{exp[fk—>c+q (£, f)](o) t ceE } .
Carathéodory egy klasszikus tétele” klmondwa, hoqv ha E eay Banach
tér, Fe Aut B(E) és F{0) = 0 , akkor az F leképe 7és‘szﬁksé§kén— i
pen line&ris. Ha tehéﬁ FeAut B és a c:éEO fﬁquényt ugy valaszt-
juk, hogy a GE?exp[Eafkﬁ»c+q_éf,f)] (=(exp[§afk—9c+qc(f,f)])“l
automorfizmusra G(0) = F—l(o) legyen, akkor F(G{0)) = 0O és igy
az U = FeoG automérfizmus line&ris, azaz F felirhatd az F =
= U exp[f+—9c+qc(f,f)] alakban alkalmas ﬁeiAutOE mellett. A (35')
- formulabsl azt is lathatjuk, hogy ehhez a ¢ fﬁcqvény.vélasztésa
egyértelmli. Ezzel a k&vetkezd leirdsidhoz jutottunk az Aut B transz—

formécidbcsoportnak :

P 9.Tétel, Jeldljdn E egy minimAlis atomos Banach hAildt. Az E
teret kifesziti paronként h&ld-ortogonilis Hilbert-féle projekcids

idedljainak egy olyan {Hi: ied } csalédja,xamelyre

1”Eredeti formajaban 2 dimenzidra 14.[1]1. A véctelen dimenzidra
vald kiterjeszthetSsége folklér ,1d. pl. [48] (implicite elBfordul
pl. ([131,(14],[163,[271,[451, [49] -ben). |

-76-




a) AutOE(E) lineéris tagjai B(Hi)-t Bnmagira vetitik minden iel -re
b) és viszont: ha mindegyik ieJ indexre U, eay Hi—unitér ope-
rator, akkor @ Ui(B(E)e AutoB(E) .
i€l
Taldlhatd tovabbad egy olyan [0,1] -heli szimokbd] 71156 (Yij)ijej
. ) .
mdtrix é&s olyan Uoc:] , hogy ' ‘

C
c) E_(zC Aut B(E){O}) = @& © u. |
(0] ) . 1 |
iedg ‘ . ‘]
) Vi,jelNT v;5=0 ', Vied, Yii=3 &s Yiiel 14y 0

e) Eqy F : B(E)—>E leképezés pontosan akkor tartozik Autoﬁ(E)~

be, ha P, ~vel jeldlve a H, -re vald idedl-projekcidisdt E -nek,

1 - Oy O, mt £1.0v. Y PR .
(37') P.F(£)= Ui[mpi((piflci_))ci+ Mpi((Piflci)) (PoE-tp fleed]  Vied o

: : 1 )

N _ » o . |

(37'1) PjF(f) = [exp g ig% YijpiMpir(gPif[c&)jdr]UjPi(f) Vﬁef]\jo
: (S

irhatd alkalmas Hj—unitér Uj operadtorok ¢jel) , cge'BB(EQ (ie ]O)

egységvektorok é&s végtelenben eltiin® [~¥)9iﬂ~9pi] R+-értékﬁ fliag-

‘vény mellett (Mp_ ill. Mj‘ a (36) Altal definiilt M&3bius ill.
i i
co-M8bius transzformicidk).

12.K&vetkezmény., (A fiﬁpbnt»probléma megoldisa min.B-h&ldkra)
j .

' Pontosan akkor rendelkezik minden Fe Aut TB(E) fixponttal, hogvha

-az Eo altér véces sok paronként héld-ortogonilis Hilbert-féle pro-

jekcids idedl direkt Osszege.

Bizonvitds. Tegyiik fel, hogy a c) -ben bevezetett jo indexhal-
maz végtelen. Ekkor legyenek iy7is0ee. vAronként kiildnbsz& indexek
30 -bd1 és minden ne N -re c, egy réazitett egyséagvektor Hy -b61.,

R n
Most a tétel szerint az

. 3 _ Lo o £
F : B(E)sf HnglM%((Pinflcn))Cn + M%((Pinf!cn))(Pinf (Pinflcn)cn)

ieképezésdefinicié értelmes, és Fe.Autoﬁ(E) . Ugvanakkor az  F(f) = £

. relacidbdl : (36) -ot hasznalva kapjuk, hogy (py flcn)‘= 1 (neN) ,
. » n
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ami ellentmond c¢) —nek.

Ha az 30 véges, akkor minden G eAut B(E) avenaén folytonos
EO felett. (Bizonyitds: e) 1ill. a C Tétel a) nontja szerint G =
= LoF A1l valamely E-unitér L 1lineAris operAtor és (37') , (37'")
ben leirt alaku F leképezés mellett. Az [fr~*(Piflcg)] fligavé-
nyek gyenge folthnosségébél,az ,30 indexhalmaz végesséaébtl és
c) -bSl azonnal adddik, hogy VitEDO [f*—9PiF(f)] avencén folyto- |
nos. Azonban FlB(E y = 2: P, FIE(F y r &s *ltaldban is, a folvto—
nos line&ris Banach tér operatorok edvben avenaén folytonoan ) Az
E altér definicidéja szerint VG e Aut B(F) G(B(EO)) = B(EO) . Mi-

o
vel pediqg §(EO) homeomorf képe a X B(H ) alakzatnak (hiszen

c ‘ i€Jo
o . : : - , - -
E = ‘G% H, @és itt j véges) , és mert egy Hilbert tér zart eav-
3_€

séggtmbje mlndlg gyenqen kompakt, a E(E ) éqyéécq&mb ayenaén kom-
. pakt. Igy a Tyihonov=-Schauder fixponttetel biztositja, hoay VYce

& Aut E(E) 3fe§(E0> G(f) = £ .

N
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