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AFFIN PROJEKCIOK VEGTELEN SZORZATAI
NUMERIKUS SZEMPONTBOL*

STACHO LASZLO
Szeged

A cikk a linedris funkcional egyenletrendszerek megolddsara szolgalo Kaczmarz tipusii eljdrdsok
viselkedésével foglalkozik Hilbert térben, a megolddssal nem rendelkez8 rendszerekre valé kiilonds
tekintettel. A klasszikus esetben, véges dimenzios egyenletrendszernél, éles becslést nyuijt a randomi-
zdlt Kaczmarz iterdcick konvergencia-sebességére.

1. Bevezetés

Amikor az elektronikus szamitégépek megjelenése lehetdvé tette a kézi sza-
moléssal mér kezelhetetleniil nagy

an_xl‘l‘ ces +a1,,x,, = b1
(1.1) : : :

m1Xy +.. + amnxn = bm

linedris egyenletrendszerek effektiv megolddsat, a futtatdsi tapasztalatok kezdett8l
fogva igen negativnak bizonyultak a klasszikus algebrai megoldasi médszereket
illetGen. NEUMANN JANoS, W. BERGMANN és D. MONTGOMERY [11] mér 1946-ban
kiilon munkét szenteltek az (1.1) tipusu egyenletrendszerek akkor ismert numerikus
megolddsi eljardsainak a vizsgalatdra, és kimutattak az elimindciés médszerek igen erds
instabilitdsét: A kerekitési hibak 20 ismeretlentd] kezdve mar hasznélhatatlanné tehe-
tik a Gauss-elimindciét. A figyelem ett6l kezdve az iteracids eljarasokra irdnyult, még-
pedig els@sorban az (1.1) olyan speciélis eseteire, amelyeknél az (a;;) matrixra stlyos
korlatozo feltételek (pl. f64tl6-dominancia) teljesiilnek. A jelen dolgozat célja az (1.1)
rendszetnek a Kaczmarz projekciéibél alkotott konvex kombinaciék (nem feltétleniil
staciondrius) iterdldsdval valé megolddsi modszereinek a'vizigélata és ezek néhany
éltaldnositisa végtelen dimenziéra. -
R*nel jeldlve az -y=(y,, ...,y,) alaki valés nm-esek vektorterét az (X, y)=
n
= 2 X, skaldris szorzattal ellatva, (1.1) igy irhaté:
F=1

(1.2) (&, xX)=b, (k=1,..., m).

* A dolgozat annak a tanulméanynak egy atdolgozdsa, amelyet a szerz6 az Aprilis 4. Gépipari
Mijpek (Kiskunfélegyhdza, Csanyi u. 2.) szamara készitett az Aprilis 4. Gépipari Mivek és a Jozsef
Attila Tudomdny Egyetem Analizis Tanszéke kozott 1980, december 5«¢n 1étrejott kutatdsi-fejlesztési
szerzGdés 3. pontjinak keretében.
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186 STACHO L.

Vagyis az (1.1) feladat megold4sa abbdl 4ll, hogy meg kell keresniink az’
M, =l{x:<ak, x) = bk} (k = 1, , m) '

hipersikok metszetét. 1937-ben KACZMARZ [10] a kévetkezd eljarast javasolta:

Kiindulva tetsz8leges x,6R” pontbél, képezziik annak x; merdleges vetiiletét
M, -re. Majd x, -et vetitjiik M,-re, igy kapjuk x,-t. Bzt M,-ra vetitjiik, stb., — az M, -
re valé vetités utdn tjra M, -re vald vetitéssel folytatjuk az (x,) sor0zatot. Azaz

(1.3) Xi+1 = Filamea, i (X) (=0,1,2,..),
ahol Fy, ..., F, rendreaz M,, ..., M,, hipersikokra valé merdleges vetitést jelolik.

m
Amennyiberi () M, egyetlen pont, akkor az (x;) sorozat geometriai rendben konver-
AR I s /

gal hozz4, az (=l.1) egyetlen x* megold4sihoz, tehat valamely x,-t6l fiiggd q(x,)<1
konstanssal ) '
I—x* = gq(x) (i=1,2,..).

(Itt [[vl={v, v)!/* a v vektor hossza).

Kés6bb [3], [14] a Kaczmarz eljdrdssal rokon tovabbi geometriai iteraciés mod-
szereket publikéltak. Azonban az 4ltalunk ismert irodalom nem foglalkozik a kon-
vergencia-ratajuk pontos becslésével. A jelen dolgozat 3. részében kitériink erre a
problémira egy altaldnosabb szituiciéban, és — alapvet6 szempontok szerint —
tovdbb nem javithat6 becslést adunk az a, vektorok néhany paramétere segitségével.

Ez a kdvetkez8 tényeken alapszik: F, (x)=x ti(X)ay, ahol p, (x)=(b, —(x, a,))/
Magl2 Igy ha @ jelsli egy O mennyiségnek a numerikus végrehajtas sordn kapott érté-
két, akkor F(x) — Fi(x) = (i (%) — 4, (X)), =6, (X)u, alakuy, ahol w, az a, irdnyn egy-
ségvektort jeloli. Ugyanakkor a 3.7 lemmébol konnyen kovetkezik, hogy ha pl.
m=n ¢&s az (1.1) rendszer determindnsa nem nulla, akkor megadhaté olyan
M(=M(u,, ...,u,)) korlt, amelyre tetszlleges X €RY & &>0 mellett az
{F(x0):F¢ 2} - ponthalmaz. atmerdje kisebb * M - - (1+|x,])-ndl, ahol T az Ssszes
X—>EF(x)+0w, (k=1,...,n; |§|=e) alaku leképezések altal generdlt félcsoport.
Azaz, ha a kerekitési hibat egy & érték alatt tudjuk tartani az x,-bél kiindulé Kacz-
marz iterdcid sordn, akkor a kapott X;, X,,, ... sorozat atmérGje M -e-(1+|x,)) alatt
marad. (Az M konstans — durvén szélva — anndl kisebb, minél nagyobb a kiilén-
boz8 w, vektorok kozti minimalis szog.) : I S

~+"Az (1.2) probléma felvethetd minden valtoztatas-nélkiil: R helyett tetszéleges
H Hilbert tér vektoraira (a H-beli skalarszorzatot szintén (5 )-vel jelélve). S&t a vég-
telen dimenziés kontextus hivja fel a figyelmet az (1.2) al4bbi 4tfogalmazassnak
fontossdgara ’

(1.4) xeM, (k=1, ..., m),

ahol M, ..., M, tetsz8leges affin alterei H-nak (azaz olyan zart halmazok, melyek
barmely két pontjukkal egyiitt a rajtuk 4thaladé egyenest is tartalmazz4k).

Véges dimenzi6s tér esetén az (1.4) feladat mindig 4tirhaté (1.2) alakura, hiszen
egy r dimenziés affin altér R"-ben mindig eldall (rn—r) hipersik metszeteként; Ezzel
szemben végtelen dimenziéban mindig vannak olyan affin.altefek, amelyek csak vég-

7

telen sok hipersfk metszeteként jonnek létre. A tisztin geometriai (1:4) feladatkitfi~
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AFFIN PROJEKCIOK VEGTELEN SZORZATAI NUMERIKUS SZEMPONTBOL 187

zést célszerlibb a kdvetkezd funkcionalis alakban is kimondani:
(1.5) O FR®=x (k=1,..,m),

ahol F, az M,-ra val6 ortogonélis projekcié.
A klasszikus mechanika szdmos hullamegyenlete olyan extrémum feladat, amely
ekvivalens valamilyen (1.5) tipusu fixpontproblémaval végtelen dimenzids Hilbert

térben 2, [4].”Az operitor-aigebrak elmélete is felvetott hdsonl6 kérdéseket: fontos
szerepet jatszik NBUMANN JANOS [13] cikkében az az észrevétel, hogy amennyiben
Ly, Ly alterei H-nak €8 P, az L “ra valb ortogonalis projekcié (k=1, 2), akkor min-
den xtH-ra'a Pyx,” P,Px, P, Py Pyx, ... sorozat konvergal x-nek az L,NLy-re
valé Px merSleges vetiiletéhez. Figyelemre mélté tény, hogy itt a konvergencia mar
nem sziikségképpen ‘gecnietriai rendi, szemben a véges dimenzis esettel. Ez a ne-
hézség magyardzza, hogy a Kaczmarz-tétel végtelen dimenizids analogdnjat, “amely
kimondja, .hogy amennyiben M,\()...N M, 50, akkor minden :Xp€ Hra caz (1.3)
pontsorozat konvergél x, vetiiletéhez M,0... MM, -re, csak 1958-ban bizonyitotta
be BROWDER [2], HALPERIN [8] majd APOSTOL [1] kissé késébb mds megkozelitéssel
mély operatorelméleti altaldnositisokat adtak BROWDER etételére.. = - _
A szerZ8 kiGszonettel tartozik PoGANY CsaBAnak, aki a problémakérre felhivia
a figyelmét, L AROTE

Errl

Ny 2

2. Problémafelvetés

'Az (1.4) problémat az eddigi irodalom szinte kizarélag csupén abban a speciilis
esetében targyalja, amikor M;N...N M, #0. A numerikus matematika szempont-
jabélugyanakkor nagy jelent8ségii lenne az (1.4) kiilonboz8 megoldasi algoritrmusai-
nak teljes viselkedésvizsgélata éppen az M 1)...NM,,=0 esetben, mivel még a klasz-
szikus (1.1) feladathoz sem rendelkeziink pillanatnyilag hatékony elérejelzé eljardssal
a megoldas létezésére vonatkozéan. Mésrészt az utébbi id8ben kibontakozé déntés-
elmélet: gyakran vet fel olyan problémakat, amelyek (1.4) alakra hozhatdk, de ahol
(szemben-pl. a legtobb fizikai alkalmazéssal) a megold4s Iétezése; ill. egyértelmiisége
a priori heni’ismert, esetleg éppen ez a £8 kérdés. A dontéselmélet-az (1.4) tipusd rend-
szerekhez 4ltaldnositott megoldds gyanant megkonstrudl olyan ¢ operitorokat,
amelyek az alaptér altér m-eseihez ugy rendelnek vektorokat, hogy MR NM,#0
esetén az x=¢ (M, ..., M,) valasztis mindig kielégitse (1.4)-et (vo. [15]).- Az ilyen
dontés-operatorok iterativ kiszdmitasi médszereinek, (ill. célszerfi 4 operatoroknak)
a kidolgozésahoz lényeges a véges affin altérrendszerekie valé mer8leges vetitések
konvex linearis kombinici6ibél alkotott iterativ limeszek vizsgalata. - :

Ezzel kapcsolatban a kovetkezs alapvet$ kérdések tehetdk fel:

I. Adott x€ H pont mellett hogyan jellemezhetd az Ssszes Iehetséges

, - B X, B Fi ), FuFyFy (X,
alaki pontsorozatok torlédasi poritjaibol alkotott halmaz, ahol | si=m (k=1,2,..)
és az (4,) indexsorozatban az 1, ..., m szamok mindegyike végtelen sokser el6fordul?
2. Specidlisan, igaz-e, hogy amennyiben {0};M;ﬂman; akkor minden
x€H kiindulépontra és minden az 1, ..., nz° sz4mok mindegyikét-végtelen sokszor
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188 STACHO L.

tartalmazé iy, 7,, ... indexsorozatra
F,F, _,..F,(x)>0 (n-—<)?
3. Hogyan jellemezhetd az Ssszes lehetséges
Gi(X), G,Gi(X), G3G,G(X), ...

alaki sorozatok torlédasi pontjainak halmaza, ahol xcH tetsz8leges pont, a
Gy, Gy, ... leképezések az F, ..., F,, affin operatorok véges kompoziciéibol 4116
véges konvex linedris kombinaciék tigy, hogy az F ; operatorok mindegyike eléfordul
végtelen sok G, kifejezésében ésa {Gy, G, ...} csaldd véges sok kiilonbézs elembd]
4ll csak.

A numerikus matematika szempontjabél kiilondsen érdekesek az aldbbi aspek-
tusai az 1, 2, 3 problémaknak:

n-1"

4. Mik a torloddsi pontjai egy 3-beli G,...Gy(x) (k=1,2,..) sorozatnak,
hogy ha a Gy, G,, ... operatorsorozat periodikus (azaz Gyin=G, valamely N-re)?

5. A G;=G,=...=G esetben melyek azok az x pontok, amelyekre a G*(x)
(k=1,2,...) sorozat geometriai rendben konvergdl, s hogyan becsiilhetd a konver-
gencia sebessége ekkor?

6. Ha {O}=M,N...NM,, é H=R", adhaté-e 1-nél kisebb kizss fels§ kor-
lat az Osszes olyan F; ... F, F; alaki leképezések linedris operitor normajira, ame-
lyeknél az 7y, ..., i, indexek kozottaz 1, ..., m szdmok mindegyike legaldbb egyszer
eldfordul?

A felsorolt kérdések egyikét sem tdrgyalta az eddigi szakirodalom a teljes alta-
lanossdgaban. A kimerit§ valaszhoz legkozelebb 4-nél jutottak, ahol is APOSTOL (1
egy tétele segitségével 1ényeges haladdst (és véges dimenzibra végleges eredményt)
sikeriilt elérni. Figyelemre mélté, hogy technikailag milyen problematikus még an-
nak a plauzibilis ténynek a bizonyitasa is, hogy az 1. targy4t képezd toiléddsi pont-
halmaz mindig korlatos, ha H=R" A jelen dolgozat — bar mas sorrendben —
érinti mind a hat kérdést, azonban (els6 sorban a végtelen dimenzids esetben) szdmos
problémat hagy nyitottan, s tjabbakat is felvet. Ezek mindegyike érdemesnek tiinik
tovabbi elméleti vizsgalatokra. F8 eredményiink a 6. kérdésre adott pozitiv valasz,
olyan bizonyitassal, amely pontos becslést is szolgaltat, s igy lehetdséget nyjt 5., ill.
2. teljes megvélaszolasdhoz a H=R" esetben 1. és 3-mal kapcsolatban azt sikeriilt
megéllapitanunk, hogy mely irdnyokban korldtosak a kérdéses torlédési pont hal-
mazok véges dimenzidban. ’ :

* 3. Affin alterekre valé vetitések random iterdltjai RV-ben

Legyenek M,, ..., M,, rogzitett affin alterei RM-nek. Az M, -ra valo (mer&leges)
vetitést jelSljiik F,-val. Bevezetjilk tovabba a b,=F,(0), Li=M,~b,, P,: x—
~—F,(x)~by jeloléseket. Azaz L, az M, halmaz 0-ba vald parhuzamos eltolasabol
kapott altér, P, pedig az L,-ra val6 ortogonalis projekcié linedris operatora.

Tekintsiik az yeRY vektorok

y=yW+y®, yO L y®eL, ahol L=LN..NL,
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direkt felbontasat. Vegyiik észre, hogy F(x)=(F,(x))®-et irva
FP(x) = F.(xW) = FP (xD), FP(x) =x®, bV =y, b» =0

tetszGleges k=1, ..., m és x¢RY mellett.
Innen azonnal adédik, hogy barmely véges 7, ..., 7, indexsorozatra
(3.1) F,.F, ... F,(x) = FOF® . F{ (x0)4x,

n-1"

fgy az 4ltalanossag lenyeges megszoritdsa nélkiil maradhatunk az F"V...F® alaku
szorzatok vizsgélatinal, vagy ami ezzel ekvivalens, feltehetjiik, hogy

3.2) Lin..NL, = {0}
Az is latszik azonnal, hogy

F E" 1 il(X) == Pin(Pin-1+("'+(Pilx+bi1)"')+bi" 1)+bi” =
(3.3) =P, .. P,lx +P;, ... Pby+ P . Pib,+. P b, +b, =
:Pin "'Pi1X+En“' il(()).

Ezt a fejezetet els@ sorban az

in-1

s= U {az [F,...F,(®],> sorozat torlédasi pontjai}
(iys §y...0€d
x€[RY

halmaz VIngélatanak szenteljiik, ahol a tovabbiakban I azon indexsorozatok csalddja,
amelyek az 1, ..., m szdmokbdl éllnak, és ezek mindegyikét végtelen sokszor fel-
veszik. : '

3.1. TeteL. Minden (¢, #,, ...)€I indexsorozatra fennall (3.2) esetén
(XY P; ...P,—~0 (n-—>o)
3.2. KOVETKEZMENY. (3.2)esetén
S= J {az [E,...F(0)l;, sorozat torléd4si pontjai}.

Gy )ED
Bizonyitds. (3.3)-bdl azonnal ltszik, hogy ha a tétel igaz, akkor x€RY és
(1, 4y, ... )€l esetén az [F,..F,(X)l;2,; torlédisi pontjai azonosak az

[F,.. E,(O)L ~.1 sorozatéival, ami blzonyltja (3 2)-t.
A tétel bizonyitasdhoz belatjuk a kdvetkezs, joval erdsebb 4llitast:
3.3. TereL. Ha (3.2) 4ll, akkor létezik olyan g<1 konstans, hogy
3.3) |5, .. Pl = q valahdnyszor {j;,....J,} = {1, ..., m}.
A (3.5) becslés valéban adja (3.4)-et: Ha ugyanis (3.5) teljesiil, akkor
3.6) 1Ps - Pyl = g® (k=1,2,..),

ahol v(k) az a legnagyobb r szdm, amelyhez vilaszthaté olyan O=n,<mn<..

..<n,=k alaki beosztisa az {1 , k} indexsorozatnak, hogy {i;: n,- 1<j<n,}-
—{1 .,m} legyen t=1,...,r mellett Marpedig (¢4, 7, ...)€1 ‘esetén v(k) > oo
(k).
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190 STACHO 1.

3.3 Bizonyitdsa m szerinti teljes indukciéval térténik.,

Az m=1 esetben a q=0 valaszt4s trividlisan megfelel. .

Tegyiik fel ezutdn, hogy tetszgleges Li, ..., L,,_,CR" alterek mellett n...
- NL;,-,={0} esetén van olyan gq,_,(L,, ..., L}, )<l szam, hogy

G WPL..Pl=qn-1(L], ..., L,_) valahanyszor  {iy, ..., iy}={1,...,m—1}

ahol P/ az L;-ra valé merGleges vetitést jeléli.

Legyenek L,, ..., L, olyan alterei R¥-nek, amelyek metszete az origd, és legyen
J1s --sJs €gy olyan véges indexsorozat, melyre {ji, ..., Jny={1, ..., m}. Tekintsiik
az w'=max{k: {ji, ..., i}#{L, ..., m}} indexet. Mivel az L,-ra valé P, projekcié
mindig kontrakcid, :
(3.8) 12y, ... Pyl = IIPy,., P, ... Py
hiszen n'<n sziikségképpen. Mivel {j, ..., Jwe1}={l, ..., m} az §ltalinossig meg-
szoritdsa nélkiil vehetjiik, hogy {j, ..., jp}={1, ..., m} €s jy,i=m. Ezt feltéve,
vezessik be az L'=LiN..NL,_,, il. Li={x¢L,: x€L} (k=1,...,m—1)
altereket és a rdjuk valé P’, ill. P/, ..., P,_, projekcidkat. Ekkor O0=P'P!=
=B/P', P=P'+P (k=1,...,m—1) & igy |

(3.9 Py Py =P +P,, ..P,.
Teljesiil tovabbd L;N...NL;,_;={0}. Tehat (3.7) szerint
WPy oo Pill = gu-a(Ly, ..., L)) = g<1.

Rogzitsiink egy tetszéleges x€RY egységvektort, és jelsljik y-nal a P,...Px
vektor vetiiletét a P’x és P, ....P, x vektorok éltal kifeszitett 2 dimenziés K altérre.
Vegyiik €szre, hogy x'=P’x, ill. x"=(1 —P’)x -et irva, :

(3.10) P, ...P;x=x'+Pj, .. P, x"
ésigy
y=X =P'(P;,..P;X) és P,..y=2P;

dn' 41

lex = Pm(Pj,,' ..-lex).

Vagyis y—x"1x és y—Pijn,...lexJ_P,,,Pjn...._Phx._ Lefgyen; e=ly~-x'|, ¢=
=|x’|l és vegyiink fel K-ban egy olyan e,, e, ortonormalt bézist, melyre x==¢&e;
és y—x'=ge,. Jelolje e a P, P, ... P, x irdnyadba mutat6 egységvektort. Ekkor nyil-
van
”Pj;,'.”_ b lexn = "Pmy" = <PmY: e> = <Y5 Pme> = <y5 e) =
= (Eer+eeq(e, e)er+(e, e)e) = (e, €)+0(e, e)) =
= {[(e, e+ (e, ep)].

Mivel e egységvektor, [(e, e)|>+|(e, e,)2=1. Azaz valamely ¢€[0, n/2]-re e, e,)|=
=cost és [(e,e)|=sint. A ¢ szbgre vonatkozéan a kovetkezd (pontos) . als6
becsléssel rendelkeziink : .

cos ¢ = sup {f, e))|: Ifll = 1, f€ L'} = sup {|(F, g)|: | f]] = lgll = 1,feL’, geL,}

(ugyanis konnyen konstrudlhat6 tetsz8leges ycL, egységvektorhoz x ﬁ-gy; hogy
By BX/\ B, .. By | =B, P, ... P, x[|P,P,,...P, | =g legyen). Tehat geometriai-

Alkalmazott Matematikai Lapok 10 (1984)



AFFIN PROJEKCIOK VEGTELEN SZORZATAI NUMERIKUS SZEMPONTBOL 191

lag interpretélva, )
t= Oy = <):(Lm’ Lln"' an—l)
ahol
%, = arc cos sup {Kf, g)|: |fll = llgll =1, feL’, geL,}

az L, és L’ alterek éltal bezart sz6g. Mivel most L,,\L'={0}, az egységgdmb kom-
paktsaga miatt «,>0. Becsiiljiik ezutin ¢-t és é-t Q-val jellve a K-ra valé veti-

tést,
e =ly—x| =|QP;, ... P;,x—0x'|| = |Q(Py, ... Pjx—X)| =
=|P;, ... P;x—X'|| =((3.10) szerint) = | P}, ... P} x"| =
=|Pj, ... Pl -IX") = g+ [x7].

Masfelol ¢ ~IIX I és Ix+Ix"|2=|x|?=1. Igy valamely 5€[0, n/2] és &€[0, q]
mellett
(3.11) E=coss, g=g-sins

frhaté. Igy | P....P | (=|P,,,...Pyl)ra a kovetkezs felsG becslést kapjuk:
[P, ... Pjll = max{cos s-cos t+&-sin s-sin ¢: t€[a,,, n/2], s€[0, n/2], £€[0, q]}.

Ez tovabb nem javithatd, hiszen tetszbleges s€[0, /2], &€[0, g1 péarhoz nyilvan
vélaszthat6 olyan j, ..., j, indexsorozat és x€R¥, hogy (3.11) teljesiiljon. Tehat

I P;, ... P;ll = max{cos s-cost+g-sins-sint:q, =t =rn/2, 0 =¢=n/2}.

Elemi szamolds mutatja, hogy itt a jobb oldal értéke mennyi:

cos? o, + g -sin®a cos o, \° (cosw,, :

1P, .. P, = 950 % ( : )[ ) <1,
Vcos? «,, + g sin® a,, gsina,) \sina,
]
ami bizonyitja a tételt. (Itt (a) = ——1= (a)] .
B)  V+p
A bizonyités alapjan az aldbbi rekurziv formuldhoz jutunk a
G (Lt - L) = sup {I| P}, ... Pll: {jus oos Ju} = {1, ,m}}

konstansokkal kapcsolatban:

3.4. KOVETKEZMENY.
v © cos? B+, sin® B
qm(L1> cees Lm) = ax ) = : i ; ’
k=1,..,m VCOSzﬁk‘*‘Ek - sih2 ﬁk

= <Z(Lk3 ﬂ L_I;)s 8,;=q,n_1(L’{, sery L’lg—'19 L£+1’ sy L?n)

ahol

az L={z€¢L;: z L L} alterek mellett.

r#k, j

3.5 Megjegyzés. Régdta 1smeretes az a sejtés, hogy a (3.4) formula (3.1 tétel)
végtelen dimenzids Hilbert tér eseténis 4ll, ha a konvergenc1at nem az operitornorma
szerinti, hanem az erds topolégidban vessziik.

Alkalmazott Matematikal Lapok 10 (1984)



192 STACHO L.

A fejezet lezdrasaképpen ratériink az S halmaz korldtossdgi tulajdonsigainak
vizsgélatira.

3.6. TéreL. Ha L;N...NL,={0}, akkor az § halmaz korlatos.
Bizonyitds. (3.2) értelmében elegendd beldtnunk, hogy a
T={F,..F,0): n=12.. & ({i,..i}={l..,m}

halmaz korl4tos. Tudjuk, hogy R¥-ben egy affin altér mindig elSall véges sok hipersik
metszeteként, amelyek normalisai pdronként merSlegesek egymasra. Ezért T kor-
l4atossaga kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy a -

T ={G; .G, (0): n=1,2,... & {in,...,ip}={1, ..., u}}

halmaz korlatos, ha Gy, ..., G, adott hipérsikokra val6 merdleges vetitések RN-ben.
E tény bizonyitdsanak a kulcslépése a kdvetkez8 dnmagéban is érdekes konstrukcié:

3.7. LemMA. Legyenek u,, ...,u, péaronként kiilonbsz8 egységvektorok R™-
ben, és jelolje Q; az u;-ra merdleges altérre valé ortogondélis projekciét (azaz Q;x=
=x—(x, upw; 7=1, ..., p). Ekkor létezik olyan nem-iires 4 részhalmaza az RY tér B
nyitott egységgdmbiének és létezik £=0 ugy, hogy

(312) (@A +(—& ) w(= {Ox+&: ¢ <egx€d)cd4 i=1,..,p

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy az w,, ..., u, vektorok &ltal kifeszitett tér maga
RY (egyébként ugyanis kiegészitjiikk az {u;}{ rendszert tovabbi vektorokkal). Legyen
ekkor k=0, ..., N—1 mellett %, az

Uy = {{hw, +... 2w Ay, o, RERY Wy, L,y linedrisan fiiggetlenek}

altércsalad. (Tehat minden U€%, altér k dimenzios.)
Rekurzidval megkonstrudlunk egy olyan csokkend 6, & k=1, ..., N—1 szam-
pér sorozatot, amelyre az
N—1
(3.13) A= (N [ {x€B:dist(x, U) <1-6,}

k=1 U=y _,

valasztds e=egy_, mellett megfelel, mint 14tni fogjuk. (Itt dist(x, U)=
=min {||x—y||: yeU} az x pont tivolsiga az U altértél.)
Legyen 44, & >0 olyan kicsiny, hogy az

C(U) = {x¢B:dist(x, U) = 1—6,}
gémbsiivegparok U€%y., mellett paronként diszjunktak legyenek és teljesiiljon
{(y, u): yeC(U)}N[—e, 6] =@ valabdnyszor wdU (Uc%y_y).

Miutdn 6,_;, & -,-et megkonstrudltuk (k=2), Ggy vélasztjuk meg &, g-t, hogy
O<5k§6k—17 0<8k§8k-1 és

(3.14) d(U, u, &, ) = 61
legyen minden U€%y_ -1y, UE{U;, ..., u,} é ug¢ U mellett, ahol
d(U,u, ¢, 8) = 1—dist (U+Ru, {x:|(x, u)| = ¢, dist(x,U) = 14, ||x]| = 1}).

a
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Igazoljuk, hogy (3.14) teljesithets. Elegend@ belatni, hogy
(3.15) . }ing+ d(U, u, g 8)=0,

ha U egy tetszGlegesen rogzitett k(2=k=N—2) dimenziés altér és u egy nem benne
fekv§ egységvektor.

Legyen U, u adottak. Jelolje w; az u-projekciéyu vektor irdnyiba mutaté egy-
ségvektort, €s legyen u, a projekcidyu vektor irdny egységvektora ha ux U (egyéb-
ként u,=0 legyen). Most 9=arccos (u,u;) mellett u=cos 3. u,+sin $-u,,
9€[0, n/2). Vezessilk be tovabbd az U’'={wcU: |w|=1, v Lu,u}, ill. V=
={v:viw, vl U, |v|=1} irdnyvektor csalddokat. Vegyiik észre, hogy V=@
mivel dim {v: v Lu, U}=N—-1+dim U)=N—-(1+k)=1.

Tetsz8leges x¢RN-re, véve az

X =uv+&m+EutEn, veV, welU’ ¢,=0, ha uw,=0, =0
ortogonalis felbontést, kapjuk, hogy
x| = >+ &+ E+EHY2,
dist (x, U) = [lqv+&ywl = (> +EDY2,
(X, y) = & cos 3+¢&, sin 8.

Tehat
d(U’ u, &, 5) = l—inf {’7 = Ozaéla 525 é, '72+f%+f§+512 = 1:
n*+&1 = (1-0)% £ cos 3+-¢&,sin| =6} =
= 1—inf {n: 3¢, &, &1, EJEE(e, )}
ahol

E(e, 0) = {(n, &1, EIEREN =0, P+ 84+ 8 =1, P+ = (10,
£, cos 9+, sin 8] = €.

Nyilvan, 1>e,6=>0 esetén E(e, 6)=P és tetszbleges (1, &y, E)CE(, 6)ra 1=
=2+ &Y 4+ E3=(1 —5)2+ &2, ahonnan

s =1-(1-09)2=6*+24,

s+ |falsin g _ e+(52+20)"2sin 9

|61l = COSS = COSS
2 o (182 22 = (1 _S\2_ t‘:+(52-i-25)]”23in&\]2
7t = (1—0P—& = (1-0) [ 12 ,

2 /2 | o 271/2
fgy d(U, u,e,0)=1 —[(1-5)2+[ s+( ti?s sin 8 ] ] , ami bizonyitja (3.15)-6t.
Verifikéljuk, hogy a (3.13)-ban definidlt A halmaz rendelkezik a (3.12) tulajdon-
saggal: :

Tegyiik fel (3.12)-vel ellentétben, hogy valamelyik 7 index mellett volna olyan
acd pontés &c(—¢, 8) szam, hogy Q,a-+¢&'n;¢ 4. Mivel az 4 halmaz nyitott, most
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ugy is valaszthaté ¢, hogy az - K
X = Qia+8'u

pont hatirpontja legyen A4-nak. ‘Most Ixi=1 (hlszen ACB), é [x, ui>[-— lg'|=e.
Mibvel pedig x¢ 4, létezik olyan minimalis k index és U€%y-, hogy dist (x, U)=
=1-96,.

Vegyuk észre, hogy  w,cU . nem. lehet. Ugyanis u,c U-bdl. kdvetkezne a
dlst (x, U)=dist (Q;a+¢w;, U)=dist (a, U)<1—5, ellentmondés.

k=1 nem lehet, mert k=1 esetén Uc%y_, volna és x benne fekudne a C(U).k
gémbsiivegparban. , De ekkor g, definicidja szerint |[(x, w)|>¢ =ey_,=¢ volna,
mivel w4 U. ' ,

Tehit wdU és k=>1.

Mivel w¢U é UcWUy_,, az U* {y+,1u yEU AER}- altér %N - 1)-be
tartozik. igy a k index minimalitdsa miatt dist (x, U*)<1—6;_;. Csakhogy ekkor
d(U, u;, &, 6,)=0,_, iséllaz g, J, par definici6ja szerint. Innen pediga dist(U*, x)=
=dist (U™, {x': |(X, ul=g, dist(x, )=1-6,, |X|=1})=1-6,, ellentr_non-
désra jutunk. o

Ezzel a 3.7 bizonyitéasa teljes.

3.7-b8l a T’ halmaz korlatossiga .azonnal kovetkezik: JCIOIJC w; a H=
={G;(x): x¢R"} hipersik egy normdlvektorst (i=1,...,u) és legyen d=
=, max dist (0, H)). Konstrualjukmega]emmaszermtazAalakzatotese-tazul,...,uu

s

egységvektorokhoz és legyen A’— d ( {%x: xeA}). Ekkor G A'cA, i=

=1, ..., g. Mivel 0€A’CiB aTl’ halmaz tésze a iB gombnek

A 3.6 tételb8l mar konnyen kovetkezxk hogy az Fl, ..., F,, affin projekcidk kon-
vex kombindcibibol alkotott random iteraltak torlédési pontjal mind beleesnek az S
halmaz konvex burkanak a lezartjdba.

Legyenek F, ..., E konvex kombindciéi Fjy, ..., F,-nek, nevezetesen

N v’l. . s . i
F’i = Z; A'ijF'tij(k{j) . tu(l)’ (l - 1 r)’
j=

ahol S dy=1; higy s by, =0 s
i=1

HCs

v Ky o
Q L_J ;) ={, ..., mp
Legyen ekkor
S = U . {IF,, ... F,(®x)],=; torlédasi pontjai}
o (’p ig3 .)€ /
FERN
ahol I azon indexsorozatok csalddja, amelyek az 1, ..., r szdmokbdl allnak és ezért
mindegyikét végtelen sokszor felveszik. . o :
" 3.9, KOVETKEZMENY. $*CTo 8. -
« < Bizonyitds. (3.1)-b81 azonnal ad6dik, hogy az 4ltaldnossag megszoritdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy 'L, N-.: A1 L;;={0}. Ezutan azt kell megmutatnunk, hogy ha & egy
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tetszdleges valds linedris funkciondl R¥-en és
y={0(@): Z¢ U {[Fi,. . F,(0)];=, torlédési pontjai}}

(Y9

(v6. a 3.2 kovetkezménnyel), akkor . minden (i1, 2y, .. )ET sorozatra és xcRV
pontra fennill

(3.15) lim &(F, ... F,(x)) = 7. ._
Ehhez legyen x€RY és (i, .. )ET tetszdlegesen rogzitve. Jeldljiik u,-nel ézt a val6-
szinfiségi méitéket, amely az {l,...,v;} halmazon van értelmezve tgy, hogy

w{JP=4; (j=1,...,v;). Legyen pa p= ]] i, szorzatmérték. Definicio sze-

rint (1. [7]), 2 u mérték tartéhalmaza a IT= H {1, ..., v} szorzathalmaz, vagyis

az Osszes olyan (jy, ja, ...) indexsorozatok halmaZa, arnelyekre I=j,=v, (n=1,2,..).
Ekkor

(3.16) | ,
o(F,, .. F;,x) = 21 2 Aig e Ay iy @LFy ;@ 50+ Fry j 0 (0] =I[¢ndﬂ,
Jn"‘ Jy=1 .
ahol

(P(jl’j29 ---) = ¢[(E; ini, ) E; in (1)) t,lh(k, i E'xjx(l)) (X)]

. Legyen = {(.]1’.]25 M )EH tujl(l)’ e l]]l(kll_ll) 1312(1)! b tigja(kizj )9 "'_
benaz 1,...,m szamok valamelylke véges sokszor fordul el6}. Vegyuk észre, hogy
u(J)=0. A 3 6 tetel szerint igy

3.17 I_ ¢, =7 p-majdnem mindeniitt (H\J folott).
Masrészt a 3.7 lemma kovetkeztében az {F F,(x): r=1,2,. IStl,

,._m} halmaz belefoglalhaté egy, az F, lekepezesek mmdegylkere mvanans és
x—et is tartalmazo6, konvex korlatos halmazba, igy korlatos. Vagyis

sup{|®(F,,, ..., F,®)|: r=1,2,. Sty =S mp< e
Innen sup |@,(ji, oo, <o fgy (3.17) és a jOl ismert Fatou-lemma @ [17m
n,(ny,..
alapjdn T_ f o, du= f ydu=y, ami (3. 15) és (3.16) szerint ekvivalens a blzonyi-
tandéval. :
4. Affin kontrakcidk staciondrius iterdciéja Hilbert térben
‘Az (1.4) probléma megoldésara kidolgozott numerikus eljarasok [3], [10], [14])-
ben a megoldast mindig az Fi, ..., F, affin operdtorok segitségével megalkotott
Gjabb F, ..., F,, affin kifejezések végtelen szorzataként adjak, azaz

JHE Fi+modm" (n) FJ’.+modm' (n—1)s ***> F{+modm' 0) (X)
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alakban, amennyiben M N..NM,=0. Bevezetve az F=E,...F ¢é& x,=
_Fk Fl (X) (k_l m) JelOlﬁSCkCt az [P;l+mod s (n)- Fll+mmi,,1 (0)(x)]n =1 pont'
sorozat felbonthaté az [F"(x;l;z, (k=1, ..., m) sorozatok egyesitésére. Vagyis
az emlitett tipusi mddszerek altaldnos VIngalatakor szoritkozhatunk egyetlen affin
operator hatvanyainak az elemzésére. Konnyen lathatd, hogy a [3], [10], [14], [15}-
beli eljarasokban felléps Fk' affin operatorok mind kontrakciok. '

Ebben a részben H végig egy tetszBlegesen rogzitett Hilbert teret fog jeldlni, F
pedigegy H—H affin operatort; F(x)=Ax+b, ahol A az F linedris része (b= F(0)).
Erdekl§désiink az [F"(x)|:, alak pontsorozatok viselkedésére 1ranyu1 els@sor-
ban is arra az esetre, amelyben az F operitor affin merdleges vetitések véges konvex
kombinécidja,

4.1. LemMAa. Ha az F leképezés linedris része hatvdny-korlitos, azaz a u=
=sup 4" mennyiség véges, akkor az M= {x: [F"(x)l;=, konvergens} ponthal-

maz a H tér egy affin altere; x€M-re lim F"(x) az F fixpontja.
B0

Bizonyitds. Ha x€M, akkor F(lim F"(x))=lim F"*'(x)=lim F"(x) az
F operator folytonossaga miatt. '
Ha tehdt M =0, akkor F-nek van legaldbb egy x,(€M) fixpontja. Elég tehat

belatnunk, hogy az {x—x,: x€M} halmaz H egy (linearis) altere. Vegyiik észre,
hogy F(x)=Ax+b=A(x—Xy)+A4x,+b=A4(x—x,)+X%, ahonnan

“4.1) F'(x) = A"(x—Xp)+%x, (n=0,1,2,..).

fgy M=x,+H,, ahol' H,={z: [4"z]7., konvergens). Nyilvin o,z,+,2,¢H,
valahdnyszor z;, z,€¢ Hy és a,, a,€R. Vagyis csak H, zartsagat kell megmutatnunk.
Tegyiik fel, hogy Hy>z,, Z,, ...~2z. Egy alkalmas részsorozatra attérve vehetd, hogy
a hy=1z,—12,_, (z,=0) Kkiilonbségvektorok norméjara mar [hJ=2"* (k=1,2,...).
Tekintsiik az [A4"z];>, sorozatot. Legyen &0 tetsz8legesen adott. Rogzitsiink egy
olyan N szamot, melyre > u-27*<g/2. Mivel m, n—o mellett A"h,—A"h,~0,
k=N

a k=1,2,..., N indexek mindegyikéhez létezik v, ugy, hogy [A4"h,—A"h|<
<¢g[(2N) valahanyszor n, m=>v,. Ezért

N .
|4"z—4"z] = 2 |A"h— A"l ]+ 2 [4"— 4] - |Ig)l = N5+ Z2u 27F <
k=1 k=N 2N

Tehét az [A"z];~, sorozat Cauchy tulajdonsdgu, ahonnan z¢€ H,,.
4.2, KOVETKEZMENY. Létezik (egy és csak) olyan Q linedris projekcié operdtor
a H, altéren, hogy minden x€M-re Iim Frx)=(1-0)x,+0x. Fennill QH =

={F ﬁxpontjal} — Xp €8 |0l =u. Spemahsan ha F kontrakcid, akkor a Q operétor
ortogondalis projekcid, azaz 11m F'(x)=[x-nek {F ﬁxpontjal}-ra valé merdleges

vetiilete] (x€M).

Bizonyitds. A Q: Hy>z— lim 4"z leképezés linearitisa és a |Qll=p, Q*=Q
relcidk nyilvanvaldk. Ha specidlisan ||4]| =1, akkor ||Ql|=1. De a Hilbert térbeli
kontrakciok elméletébdl (vo. [18]) jol ismert, hogy egy kontraktiv linedris projekcid
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szilkségképpen ortogondlis. Végiil (4.1) szerint F"(x)=A"(X —Xg) + X~ 0 (X ~X,) +
+x0=(1 - Q)Xo+ 0x (xc H). ’

4.3. LEMMA. Ha az F affin operitor kontraktiv (azaz | 4| =1), akkor minden
x€ H mellett

-’-11—F" (x) -~ PP  és —rl? ﬁ (FE(x)— F*(0)) - POX  (n — <o),
. k=1 . .

ahol P®M jeloli a {z€H: Az=z} sajataltérre valé ortogonélis projekciét.

Bizonyitds. Az allitds azonnali kovetkezménye az ergodikus tételnek (1. [17]) és az
FM(x)=A"X+A""'b+A""?b+...+ Ab+b Osszefiiggésnek. .

4.4. ProroziciO. Ha Fkontraktiv és az F(x)=x fixpont-egyenletnek van meg-
n
oldésa, akkor P®b=0 (4.3 jeloléseivel) és barmely xcH-ra az —’11— > F¥(x)
. k=1
(n=1,2, ...) sorozat konvergens és a limesze F-nek egy fixpontja.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy |4 =1 esetén az A4 operitor onmagédba képezi a
HW={z: Az=1} sajétalteret és annak H® ortokomplementerét. Igy F(x,)=x,-bél
most PUx,=PDF(x))=PDAxy+ POb=PUx,+POb, azaz POb=0 adddik.
(4.1)-et alkalmazva kapjuk, hogy

n

L 3P0 = L 3 A x—x) %
np=1 ny

=1

. . . 1 2 1 2
Az ergodikus tétel szerint - > AH(x—xo) ~ PN (x—x,), azaz - > F*(x)—~
k=1 k=1

= PUx+4 POxy(n—<0), ahol P a H®-ra valé merSleges vetités. Azonban
F(PWx+4POxy) = APUX+ APOX,+b = PO x+ A(x,— PV x))+b =
= PO+ F(xp) — PV, = POx4xy— PWx, = PWx 4 pOx

4.5. Megjegyzés. Ha a H tér véges dimenzids és PMb=0, akkor a Cramer
szabdlybdl azonnal ad6dik, hogy az F(x)=x fixpont-egyenlet H®-ban megoldhatd.
Igy a 4.4 propozicié sugall egy numerikus eljarast a fixpont megkeresésére. Az ergo-
dikus kadzepek konvergencia-sebessége azonban csak logaritmikus rendf.

Az ef8bbiekben kifejtett egyszerii 4ltalénos meggondoldsok utdn most annak a
szamunkra fontos specidlis esetnek a vizsgélatdra tériink, amelynél az F opetétor vé-
ges sok Fy, ..., F,, affin merSleges vetités adott kompozicidinak konvex kombing-
citja. Ekkor, Py-val jelolve a tovébbiakban az F; leképezés linedris részét, az A4 ope-
rator (F linedris része) a Py, ..., P, ortogonalis projekciokbél alkotott véges szor-
zatok valamely véges konvex kombindcibja. Azaz S-sel jeldlve az Fy, ..., F,, ill
S’-vel a Py, ..., P, leképezések altal generdlt kontrakcid-félcsoportot, Feco S
és A€co §”.

I. Havperix [8] és C. ArostoL [1] munkdira megy vissza a linedris operatorok
kovetkezd strukturédlis tulajdonsdga alapvetd voltdnak a felismerése a staciondrius
iteracidk szempontjabdl: .
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-4.6. DEFINICIO. :Mondjuk. azt, hogy egy H-beli B Imeérls kontrakcm ‘operator
kvéZI-pro_]ekmé ha

(4.2) - lim sup {Ix—Bx|:|x]| =1, " x| —||Bx| = &} =0.

4.7. TETEL. A co S§’-beli operdtorok mind kvézi-projekcidk.

Bizonyitds. Légyen H a H-tér komplexifikiciéja (azaz H= {f+ig: f, geH } az
(f+ig, ' +ig")=(f, ) +i(g, £)—i{f, ')+ (g, &) skaldrszorzattal elldtva) és legyen
Q a H tér kvazi-projekcidinak a csalédja. Tetszdleges H folotti linedris T operatornal
JelolJe Qra .

¢r(e) = sup {IIX*T x| : er Ixl = L; [[x]| | Tx]| =&} (8 >0)
modulus-fiiggvényt. . T€¢ @ pontosan ha hm or(e)=0.
A tetel azonnal kovetkezik az alabbi hérom lemmébdl:

4.8. LEMMA Ha T egy H-beli pozitiv kontrakcid, akkor T¢ 0. Mmdlg all
ilyenkor @r(e)=V2e.

~ 4.9. Lemma, (C APOSTOL) “Ha Tl, TzeQ akkor T1T2€Q
©4.10. LEMMA Ha Ay A=0, A+d,=1 és TI,TzeQ, akkor 21T1+,12T26Q

A lemmadk bizonyitdsai. @ - -

4.8. LeMMA. A spektral-elS4llitasi tétel (1. [17]) szerint most
. . : 1 . ) '
T= f AdP,

frhat6 valamely [Pahe[o 15 prmekblo-sereggel Tegyuk fel, hogy O<e<l1, |[x|=1és
x|l —|| Tx|| =&. Ekkor - , ,
HXII !lT XHZ

ahonnan

. .
| %ﬂ‘iﬁnxn uTxu<e
J6l ismert, hogy .

e = f dumxuz Il = f xzdnzyxn% Px=Txit = [ a=apaipxpe,
Mivel (I—A)zél_—}&@mdenﬂe[O- oredgy. .
= Txuﬁ— f(l—x)zdumxuk f(1 mdumxuz—uxuz—urxuz

VangS most lIx— TX”25IIXHLNTXNRZSHXII, azaz (PT(B)<V26
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4.9, LI?MMA. Legyen e=|x|| —||T; Tox|, lIx=1. Ekkor e=| Tox|| —|| 7T, Tox]| és
ITex[[ =1, ill. e=|x]| | T,x]. _
Innen @y, és @, definicidja szerint

Ix=T1Tox|| = | x—Tox| + | Tox—T, Tox|| = 01,8+ o1, (8),

azaz Qr,r,=¢r,+¢@r1,-

4.10. LemMA. Legyen [ x| —[[(A; Ty +24;To)x]|=¢, |x|=1. Bevezetve az &=
=|x[|-IT.x] (k=1,2) jelolést, :

Mertdoty = X = (I To x| + 2 Tox|)) = x| —[(L Ty + A, To) x| = &.
Mivel g, sgéo, innen g =¢fd, (k=1,2). Tehat
Ix— (A T+ 2. T)x) = Llx—Ti x| = Aor,(e)+ 01, (es) =
= o1, (8/A) + A2 @1, (8/An).

A kvéziprojekcidk iteréltjaira teljesiil a

4.11. TereL. (C. ArostoL [1]). Ha T egy kvazi-projekciéja H-nak, akkor P®-
gyel jelolve az {x¢H: Tx=x} altérre valé ortogonalis projekciét,

. T"x - Py (n - <) ‘minden xéﬁ-m.
Az F affin opertorra APOSTOL tételébsl a kovetkezd a konkluzidnk:

4.12. TETEL. Legyen A€co §’, és tegyiik fel, hogy A¢co S; valahinyszor S
egy olyan leképezés félcsoportot jelol, amit a {Py, ..., P,} rendszer egy valédi rész-
halmaza generdl. Ekkor létezik olyan MY sfirii linedris alsokasiga az L. altérnek
(ahol L=IL,N...NL,, L,=P.H mint a 3. fejezetben), melynél minden beM’-re
az F,: x—Ax+b affin opertor iteraltjaival alkotott [F (Xg)li=y sorozat konver-
gens tetszdleges x, kezdSpont mellett és limesze az

F(z)=1z, Pz ='Px0

fixpont-egyenletrendszer egyetlen megolddsa (itt P az L-re vald ortogonalis projekciét
jeloli).

.. Bizonyitds. Tekintsiikk az F(z)=z fixpont egyenletet. Ennek akkor és csak akkor
van megoldédsa, ha be(l—A)H. Megmutatjuk, hogy az (1—A)H alsokasag sfirii
L+ -ben:

Tegyiik fel, hogy LM (1—A)HC {X': x1 u} ahol u nem-zéré vektor L-L-ben.
Mivel PP,=P P=P (k=1,..., m), fenndll AP=PA=P és (1—P)Ad=A(1—P)=
=A—P=(1—-P)A(1—-P). gy ALLcCLl és AL=L, ahonnan LiN(1—A)H=
=(1-A)L+=(1~A4)1-P)H=(1—P)1—A)H. Tehit 0=((1—P)(1—A)h, u)=
=((1 —4)h, uy=<(h, (1 —4)*u) minden h€ H mellett, azaz 4*u=u. Csakhogy ekkor
Au=u is, hiszen [4||=1 (v6.[18]). Ez pedig azt jelenti, hogy 4= 3"} ;R;-tirva, ahol
A;=0, %’ ;=1 és R;€§’, fennall A;|R;u|=4;lu] mindegyik ; indexre (hiszen
[R;ull=[lull mindig). Tekintve, hogy alkalmas i;, s, ..., m; indexekkel R;=
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=P,

ij"j. -

Nyilvin Acco [N {B,,: 1=k=n;} generétur—na]. fgy a tételbeli feltevéls szerint
i

ikt

. Py, irhatd, ez csak ugy lehet, ha ue N L, ;. minden j-1e. Tehat ue( N L,
k=1 j k=1

y
UA{B,.: 1=k=n}={R, ..., B,}, azaz ") L, =L. Vagyis ucL, ellentmondés-
J J k=1

ban azzal, hogy ue L+ is. _

Kéovetkezésképpen b az Lt altér egy siirii linearis alsokasagébol ((1—A4)HNLL-
bol) tetsz8legesen valaszthats tigy, hogy az Az+b=z fixpont-egyenlet megoldhaté
legyen. Egyben az is latszik, hogy az A leképezés L-t-en injektiv. Igy Az, +b=z,
és Az,+b=z, esetén z,=z, sziikségképpen.

Ha Az+b=z, akkor F}(xg)=A"(xo—2z)+z (n=1,2,..)). Ekkor PF}!(x,)=
== PA"(xy—2z)+ Pz= P(x,—2z)+ Pz= Px, mindig. Végiil a 4.7. és 4.11. tételek mutat-
jak, hogy ilyenkor F(x¢)—z (n—> ).

4.13. KOVETKEZMENY, Ha dim H<e, akkor M’=H.

4.14. Megjegyzés. Véges dimenzidban az [FP(x)];Z, sorozatok konverigencia
sebességére fennall

IF 00~ lim F | = ||A"(x~ lim R )| = [[4(1—P)(x— lim Fy )] =
= [(AILy (x~ lim B @)]| = 4L [x— lim F3 @] = const (9)- g (1)

A 4.12. tétel bizonyitdsabdl kideriil, hogy u€L‘ mellett 1=|u|=]A4ul nem
dllhat, ha AccoS’. Igy az egységgémb kompaktsiga miatt ALt} =
=sup {[|4u]: ueL:, ju=1}<1 ilyenkor. A 3.4. kovetkezmény segitségével
|A|L+] az alabbi médon becsiilhet feliilrsl.

Tekintsiik az 4 operdtort az A= A;R; (ahol R,-=P,-J.”j...Pij1) alakban, és

J
legyen Q; az {2€L'l: R;z=z} altérre val6 ortogonilis projekci6. A 3.4. kdvetkez-
mény pontos becslést ad az R;=(1—Q,)R, operétorok norméajira (mindig | Rjll<1).

4

Tegyiik fel, hogy innen kaptuk az |Rj|=g¢;(<1) egyenlGtlenségeket. Ekkor

“4.3)

ALY = max {|| 3 2;(Qu+1(1—Q)ull v))||:lu]l =1, weLt, Q;v; =0, |l = 4;)-
J

J6l ismert (az Gn. beng-beng elv), hogy itt a maximum [v,| =g; mellett vétetik fel.

A hiromszog-egyenlStlenség segitségével (4.3) jobb oldala még elég finoman novel-
het6 az egyszeriibb kezelésii

“4.4) |4l = maX{JZ A VIQul*+ g3 - (1~(1Qul®:[u) = 1, ueL*}

alakig. (A jobb oldal értéke mindig kisebb 1-nél, mivel Q; Hc L+ minden j indexre
J
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INFINITE PRODUCTS OF AFFINE PROJECTIONS FROM
THE NUMERICAL POINT OF VIEW

L. STACHO

The behaviour of Kaczmarz type methods for solving systems of linear functional equations in
Hilbert space is investigated -when the existence of solutions is not provided. In the classical finite
dimensional case a sharp estimate of the convergence rate is given for random Kaczmarz iterations.
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