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Introducción

El último tercio del siglo XX vio nacer y consolidarse un nue-
vo tipo de estructuras algebraico topológicas conocidas a partir
de los años 80 bajo la denominación de JB∗-triples (complejos).
Los oŕıgenes de estos objetos matemáticos están, sin duda al-
guna, en el estudio y la clasificación de los dominios simétricos
acotados en espacios de Banach complejos de dimensión arbitra-
ria (dominios que desempeñan un papel análogo a los dominios
simplemente conexos de C). En 1935, E. Cartan describe los do-
minios simétricos acotados en espacios de Banach complejos de
dimensión finita [12]. El estudio realizado por Cartan dio lugar a
la descripción de los hoy d́ıa conocidos como factores de Cartan.
En los años 70, L. A. Harris da el primer paso al caso infinito di-
mensional, introduciendo y estudiando las llamadas J∗-álgebras
[32]. Dichas álgebras no son otra cosa que los subespacios norma
cerrados del espacio de los operadores lineales y acotados sobre
un espacio de Hilbert complejo que además son estables bajo el
producto aa∗a.

La irrupción definitiva de los JB∗-triples se produce de la
mano de W. Kaup en los años 80. En una de sus más brillan-
tes aportaciones, Kaup demostró en 1983 la equivalencia entre
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IV Aspectos geométricos en la teoŕıa de los JB*-triples

la categoŕıa de los dominios simétricos acotados en espacios de
Banach complejos de dimensión arbitraria y la categoŕıa de los
JB∗-triples [40, 41, 42].

La clase de los JB∗-triples contiene a todas las C∗-álgebras, a
todas las JB∗-álgebras, a todas las J∗-álgebras, a los espacios de
Hilbert complejos y a los espacios de operadores entre espacios
de Hilbert complejos.

Desde el punto de vista algebraico, los JB∗-triples son espa-
cios vectoriales dotados de un producto ternario (producto tri-
ple), satisfaciendo una identidad conocida con el nombre de iden-
tidad de Jordan. A tales espacios vectoriales se les conoce con el
nombre de sistemas triples de Jordan y aparecen por primera vez
en la literatura, si bien bajo otra denominación, de la mano de
M. Koecher en 1967 [47]. En 1969, K. Meyberg realiza un estudio
sistemático de los sistemas triples de Jordan en su Tesis Docto-
ral. Una teoŕıa de estructura de tales objetos matemáticos, en el
caso finito dimensional sobre cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteŕıstica distinta de 2, fue desarrollada por O. Loos [49].
E. I. Zel’manov (Medalla Fields 1994) da un gran impulso a la
teoŕıa de los sistemas triples de Jordan cuando, a comienzos de
los años 80, establece sus revolucionarias técnicas que le llevan a
formular una teoŕıa de estructura para sistemas triples de Jordan
primos sobre un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 2 [86, 87, 88].
A partir de entonces la teoŕıa ha adquirido un gran desarrollo y
en particular en el punto donde estamos nos gustaŕıa destacar los
trabajos de A. Moreno Galindo y A. Rodŕıguez [57, 58], donde,
utilizando las técnicas de Zel’manov, establecen un teorema de
clasificación para JB∗-triples primos.

Desde el punto de vista del Análisis Funcional, los JB∗-triples
son el ambiente óptimo para el estudio de ciertos problemas
geométricos clásicos. Por ejemplo, es conocido que la imagen de
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una C∗-álgebra mediante una proyección contractiva no posee,
en general, estructura de C∗-álgebra, lo mismo ocurre con las
JB∗-álgebras. En 1982, L. Stachó demostró que la imagen de la
bola unidad de un espacio de Banach complejo mediante una pro-
yección contractiva es holomórficamente simétrica, siempre que
la bola unidad posea dicha propiedad [77]. Como consecuencia
de este resultado, W. Kaup probó en 1984 que la imagen de un
JB∗-triple mediante una proyección contractiva es de nuevo un
JB∗-triple [43]. En un estudio paralelo, Y. Friedman y B. Russo
proporcionan una prueba del anterior resultado desde el punto
de vista del Análisis Funcional (ver [26, 28]).

Otra de las grandes virtudes geométricas de los JB∗-triples
es la equivalencia entre las isometŕıas lineales sobreyectivas y los
isomorfismos entre este tipo de objetos [42] (comparar con [16]).
Resultado que culmina una serie de importantes trabajos que
comienzan en 1951 con el bien conocido Teorema de Banach-
Stone de R. Kadison [39]. En conexión con esta propiedad, es
bien conocido que la norma de una C∗-álgebra viene determi-
nada por la estructura algebraica. Sin embargo, no es cierto en
general que toda isometŕıa lineal sobreyectiva sea un isomorfismo
de C∗-álgebras. En realidad, es fácil encontrar isometŕıas lineales
sobreyectivas entre C∗-álgebras que no son ∗-isomorfismos. Por
otra parte, es conocido que no toda isometŕıa R-lineal sobreyec-
tiva entre JB∗-triples conserva el producto triple. No obstante,
T. Dang, [14], afirma que tales isometŕıas conservan la operación
cubo.

En 1995, J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodŕıguez introducen el
concepto de JB∗-triple real, donde una aplicación lineal biyectiva
es una isometŕıa si y solo si conserva cubos [37]. Tales objetos no
son otra cosa que subtriples reales cerrados de un JB∗-triple com-
plejo. La clase de los JB∗-triples reales comprende, entre otros, a
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los JB∗-triples complejos, a las C∗-álgebras reales, a las JB-álge-
bras, a las J∗B-álgebras y a los espacios de operadores lineales
y acotados entre dos espacios de Hilbert reales. Los JB∗-triples
reales han tenido, desde su introducción, un amplio y rápido des-
arrollo (ver por ejemplo [14, 37, 44, 53, 23, 64, 33, 63, 62, 65, 78]).

Los primeros trabajos sobre JB∗-triples reales se encaminan
al estudio, claro está en el ambiente real, de aquellas propiedades
básicas conocidas para el caso complejo, que permitan el desarro-
llo y conocimiento de estos nuevos objetos. En ciertas ocasiones
la prueba en el ambiente real de un resultado conocido para
JB∗-triples puede ser obtenida sin más que pasar por la com-
plexificación natural de dicho JB∗-triple real. Sin embargo, en
muchas otras ocasiones la demostración para el caso real requie-
re de un análisis espećıfico y totalmente independiente de aquel
conocido para el caso complejo. Este es el caso de la prueba de la
continuidad débil-∗ separada del producto triple en JB∗-triples
reales que sean espacios de Banach duales [53]. Por otra parte,
algunas de las propiedades verificadas por los JB∗-triples com-
plejos dejan de ser ciertas en el ambiente real. Por ejemplo, no
toda isometŕıa lineal sobreyectiva entre JB∗-triples reales es un
isomorfismo de triples, como veremos en el Caṕıtulo 3 de esta
memoria. Tampoco podemos afirmar que la imagen de un JB∗-
triple real mediante una proyección contractiva sea de nuevo un
JB∗-triple real [78].

El propósito de esta memoria es profundizar en el estudio de
los distintos aspectos geométricos de los espacios de
Banach que soportan una estructura de JB*-triple real o comple-
jo, con el objetivo genérico de mostrar la relación existente entre
dichos aspectos geométricos y ciertas propiedades algebraicas in-
herentes a un JB∗-triple real o complejo. La memoria se divide
en cuatro caṕıtulos cuyos contenidos detallamos a continuación.
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El primer caṕıtulo tiene un carácter introductorio y está de-
dicado a la presentación de los diferentes conceptos básicos uti-
lizados en esta memoria. Destacan los conceptos de JB∗-triple
real y complejo. Estas definiciones están acompañadas de una
buena cantidad de ejemplos entre los que se encuentran los fac-
tores de Cartan reales y complejos. Veremos que, gracias a los
Teoremas de Gelfand-Naimark para JB∗-triples reales y comple-
jos, podemos describir cualquier JB∗-triple real o complejo como
subtriple cerrado de una `∞-suma de factores de Cartan reales y
complejos.

Los factores de Cartan son piezas claves para una correcta
comprensión de los JB∗-triples reales y complejos. Por ello de-
dicamos el segundo caṕıtulo de la memoria a una descripción y
conocimiento más exhaustivo de los factores de Cartan. Motiva-
dos por el hecho de que los factores de Cartan están generados
por sus tripotentes minimales, en una primera etapa damos una
descripción pormenorizada de dichos tripotentes en la práctica
totalidad de los factores de Cartan reales y complejos. También
nos centramos en las relaciones existentes entre tripotentes mi-
nimales en diversos factores de Cartan que serán de utilidad en
caṕıtulos posteriores. En una segunda etapa (Sección 2.2), pone-
mos de manifiesto que podemos elegir ciertas familias de tripo-
tentes, conocidas como parrillas, que permiten generar cualquier
factor de Cartan complejo. Coloquialmente, podemos decir que
estas parrillas son lo mas parecido a una base del factor de Car-
tan donde se encuentran. Análogamente procedemos para ciertos
factores de Cartan reales, cuyo conocimiento será imprescindible
para la consecución de los objetivos de la Sección 3.2.

El Caṕıtulo 3 presenta las primeras conexiones entre la geo-
metŕıa y la estructura algebraica en un JB∗-triple real o com-
plejo. La primera sección contiene la siguiente caracterización
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de los elementos tripotentes de un JB∗-triple real o complejo en
términos de la estructura geométrica de su bola unidad:

Teorema (Teoremas 3.1.2 y 3.1.3) Sea E un JB∗-triple real
o complejo y sea x un elemento de norma uno en E. Entonces
x es un tripotente si y solo si

D1(x) = {y ∈ E : existe α > 0 con ‖x + αy‖ = ‖x− αy‖ = 1}
coincide con

D′
2(x) = {y ∈ E : ‖x + βy‖ = max{1, ‖βy‖} para todo β ∈ R}.

Esta caracterización geométrica de los elementos tripotentes
de un JB∗-triple real o complejo extiende, a un ambiente más
natural, la caracterización obtenida por C. Akemann y N. Wea-
ver para las isometŕıas parciales de una C∗-álgebra [1]. Entre
las consecuencias de dicho resultado, caracterizamos, desde el
punto de vista de la geometŕıa de los espacios de Banach, los
tripotentes completos y los vértices de la bola unidad cerrada
de un JB∗-triple real (Corolario 3.1.4 y Proposición 3.1.7). El
Teorema anterior también permite dar una demostración muy
asequible del famoso Teorema de Kaup-Banach-Stone para JB∗-
triples complejos, demostrando la equivalencia entre las isome-
tŕıas lineales sobreyectivas y los isomorfismos entre JB∗-triples
complejos (Teorema 3.2.1 y Nota 3.2.14). En el ambiente de los
JB∗-triples reales la mencionada caracterización geométrica nos
permite reencontrar directamente que las isometŕıas lineales so-
breyectivas entre JB∗-triples reales conservan cubos y ortogona-
lidad (Proposición 3.2.2).

La segunda sección de este caṕıtulo presenta un teorema
de Banach-Stone para JB∗-triples reales y tiene como prece-
dentes trabajos de T. Dang, Chu-Dang-Russo-Ventura, Isidro-
Rodŕıguez y Kaup ([14, 13, 38, 44]). A tal fin, en una primera
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etapa, establecemos que toda isometŕıa R-lineal sobreyectiva con
dominio un factor de Cartan real o complejo de rango mayor que
uno e imagen un JBW∗-triple real es un isomorfismo de triples
(Teorema 3.2.12). Este resultado fue originalmente probado por
Kaup [44, Theorem 5.18] bajo la hipótesis de no excepcionalidad
de los factores de Cartan. Por consiguiente, nuestro resultado
da una respuesta afirmativa al problema planteado por Kaup en
[44, pag. 217]. Para demostrar el Teorema 3.2.12 necesitamos de
la maquinaria desarrollada en el Caṕıtulo 2 y la propia aqúı de-
sarrollada. El hecho clave lo constituye el Teorema 3.2.8 que
afirma que las isometŕıas sobreyectivas entre JBW∗-triples rea-
les reducidos conservan cuadrángulos formados por tripotentes
minimales y trángulos cuyos extremos son tripotentes minima-
les. El caṕıtulo concluye estableciendo el siguiente Teorema de
tipo Banach-Stone para JB∗-triples reales al que nos referimos
al comienzo y que extiende al Teorema 3.1 en [14].

Teorema (Teorema 3.2.13) Una isometŕıa lineal y sobreyec-
tiva, Φ, entre dos JB∗-triples reales E, F es un isomorfismo de
triples siempre que E∗∗ no contiene factores de Cartan reales o
complejos de rango uno.

El Caṕıtulo 4 de la memoria está dedicado enteramente a
la obtención de un Teorema de Lusin para JB∗-triples reales
y complejos. Es bien conocido que dado un espacio localmente
compacto Hausdorff Ω y una medida de Radon positiva y finita,
µ, sobre Ω, entonces para cada f ∈ L∞(Ω, µ) y para cada ε > 0,
existen un conjunto de Borel E ⊆ Ω con µ(Ω\E) < ε y una
función g ∈ C0(Ω) tales que f y g coinciden en E. Además se
puede conseguir que

sup{|g(x)| : x ∈ Ω} ≤ sup{|f(x)| : x ∈ Ω}.
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Este resultado es conocido como Teorema de Lusin. En la década
de los 60, M. Tomita obtuvo una extensión no conmutativa del
Teorema de Lusin para el caso de C∗-álgebras, la cual fue poste-
riormente desarrollada por K. Saitô. La versión más conocida del
Teorema de Lusin para C∗-álgebras puede ser enunciada como
sigue:

Teorema [81, 73] Sean N una C∗-álgebra con unidad 1 ac-
tuando sobre un espacio de Hilbert, M la clausura débil de N , a
un elemento cualquiera de M y e una proyección en M . Enton-
ces para cada funcional ϕ positivo no cero en el predual de M
y cada par de números positivos ε y δ menores que uno existen
una proyección f ∈ M , f ≤ e y b ∈ N tales que ϕ(e − f) < ε,
af = bf y ‖b‖ ≤ (1 + δ)‖af‖.

La ausencia de un buen orden en el conjunto de los elementos
tripotentes de un JB∗-triple es el principal obstáculo a salvar a
la hora de extender el Teorema de Lusin desde el ambiente de
las C∗-álgebras a los JB∗-triples. Para solventar esta carencia va-
mos a profundizar en alguno de los aspectos geométricos de los
JB∗-triples estudiados en los caṕıtulos anteriores. A ello dedica-
mos la primera sección del Capitulo 4. Más concretamente, en la
Proposición 4.1.4 establecemos una desigualdad geométrica que
será la herramienta clave para la obtención de una versión no
ordenada del Teorema de Lusin para JB∗-triples.

El caṕıtulo, y con él la memoria, termina estableciendo el
siguiente Teorema de Saitô-Tomita-Lusin para JB∗-triples reales
y complejos:

Teorema (Teoremas 4.2.3 y 4.2.4) Sean E un JB*-triple real
o complejo, ϕ un funcional en E∗ y α un elemento en E∗∗. En-
tonces para cada tripotente e ∈ E∗∗, ε > 0 y δ > 0, existen un
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tripotente e0 en E∗∗ con e0 ≤ e y a0 ∈ E satisfaciendo

P2(e0)(α− a0) = P1(e0)(α− a0) = 0,

‖a0‖ ≤ (1 + δ)‖(P2(e) + P1(e))α‖ y |ϕ(e− e0)| < ε.

La técnica desarrollada en la demostración del teorema ante-
rior pasa por la extensión al caso de JB∗-triples de un Teorema
de Egoroff (Teorema 4.2.1) y una conveniente utilización de la
topoloǵıa fuerte-∗ en los JBW∗-triples.

Al igual que ha ocurrido en el caso del desarrollo de la Teoŕıa
de las C∗-álgebras, extendiendo resultados clásicos de la teoŕıa
de la medida a dicho ambiente, esperamos que esta extensión sea
una herramienta de suma utilidad en el futuro desarrollo de la
teoŕıa de los JB∗-triples.
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aportar matemáticas a este trabajo, han sido absolutamente ne-
cesarias para su realización. Gracias a mi familia, a mis amigos
y en especial a Ruth por vuestro cariño y comprensión durante
estos años. Gracias también a las personas que, por limitaciones
de espacio u olvido, no quedaron incluidas en estas ĺıneas.
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Capı́tulo 1
Preliminares

El objetivo de este primer caṕıtulo no es otro que la presenta-
ción de los diferentes conceptos básicos utilizados en la memoria.
Para ser más concretos, pretendemos introducir las definiciones
de JB∗-triple real y complejo, aśı como una gran variedad de
ejemplos que permitan una familiarización con dichas estructu-
ras. Presentaremos también las conexiones existentes entre la
clase de los JB∗-triples y otras estructuras clásicas como las C∗-
álgebras y JB∗-álgebras. Este primer caṕıtulo contiene también
una abundante bibliograf́ıa básica sobre la teoŕıa de los JB∗-
triples.

1.1. Sistemas triples de Jordan

Comenzamos esta sección introduciendo el concepto de sis-
tema triple de Jordan y presentamos algunos hechos básicos,
puramente algebraicos, que nos serán de utilidad.

Definición 1.1.1 Un sistema triple de Jordan complejo
(resp. real) es un espacio vectorial complejo (resp. real) V ,

1
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junto con una aplicación

{., ., .} : V × V × V → V

(x, y, z) 7→ {x, y, z}

llamada producto triple, que es bilineal y simétrica en las va-
riables exteriores y conjugada lineal (resp. lineal) en la central
verificando la identidad de Jordan:

{x, y, {a, b, c}} = {{x, y, a} , b, c}−{a, {y, x, b} , c}+{a, b, {x, y, c}}

para cualesquiera x, y, a, b, c en V .

Dado un sistema triple de Jordan complejo (resp. real) V y
dos elementos a, b de V , notaremos por L(a, b) al operador lineal
de V en V que aplica cada x en {a, b, x} y mediante Q(a, b)
al operador conjugado lineal (resp. lineal) dado por Q(a, b)x :=
{a, x, b} (x ∈ V ). Para simplificar la notación usaremos Q(a) en
lugar de Q(a, a).

Un sistema triple de Jordan se dice que es no degenerado
si L(a, a) = 0 implica que a = 0.

Definición 1.1.2 Sean x e y, dos elementos en un sistema triple
de Jordan. Diremos que x es ortogonal a y, lo que notaremos
x ⊥ y, si L(x, y) = 0.

En el caso de sistemas triples de Jordan no degenerados, se
tiene que la relación de ortogonalidad es simétrica, como prueba
el siguiente lema.

Lema 1.1.3 Sean x, y dos elementos en un sistema triple de
Jordan no degenerado. Entonces x ⊥ y si y solo si y ⊥ x.
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Demostración.- Supongamos que x ⊥ y, es decir L(x, y) = 0. Por
la no degeneración del triple producto es claro que
L(y, x) = 0 ⇔ L(a, L(y, x)b) = 0 para cada a, b ∈ V . Aho-
ra bien, haciendo uso de la identidad de Jordan se tiene que
L(a, L(y, x)b)z = {a, L(y, x)b, z} = {a, b, L(x, y)z} +
{L(x, y)a, b, z} − L(x, y) {a, b, z} = 0 para cada a, b, z ∈ V , lo
que acaba la demostración. 2

Diremos que un subespacio J de un sistema triple de Jordan
V es un ideal si

{V, V, J}+ {V, J, V } ⊆ J.

Dos ideales I, J se dicen ortogonales si I ∩ J = {0}, en este
caso se tiene que todo elemento de I es ortogonal a cualquier
elemento de J .

Un elemento e en un sistema triple de Jordan real o complejo,
V , se dice tripotente si {e, e, e} = e. Para un tal elemento existe
una descomposición algebraica de V como suma directa de los
subespacios asociados a los valores propios de L(e, e):

V = V0(e)⊕ V1(e)⊕ V2(e)

donde Vk(e) = {x ∈ V : L(e, e)x = k
2
x} para k = 0, 1, 2 (ver por

ejemplo [56, XV] y [50, 2.9, 3.11]). La anterior descomposición
es bien conocida y recibe el nombre de Descomposición de
Peirce asociada al tripotente e. Las proyecciones naturales de
V sobre los Vk(e) serán notadas por Pk ≡ Pk(e) y pueden ser
descritas por las siguientes expresiones:

P2(e) = Q(e)2,

P1(e) = 2(L(e, e)−Q(e)2),

P0(e) = IdV − 2L(e, e) + Q(e)2.
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Es parte del folklore de la teoŕıa (ver [50]) que los subespa-
cios que aparecen en la descomposición de Peirce asociada a un
tripotente satisfacen las reglas de multiplicación conocidas como
aritmética de Peirce, que presentamos a continuación:

1. {Vi(e), Vj(e), Vk(e)} ⊆ Vi−j+k(e), donde i, j, k ∈ {0, 1, 2} y
Vl(e) = 0 para l 6= 0, 1, 2;

2. {V0(e), V2(e), V } = {V2(e), V0(e), V } = 0.

Todo subespacio de un sistema triple de Jordan que es cerra-
do para el triple producto se conoce con el nombre de subtriple.
En particular, la aritmética de Peirce nos dice que los subespa-
cios Vk(e) son subtriples.

Si tenemos en cuenta que la aplicación Q(e) es una biyec-
ción de cuadrado la identidad sobre V2(e) y que su núcleo es
V0(e)⊕ V1(e), aparece una descomposición de V como suma di-
recta de los subespacios asociados a los valores propios de Q(e).
Concretamente V descompone en la forma

V = V 0(e)⊕ V 1(e)⊕ V −1(e),

donde V k(e) := {x ∈ V : Q(e)x = kx}. Esta nueva descomposi-
ción tiene asociada la siguiente aritmética:{

V i(e), V j(e), V k(e)
}
⊆ V ijk(e) si ijk 6= 0.

De donde, en particular, se deduce que V 1(e) y V −1(e) son sub-
triples.

Claramente se obtienen las siguientes relaciones entre las des-
composiciones presentadas:

V2(e) = V 1(e)⊕ V −1(e),

V 0(e) = V0(e)⊕ V1(e).
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Notaremos por P k ≡ P k(e) a la proyección natural de V sobre
V k(e) que describimos a continuación:

P 1(e) =
1

2
(P2(e) + Q(e)),

P−1(e) =
1

2
(P2(e)−Q(e)),

P 0(e) = P1(e) + P0(e).

Ejemplos de sistemas triples de Jordan:

(a) El espacio de las matrices con n filas y m columnas con
entradas en el cuerpo de los números complejos o reales,
Mn×m(K) con K = R o C, donde el producto triple viene
dado por {R,S, T} = 1

2
(RS∗T + TS∗R) para R, S, T ∈

Mn×m(K) y S∗ es la matriz que se obtiene de aplicar a S la
usual trasposición de matrices y conjugar en las entradas.

(b) Todo espacio prehilbertiano X, con el triple producto
{x, y, z} = 1

2
(〈x , y 〉z + 〈 z , y 〉x).

(c) El espacio C0(Ω) de funciones continuas complejo-valuadas
sobre un espacio localmente compacto Hausdorff, Ω, que
se anulan en el infinito con producto triple definido por
{f, g, h} = fḡh.

Es necesario notar que los sistemas triples de Jordan pueden
contener una gran cantidad de tripotentes como es el caso del
ejemplo (b), donde todo elemento de norma 1 es tripotente. Por
el contrario existen sistemas triples de Jordan que carecen de
tripotentes no nulos. Este es el caso del ejemplo (c) si Ω es conexo
y no compacto.
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En lo que sigue notaremos por Tri(V ), al conjunto de ele-
mentos tripotentes de un sistema triple de Jordan, V . De entre
sus cualidades destacamos algunas que nos serán de utilidad en
el desarrollo de esta memoria.

Diremos que un tripotente e ∈ Tri(V ) es unitario si
V2(e) = V , completo si V0(e) = 0 y minimal si V 1(e) = Re.
Si V es un sistema triple de Jordan complejo, entonces
V −1(e) = iV 1(e) y por consiguiente e será minimal si y solo
si V2(e) = Ce. El conjunto de los tripotentes minimales en V
será notado por MinTrip(V ).

Siguiendo a O. Loos [50, 11.9], un sistema triple de Jordan
real, V , se dice reducido si V2(e) = Re o equivalentemente
V −1(e) = 0, para todo tripotente minimal e ∈ V .

Si e y f son dos tripotentes ortogonales en un sistema triple
de Jordan, utilizando la aritmética de Peirce se puede comprobar
fácilmente que se verifican las siguientes equivalencias :

e ⊥ f ⇔ e ∈ V0(f) ⇔ f ⊥ e

(ver si acaso [50, Lemma 3.9]). También es fácil comprobar que
la suma de tripotentes ortogonales es otro tripotente.

El concepto de ortogonalidad nos permite definir una relación
de orden parcial en el conjunto de los tripotentes, aśı pues, dados
dos elementos tripotentes e, f ∈ Tri(V ), se dice que f es mayor
que e, y lo notamos por f ≥ e, si f−e es otro elemento tripotente
de V que además es ortogonal a e, o equivalentemente Q(e)f =
Q(f)e = e. Un tripotente, e 6= 0, se dice que es minimal para
la relación de orden, si para todo tripotente no nulo, f , tal que
e ≥ f , se tiene que e = f . En consecuencia un tripotente minimal
para la relación de orden no puede expresarse como suma de dos
tripotentes ortogonales no nulos.

Teniendo en cuenta que si e ≤ f entonces e ∈ V 1(f), se
deduce que todo tripotente minimal es minimal para la relación
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de orden. El rećıproco no es cierto en general (considérese V =
C([0, 1], R) y e la función constantemente igual a uno).

Dos tripotentes e y f se dirán colineales, y notaremos e>f ,
cuando e ∈ V1(f) y f ∈ V1(e). Por último se dice que e gobierna
a f , y notaremos e ` f , siempre y cuando f ∈ V2(e) y e ∈ V1(f).

Dos tripotentes e, f en un sistema triple de Jordan real o
complejo, V , se dice que son compatibles si Pk(e) y Pj(f) con-
mutan para cada k, j ∈ {0, 1, 2}. Es bien conocido que si e y f son
dos tripotentes en V tales que e ∈ Vk(f) para algún k ∈ {0, 1, 2}
entonces son compatibles [54, Corollary 1.8]. En particular si e y
f son ortogonales, colineales o uno gobierna a otro se tiene que
e y f son compatibles.

Una tripleta ordenada (v, u, ṽ) de tripotentes en V se llama
trángulo si v ⊥ ṽ, u ` v, u ` ṽ y Q(u)v = ṽ. En el caso de
contar únicamente con dos tripotentes tales que u ` v, se dice
que (v, u) forma un pre-trángulo.

Si u es un tripotente, utilizando la descomposición
V2(u) = V 1(u) ⊕ V −1(u), es fácil ver que Q(u) conserva el pro-
ducto triple de V2(u). Este hecho unido a la aritmética de Peirce
permite afirmar que si (v, u) es un pre-trángulo, entonces toman-
do ṽ = Q(u)v, se verifica que (v, u, ṽ) es un trángulo.

Una cuadrupla ordenada de tripotentes (u1, u2, u3, u4) se lla-
ma cuadrángulo si u1 ⊥ u3, u2 ⊥ u4, u1>u2>u3>u4>u1 y
u4 = 2 {u1, u2, u3}. La identidad de Jordan asegura la estabilidad
de la igualdad anterior ante permutaciones ćıclicas de los indices
(véase por ejemplo que u2 = 2 {u3, u4, u1}). Si u1, u2, u3 son tri-
potentes tales que u1 ⊥ u3, u1>u2>u3, diremos que (u1, u2, u3)
forma un pre-cuadrángulo. En este caso, u4 = 2 {u1, u2, u3} es
un nuevo tripotente y (u1, u2, u3, u4) forma un cuadrángulo.

Un cálculo directo, unido a la aritmética de Peirce, nos
permite obtener el siguiente lema que será de utilidad en el
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Caṕıtulo 3.

Lema 1.1.4 Sea (u1, u2, u3, u4) un cuadránglulo en un sistema
triple de Jordan real o complejo V . Entonces ε(u1 +u2 +u3 +u4)
es un tripotente si y solo si |ε| = 2−1, y de la misma manera

ε(u1 + u2 + u3 − u4) es un tripotente si y solo si |ε| = 2−
1
2 . 2

1.2. JB*-triples complejos

Nuestro próximo objetivo es añadir una estructura anaĺıtica
a los sistemas triples de Jordan complejos, con objeto de obtener
unos modelos matemáticos conocidos con el nombre genérico de
JB∗-triples.

Originariamente, el concepto de JB∗-triple aparece en la
clasificación de los dominios simétricos acotados en espacios de
Banach complejos (ver [12], [48] y [50] para el caso finito di-
mensional). Tales dominios vienen a jugar el papel que juegan
los dominios simplemente conexos en el plano complejo. El con-
tenido de los trabajos [32], [40], [42] y [46] permite afirmar lo
siguiente:

Todo dominio simétrico acotado puede ser visto como la bo-
la unidad de un JB∗-triple. Rećıprocamente la bola unidad de
un JB∗-triple es un dominio simétrico acotado. Dos dominios
simétricos acotados son biholomórficamente equivalentes si y so-
lo si los JB∗-triples asociados a dichos dominios son isométrica-
mente isomorfos.

Este resultado motiva por śı mismo el estudio de los JB∗-
triples. Hay otras razones para estudiar dicha categoŕıa. Entre
ellas podŕıamos destacar que la imagen mediante una proyección
contractiva de una C∗-álgebra es un JB∗-triple (ver [26], [28],
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[43]). Por otra parte, la categoŕıa de los JB∗-triples incluye a las
categoŕıas de C∗-álgebras y JB∗-álgebras.

Recordamos que un operador lineal y acotado T sobre un es-
pacio de Banach complejo se dice que es hermitiano si
‖ exp(iλT )‖ ≤ 1 para cada λ ∈ R.

Definición 1.2.1 Un JB∗-triple complejo es un sistema tri-
ple de Jordan complejo, E, provisto de una norma que lo dota de
estructura de espacio de Banach satisfaciendo:

(a) para cada a ∈ E el operador L(a, a) es hermitiano con
espectro no negativo.

(b) para cada a ∈ E, se tiene que ‖L(a, a)‖ = ‖a‖2.

Cuando no haya confusión posible nos referiremos a estos objetos
simplemente como JB∗-triples.

Nota 1.2.2 Usualmente en la definición de JB∗-triple se exige
que el producto triple sea (norma) continuo. Sin embargo, este
axioma se puede deducir a partir de la axiomática dada en la
definición anterior. A tal efecto tomemos x e y dos elementos en
un JB∗-triple E y dos números reales α, β. Es fácil comprobar la
siguiente fórmula de polarización:

4αβL(x, y) =
3∑

n=0

inL(αx + βiny, αx + βiny) (1.1)

Por definición el operador L(a, a) es continuo para todo elemento
a ∈ E, por tanto la identidad (1.1) nos asegura que el operador
L(x, y) es continuo para todo x e y en E. Finalmente, aplicando
la desigualdad triangular de la norma, el axioma (b) de la defi-
nición de JB∗-triple y tomando α = ‖x‖−1 y β = ‖y‖−1 en la
identidad (1.1), obtenemos que

‖L(x, y)‖ ≤ 4‖x‖‖y‖,
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lo cual demuestra que el producto triple es continuo.

H. Araki y G. Elliott [5] probaban que el axioma de conti-
nuidad del producto es redundante en el caso de C∗-álgebras y
E. Alfsen y F. W. Shultz [2] observaban que la prueba dada por
Araki-Elliott es también válida para JB-álgebras. Por consiguien-
te, el resultado anterior puede considerarse como un análogo de
estos resultados al caso de JB∗-triples.

Bajo la hipótesis de continuidad para el producto triple, el
problema de ver si la constante de continuidad del mismo es
uno permaneció abierto durante algunos años. En [29, Corollary
3] Y. Friedman y B. Russo dan una respuesta positiva a este
problema.

Con respecto al axioma (b), W. Kaup [42] probaba que si V
es un sistema triple de Jordan complejo el cual es a su vez un
espacio de Banach con producto triple continuo satisfaciendo que
L(a, a) es un operador hermitiano para todo a ∈ V, entonces V
es un JB∗-triple si y solo si para cada a ∈ V el subtriple cerra-
do generado por a es isométricamente isomorfo a un C0(Ω), lo
que en particular implica que ‖ {a, a, a} ‖ = ‖a‖3. En el mis-
mo trabajo, Kaup demostró que, bajo la hipótesis de continuidad
del producto triple, la condición ‖ {a, a, a} ‖ = ‖a‖3 equivale al
axioma (b).

En este punto es necesario aclarar que cuando en la defini-
ción de JB∗-triple la condición (b) se reemplaza por la condición
‖ {a, a, a} ‖ = ‖a‖3 también se obtiene la continuidad del pro-
ducto triple. En efecto, como para todo x, y ∈ E y α, β ∈ R se
verifica que

4Q(αx)(βy) =
3∑

n=0

(−i)n(αx + inβy)3, (1.2)
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donde z3 denota el producto triple {z, z, z}, podemos probar, tal
y como se hizo en el comienzo de esta nota, que Q(x) es continuo
con norma menor o igual que 8‖x‖2. Finalmente, la identidad

2 {x, y, z} = Q(x + z)y −Q(x)y −Q(z)y (1.3)

asegura la continuidad del producto triple.

Por consiguiente, en la definición de JB∗-triple, el axioma
(b) se puede reemplazar por el siguiente:

(b’) Para cada a ∈ E, se tiene que ‖ {a, a, a} ‖ = ‖a‖3.

Este último axioma es conocido con el nombre de axioma de
Gelfand-Naimark para JB∗-triples.

Al hecho de que el subtriple engendrado por un elemento en
un JB∗-triple es isométricamente isomorfo a un C0(Ω), visto co-
mo un JB∗-triple, lo llamaremos propiedad local de los JB∗-
triples.

Como consecuencia de las observaciones de la Nota ante-
rior, la estructura de JB∗-triple se conserva por paso a subtriples
cerrados. Por consiguiente, los subespacios de Peirce asociados a
un tripotente son JB∗-triples.

Referimos los trabajos [68, 71, 82] como bibliograf́ıa básica
sobre JB∗-triples.

Nuestro próximo objetivo va a consistir en presentar algunos
modelos matemáticos que hoy d́ıa se pueden considerar como
clásicos, y que van a ser ejemplos destacados de JB∗-triples.

Sea A un álgebra no necesariamente asociativa real (resp.
compleja). Una aplicación lineal (respect. conjugado lineal),
∗ : A → A, de cuadrado la identidad, tal que (ab)∗ = b∗a∗,
para cada a, b ∈ A, se dice que es una involución de álgebra.
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Una aplicación lineal y biyectiva entre álgebras con involución
de álgebra que conserve el producto y la involución se dice que
es un ∗-isomorfismo.

Un álgebra de Banach, A, es un álgebra asociativa so-
bre el cuerpo de los números reales o complejos provista de
una norma que la convierte en espacio de Banach, verificando
‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖. Una C∗-álgebra es un álgebra de Banach com-
pleja, A, dotada de una involución de álgebra, ∗, verificando que
para todo a ∈ A, ‖a∗a‖ = ‖a‖2. Esta última condición se conoce
con el nombre de Axioma de Gelfand-Naimark.

Un famoso resultado conocido con el nombre de Teorema de
Gelfand-Naimark asegura que, esencialmente, no hay más C∗-
álgebras que las subálgebras cerradas y autoadjuntas de la C∗-
álgebra de los operadores lineales y acotados sobre un espacio de
Hilbert complejo, H, y a la que notaremos por BL(H). Sobre la
teoŕıa básica de C∗-álgebras remitimos al lector a los siguientes
textos [10, 19, 20, 61, 72, 80] .

Un álgebra de Jordan, J , es un espacio vectorial sobre un
cuerpo K (para nosotros será R o C), junto con una aplicación,
◦ : J × J → J , bilineal simétrica no necesariamente asociativa,
conocida como producto de Jordan, verificando la identidad de
Jordan:

a ◦ (b ◦ a2) = (a ◦ b) ◦ a2

para cada a, b en J .

Si A es un álgebra asociativa y definimos un nuevo producto
por a ◦ b := 1

2
(ab + ba), se tiene que A con dicho producto es

un álgebra de Jordan a la que se le llama el álgebra de Jordan
subyacente al álgebra A o álgebra de Jordan simetrizada
de A y que notaremos por A+. Las álgebras de Jordan que son
isomorfas a subálgebras de una de tipo A+, se les conoce con el
nombre de álgebras de Jordan especiales. Es bien conocido
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que no toda álgebra de Jordan es especial. Las álgebras de Jordan
que no son especiales se conocen con el nombre de álgebras
de Jordan excepcionales. Probablemente uno de los ejemplos
más conocidos de álgebra de Jordan excepcional es el álgebra
de las matrices de orden 3× 3, simétricas para cierta involución
lineal, con entradas en el álgebra de los octoniones complejos,
OC, a la que notaremos por H3(OC) (ver Sección 1.4).

Un álgebra de Jordan J , provista de una norma que la con-
vierte en espacio de Banach y que además satisface:

‖a ◦ b‖ ≤ ‖a‖‖b‖

para cada a, b en J , se le conoce con el nombre de álgebra de
Jordan-Banach.

A las álgebras de Jordan-Banach reales J , cuya norma satis-
face la siguiente propiedad:

‖a‖2 ≤ ‖a2 + b2‖,

para cualesquiera a y b en J , se les conoce con el nombre de
JB-álgebra. Un ejemplo de JB-álgebra es el subespacio de los
operadores simétricos de un BL(H), bajo el producto T ◦ S =
1
2
(TS + ST ).

Una JB*-álgebra es un álgebra de Jordan-Banach comple-
ja J , provista de una involución de álgebras, ∗, verificando la
siguiente condición:

‖Ua(a
∗)‖ = ‖a‖3,

para todo elemento a de J , donde Ua es el operador lineal de J
en J dado por Ua(b) = 2 a ◦ (a ◦ b)− b ◦ a2.

No es dif́ıcil comprobar que el Axioma de Gelfand-Naimark en
una C∗-álgebra, A, es equivalente a la propiedad ‖aa∗a‖ = ‖a‖3

para todo a ∈ A. Por consiguiente A+ es una JB*-álgebra.
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El álgebra de Jordan compleja excepcional H3(OC), puede
ser dotada de una norma y una involución que la convierten en
JB∗-álgebra (ver [31, Remark 3.1.8], [3], [74], [84]).

En 1977, J. M. Wright [84], demostró que toda JB*-álgebra
es la complexificación de una JB-álgebra y que rećıprocamente,
toda JB-álgebra es la parte simétrica o hermı́tica de una JB*-
álgebra. De este modo, las categoŕıas de las JB*-álgebras y de las
JB-álgebras están en correspondencia uno a uno y por tanto, el
estudio de una de estas categoŕıas está directamente relacionado
con la otra. E. Alfsen, F. W. Shultz y E. Stormer [3], establecie-
ron un teorema de representación de tipo Gelfand-Naimark para
JB-álgebras. El lector interesado en profundizar en la teoŕıa de
las JB-álgebras puede consultar [31].

Es fácil comprobar que si E es un sistema triple de Jordan
complejo y e es un tripotente en E , entonces E2(e) es un álgebra
de Jordan con involución, bajo el producto x ◦ y := {x, e, y} e
involución x∗ := {e, x, e}. El conjunto de los elementos simétri-
cos en E2(e) coincide con E1(e), mientras que el conjunto de los
elementos antisimétricos es E−1(e). Si además E es un JB∗-triple,
entonces E2(e) es una JB∗-álgebra con unidad e (ver si acaso [82,
Proposition 19.7 y Proposition 19.13]) y, por consiguiente, E1(e)
es una JB-álgebra. En particular se tiene que todo JB∗-triple
que contenga un tripotente unitario, puede ser visto como una
JB∗-álgebra con unidad.

Ejemplos de JB∗-triples:

Toda JB∗-álgebra es un JB∗-triple si se considera como
producto triple

{a, b, c} = (a ◦ b∗) ◦ c + (c ◦ b∗) ◦ a− (a ◦ c) ◦ b∗,

véase [82, 20.35].
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Si A es una C∗-álgebra, entonces A+ es una JB∗-álgebra.
Como consecuencia del ejemplo anterior se tiene que A es
un JB∗-triple bajo el producto triple

{a, b, c} =
1

2
(ab∗c + cb∗a).

Una J∗-álgebra es un subespacio lineal y norma cerrado de
BL(H, K) (el conjunto de los operadores lineales y acota-
dos entre dos espacios de Hilbert complejos H y K) que
es cerrado para la operación a 7→ aa∗a. Estas estructuras
fueron estudiadas por L. A. Harris en [32] en conexión con
el estudio de los espacios de Banach cuya bola unidad es
un dominio simétrico acotado. Utilizando la identidad de
polarización, no es dif́ıcil probar que toda J∗-álgebra pue-
den ser dotadas de estructura de sistema triple de Jordan
bajo el producto triple

{a, b, c} =
1

2
(ab∗c + cb∗a).

Dado que cada J∗-álgebra es un subtriple cerrado del JB∗-
triple BL(H ⊕K), se tiene que toda J∗-álgebra es un JB∗-
triple.

Dada una familia {Ei}i∈I de JB∗-triples, el espacio de
Banach

⊕∞Ei ≡ {x ∈ Πi∈IEi : ‖x‖ = sup{‖xi‖ : i ∈ I} < ∞ }

con producto triple definido coordenada a coordenada, es
un nuevo JB∗-triple.
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1.3. JB*-triples reales

Un bien conocido resultado para JB∗-triples (ver [42] y como
precedente [32]), que reencontraremos en el Caṕıtulo 3, asegura
que toda aplicación lineal biyectiva entre JB∗-triple es una iso-
metŕıa si y solo si conserva cubos, lo que es equivalente, gracias a
la identidad de polarización (1.2), a conservar el producto triple.
Sin embargo no toda isometŕıa R-lineal sobreyectiva entre JB∗-
triples conserva el producto triple. No obstante, T. Dang, [14],
afirma que tales isometŕıas conservan la operación cubo, es de-
cir, si Φ es una isometŕıa R-lineal sobreyectiva entre JB∗-triples,
entonces Φ {x, x, x} = {Φx, Φx, Φx}, para todo x.

En 1995 J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodŕıguez, introdujeron
una clase de sistemas triples de Jordan reales que comprenden a
los JB*-triples, conocida con el nombre de JB*-triples reales (ver
[37]), donde una aplicación lineal biyectiva es una isometŕıa si
y solo si conserva cubos. Se introdućıa de esta forma una nueva
clase de sistemas triples de Jordan-Banach donde el mencionado
resultado de Dang continúa siendo cierto. A partir de entonces
la teoŕıa acerca de estos nuevos objetos matemáticos, que com-
prenden también a las C∗-álgebras reales y a las JB-álgebras, ha
tenido un amplio desarrollo.

La definición original de JB∗-triple real se establećıa como
sigue:

Definición 1.3.1 Un espacio de Banach real E, junto con una
aplicación trilineal

{., ., .} : E × E × E → E

es un JB*-triple real si existe un JB*-triple complejo E y
una isometŕıa lineal Φ : E → E verificando que Φ {x, y, z} =
{Φx, Φy, Φz} para cualesquiera x, y, z ∈ E.
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Claramente, los JB*-triples reales son, salvo isomorfismos, los
subtriples reales cerrados de los JB*-triples. También es claro que
todo JB*-triple real es un sistema triple de Jordan real y que todo
JB*-triple complejo es un JB*-triple real si solo consideramos su
estructura real subyacente, a lo que eventualmente llamaremos
realificación de un JB∗-triple.

Aparece de modo natural la cuestión de si es posible do-
tar, o no, a la complexificación algebraica de un JB*-triple real
de estructura de JB*-triple extendiendo la norma original. Es-
ta pregunta fue respondida afirmativamente por Isidro, Kaup y
Rodŕıguez en [37], proporcionándonos además una de las carac-
terizaciones más útiles de los JB*-triples reales. Concretamente,
dado un JB*-triple real E, existe una única estructura de JB*-
triple complejo en su complexificación, Ê := E⊕iE, cuya norma
extiende a la norma de E y una única conjugación (aplicación

conjugado lineal, isométrica de periodo dos) τ , en Ê, tal que

E = Êτ := {x ∈ Ê : τ(x) = x}.

Desde ahora en adelante, dado un JB*-triple real E,
notaremos por Ê a su complexificación natural. Además lla-
maremos conjugación canónica a la conjugación, τ , que ve-
rifica que E = Êτ . Es necesario notar que dicha conjugación
canónica preserva el producto triple.

Dado un tripotente e en un JB∗-triple real, E, se tiene que e
es también un tripotente en Ê y la complexificación de los subes-
pacios de Peirce asociados a e en E coincide con los respectivos
subespacios de Peirce asociados a e en Ê.

Dado un espacio de Banach complejo X y una conjugación τ
en X, al espacio de Banach real

Xτ := {x ∈ X : τ(x) = x}
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se le llama forma real de X. Desde este punto de vista, los JB*-
triples reales no son otra cosa que formas reales de JB*-triples
complejos. En particular, toda JB-álgebra, J , es un JB*-triple
real, donde la conjugación canónica no es otra que la involución
natural de la complexificación de J . En consecuencia el producto
triple, como JB*-triple real, de J , viene dado por

{a, b, c} := (a ◦ b) ◦ c + (c ◦ b) ◦ a− (a ◦ c) ◦ b

para cada a, b, c ∈ J .

A continuación vamos a dar otros ejemplos de JB∗-triples
reales que nos serán de utilidad a lo largo de la memoria.

Sea A un álgebra de Banach real provista de una involución
de álgebra, satisfaciendo ‖a∗a‖ = ‖a‖2 para todo a ∈ A. Si
A posee unidad y satisface que 1 + a∗a es inversible para cada
a ∈ A, se dice que es una C∗-álgebra real. Si A no posee unidad
y su unitización Ã = A ⊕ R (ver [66]) es una C∗-álgebra real,
diremos también que A es una C∗-álgebra real.

Al igual que ocurre en el caso complejo, esencialmente, no hay
más C∗-álgebras reales que las subálgebras reales, autoadjuntas
y norma cerradas de BL(H), donde H es un espacio de Hilbert
real (ver [36]). Por otra parte, dada una C∗-álgebra real, A, existe

una única norma en su complexificación, Â, que la convierte en
una C∗-álgebra de modo que A se convierte en una forma real
de Â (ver [30]) y por tanto es un JB∗-triple real.

En 1986 K. Alvermann, [4], define una nueva estructura en
la teoŕıa de álgebras de Jordan, en analoǵıa a las C∗-álgebras
reales. Más concretamente, un álgebra de Jordan real con unidad
e involución de álgebra, J , equipada con una norma de álgebra
completa verificando:

‖Ua(a
∗)‖ = ‖a‖3 y ‖a∗a‖ ≤ ‖a∗a + b∗b‖ para cada a, b ∈ J,
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se dice que es una J∗B-álgebra. Como es de esperar, la com-
plexificación de una J∗B-álgebra es una JB∗-álgebra bajo una
única norma que extiende a la original (ver [4, Theorem 4.4]).
Por tanto podemos dotar de estructura de JB∗-triple real a las
J∗B-álgebras. De hecho, si E es un JB∗-triple real y e ∈ E es un
tripotente, entonces E2(e) es una J∗B-álgebra.

Los JB∗-triples reales comprenden también los sistemas tri-
ples de Jordan Banach introducidos por T. Dang y B. Russo [17]
y por H. Upmeier [82].

Recomendamos al lector los trabajos [37, 44, 62], como refe-
rencias básicas de la teoŕıa de los JB*-triples reales.

1.4. Factores de Cartan complejos y

reales

Esta sección está dedicada, preferentemente, a presentar una
serie de JB∗-triples reales y complejos conocidos con el nombre
de factores de Cartan. Éstos son ejemplos básicos sobre los que
se cimienta el desarrollo de la teoŕıa y en particular, permiten ob-
tener sendos teoremas de tipo Gelfand-Naimark para JB∗-triples
reales y complejos.

Los llamados factores de Cartan clásicos se clasifican, salvo
isomorfismos, en seis tipos.

El factor de Cartan de Tipo 1, al que notaremos por In,m,
es el espacio de Banach complejo, BL(H, K), de los operadores
lineales y acotados entre dos espacios de Hilbert complejos H y
K, de dimensiones n y m respectivamente, donde el producto

triple está definido por {x, y, z} :=
1

2
(xy∗z + zy∗x).
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Los factores de Cartan de Tipo 2 y Tipo 3 son subtriples
de factores de Tipo 1. Para definirlos recordamos que dada una
conjugación, j, sobre un espacio de Hilbert complejo H, podemos
definir la siguiente involución lineal x 7→ xt := jx∗j de BL(H)
en śı mismo. El factor de Tipo 2 (respectivamente el Tipo 3)
es el subespacio de BL(H) formado por todos los operadores
anti-simétricos (resp. simétricos) para dicha involución, al que
notaremos por IIn (respectivamente IIIn).

Se denomina factor de Cartan de Tipo 4 o factor de Tipo
Spin, al que notaremos por IVn, a cualquier espacio de Hilbert
complejo H, de dimensión mayor que dos, provisto con una con-
jugación x 7→ x, dotado con el producto triple

{x, y, z} := 〈x , y 〉z + 〈 z , y 〉x− 〈x , z 〉y

y la norma dada por

‖x‖2
1 := 〈x , x 〉+

√
〈x , x 〉2 − |〈x , x 〉|2.

Todo factor de Tipo Spin se puede ver como un subespacio
cerrado y autoadjunto de un BL(K) con la propiedad de que el
cuadrado de cada uno de sus elementos sea un múltiplo de la
identidad [32].

Al objeto de presentar los factores de Tipo 5 y Tipo 6,
conocidos con el nombre de factores de Cartan excepcionales, es
conveniente introducir el álgebra de octoniones complejos, que
presentamos junto con los octoniones reales, los cuales nos serán
de utilidad para presentar los factores de Cartan reales.

Dado un cuerpo K, es conocido, [89, Theorem 2.7], que las
álgebras de Cayley-Dickson “split” (con divisores de cero)
C(K), sobre el cuerpo K, pueden ser representadas en la siguiente
forma matricial:
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Matrices de la forma

(
α x
y β

)
donde α, β ∈ K y x e y están

en K3. La suma y el producto por escalares son los usuales para
matrices y el producto viene dado por :(

α x
y β

)(
γ z
t δ

)
=

(
αγ + (x | t) αz + δx− y × t
γy + βt + x× z βδ + (y | z)

)
donde

((x1, x2, x3) | (y1, y2, y3)) := x1 y1 + x2 y2 + x3 y3

(x1, x2, x3)× (y1, y2, y3) = (x2y3−x3y2, x3y1−x1y3, x1y2−x2y1).

El álgebra de los Octoniones complejos, notada por OC,
es el álgebra de Cayley Dickson “split” sobre el cuerpo de los
números complejos, mientras que el álgebra de los Octoniones
reales, notada por O0, es el álgebra de Cayley Dickson split
sobre el cuerpo de los números reales.

En C(K) tenemos una involución lineal, −, conocida como
involución cayleyana, dada por(

α x
y β

)
=

(
β −x
−y α

)
Para K = R o C, disponemos de otra involución en C(K)

dada por (
α x
y β

)∗
=

(
α y

x β

)
donde por x estamos denotando a la aplicación que consiste en
conjugar cada componente si K = C o el mismo vector si K = R.

El conjunto, O, formado por los elementos a de C(C) que
verifican la igualdad

a = a∗,
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con el producto heredado de OC, es un álgebra real, alternativa
de división conocida con el nombre de álgebra de Cayley real
de división o también como álgebra de los Octoniones reales
de división.

El conjunto de las matrices de orden 3 × 3 con entradas
en OC que son simétricas con respecto a la involución (lineal)
(ai,j)

t := (aj,i), que denotaremos por H3(OC), es un álgebra de
Jordan compleja bajo el producto a ◦ b := 1

2
(ab + ba). El álgebra

H3(OC), con el producto anterior e involución (ai,j)
∗ := (a∗j,i)

puede ser dotada de estructura de JB*-álgebra unital, y por tan-
to de JB∗-triple, (ver [31, Remark 3.1.8], [3], [74], [84]). El factor
de Cartan de Tipo 6 es precisamente H3(OC), al que también
notaremos por VI.

Por último, el factor de Cartan de Tipo 5 es el conjunto
formado por las matrices 1× 2 con entradas en OC, M1,2(OC), el
cual es un subtriple de VI, via el monomorfismo

(a, b) 7→

 0 a b
a 0 0

b 0 0

 para cada a, b ∈ OC

y al que notaremos simplemente por V.

Los factores de Cartan In,n y IIIn tienen al operador iden-
tidad como elemento unitario, mientras que en los de tipo IIn,
con n par o infinito, podemos elegir como elemento unitario dis-
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tinguido u, expresado en forma matricial:

u =



0 1 0 0 0 . .
−1 0 0 0 0 . .
0 0 0 1 0 . .
0 0 −1 0 0 . .
0 0 0 0 0 . .
. . . . . . .
. . . . . . .


Donde se ha tomado como base de H en el origen {ei} y en

llegada la base {j(ei)}.
Todo vector de norma uno que además sea simétrico o an-

tisimétrico para la involución, es un elemento unitario para el
factor de tipo spin IVn.

En consecuencia, teniendo en cuenta que, como hemos visto
en la Sección 1.2, todo JB∗-triple con elemento unitario puede ser
estructurado como JB∗-álgebra, podemos enunciar la siguiente
proposición.

Proposición 1.4.1 Los factores de Cartan de tipo In,n, IIn, con
n par o infinito, IIIn y IVn, pueden ser vistos como JB∗-álge-
bras.

Llamaremos factores de Cartan reales a las formas reales
de los factores de Cartan (complejos). Estos factores han sido
estudiados y clasificados por W. Kaup [44], extendiendo al caso
infinito dimensional, la clasificación dada por O. Loos [50]. Antes
de presentarlos conviene recordar lo siguiente:

Sea X un espacio de Hilbert complejo de dimensión par o
infinita y sea J una anticonjugación, aplicación conjugado lineal,
isométrica de cuadrado menos la identidad. Entonces se puede
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dotar a X de una estructura de espacio de Hilbert sobre los
cuaternios, H, definiendo el producto de elementos de H por
vectores de X, en la forma

jx = J(x), kx = iJ(x),

donde {1, i, j, k} es el conjunto de generadores de H, y el produc-
to escalar 〈 , 〉H : X ×X −→ H se define mediante la siguiente
expresión

〈x , y 〉H = 〈x , y 〉 − j〈 J(x) , y 〉 ∀x, y ∈ X,

y donde 〈 , 〉 denota el producto escalar en X.

Notaremos por (X, J) al espacio X, visto como espacio de
Hilbert cuaterniónico.

La norma en (X, J) asociada a su producto escalar coinci-
de con la norma inicial en X, ya que de la igualdad 〈x , y 〉 =
〈 J(y) , J(x) 〉, se deduce que 〈x , J(x) 〉 = 0. Por consiguiente,
es claro que

BL((X, J)) = {T ∈ BL(X) : JT = TJ}

y el adjunto de un operador T ∈ BL((X, J)) coincide con su
adjunto en BL(X).

En lo que sigue notaremos por X e Y a dos espacios de Hilbert
reales de dimensiones n y m respectivamente, P y Q represen-
tarán a dos espacios de Hilbert de dimensiones p y q, respecti-
vamente, sobre el cuerpo de los cuaternios y H denotará a un
espacio de Hilbert complejo n dimensional.

Los factores de Cartan reales son, salvo isomorfismos, los ci-
tados a continuación (ver [44]).



1.4. Factores de Cartan complejos y reales 25

1. IR
n,m := BL(X, Y )

2. IH
2p,2q := BL(P,Q)

3. IC
n:={z ∈ BL(H) : z∗ = z}

4. IIR
n:={x∈BL(X) :x∗=−x}

5. IIH
2p:={w∈BL(P ) :w∗=w}

6. IIIR
n:={x∈BL(X) :x∗=x}

7. IIIH
2p:={w∈BL(P ):w∗=−w}

8. IVr,s
n := E, donde E es la l1-suma E = X1 ⊕1 X2, de dos

subespacios cerrados X1, X2 de X de dimensiones r y s, donde
r + s = n ≥ 3 y X2 = X⊥

1 . En este caso, notando por 〈 . , . 〉
al producto escalar de X y por − a la involución dada por
x = (x1, x2) 7→ x = (x1,−x2), el producto triple viene dado
por

{x, y, z} := 〈 x , y 〉z + 〈 z , y 〉x− 〈 x , z 〉y

para cualesquiera x, y, z ∈ E.

9. VO0 := M1,2(O0)

10. VO := M1,2(O)

11. VIO0 := H3(O0)

12. VIO := H3(O)

donde H3(O0) (respectivamente H3(O)) es el conjunto de ma-
trices de orden 3 × 3 con entradas en O0 (respectivamente O),
simétricas para la involución t, definida anteriormente. H3(O0)
y H3(O) son claramente subtriples reales cerrados del JB∗-triple
H3(OC), y por tanto son JB∗-triples reales. Además H3(O) es
una JB-álgebra, ya que coincide con el conjunto de los elementos
simétricos, para la involución ∗, de la JB∗-álgebra H3(OC).

Al igual que en el caso complejo, VO0 (respectivamente VO)
puede embeberse, via un monomorfismo de triples, en VIO0 (res-
pectivamente VIO).

Los factores de Cartan 9 − 12 se conocen con el nombre de
factores de Cartan reales Excepcionales.
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En la descripción anterior hemos respetado la notación
empleada por el Profesor Kaup, con el objeto de facilitar la
comprensión de las referencias. Además dicha notación tiene la
ventaja de que al quitar los supeŕındices, obtenemos el factor de
Cartan complejo que coincide con la complexificación de nuestro
factor de Cartan real.

Como ya hemos dicho anteriormente, los operadores simétri-
cos en un BL(H), constituyen una JB-álgebra bajo el producto
T ◦ S = 1

2
(TS + ST ). Por otro lado, ya que IIIR

n es una subal-
gebra real cerrada de los operadores simétricos en un BL(H), se
deduce que IIIR

n es una JB-álgebra (comparar con [37, Corollary
2.4]).

El factor de Cartan real IIH
2p se puede ver como el conjunto

{T ∈ BL(X) : JT = TJ , T ∗ = T}, donde X es un espacio de
Hilbert complejo de dimensión 2p. Es claro que dicho factor es
una JB-álgebra.

Proposición 1.4.2 Los factores de Cartan reales IC
n, IIH

2p y IIIR
n

pueden ser dotados de estructura de JB-álgebra.

Concluimos la sección presentando dos teoremas de estructu-
ra para JB∗-triples reales y complejos, aśı como otra forma de ver
el álgebra de los octoniones reales de división. Dichos resultados
nos serán de utilidad en caṕıtulos posteriores.

El primer teorema de estructura, conocido con el nombre de
Teorema de Gelfand-Naimark para JB∗-triples, es debido a Y.
Friedman y B. Russo [29] y reza como sigue:

Teorema 1.4.3 Todo JB*-triple se puede embeber isométrica-
mente en una `∞-suma de alguna colección de factores de
Cartan.

Nuestro segundo teorema de tipo Gelfand-Naimark puede ser
encontrado en [62, Teorema 4.3.10]:
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Teorema 1.4.4 Todo JB*-triple real se puede embeber, de for-
ma isométrica, en una `∞-suma de factores de Cartan reales y
realificaciones de factores de Cartan complejos.

Nota 1.4.5 Los octoniones reales de división pueden ser vistos
como la expansión R-lineal de la base {1, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7},
con las siguientes reglas de multiplicación [21, Chapter 9]:

1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6

e2 e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5

e3 e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4

e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3

e5 e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2

e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1

e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Dicha base puede ser vista, en la forma matricial de Zorn,
como

1 =

(
1 0
0 1

)
e1 =

(
i 0
0 i

)
e2 =

(
0 f1

−f1 0

)
e3 =

(
0 if1

if1 0

)
e4 =

(
0 f2

−f2 0

)
e5 =

(
0 if2

if2 0

)
e6 =

(
0 −f3

f3 0

)
e7 =

(
0 if3

if3 0

)
y {f1, f2, f3} es la base canónica de C3.

Recordemos que el álgebra real de los cuaternios, H, puede ser
descrita como el álgebra real generada por el conjunto {1, i, j, k}
sometido a las siguientes reglas de multiplicación:
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i2 = j2 = k2 = −1

ij = −ji = k

jk = −kj = i

ki = −ik = j

Estas reglas de multiplicación se resumen en −1 = i2 = j2 =
k2 = ijk. También existe una conjugación sobre H dada por

λ11 + λ2i + λ3j + λ4k = λ11− λ2i− λ3j − λ4k.

De este modo H se convierte en un álgebra real asociativa
de división provista de una involución, que contiene a R y a C
como subalgebras, de manera natural [21, Chapter 7].



Capı́tulo 2
Tripotentes minimales y parrillas

Este caṕıtulo está dedicado a profundizar en el conocimiento
de los factores de Cartan reales y complejos. Una vez contras-
tada la abundancia de tripotentes minimales en dichos factores,
procedemos a describir totalmente los tripotentes minimales en
cada uno de los factores de Cartan reales o complejo no ex-
cepcionales. En una segunda etapa, mostramos que es posible
seleccionar familias especiales de tripotentes, en su mayoŕıa mi-
nimales y conocidas con el nombre de parrillas, que nos permiten
generar todos los factores de Cartan complejos y los factores de
Cartan reales reducidos a excepción de IC

n, IIH
2p y VIO, los cuales

son JB-álgebras. Esta generación por parrillas de ciertos facto-
res de Cartan reales nos será de utilidad a la hora de obtener
un Teorema de tipo Banach-Stone para JB∗-triples reales, que
será abordado en el próximo caṕıtulo.

Un JB∗-triple real o complejo, E, que además es un espacio
de Banach dual se dice que es un JBW∗-triple real o complejo.
Es conocido que el predual de E es único y lo notaremos por E∗
(ver [9] para el caso complejo y [53] para el caso real). También

29
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se conoce que el producto triple de E es separadamente débil-∗

continuo [53].

S. Dineen probó en 1986, [18], que el bidual de un JB∗-triple
es un JBW∗-triple y de los resultados de [37] se sigue que esta
propiedad es cierta para JB∗-triples reales.

En [64, Proposition 2.2] (comparar con [62, Proposición 4.1.5])
se demuestra que en el caso de JBW∗-triples reales o complejos,
un tripotente es minimal si y solo si es minimal para la relación
de orden. También se conoce que el conjunto de dichos tripo-
tentes está en correspondencia biyectiva con el conjunto de los
puntos extremos de la bola unidad del predual ([64, Corollary
2.1] y [27, Proposition 4]). Este hecho demuestra (gracias a los
teoremas de Banach-Alaoglu y Krein-Milman) la abundancia de
tripotentes minimales en el caso de los biduales de JB∗-triples
reales o complejos.

Sea E un JBW∗-triple real o complejo y notemos por A a
la envolvente lineal débil-∗ cerrada de los tripotentes minimales.
Entonces A es un ideal de E y

E = A⊕`∞ N

donde N es otro ideal de E ortogonal a A que no contiene tri-
potentes minimales. Además

A = ⊕`∞Cα,

donde Cα son factores de Cartan en el caso de que E sea com-
plejo y factores de Cartan reales o realificaciones de factores de
Cartan complejos en el caso de que E sea real. Estos resultados se
conocen en la literatura como teoremas de Descomposición
Atómica (ver [27, Theorem 2] y [64, Theorem 3.6])

Es un hecho bien conocido que los factores de Cartan comple-
jos son JBW∗-triples (BL(H, K) es un espacio de Banach dual y
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las isometŕıas sobreyectivas entre JBW∗-triples son débil-∗ conti-
nuas [9]). Ya que los factores de Cartan reales son formas reales
de los factores de Cartan complejos, podemos afirmar que tam-
bién son JBW∗-triples reales.

Todos los factores de Cartan reales y complejos contienen
tripotentes minimales. Más aún, gracias a los teoremas de Des-
composición Atómica y al hecho de que los factores de Cartan
reales y complejos son factores, es decir, {0} y el total son sus
únicos ideales débil-∗ cerrados [35]; podemos enunciar la siguien-
te proposición:

Proposición 2.0.1 Todo factor de Cartan real o complejo
coincide con el cierre en la topoloǵıa débil-∗ de la envolvente
lineal (real) de sus tripotentes minimales. 2

2.1. Determinación de tripotentes

minimales en factores de Cartan

complejos y reales

La Proposición 2.0.1 invita a determinar expĺıcitamente el
conjunto de tripotentes minimales en todo factor de Cartan real
o complejo. La información que se obtenga de dichos tripoten-
tes nos permitirá un conocimiento profundo de cada uno de los
factores. En esta sección determinamos el conjunto de tripoten-
tes minimales en los factores de Cartan reales o complejos no
excepcionales. Ello nos va a permitir, entre otras cosas, estudiar
de una forma cómoda el rango de cada uno de ellos y detectar
aquellos factores de Cartan reales que son reducidos.
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2.1.1. Factores de Cartan In,m, IR
n,m y IH

2p,2q

En virtud de la clasificación dada en la Sección 1.4, cada
uno de los anteriores factores responde al prototipo siguiente:
E = BL(X, Y ), donde X e Y son espacios de Hilbert sobre K,
con producto escalar 〈 , 〉 y donde K es R, C o el álgebra de los
cuaternios H.

Sean e ∈ Y , f ∈ X dos vectores. Es bien conocido que el
operador T = e ⊗ f definido por Tx = (e ⊗ f)x = 〈x , f 〉e
pertenece a BL(X,Y ). Claramente, T es un elemento tripotente
en E si y solo si ‖f‖‖e‖ = 1, en cuyo caso, además es minimal.
En efecto, si S ∈ E1(T ), entonces

S = {T, S, T} = TS∗T = (e⊗ f)S∗(e⊗ f) =

(e⊗ f)(S∗e⊗ f) = 〈S∗e , f 〉(e⊗ f) = 〈 e , Sf 〉(e⊗ f).

De la igualdad anterior se sigue que Sf = 〈 e , Sf 〉〈 f , f 〉e y
por consiguiente 〈Sf , e 〉 = 〈 e , Sf 〉〈 f , f 〉〈 e , e 〉 = 〈 e , Sf 〉.
Lo que nos dice que 〈 e , Sf 〉 es un número real.

Acabamos de probar que

{e⊗ f : f ∈ X, e ∈ Y, ‖f‖‖e‖ = 1} ⊆ MinTrip(E).

Veamos la inclusión contraria. Sea S ∈ MinTrip(E) y sea
x ∈ Im(S) ⊆ Y tal que ‖x‖ = 1. Definamos g = S∗x en X.
Como x está en la imagen de S, existirá un elemento x̃ en X tal
que x = Sx̃. Por tanto Sg = SS∗x = SS∗Sx̃ = Sx̃ = x. Además
‖g‖2 = 〈S∗x , g 〉 = 〈x , Sg 〉 = 〈x , x 〉 = 1. Tomemos T = x⊗g
que, según hemos visto, es un tripotente minimal. Ya que

Q(S)T = {S, T, S} = ST ∗S = S(g ⊗ x)S = S(g ⊗ S∗x) =

= Sg ⊗ g = x⊗ g = T y
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Q(T )S = {T, S, T} = TS∗T = (x⊗g)S∗(x⊗g) = (x⊗Sg)(x⊗g) =

= (x⊗ x)(x⊗ g) = x⊗ g = T,

se sigue, en virtud de lo visto en la Sección 1.1, que T ≤ S.
Finalmente, dado que, como hemos comentado en el principio
del caṕıtulo, un tripotente en un JBW∗-triple real o complejo es
minimal si y solo si es minimal para la relación de orden, se tiene
que S = T .

Hemos probado pues:

MinTrip(E) = {e⊗ f : f ∈ X, e ∈ Y, ‖f‖‖e‖ = 1}.

Estudiemos ahora la relación de ortogonalidad entre tripo-
tentes minimales. Sean T = e ⊗ f , S = g ⊗ h dos tripotentes
minimales ortogonales. En primer lugar observamos que no es
restrictivo suponer que e, f, g y h son vectores de norma uno. Ya
que S ∈ E0(T ), se tiene que:

0 = R = {T, T, S} =
1

2
(TT ∗S + ST ∗T ) =

1

2
(‖f‖2e⊗e g⊗h+‖e‖2g⊗h f⊗f) =

1

2
(〈 g , e 〉e⊗h+〈 f , h 〉g⊗f)

y por tanto

0 = 2Rf = 〈 f , h 〉〈 g , e 〉e + 〈 f , h 〉g

y
0 = 2Rh = 〈 g , e 〉e + 〈h , f 〉〈 f , h 〉g.

de donde se deduce que 〈 e , g 〉 = 〈 f , h 〉 = 0. Rećıprocamente,
si 〈 e , g 〉 = 〈 f , h 〉 = 0 es claro que T ⊥ S. Hemos probado
pues la siguiente caracterización:

e⊗ f ⊥ g ⊗ h ⇔ 〈 e , g 〉 = 〈 f , h 〉 = 0,

la cual permite obtener fácilmente la siguiente proposición.
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Proposición 2.1.1 Dados dos tripotentes minimales y ortogo-
nales en IH

2p,2q con p, q ≥ 2 (respectivamente en In,m o IR
n,m con

n, m ≥ 2), podemos encontrar un tercer tripotente minimal que
no es ortogonal a ninguno de los dos.

Demostración.- Sean e⊗ f y g⊗h dos tripotentes minimales
ortogonales. Claramente e

‖e‖⊗
h
‖h‖ es otro tripotente minimal que

no es ortogonal a ninguno de los anteriores. 2

2.1.2. Factores de Cartan IIIn y IIIR
n

En virtud de la clasificación dada en la Sección1.4, cada uno
de los anteriores factores corresponde al prototipo
E = {T ∈ BL(X) : jT ∗j = T}, donde X es un espacio de
Hilbert sobre K (C o R) y j es una conjugación en X si K = C,
o j = IdX si K = R.

Tomemos un elemento e ∈ X norma 1 y definamos el ope-
rador j(e)⊗ e. Es fácil comprobar que dicho operador es un tri-
potente en E, y argumentando como en el apartado anterior, se
tiene que es minimal. Veamos ahora que todo tripotente minimal
es de la forma ±j(e)⊗ e.

Sean S ∈ MinTrip(E) y x ∈ Im(S) tal que ‖x‖ = 1. Defi-
namos g = S∗x. Como x está en la imagen de S, se tiene que
x = Sx̃ y por tanto Sg = SS∗x = SS∗Sx̃ = Sx̃ = x. Además g
es de norma uno y Sj(x) = j(S∗x) = j(g). Podemos encontrarnos
ante dos casos:

1. Si x 6= −j(g) consideramos e = g+j(x)
‖g+j(x))‖ y el tripotente

T = j(e) ⊗ e ∈ E. Ya que Q(S)T = T y Q(T )S) = T , se
tiene que T ≤ S lo que implica que T = S.

2. Si x = −j(g) consideramos e = x, T = j(e)⊗e y razonando
igual que en el caso anterior, se tiene que T = S.
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Podemos, por tanto, asegurar que el conjunto de los tripo-
tentes minimales de E es

MinTrip(E) = {±j(e)⊗ e : e ∈ X, ‖e‖ = 1}.

2.1.3. Factores de Cartan IIn y IIR
n

Siguiendo la misma notación del caso anterior, estos factores
son de la forma E = {T ∈ BL(X) : jT ∗j = −T}.

Sean e, f ∈ X dos vectores ortogonales de norma 1. El ope-
rador T = j(f)⊗e− j(e)⊗f es un tripotente minimal en E y nos
proponemos probar que todo tripotente minimal responde a esta
expresión. En efecto: Sea S ∈ MinTrip(E) y sea x ∈ Im(S) tal
que ‖x‖ = 1. Si definimos g = S∗x y argumentamos como en el
apartado anterior se tiene que Sg = x, ‖g‖ = 1 y Sj(x) = −j(g).

Veamos que x es ortogonal a j(g) y en consecuencia j(x)
lo es a g. Supongamos que no fueran ortogonales, en ese caso
podemos definir el vector h = j(x) − 〈 j(x) , g 〉g que es clara-
mente ortogonal a g. Ahora, por una parte se tiene que Sh =
Sj(x)−〈 j(x) , g 〉Sg = −j(g)−〈 j(g) , x 〉x y por tanto 〈Sh , x 〉 =
−2〈 j(g) , x 〉; mientras que por otra parte 〈Sh , x 〉 = 〈h , S∗x 〉 =
〈h , g 〉 = 0, lo cual es una contradicción.

Por consiguiente, si consideramos e := g, f := j(x), tenemos
que T = j(f) ⊗ e − j(e) ⊗ f es un tripotente minimal. Una vez
más es fácil comprobar que T ≤ S, lo que lleva a afirmar que
T = S, y el conjunto de los tripotentes minimales coincide con{

j(f)⊗ e− j(e)⊗ f : e, f ∈ X, ‖f‖ = ‖e‖ = 1, 〈 e , f 〉 = 0
}

.

2.1.4. Factor de Cartan IVr,s
n

Como hemos visto en la Sección 1.4, el factor spin real es la
`1-suma E = X1 ⊕`1 X2 de dos subespacios cerrados X1, X2 de
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un espacio de Hilbert real X de dimensiones r y s, con X2 = X⊥
1 .

En este caso, es fácil comprobar que el conjunto de tripotentes
es

Tri(E) = {x ∈ X1 : ‖x‖ = 1} ∪ {y ∈ X2 : ‖y‖ = 1}∪

∪{x + y

2
: x ∈ X1, y ∈ X2, ‖x‖ = 1 = ‖y‖}.

Veamos cuales de estos tripotentes y bajo que condiciones
son minimales:

(a) Sea e ∈ {x ∈ X1 : ‖x‖ = 1} y sea f = y1 +y2 perteneciente
al espacio E1(e), donde y1 ∈ X1, y2 ∈ X2. Entonces f =
{e, f, e} = 2〈 e , f 〉e−〈 e , e 〉f = 2〈 e , f 〉e−f de donde se
deduce que y1 = 〈 e , f 〉e y por tanto E1(e) = Re ⊕`1 X2.
Por consiguiente e es minimal si y solo si el espacio X2 es
trivial. En cualquier caso e es un tripotente unitario.

(b) Análogamente, si e ∈ {y ∈ X2 : ‖y‖ = 1}, entonces
E1(e) = X1 ⊕`1 Ry y e es minimal si y solo si X1 = {0},
siendo en ese caso, además, unitario.

(c) Sea e ∈ {x+y
2

: x ∈ X1, y ∈ X2, ‖x‖ = 1 = ‖y‖} y sea
f ∈ E1(e). En este caso, ya que 〈 e , e 〉 = 0, se tienen que
f = 2〈 e , f 〉e y por tanto E1(e) = Re.

Resumiendo, si X2 = {0} ó X1 = {0}

MinTrip(E) = {x ∈ E : ‖x‖ = 1}

y para cada x ∈ E con ‖x‖ = 1 se tiene que E2(x) = E. En otro
caso

MinTrip(E) = {x + y

2
: x ∈ X1, y ∈ X2, ‖x‖ = 1 = ‖y‖}.
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Si e = x+y
2

es uno de los anteriores tripotentes, un cálculo directo
prueba que

E2(e) = Re , E0(e) = Rē , y E1(e) = {x}⊥ ∩ {y}⊥.

Si e y f son tripotentes ortogonales no cero, según acabamos
de ver, f ∈ E0(e) = Rē y por tanto f = ±ē. De donde se sigue
que un conjunto de tripotentes, no nulos, mutuamente ortogo-
nales tiene cardinal dos. Además, si (e, g, f) es un trángulo en
E es fácil comprobar que e es un tripotente minimal, f = ±ē y
g ∈ E1(e) ∩ E1(f) es un tripotente unitario en E satisfaciendo
ḡ = ∓g.

Nuestra próxima proposición recoge estos últimos hechos y
para su mejor comprensión conviene introducir el concepto de
rango de un JB∗-triple real o complejo.

Definición 2.1.2 Sea U un JB∗-triple real o complejo. Se define
el rango de U , y lo notamos por r(U), como el menor número
cardinal r satisfaciendo Card(S) ≤ r, para todo S subconjunto
de U , tal que 0 /∈ S y x ⊥ y si x 6= y en S.

Si se tiene en cuenta que el producto triple en todo factor de
Cartan real o complejo es separadamente débil-∗ continuo y la
Proposición 2.0.1, entonces el rango de un factor de Cartan real
o complejo no es otra cosa que el cardinal del mayor subconjunto
de tripotentes no nulos, ortogonales dos a dos.

Proposición 2.1.3 El factor de Cartan IVr,s
n tiene rango uno

si r o s es cero y rango dos si r y s son mayores o iguales que
uno.
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2.1.5. Factor de Cartan IVn

Sea E un factor spin complejo. El espacio de Hilbert, H,
lo podemos descomponer como suma directa de los subespacios
reales X1 y X2, donde X1 = {x ∈ H : x = x}, X2 = {x ∈ H :
x = −x}. Claramente X2 = iX1 y el conjunto de los tripotentes
viene dado por:

Tri(E) = {µx : x ∈ X1, ‖x‖ = 1, µ ∈ C, |µ| = 1}∪

∪{x + iy

2
: x, y ∈ X1, ‖x‖ = 1 = ‖y‖, 〈x , y 〉 = 0}.

Nos proponemos detectar quienes son los tripotentes mini-
males.

Sea e ∈ {µx : x ∈ X1, ‖x‖ = 1, µ ∈ C, |µ| = 1}. Dado que

{e, e, z} = 〈 e , e 〉z + 〈 z , e 〉e− 〈 e , z̄ 〉ē

= z + 〈 z , µx 〉µx− 〈 z , µ̄x 〉µ̄x = z,

es claro que e es un tripotente unitario y por tanto no
puede ser minimal.

Si e ∈ {x+iy
2

: x, y ∈ X1, ‖x‖ = 1 = ‖y‖, 〈x , y 〉 = 0} y
z ∈ E1(e), entonces

z = {e, z, e} = 2〈 e , z 〉e− 〈 e , e 〉z = 2〈 e , z 〉e,

es decir, z es un múltiplo complejo de e. Pero como 〈 z , e 〉 =
2〈 e , z 〉〈 e , e 〉 = 〈 e , z 〉 se tiene que z es un múltiplo real
de e.

Hemos probado pues que el conjunto de los tripotentes mini-
males de E es:

MinTrip(E) = {x + iy

2
: x, y ∈ X1, ‖x‖ = 1 = ‖y‖, 〈x , y 〉 = 0}.
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Si e = x+iy
2

es un tripotente minimal, es fácil computar que
E0(e) = C e y E1(e) = {x}⊥ ∩ {y}⊥. Además, si (e, g, f) es un
trángulo en E se tiene que e es un tripotente minimal, f = −µ2ē
y g = µz ∈ E1(e) ∩E1(f) es un tripotente unitario en E, donde
|µ| = 1 = ‖z‖ y z = z̄.

Nota 2.1.4 Sea E un factor spin. Si e es un tripotente de la
forma e = µx, con x ∈ X1, entonces el espacio E1(e) coinci-
de con µE1(x). Por otra parte si z = α + iβ ∈ E1(x), donde
α, β ∈ X1, se deduce que α = 〈x , z 〉x y por tanto 〈x , z 〉 =
〈 〈x , z 〉x , x 〉 = 〈α , x 〉 ∈ R y 〈x , β 〉 ha de ser cero. Hemos
probado pues que

E1(e) = Re⊕ i{e}⊥µX1
.

Claramente, este último subtriple puede ser identificado con el
factor spin real IV1,n−1

n y por tanto dicho factor puede ser visto
como una JB-álgebra.

Argumentando como en el caso del factor spin real, podemos
enunciar la siguiente proposición:

Proposición 2.1.5 El factor de Cartan IVn tiene rango dos.

2.1.6. Factores de Cartan IIH
2p y IC

n

Según ya conocemos los factores de Cartan tipo IC
n y IIH

2p

coinciden con E = {T ∈ BL(Z) : T ∗ = T}, donde Z es un
espacio de Hilbert sobre el cuerpo de los números complejos de
dimensión n para el caso del factor IC

n y sobre el cuerpo de los
cuaternios de dimensión p para el factor IIH

2p.

Siguiendo el mismo tipo de argumentación que el apartado
2.1.1, se tiene que

MinTrip(E) = {±e⊗ e : e ∈ Z, ‖e‖ = 1}.
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2.1.7. Factor de Cartan IIIH
2p

Siguiendo la notación del caso anterior, el factor de Cartan
tipo IIIH

2p es E = {T ∈ BL(P ) : T ∗ = −T}.
Sea e un elemento de norma uno en P y sea {1, i, j, k} la base

canónica de H. Es fácil de comprobar que el operador T = (je)⊗e
es un tripotente en E. Afirmamos que el anterior tripotente es
además minimal. En efecto:

Sea S ∈ E1(T ). Entonces

S = {T, S, T} = −TST = −( je⊗ e) (S(je)⊗ e) =

= −〈S(je) , e 〉H (je)⊗ e.

De la igualdad anterior se sigue que Se = −〈S(je) , e 〉H je y por
consiguiente 〈Se , je 〉H = −〈S(je) , e 〉H = 〈 je , Se 〉H , lo que
nos dice que T es minimal.

Sea ahora S un tripotente minimal en E. Razonando como
en el apartado 2.1.1, existen x ∈ Im(S), g ∈ P , ambos de nor-
ma uno, satisfaciendo g = S∗x y Sg = x. Ahora, si x = jg y
tomamos T = −jx⊗ x , se tiene que Q(S)T = T = Q(T )S y en
consecuencia T = S. Si x 6= jg, tomando e = x−jg

‖x−jg‖ y T = je⊗e,
se deduce, al igual que anteriormente, que T = S.

En conclusión podemos afirmar que

MinTrip(E) = {±je⊗ e : e ∈ P, ‖e‖ = 1 }.

Veamos ahora cuales son las condiciones de ortogonalidad
entre dos tripotentes minimales cualesquiera. Sean T , S dos tri-
potentes minimales ortogonales en E. No es restrictivo suponer
que T = je⊗ e y S = jf ⊗ f . La condición de ortogonalidad nos
lleva a:

0 = R = {T, T, S} =
1

2
(TT ∗S + ST ∗T ) = −1

2
(TTS + STT ) =
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= −1

2
(jf ⊗ f 〈 je , e 〉Hje⊗ e + 〈 je , e 〉Hje⊗ e jf ⊗ f) =

1

2
(jf⊗f e⊗e+e⊗e jf⊗f) =

1

2
(〈 e , f 〉Hjf⊗e+〈 jf , e 〉He⊗f).

De donde se deduce que

0 = 2Rf = 〈 f , e 〉H〈 e , f 〉Hjf + 〈 jf , e 〉He

y
0 = 2Re = 〈 e , f 〉Hjf + 〈 e , f 〉H〈 jf , e 〉He

lo que fuerza que 〈 e , f 〉H = 0. El rećıproco también es cierto,
por lo que podemos enunciar que

T ⊥ S ⇔ 〈 e , f 〉 = 0.

Supongamos que la dimensión del espacio de Hilbert P es
mayor o igual que dos (p ≥ 2). Dados T = je⊗ e y S = jf ⊗ f
dos tripotentes minimales ortogonales, es claro que, tomando
z = e+f√

2
, el tripotente minimal R = jz⊗z no es ortogonal a T ni

a S. Por consiguiente podemos enunciar la siguiente proposición:

Proposición 2.1.6 Dados dos tripotentes minimales y ortogo-
nales en IIIH

2p con p ≥ 2, podemos encontrar un tercer tripotente
minimal que no es ortogonal a ninguno de ellos. 2

O. Loos tiene estudiado en detalle los factores de Cartan rea-
les excepcionales (ver [50]). En particular, tiene probado que el
único factor de Cartan real excepcional no reducido y de rango
uno es VO. Por otra parte teniendo en cuenta la descripción de
los tripotentes minimales en los factores de Cartan no excepcio-
nales y la Proposición 2.0.1, la siguiente proposición es de fácil
demostración (comparar con [44, Table 1 y Proposition 5.4]).
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Proposición 2.1.7 Los factores de Cartan reales no reducidos
son los siguientes

IH
2p,2q, IVn,0

n , IIIH
2p y VO.

Los factores de Cartan reales y complejos de rango uno son

I1,m, IR
1,m, IH

2,2q, IVn,0
n , y VO.

2

2.2. Parrillas complejas y reales

La descripción de los tripotentes minimales para factores de
Cartan reales o complejos no excepcionales, que hemos obtenido
en la sección anterior, nos va a permitir seleccionar familias es-
peciales de tripotentes, en su mayoŕıa minimales, que se conocen
con el nombre de parrillas. T. Dang y Y. Friedman [15] proba-
ron que los factores de Cartan complejos de rango mayor que
uno, están generados por la expansión débil-∗ de determinadas
parrillas construidas por tripotentes que forman cuadrángulos o
trángulos, de forma que el producto triple puede ser recupera-
do a partir de las correspondientes parrillas. Nuestra descripción
nos permite reencontrar este resultado. Esta forma de generar los
factores de Cartan complejos de rango mayor que uno se tras-
lada, en esta memoria, al caso de los factores de Cartan reales
reducidos de rango mayor que uno (a excepción de los factores
IC
n, IIH

2p, VIO); resultado que constituye una de las herramientas
básicas a la hora de probar que las isometŕıas lineales sobreyec-
tivas entre factores de Cartan reducidos, conservan el producto
triple (ver Proposición 3.2.10).

Desde el punto de vista puramente algebraico la considera-
ción de parrillas en sistemas triples de Jordan aparece impĺıci-
tamente en el libro de O. Loos [50], con objeto de obtener una
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clasificación de ciertos sistemas triples de Jordan finito dimen-
sionales. Las parrillas aparecen de forma expĺıcita en el trabajo
de K. McCrimmon y K. Meyberg [55], donde se desarrolla una
teoŕıa de estructura para sistemas triples de Jordan finito dimen-
sionales análoga a los clásicos teoremas de coordinatización de
Jacobson en el ambiente de álgebras de Jordan. El lector intere-
sado en profundizar en la teoŕıa de parrillas y su utilización en
sistemas triples de Jordan puede acudir a la monograf́ıa de E.
Neher [59].

En lo que sigue denotaremos por I y J a dos conjuntos de
indices arbitrarios y V un sistema triple de Jordan real o com-
plejo.

Definición 2.2.1 Una familia de tripotentes minimales
{uij}i∈I,j∈J en V , se dice que es una parrilla rectangular si
satisfacen las siguientes propiedades:

(i) uij, ukl son colineales si comparten un ı́ndice fila (i = k) o
un ı́ndice columna (j = l) y son ortogonales en cualquier
otro caso.

(ii) (uij, uil, ukl, ukj) i 6= k, j 6= l forma un cuadrángulo.

(iii) Los productos triples de elementos de la familia que no
correspondan a los que intŕınsecamente aparecen en (i) y
(ii) se anulan. Es decir, todos los productos triples entre
elementos de la familia se anulan salvo los de la forma
{x, y, z}, donde (x, y, z) formen un pre-cuadrángulo, y los
del tipo {x, x, y}.

Sean X, Y dos espacios de Hilbert complejos o reales de di-
mensiones n = Card(I) y m = Card(J) y {ei}i∈I , {fj}j∈J dos
bases ortonormales, respectivamente. Tal y como hemos visto en
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el apartado 2.1.1 es fácil ver que la familia {uij = fj ⊗ ei}i∈I, j∈J

es una parrilla rectangular en BL(X, Y ). El desarrollo de Fou-
rier junto a la Proposición 2.0.1 permiten enunciar el siguiente
resultado:

Proposición 2.2.2 Todo factor de Cartan complejo de tipo In,m

y todo factor de Cartan real de tipo IR
n,m tiene una parrilla rectan-

gular formada por tripotentes minimales cuya envolvente lineal
es débil-∗ densa. 2

Definición 2.2.3 Una familia de tripotentes minimales
{uij : i, j ∈ I} en V se dice que es una parrilla simpléctica
si satisfacen las siguientes propiedades:

(i) uij = −uji para todo i, j ∈ I.

(ii) uij y ukl son colineales si comparten algún ı́ndice y son
ortogonales en otro caso.

(iii) (uij, uil, ukl, ukj) forman un cuadrángulo para i, j, k, l dis-
tintos dos a dos.

(iv) Todos los productos triples entre elementos de la familia
se anulan salvo los de la forma {x, y, z}, donde (x, y, z)
formen un pre-cuadrángulo, y los del tipo {x, x, y}.

Sea X un espacio de Hilbert real o complejo y {ei}i∈I una base
ortonormal. Entonces {uij}i,j∈I es una parrilla simpléctica en los
factores de Cartan IIn y IIR

n, siendo uij = j(ej)⊗ ei − j(ei)⊗ ej

y n = Card(I).

Argumentando como en la proposición anterior obtenemos la
siguiente.
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Proposición 2.2.4 Todo factor de Cartan complejo de tipo IIn
y todo factor de Cartan real de tipo IIR

n es el cierre débil-∗ de la
expansión lineal de una parrilla simpléctica. 2

Definición 2.2.5 Una familia de tripotentes minimales {ui, ũi}i∈I

y posiblemente un tripotente u0 en V , satisfaciendo:

(i) (ui, u0, ũi), es un trángulo para todo i ∈ I;

(ii) (ui, uj, ũi,−ũj) forman un cuadrángulo para i 6= j;

(iii) V = V2(ui + ũi) para todo i ∈ I.

se conoce con el nombre de parrilla spin.

Sea E un factor spin complejo. Según ya conocemos, el espa-
cio de Hilbert, H, parámetro de E, lo podemos descomponer en
suma directa X1 ⊕ iX1 donde X1 es un espacio de Hilbert real
formado por los elementos simétricos para una conjugación, −,
en H. Sea {e0, ej, fj}j∈I una base ortonormal de X1, donde e0 de-

saparece si la dimensión de X1 es par o infinita. Sea uj =
ej+ifj

2
,

ũj = −ūj y u0 = e0, si ha lugar. Según lo expuesto en el apartado
2.1.5, es fácil ver que la familia {ui, ũi}i∈I y posiblemente u0, es
una parrilla spin para E.

De nuevo podemos enunciar la siguiente proposición:

Proposición 2.2.6 Todo factor de Cartan complejo de tipo IVn

es el cierre débil-∗ de la expansión lineal de una parrilla spin. 2

Definición 2.2.7 Supongamos que existe un conjunto de ı́ndices
J1 tal que I = J∪J1. Una familia de tripotentes en V , {ui, ũi, uj :
i ∈ J, j ∈ J1}, tal que ui, ũi son tripotentes minimales para todo
i ∈ J , se dice que es una parrilla spin real si verifica:
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(i) (ui, uj, ũi), es un trángulo para cada i ∈ J , j ∈ J1

(ii) Q(uj)uk = −uk para cada j, k ∈ J1;

(iii) (ui, ul, ũi,−ũl) son cuadrángulos para i 6= l, i, l ∈ J ;

(iv) V = V2(ui + ũi) = V2(uj) para cada i ∈ J y j ∈ J1;

(v) Los productos triples entre elementos de la familia se anu-
lan salvo los correspondientes a los descritos en (i), (ii) y
(iii).

Sea E = IVr,s
n = X1⊕`1 X2 un factor spin real y supongamos

que r ≥ s. Sean {ei}i∈I y {fj}j∈J dos bases ortonormales de X1

y X2 respectivamente. Por hipótesis, existe un conjunto J1, tal
que I = J ∪ J1. Definimos ui = 2−1(ei + fi), ũi = −ūi siempre
y cuando i ∈ J , mientras que uj = ej para todo j ∈ I/J .
En virtud del apartado 2.1.4, es inmediato comprobar que el
conjunto {ui, ũi, uj : i ∈ J, j ∈ J1} es una parrilla spin real para
E. En consonancia con los casos anteriores podemos enunciar:

Proposición 2.2.8 Todo factor de Cartan real de tipo IVr,s
n es

el cierre débil−∗ de la expansión lineal de una parrilla spin real.2

Definición 2.2.9 Una familia de tripotentes, {uij : i, j ∈ I},
en V es una parrilla hermitiana si verifica:

(i) Para cada i, j, k, l en I, se tiene

uij = uji;

uij ⊥ ukl si {i, j} ∩ {k, l} = ∅;

uii a uij>ujk si i, j, k son diferentes.
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(ii) Para arbitrarios i, j, k, l, los triples productos implicando al
menos dos elementos diferentes satisfacen

{uij, ujk, ukl} =
1

2
uil para i 6= l

{uij, ujk, uki} = uii

(iii) Todo producto triple de elementos de la familia que no pue-
de ser expresado de la forma {uij, ujk, ukl} se anula.

Sea X un espacio de Hilbert sobre K = C o R y sea j una
conjugación en X si K = C, o j = IdX si K = R. Sea {ei}i∈I

una base ortonormal de X. Si definimos uii = j(ei) ⊗ ei, uij =
j(ei) ⊗ ej + j(ej) ⊗ ei si i 6= j, es fácil ver, mediante un calculo
directo aunque quizás tedioso, que la familia {uij, i, j ∈ I} es
una parrilla hermitiana en los factores de Cartan de tipo IIIn o
de tipo IIIR

n.

Proposición 2.2.10 Todo factor de Cartan complejo de tipo
IIIn y todo factor de Cartan de tipo IIIR

n es el cierre débil−∗
de la expansión lineal de una parrilla hermitiana. 2

Hasta ahora el conocimiento expĺıcito de los tripotentes mini-
males en los factores de Cartan reales reducidos no excepcionales
nos ha permitido detectar las parrillas apropiadas para nuestros
objetivos. Ahora nos proponemos probar la existencia de parri-
llas, construidas a partir de tripotentes minimales que forman
cuadrángulos, en los factores de Cartan reales VO0 y VIO0 . Tales
parrillas tendrán la virtud de generar dichos factores de Cartan,
permitiendo a su vez recuperar su producto triple. La principal
herramienta para demostrar la existencia de dichas parrillas pasa
por establecer, en el ambiente de JB∗-triples reales, el resultado
de T. Dang y Y. Friedman, que ellos titulan con el nombre de
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“Triple System Analyzer” [15, Proposition 2.1]. En una primera
etapa nos dedicamos a este fin.

Y. Friedman y B. Russo [27, Lemma 2.1] tienen probado que
si v es un tripotente minimal en un JB∗-triple complejo, E , y
e es un tripotente en E1(v), entonces v pertenece a la unión de
E2(e) y E1(e) . La prueba dada por dichos autores no puede ser
literalmente adaptada al caso de JB∗-triples reales. No obstante,
algunas de sus ideas son aprovechadas por nosotros para exten-
der este resultado al caso de JB∗-triples reales sin distinción. El
siguiente particular resultado, constituye un lema técnico que
será útil para nuestro objetivo.

Lema 2.2.11 Sean E un factor de Cartan real o complejo, v
un tripotente minimal en E y e un tripotente no cero en E1(v).
Entonces v pertenece a E2(e) ∪ E1(e).

Demostración.- Supongamos que E es un factor de Cartan real o
complejo no excepcional y que no es un spin real o complejo. En
este caso el producto triple de elementos de E viene dado por la
expresión {R,S, T} = 1

2
(RS∗T + TS∗R) para cada R,S, T ∈ E.

Las hipótesis de partida proporcionan dos igualdades básicas que
serán aplicadas en lo sucesivo sin mención:

L(v, v)e =
e

2
o equivalentemente e = vv∗e + ev∗v

Q(v)e = 0 o equivalentemente ve∗v = 0.

Nos proponemos probar que {e, e, v} = 1
2
(ee∗v + ve∗e) coin-

cide con v ó 1
2
v.

En primer lugar veremos que tanto ee∗v como ve∗e son tri-
potentes. En efecto:

{ee∗v, ee∗v, ee∗v} = ee∗v(v∗ee∗)ee∗v = ee∗(vv∗e)e∗v =
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= ee∗(e− ev∗v)e∗v = ee∗v − ee∗ev∗(ve∗v) = ee∗v.

Razonando análogamente se tiene {ve∗e, ve∗e, ve∗e} = ve∗e.

Por otra parte las igualdades:

Q(v)(ee∗v) = (vv∗e)e∗v = (e−ev∗v)e∗v = ee∗v−ev∗(ve∗v) = ee∗v

Q(ee∗v)v = ee∗(vv∗e)e∗v = ee∗(e− ev∗v)e∗v =

= ee∗v − ev∗(ve∗v) = ee∗v,

prueban que ee∗v ≤ v. Un argumento análogo permite probar
que ve∗e ≤ v.

Dado que v es un tripotente minimal, y según ya conocemos
minimal para la relación de orden, se deduce que ee∗v y ve∗e
son cero o v. Si ambos tripotentes fuesen cero tendŕıamos que
{e, e, v} = 1

2
(ee∗v+ve∗e) = 0 y por tanto e ⊥ v; lo que contradice

la hipótesis. En otro caso {e, e, v} = v o {e, e, v} = 1
2
v. Lo que

concluye la prueba en este caso.

Supongamos que E = IVn entonces por lo expuesto en el
apartado 2.1.5, se sabe que v = 1

2
(x+iy) y E1(v) = {x}⊥∩{y}⊥.

Ahora como e es un tripotente en E se tiene que, bien es unitario,
en cuyo caso v ∈ E2(e), o bien es minimal. En este último caso
e = 1

2
(a+ ib), donde a, b ∈ X1 y 〈 a , b 〉 = 0 y es fácil comprobar

que v ∈ {a}⊥ ∩ {b}⊥ = E1(e).

Un razonamiento análogo al factor spin se puede realizar en
el caso del factor spin real de rango dos. Si E es el factor spin
real de rango uno no hay nada que demostrar ya E1(v) = {0}.

Sea E uno cualesquiera de los siguientes factores: V, VI,
VO0 , VIO0 o VIO y v, e en las hipótesis del lema. Según ya co-
nocemos (ver Sección 1.1) las correspondiente proyecciones de
Peirce asociadas a v y e conmutan. Además, por la Proposición
2.1.7, se tiene que E2(v) = Kv, donde K = C o R. Por consi-
guiente, siguiendo el argumento de [27, Lemma 2.1] se tiene que
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Pj(e)v = Pj(e)P2(v)v = P2(v)Pj(e)v = λjv, para j ∈ {0, 1, 2} y
λj ∈ K. Por consiguiente

0 = P2(e)P1(e)v = λ1P2(e)v = λ1λ2v,

de donde se obtiene que λ1λ2 = 0. Si λ1 = λ2 = 0, se tiene que
v ∈ E0(e), es decir v ⊥ e, lo que contradice el hecho de que e ∈
E1(v). Por tanto λ1 o λ2 debe ser distinto de cero. Sea j ∈ {1, 2}
tal que λj 6= 0. Ya que 0 = P0(e)Pj(e)v = λjP0(e)v = λjλ0v
implica que λ0 = 0, se tiene que v ∈ Ej(e), como queŕıamos
probar.

Finalmente, supongamos que E = VO. Por la Proposición
2.1.7, E es un factor de Cartan real de rango uno y por tanto, en
virtud de [50, Proposition 11.8], dados dos tripotentes minimales
u y ũ en E, existe siempre un automorfismo Φ : E → E, tal que
Φ(u) = ±ũ. Todo ello nos lleva a que es suficiente probar la
tesis del lema para un particular tripotente minimal en E. Por
tanto supongamos que v = (1, 0). Un cálculo directo muestra
que E1(v) = (0, a) y que para todo tripotente e ∈ E1(v) se tiene
que v ∈ E1(e). 2

Estamos ahora en condiciones de extender este Lema al caso
general de JB∗-triples reales y complejos.

Lema 2.2.12 Sea U un JB∗-triple real o complejo, v un tri-
potente minimal en U y e un tripotente en U1(v). Entonces
v ∈ U1(e) ∪ U2(e).

Demostración.- Como ya se comentó al principio de este caṕıtu-
lo, el bidual, U∗∗, es un JBW∗-triple real o complejo con producto
triple separadamente débil-∗ continuo, extendiendo al producto
triple en U . Además, dado un tripotente u ∈ U podemos asegu-
rar, via el Teorema de Goldstine, que

(U∗∗)j(u) = U j(u)
w∗

y (U∗∗)k(u) = Uk(u)
w∗

,



2.2. Parrillas complejas y reales 51

para cada j ∈ {0, 1,−1}, k ∈ {0, 1, 2}. Por consiguiente todo
tripotente minimal en U es a su vez minimal en U∗∗ y por tan-
to no es restrictivo considerar que U es un JBW∗-triple real o
complejo.

Por los teoremas de Descomposición Atómica para JB∗-triples
reales y complejos es claro que v está contenido en la parte atómi-
ca de U y por tanto en una `∞-suma de factores de Cartan reales
y realificaciones de factores de Cartan complejos o de factores de
Cartan complejos. La ortogonalidad de la suma unido a la mini-
malidad de v fuerzan que v ∈ Cα, para un único factor de Cartan
real o complejo, Cα. Ahora, si se tiene en cuenta las igualdades
U1(v) = (Cα)1(v), U1(e) = (Cα)1(e) y U2(e) = (Cα)2(e), es claro
que tampoco es restrictivo suponer que U es un factor de Car-
tan real o complejo. Por consiguiente el lema anterior permite
concluir la prueba. 2

El Lema 2.2.12, junto con las principales ideas de la demos-
tración dada por Dang y Friedman en el caso de JBW∗-triples,
nos van a permitir extender al ambiente de JB∗-triples reales o
complejos el resultado conocido como “Triple System Analyzer”,
al que anteriormente nos hemos referido.

Teorema 2.2.13 Sea U un JB*-triple real o complejo conte-
niendo un tripotente minimal v. Sea u un tripotente en U1(v).
Entonces se tiene que:

1. u es minimal en U si y solo si u y v son colineales.

2. u no es minimal en U si y solo si (v, u) forman un pre-
trángulo. En este caso ṽ = Q(u)v es un tripotente minimal.
Si además u no es minimal en U1(v), entonces existen dos
tripotentes minimales ortogonales en U , u1, ũ1, ambos con-
tenidos en U1(v), tales que u = u1+ũ1 y (u1, v, ũ1, ṽ) forma
un cuadrángulo.
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Demostración.- El Lema 2.2.12 nos da que v ∈ U2(u)∪U1(u).

Supongamos que v ∈ U2(u). En este caso el par (v, u) forma
un pre-trángulo. Como ya conocemos (ver si acaso Sección 1.1),
si tomamos ṽ = Q(u)v, la tripleta (v, u, ṽ) forma un trángulo y ṽ
es un tripotente minimal ya que Q(u) es un automorfismo (lineal
o conjugado lineal) de triples sobre U2(u). De la ortogonalidad
entre v y ṽ se tiene que v + ṽ es un tripotente que claramente
pertenece a U1(u). En consecuencia si u es minimal, tenemos que
u se puede expresar como suma de dos tripotentes ortogonales,
lo cual es una contradicción.

Hemos probado pues que si (v, u) forman un pre-trángulo
entonces u no puede ser minimal. También hemos probado que si
u es minimal entonces v ∈ U1(u) y por tanto u y v son colineales.

Supongamos ahora que u y v son colineales. Entonces el ope-
rador de Bergman B(v+u, v+u) de U en U es un automorfismo
que aplica v en u (ver [55, pag. 1501]) y por tanto u es minimal
en U .

Ahora es claro que si u no es minimal necesariamente (v, u)
forma un pre-trángulo y por tanto para finalizar, solo nos queda
comprobar los comentarios del segundo caso. La Nota 4.1.5 y los
comentarios que preceden al Teorema 4.2.4 nos permiten asegu-
rar que para cada tripotente minimal, e, en un JB∗-triple real
o complejo E, el subespacio de Peirce E1(e) es isomorfo como
espacio de Banach a un espacio de Hilbert, lo que en particular
implica que E1(e) es un espacio de Banach dual y por tanto un
JBW∗-triple real o complejo. Por consiguiente, si el tripotente
u no es minimal en el JBW∗-triple U1(v), entonces existen dos
tripotentes ortogonales en U1(v), u1 y ũ1, tales que u = u1 + ũ1.
Aplicando nuevamente el Lema 2.2.12 a v y u1 se tiene que v ∈
U2(u1)∪U1(u1). Dado que v = {u, u, v} = {u1, u1, v}+{ũ1, ũ1, v},
es claro que si v ∈ U2(u1) entonces v ⊥ ũ1, lo que contradi-
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ce el hecho de que ũ1 ∈ U1(v). En consecuencia tenemos que
v ∈ U1(u1), v ∈ U1(ũ1) y aplicando el caso 1 se desprende que u1

y ũ1 son tripotentes minimales. Ahora claramente se tiene que
(u1, v, ũ1, ṽ) forma un cuadrángulo. 2

Los lemas que siguen a continuación, inspirados en el caso
complejo, muestran la forma de combinar cuadrángulos para ob-
tener nuevos cuadrángulos. Estos resultados serán de utilidad
a la hora de construir parrillas para ciertos factores de Cartan
excepcionales (Proposición 2.2.17 y Proposición 2.2.19).

Lema 2.2.14 Sea U un JB∗-triple real o complejo y sean
(u1, u2, u3, u4) y (v1, u2, u3, v4) dos cuadrángulos. Si u1>v1 en-
tonces (v1, u1, u4, v4) forma un cuadrángulo.

Demostración.- Bastará probar que (v1, u1, u4) forma un pre-
cuadrángulo y que {v1, u1, u4} = 1

2
v4. Dado que u4 = 2 {u1, u2, u3}

se tiene que u4 ∈ U0(v1), es decir u4 ⊥ v1. Por otro lado

{v1, u1, u4} = 2 {v1, u1, {u1, u2, u3}} .

Ahora aplicando la identidad de Jordan, las hipótesis de partida
y teniendo en cuenta la aritmética de Peirce se tiene que

{v1, u1, u4} = {v1, u2, u3} =
1

2
v4

lo que acaba la demostración. 2

Lema 2.2.15 Sea U un JB∗-triple real o complejo y sean
(u1, u2, u3, u4) y (v1, u2, v3, u4) dos cuadrángulos. Si todos los
tripotentes de dichos cuadrángulos son minimales y uno entre
{u1, u3} es colineal a uno entre {v1, v3}, entonces (u1, v1, u3,−v3)
forma un cuadrángulo.
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Demostración.- Dada la estabilidad de los cuadrángulos por
permutaciones ćıclicas, asumamos sin pérdida de generalidad
que u1>v1. Al igual que en el lema anterior, para probar que
(u1, v1, u3,−v3) forma un cuadrángulo solo tenemos que probar
que v1>u3 y {u1, v1, u3} = −1

2
v3. Dado que u3 = 2 {u4, u1, u2},

se tiene que u3 ∈ U1(v1) y como u3 es un tripotente minimal el
Teorema 2.2.13 nos da que v1>u3. Por otro lado

{u1, v1, u3} = 2 {u1, v1, {u4, u1, u2}} .

Aplicando la identidad de Jordan, las hipótesis de partida, la
aritmética de Peirce y teniendo en cuenta que el producto triple
de tres tripotentes minimales mutuamente colineales es nulo, se
deduce que

{u1, v1, u3} = −{u4, v1, u2} = −1

2
v3

lo que termina la prueba. 2

En lo que sigue utilizaremos las siguientes notaciones:
I = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, Ii = I − {i} para cada i ∈ I y
ϕ := (i, j, k, l, m, n) denotará cualquier permutación de la sex-
tupla (0, 1, 2, 3, 4, 5). Denotaremos sign(ϕ) = 1 o sign(ϕ) = −1
dependiendo de que la permutación ϕ sea par o impar. Final-
mente V denotará un sistema de Jordan real o complejo.

Definición 2.2.16 Para cualquier ı́ndice i en I fijo, una familia
de tripotentes minimales F = {ui, ujk, un : j, k, n,∈ Ii} en V ,
se llamará parrilla excepcional de primer tipo si satisface:

(i) {ujk : j, k ∈ Ii} es una parrilla simpléctica.

(ii) Para cada j, k, l, s, t en Ii, se tiene

ui>ujk, ui ⊥ uk
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uk ⊥ ust si k ∈ {s, t}

uk>ust si k /∈ {s, t}

uk>ul si k 6= l.

(iii) Los productos triples no nulos entre elementos de F son
de la forma L(x, x)y o bien de la forma {x, y, z} donde
(x, y, z) forman un pre-cuadrángulo en un cuadrángulo de
uno de los siguientes tres tipos:

a) (ujk, ujl, uml, umk)

b) (sign(ϕ)ui, ujk, ul, umn)

c) (uj, uk,−ujl, ukl), donde j, k, l,m, n ∈ Ii.

En [15, Case 6, Proposition] se describe expĺıcitamente la
construcción de una tal parrilla en el factor de Cartan V. Esa
misma construcción se puede realizar en el caso del factor de
Cartan real VO0 , como veremos a continuación.

Proposición 2.2.17 Todo factor de Cartan complejo de tipo V
y todo factor de Cartan real de tipo VO0 es la expansión lineal
de una parrilla excepcional de primer tipo.

Demostración.- Si E = V remitimos al lector a [15]. Sea pues
E = VO0 y tomemos el siguiente tripotente minimal

v =

( (
1 0
0 0

)
, 0

)
en E. Por definición Ê = V y dado que E es un JB∗-triple redu-
cido (ver Proposición 2.1.7), v es también un tripotente minimal

en Ê. Un cálculo rutinario prueba que existe en Ê un tripoten-
te minimal, ṽ, satisfaciendo las hipótesis de la Proposición en
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[15, pag. 322]. Por consiguiente, como se afirma en la prueba de

dicha proposición, el espacio de Peirce Ê1(v) es isométricamen-

te isomorfo al factor de Cartan II5. Ya que E1(v) = Ê1(v)τ , la
clasificación de los factores de Cartan reales dada en la Sección
1.4 nos da que E1(v) es isométricamente isomorfo al factor de
Cartan real IIR

5 . Por tanto la Proposición 2.2.4 asegura la exis-
tencia de una parrilla simpléctica en E1(v) a la que notaremos
{uij}i,j∈I0 . Denotemos por u0 a v y definamos para todo ı́ndice
l ∈ I0

ul = sign(ϕ)2 {ujk, u0, umn} ,

donde ϕ = (0, j, k, l, m, n) y j < k < m < n. Tomando
u = ujk + umn el Teorema 2.2.13 en su apartado 2 asegura que
ul = sign(ϕ)Q(u)v es un tripotente minimal en E. Para com-
probar que la familia {u0, ujk, un : j, k, n,∈ I0} es una parrilla
excepcional de primer tipo basta seguir los argumentos dados en
[15, Lemma pag. 320] sustituyendo Lemma 1.8 y Proposition
1.10 por los lemas 2.2.15 y 2.2.14 respectivamente. Dado que la
parrilla está formada por 16 tripotentes minimales linealmen-
te independientes y la dimensión de VO0 es precisamente 16, la
prueba queda concluida. 2

Denotemos por ε el signo + o −.

Definición 2.2.18 Una familia de tripotentes minimales
G = {uε

n, uij : i, j, n,∈ I; ε = ±} en V es una parrilla
excepcional de segundo tipo si

(i) {uij}i,j∈I es una parrilla simpléctica.

(ii) Para cada i ∈ I y ε = ±, la familia {−εuε
i , ujk, u

−ε
n :

j, k, n ∈ Ii} es una parrilla excepcional de primer tipo.
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(iii) Los cuadrángulos de la familia G son aquellos descritos en
los apartados (i) y (ii) o los de la forma

(uε
j, u

−ε
j , u−ε

k , uε
k) para j, k ∈ I distintos.

(iv) Todos los productos triples no nulos entre elementos de G
son bien de la forma L(x, x)y o {x, y, z} donde (x, y, z)
formen un pre-cuadrángulo.

Es conocido que el factor de Cartan de tipo VI admite una
parrilla excepcional de segundo tipo (ver [15, case 7, Proposi-
tion]. Al igual que en el caso del factor de Cartan VO0 , nosotros
probamos ahora que el factor de Cartan real VIO0 es la expan-
sión lineal de una parrilla excepcional de segundo tipo, parrilla
que construimos a continuación.

Proposición 2.2.19 Todo factor de Cartan complejo de tipo VI
y todo factor de Cartan real de tipo VIO0 es el cierre débil−∗ de
la expansión lineal de una parrilla excepcional de segundo tipo.

Demostración.- El caso de VI se puede encontrar en [15].
Aśı pues supongamos E = VIO0 . Definimos

−u+
0 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

el cual es un tripotente minimal en E. Utilizando la inmersión
del factor de Cartan real VO0 en E (ver sección 1.4), se pue-
de comprobar que E1(−u+

0 ) es isométricamente isomorfo a VO0 .
Ahora la Proposición 2.2.17 asegura la existencia de una parri-
lla excepcional de primer tipo en E1(−u+

0 ) que notaremos por
{u−0 , ujk, u

+
n : j, k, n ∈ I0}. Definamos ahora

u−l = sign(ϕ)2
{
ujk,−u+

0 , umn

}
,
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donde ϕ = (0, j, k, l, m, n), j < k < m < n y

ui0 = 2
{
uij,−u+

0 , u+
j

}
,

donde i ∈ I0 y j es algún ı́ndice en I ∩ Ii. Al igual que en la
proposición anterior, utilizando los Lema 2.2.15 y 2.2.14 en los
argumentos dados en [15, Case 7, Proposition] se prueba que
{uε

n, uij : i, j, n,∈ I; ε = ±} es una parrilla excepcional de
segundo tipo. Dado que VIO0 tiene dimensión 27, la parrilla que
acabamos de construir genera dicho factor de Cartan real. 2



Capı́tulo 3
Aspectos geométricos en la
teoŕıa de los JB*-triples

Este caṕıtulo está dedicado fundamentalmente a estudiar las
conexiones existentes entre la estructura geométrica de la bola
unidad de un JB∗-triple real o complejo y la estructura algebrai-
ca asociada a dicho JB∗-triple. Como ya hemos comentado en
la introducción, en la categoŕıa de los JB∗-triples complejos, las
isometŕıas lineales sobreyectivas coinciden con los isomorfismos
de triples. Este resultado es uno de los principales atractivos de
la clase de los JB∗-triples complejos y pone de manifiesto la pro-
funda conexión entre los aspectos algebraicos y geométricos en
un JB∗-triple. En el ambiente de los JB∗-triples reales es cono-
cido que no toda isometŕıa lineal sobreyectiva es un isomorfismo
de triples. Sin embargo, si se conoce que toda isometŕıa lineal
sobreyectiva entre JB∗-triples reales conserva cubos. En realidad
este último resultado es suficiente en el caso complejo para pro-
bar la equivalencia entre las isometŕıas lineales sobreyectivas y
los isomorfismos de triples.

59
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Los objetivos de este caṕıtulo no son otros que los de afron-
tar, desde el punto de vista de la geometŕıa de los espacios de
Banach, la relación existente entre las isometŕıas sobreyectivas y
los isomorfismos de triples.

En una primera sección obtenemos una caracterización
geométrica de los tripotentes en un JB∗-triple real o complejo en
términos de la estructura del espacio de Banach subyacente. En
la literatura aparecen algunas otras caracterizaciones geométri-
cas de las isometŕıas parciales en un álgebra de von Neumann
y de los elementos tripotentes en JBW∗-triples (ver [16], [37] y
[22]). Todas ellas dependen de la descripción de las caras nor-
ma cerradas de la bola unidad del predual de un JBW∗-triple.
Recientemente, C. Akemann y N. Weaver obtienen una caracteri-
zación de las isometŕıas parciales de una C∗-álgebra en términos
de la geometŕıa de la bola unidad de dicha C∗-álgebra. El prin-
cipal resultado de la primera sección de este caṕıtulo extiende la
caracterización de Akemann y Weaver al ambiente más natural
de los JB∗-triples reales y complejos.

Dedicamos la segunda sección de este caṕıtulo a la obten-
ción de un teorema de tipo Kaup-Banach-Stone para JB∗-triples
reales. Pretendemos dar una descripción de aquellos JB∗-triples
reales donde las isometŕıas lineales sobreyectivas sean isomorfis-
mos de triples.

3.1. Caracterización geométrica de los

tripotentes en JB∗-triples comple-

jos y reales

Sea x un elemento de norma uno en un espacio de Banach X
y notemos por X∗ al dual de X. El conjunto D(X, x) de todos
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los estados relativos a x se define como

D(X, x) = {f ∈ X∗ : ‖f‖ = f(x) = 1}.

Los teoremas de Hahn-Banach y Banach-Alaoglu permiten afir-
mar que D(X, x) es un subconjunto no vaćıo, convexo y débil-∗

compacto de X∗. Si D(X, x) separa puntos de X, es decir, para
cada x ∈ X − {0} existe un f ∈ D(X, x) tal que f(x) 6= 0,
entonces se dice que x es un vértice de la bola unidad de X.
Es bien conocido que la unidad es un vértice de la bola unidad
en cualquier álgebra de Banach compleja unital [10, Corollary
10.15].

Si X es un espacio de Banach con predual X∗ y S es un
subconjunto de X∗, notaremos por

S� := {f ∈ X∗ : ‖f ± g‖ = ‖f‖+ ‖g‖ para todo g ∈ S}.

En lo que sigue nos tomaremos la licencia de ver X∗ como
un subespacio de X∗ sin más que identificar X∗ con su inclusión
canónica en X∗.

Recordemos que una W∗-álgebra o álgebra de Von Neu-
mann es una C∗-álgebra, A, la cual es un espacio de Banach
dual. A los elementos del predual, A∗, se les conoce con el nom-
bre de funcionales normales.

Recordemos también que un elemento p de una C∗-álgebra
(respectivamente, JB∗-álgebra) se dice que es una proyección
si es un idempotente simétrico (p = p∗ = p2). Un elemento a en
una C∗-álgebra se dice que es una isometŕıa parcial si aa∗ es
una proyección (o equivalentemente aa∗a = a). En álgebras de
Von Neumann las isometŕıas parciales juegan un papel análogo al
que desempeña exp(iθ) en la descomposición polar de un núme-
ro complejo. Por otra parte también es bien conocido (ver [61,
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2.2.8]) que cuando una C∗-álgebra es vista como un JB∗-triple,
entonces las isometŕıas parciales y los tripotentes coinciden.

T. Dang, Y. Friedman y B. Russo [16, Lemma 5], prueban la
siguiente caracterización geométrica de las isometŕıas parciales
en un álgebra de Von Neumann:

Sea a un elemento de un álgebra de Von Neumann A.
Entonces a es una isometŕıa parcial distinta de cero si y
solo si ‖a‖ = 1, D(A, a) ∩ A∗ 6= ∅ y f(a) = 0 para todo
f ∈ (D(A, a) ∩ A∗)

�

Para obtener esta caracterización, los citados autores utili-
zan entre otros los siguientes resultados en álgebras de Von Neu-
mann: el Teorema espectral, la descomposición polar de opera-
dores y funcionales, la descomposición de Jordan de funcionales
normales hermitianos y el teorema de Neutralidad de E. G. Effros
para funcionales normales.

Según ya conocemos (ver Nota 1.2.2), el subtriple C(x) en-
gendrado por un elemento x en un JB∗-triple E , es isométrica-
mente isomorfo a un C0(Ω), si además E es un JBW∗-triple en-
tonces el subtriple débil-∗ cerrado generado por x es isométrica-
mente isomorfo a un álgebra de Von Neumann conmutativa. Es-
te hecho, unido a teoŕıa básica de JB∗-triples, permiten a Dang,
Friedman y Russo extender las técnicas empleadas en la prueba
de la caracterización de las isometŕıas parciales, a la que antes
nos hemos referido, al caso de JBW∗-triples; obteniendo aśı una
caracterización de los tripotentes de un JBW∗-triple, en los mis-
mos términos que la antes citada para isometŕıas parciales.

Recientemente, C. A. Akemann y N. Weaver han obtenido
una caracterización geométrica de las isometŕıas parciales en C∗-
álgebras, en términos de su estructura de espacio de Banach.
Más concretamente, en [1] dichos autores han probado que un
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elemento de norma uno, x, en una C∗-álgebra A es una isometŕıa
parcial si y solo si los conjuntos

D1(x) = {y ∈ A : existe α > 0 con ‖x + αy‖ = ‖x− αy‖ = 1}

y

D2(x) = {y ∈ A : ‖x + βy‖ = max{1, ‖βy‖} para todo β ∈ C}

coinciden.

De nuevo, en vista de la coincidencia de las isometŕıas parcia-
les y los tripotentes en el caso de C∗-álgebras, cabe preguntarse
si la igualdad entre D1(x) y D2(x) caracteriza a los elementos tri-
potentes en el ambiente más natural de los JB∗-triples. En caso
afirmativo, tendŕıamos una extensión del resultado de Akemann
y Weaver al caso de JB∗-triples.

Nuestro primer objetivo en esta sección consiste en responder
afirmativamente a la cuestión anterior. Las técnicas de demostra-
ción se basan en teoŕıa elemental de M-estructura de JB∗-triples
y en hechos bien conocidos tales como la propiedad local de los
JB∗-triples o que el subespacio E2(e) asociado a un tripotente es
una JB∗-álgebra. En aras de complitud y claridad, formulamos
la siguiente proposición que recoge una serie de útiles resulta-
dos que se siguen fácilmente de [27, Lemma 1.3, Proposition 1 y
Lemma 1.6].

Proposición 3.1.1 Sean E un JB∗-triple y e ∈ E un tripotente.
Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) Para cada x ∈ E2(e) y z ∈ E0(e) se verifica que
‖x + z‖ = máx{‖x‖, ‖z‖} .

(b) f = f ◦ P2(e) para todo f ∈ D(E , e).
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(c) Si y es un elemento de norma uno en E y P2(e)y = e,
entonces P1(e)y = 0. 2

El siguiente teorema caracteriza a los tripotentes en un JB∗-
triple E en términos de la geometŕıa del espacio de Banach subya-
cente a E , proporcionando además una caracterización geométri-
ca del subespacio de Peirce E0(e) asociado a un tripotente e.

Teorema 3.1.2 Sea E un JB∗-triple y sea x un elemento de
norma uno en E. Entonces x es un tripotente si y solo si

D1(x) = {y ∈ E : existe α > 0 con ‖x + αy‖ = ‖x− αy‖ = 1}

coincide con

D2(x) = {y ∈ E : ‖x + βy‖ = máx{1, ‖βy‖} para todo β ∈ C}.

En particular si x es un tripotente se tiene que
D1(x) = E0(x) = D2(x).

Demostración.- La inclusión D2(x) ⊆ D1(x) se cumple para
todo espacio normado y todo elemento de norma uno en él. De
esta forma, si x es un tripotente en E , para probar la igualdad en-
tre D1(x) y D2(x), solo nos falta demostrar que D1(x) ⊆ D2(x).
En vista de la Proposición 3.1.1 (a), tenemos que ‖x ± y‖ =
máx{‖x‖, ‖y‖} para cada y ∈ E0(x). En consecuencia, E0(x)
está contenido en D2(x). Aśı pues si probamos que D1(x) ⊆ E0(x)
tendremos la igualdad D1(x) = E0(x) = D2(x).

Es oportuno recordar que E2(x) es una JB∗-álgebra compleja
unital con unidad x y además, por la Proposición 3.1.1 (b), se
tiene que D(E , x) = D(E2(x), x). Por otra parte es conocido que
x es un vértice de la bola unidad de E2(x) (ver si acaso [51,
Corolario IV.2.6]). Por consiguiente D(E , x) separa puntos de
E2(x).
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Sean pues y ∈ D1(x) y α > 0 tales que ‖x ± αy‖ = 1 y sea
f ∈ D(E , x). Dado que |f(z)| ≤ ‖z‖ para todo z ∈ E , se tiene
que

1 = ‖x±αy‖2 ≥ |f(x±αy)|2 = (f(x)±αf(y))(f(x)± αf(y)) =

= (1± αf(y))(1± αf(y)) = 1 + α2|f(y)|2 ± 2αRf(y).

Por tanto f(y) = 0 para todo f ∈ D(E , x) lo que nos lle-
va a afirmar que P2(x)(y) = 0. Por consiguiente, si tomamos
z = x+αy se tiene que P2(x)(z) = x. Ya que ‖z‖ = 1, la Propo-
sición 3.1.1 (c) nos da que P1(x)(z) = αP1(x)(y) = 0. Podemos
concluir que y ∈ E0(x).

Sea ahora x un elemento en E de norma uno que no es un
tripotente en E . Sea C el JB∗-subtriple de E generado por x. Re-
cordemos que existe un espacio localmente compacto Sx ⊆ [0, 1]
tal que Sx∪{0} es compacto, aśı como un isomorfismo isométri-
co de triples F : C → C0(Sx), donde C0(Sx) es la C∗-álgebra de
todas las funciones complejo valuadas sobre Sx anulándose en
el cero y F (x)(t) = t para todo t ∈ Sx (véase [40, 4.8] y [40,
1.15]). Como F (x) no es un tripotente en C0(Sx) tenemos que
Sx∩]0, 1[6= ∅. Tomemos g en C0(Sx) dado por g(t) := (t − t3)9.
Como el valor mı́nimo de (1− t)(t− t3)−9 es estrictamente mayor
que uno en ]0, 1[, tenemos que (1 − t) ≥ g(t) para todo t ∈ Sx,
de donde se sigue que

‖F (x)± g‖ = sup{|F (x)(t)± g(t)|, t ∈ Sx} =

= sup{|t± g(t)|, t ∈ Sx} = 1.

Por otra parte dado que g ∈ C(Sx ∪ {0}), g(0) = 0 = g(1),
g ≥ 0 y g no es idénticamente nula, existirá t0 ∈ Sx∩]0, 1[ tal
que ‖g‖ = g(t0). Por tanto

‖F (x) +
1

‖g‖
g‖ ≥ |t0 +

g(t0)

‖g‖
| = 1 + t0 > 1.
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En consecuencia, si tomamos y = F−1(g) = (x − x3)9, en-
tonces y ∈ D1(x) y sin embargo y /∈ D2(x). Hemos probado que
si x ∈ E es un elemento de norma uno tal que D1(x) = D2(x)
entonces x es necesariamente un tripotente en E . 2

Como ya conocemos, todo JB∗-triple complejo, E , es un JB∗-
triple real sin más que considerar el espacio de Banach real sub-
yacente y el conjunto de los tripotentes de E es independiente de
que E sea visto como espacio de Banach complejo o real, dicho
de otra forma, el hecho de que un elemento sea tripotente no
depende del cuerpo base elegido. Seŕıa pues deseable que en el
teorema anterior el conjunto D2(x) pudiera ser substituido por
el siguiente otro:

D′
2(x) := {y ∈ E : ‖x + βy‖ = máx{1, ‖βy‖} para todo β ∈ R}.

A continuación probamos que la igualdad entre D1(x) y D′
2(x)

caracteriza a los tripotentes en JB∗-triple reales y en consecuen-
cia caracteriza a su vez a los tripotentes en JB∗-triples complejos.
También obtenemos una caracterización geométrica del subespa-
cio de Peirce E0(e) asociado a un tripotente en un JB∗-triple real.

Teorema 3.1.3 Sea E un JB∗-triple real y sea x un elemento
de norma uno en E. Entonces x es un tripotente si y solo si

D1(x) = {y ∈ E : existe α > 0 con ‖x + αy‖ = ‖x− αy‖ = 1}

coincide con

D′
2(x) = {y ∈ E : ‖x + βy‖ = max{1, ‖βy‖} para todo β ∈ R}.

En particular si x es un tripotente se tiene que
D1(x) = E0(x) = D′

2(x).
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Demostración.- Supongamos que x es un tripotente en E y
por tanto un tripotente en Ê, la complexificación de E. Por el
Teorema 3.1.2 tenemos

DC
1 (x) = {y ∈ Ê : existe α > 0 con ‖x± αy‖ = 1} =

= DC
2 (x) = {y ∈ Ê : ‖x+βy‖ = max{1, ‖βy‖} para todo β ∈ C}.

Si y ∈ D1(x) entonces y ∈ DC
1 (x) = DC

2 (x) = Ê0(x) y
por tanto y ∈ E0(x), lo que prueba la inclusión de D1(x) en
E0(x). Por otra parte, dado que la norma en E coincide con la
norma en su complexificación, de nuevo la Proposición 3.1.1 (a)
asegura que E0(x) ⊆ D′

2(x). Finalmente, teniendo en cuenta que
D′

2(x) ⊆ D1(x), podemos asegurar que D1(x) = D′
2(x) = E0(x).

Supongamos ahora que x no es un tripotente en E. Denote-
mos por τ a la conjugación canónica que satisface Êτ = E. Como
x no es tampoco un tripotente en Ê, se sigue de la segunda parte
de la demostración del Teorema 3.1.2 que tomando y = (x−x3)9,
se tiene que ‖x± y‖ = 1 y sin embargo ‖x + y

‖y‖‖ > 1. Por otra

parte, como τ conserva productos triples y τ(x) = x, se deduce
que τ(y) = y. Todo ello prueba que y ∈ D1(x) y sin embargo
y /∈ D′

2(x). En consecuencia la coincidencia de los conjuntos
D1(x) y D′

2(x) fuerza que x sea un tripotente. 2

En [45, Proposition 3.5] W. Kaup y H. Upmeier probaban
que los puntos extremos de la bola unidad de un JB∗-triple
complejo E son precisamente los tripotentes completos de E . En
[37, Lemma 3.3] J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodŕıguez demostra-
ban que la misma conclusión es cierta en el caso de JB∗-triples
reales. Por otra parte, en virtud del Teorema 3.1.3, los tripo-
tentes completos en un JB∗-triple real coinciden con aquellos
elementos x de norma uno, tales que D1(x) = 0. Esta observa-
ción nos permite reencontrar de una forma directa los resultados
anteriormente mencionados.
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Corolario 3.1.4 Sean E un JB∗-triple real o complejo y x un
elemento de norma uno en E. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) x es un tripotente completo.

(b) D1(x) = {0}.

(c) x es un punto extremo de la bola unidad cerrada de E.

Demostración.- La equivalencia entre (a) y (b) se sigue direc-
tamente del Teorema 3.1.3.

Supongamos ahora que D1(x) = 0. Sean ω, z ∈ E tales que
‖ω‖ = 1 = ‖z‖ y x = ω+z

2
. Si notamos por y = x − ω se tiene

que ‖x ± y‖ = 1 lo que nos dice que y ∈ D1(x) y por tanto
x − ω = y = 0. En consecuencia x es un punto extremo de la
bola unidad cerrada de E. Supongamos ahora que x es un punto
extremo de la bola unidad de E y sea y ∈ D1(x). Entonces existe
α > 0 tal que ‖x+αy‖ = 1, ‖x−αy‖ = 1. Como x es la semisuma
de x + αy y x− αy se deduce que y = 0. Tenemos probado pues
la equivalencia entre (b) y (c) y con ello la demostración. 2

C. Akemann y N. Weaver daban en [1] la siguiente caracte-
rización de los elementos unitarios en C∗-álgebras:

Teorema 3.1.5 [1] Dado un elemento x de norma uno en una
C∗-álgebra unital, A, entonces x es unitario (xx∗ = x∗x = 1) si
y solo si la envolvente lineal de D(A, x) es A∗. 2

Recientemente, A. Rodŕıguez ha obtenido una prueba más
simple del resultado anteriormente citado y ha extendido dicha
caracterización al caso de tripotentes unitarios en JB∗-triples
[69]. Concretamente dicho autor ha probado el siguiente resulta-
do:
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Teorema 3.1.6 [69] Sean E un JB∗-triple y x un elemento de
norma uno en E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) x es un tripotente unitario en E.

(b) La envolvente lineal de D(E , x) es E∗.

(c) x es un vértice de la bola unidad cerrada de E. 2

Si consideramos C como un JB∗-triple real, es claro que la
unidad es un tripotente unitario y sin embargo las condiciones
(b) y (c) del teorema anterior no son ciertas. Por consiguiente no
cabe esperar un resultado análogo para el caso de JB∗-triples rea-
les. No obstante, utilizando el Corolario 3.1.4 podemos obtener
la siguiente proposición.

Proposición 3.1.7 Sea E un JB∗-triple real y sea u un elemen-
to de norma uno en E. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) La envolvente lineal de D(E, u) coincide con E∗.

(b) u es un vértice de la bola unidad cerrada de E.

(c) E es una JB-álgebra con unidad u y producto
x ◦ y = {x, u, y}.

Además cualquiera de las tres condiciones implica que u es un
elemento unitario en E.

Demostración.- La implicación (a) ⇒ (b) es trivialmente cier-
ta. Para probar (b) ⇒ (c) primero procedemos a probar que un
vértice de la bola unidad de un espacio de Banach es un pun-
to extremo de la bola unidad. En efecto sea u un vértice de
la bola unidad de E y supongamos que existen x, y de norma
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uno tales que u = x+y
2

. Ya que para cada f ∈ D(E, u) se tiene
f(x)+f(y)

2
= f(u) = 1, |f(x)| ≤ 1 y |f(y)| ≤ 1 y por consiguiente

f(x) = 1 = f(y). Ahora bien, como D(E, u) separa puntos, se
cumple x = u = y y por tanto u es un punto extremo de la
bola unidad cerrada. Ahora, la proposición 3.1.4 asegura que u
es un tripotente completo y la descomposición de Peirce nos da
que E = E1(u) ⊕ E−1(u) ⊕ E1(u). Por otra parte, es conocido
(ver [64, Lemma 2.7]) que si f pertenece a D(E, u), entonces
f = f ◦ P 1(u). Por consiguiente podemos afirmar que f(y) = 0
para cada y ∈ E−1(u) ⊕ E1(u) y f ∈ D(E, u). Nuevamente el
hecho de que u es un vértice de la bola unidad garantiza que
E−1(u)⊕E1(u) = {0} y por tanto E = E1(u) es una JB-álgebra
unital satisfaciendo las condiciones de (c). Para terminar basta
tener en cuenta que en una JB-álgebra unital la envolvente lineal
de los estados relativos a la unidad coincide con su dual (ver [31,
Lemma 3.6.8 y Lemma 1.2.6]). 2

Nota 3.1.8 J. Mart́ınez, J. F. Mena, R. Payá y A. Rodŕıguez
tienen probado (incluso en el ambiente más general de espacios
de Banach, [52, Theorem 3.2]) que la condición (a) en la propo-
sición anterior es equivalente al hecho de que el ı́ndice numérico
del espacio de rango numérico (E, u) sea mayor que cero. Por
otra parte, J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodŕıguez establećıan en
[37, Corollary 3.4] que la condición (c) es equivalente al hecho
de que u sea un punto extremo aislado de la bola unidad cerrada
de E.

3.2. El Teorema de Banach-Stone

para JB*-triples reales

La caracterización geométrica de los tripotentes en un JB∗-
triple real o complejo que hemos visto en la sección anterior, nos
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permite dar una cómoda prueba del Teorema de Banach-Stone
para JB∗-triples, usando técnicas estándar. Asimismo obtendre-
mos el hecho probado en [37], que asegura que las isometŕıas
sobreyectivas entre JB∗-triples reales conmutan con la operación
cubo. A este menester le dedicamos la primera parte de esta
sección y para su mejor comprensión comenzamos recopilando
algunos hechos básicos que serán utilizados más tarde.

Sea E un JB∗-triple real o complejo. Un elemento a ∈ E se
dice algebraico si es una combinación lineal finita de tripoten-
tes mutuamente ortogonales. Es bien conocido que los elementos
algebraicos son norma densos en un JBW∗-triple real o complejo
(ver [34, Lemma 3.1] y apartado i) ⇒ ii) de la demostración de
Theorem 4.8 en [37]).

El siguiente teorema, establecido por L. A. Harris en el ca-
so particular de J∗-álgebras [32, Theorem 4], fue probado origi-
nariamente por W. Kaup en [42] utilizando holomorf́ıa infinito
dimensional y constituye uno de los resultados más famosos y
útiles en la teoŕıa de los JB∗-triples. Este resultado engloba no
solo al teorema original de Kadison para el caso de C∗-álgebras
unitales, sino también las extensiones al caso de C∗-álgebras no
unitales y de JB∗-álgebras (ver [39], [60] y [85] respectivamente),
demostrando que el ambiente apropiado para su formulación es
precisamente el de los JB∗-triples.

Teorema 3.2.1 Sea Φ : E → F una isometŕıa sobreyectiva en-
tre dos JB∗-triples. Entonces Φ es un isomorfismo de triples.

Demostración.- Gracias al Teorema de Hahn-Banach
podemos afirmar que la aplicación bi-traspuesta de Φ,
Φ∗∗, es también una isometŕıa sobreyectiva entre los JBW∗-triples
E∗∗ y F∗∗. Además, el producto triple en E∗∗ y F∗∗ extiende a los
respectivos productos triples en E y F . Por tanto, salvo conside-
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rar Φ∗∗ en el lugar de Φ, podemos asumir que Φ es una isometŕıa
sobreyectiva entre dos JBW∗-triples.

Si x es un elemento de norma uno en E , es claro que toda iso-
metŕıa sobreyectiva conserva los conjuntos D1(x) y D2(x) defini-
dos en el Teorema 3.1.2 y por consiguiente Φ(Tri(E)) = Tri(F).
Por otra parte ya que dos tripotentes e y f en E son ortogo-
nales si y solo si f ∈ E0(e) = D1(e) se tiene que una tal iso-
metŕıa conserva la relación de ortogonalidad entre tripotentes.
En consecuencia Φ conserva cubos de elementos algebraicos, es
decir Φ({a, a, a}) = {Φ(a), Φ(a), Φ(a)} para todo a elemento
algebraico. La continuidad de Φ, la densidad de los elementos
algebraicos en E y el hecho de que el producto triple es junta-
mente norma continuo, nos permite afirmar que Φ({x, x, x}) =
{Φ(x), Φ(x), Φ(x)} para todo x ∈ E . Ahora, si en la identidad de
polarización (1.2) tomamos α = β = 1, tenemos que

{x, y, x} = 4−1

3∑
k=0

(−i)k
{
x + iky, x + iky, x + iky

}
(x, y ∈ E)

y por tanto podemos afirmar que Φ conserva productos triples
de la forma {x, y, x} (x, y ∈ E). Por el proceso de linealización en
las variables externas (ver si acaso la identidad (1.3)), podemos
concluir que Φ es un isomorfismo de triples. 2

El siguiente ejemplo (ver si acaso [14, Remark 2.7]) pone de
manifiesto que las isometŕıas lineales sobreyectivas entre JB∗-
triples reales no tienen por que conservar el producto triple. En
efecto, sea E la realificación del JB∗-triple M1,2(C) de las matri-
ces uno por dos con entradas en los números complejos y consi-
deremos la aplicación Φ : E → E dada por Φ((α + iβ, γ + iδ)) =
(α+ iγ, β + iδ). Ya que la norma de un elemento (a, b) ∈ E viene
dada por ‖(a, b)‖2 = |a|2 + |b|2, se tiene que Φ es una isometŕıa
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lineal y sobreyectiva sobre E y sin embargo no conserva el pro-
ducto triple. Por ejemplo, si tomamos x = (1 + i, 0) e y = (0, 1)
se tiene que Φ {x, y, x} = 0 mientras que {Φ(x), Φ(y), Φ(x)} 6= 0.
No obstante, Φ preserva cubos. De hecho T. Dang tiene proba-
do que las isometŕıas R-lineales sobreyectivas entre JB∗-triples
complejos conservan cubos y ortogonalidad entre elementos [14,
Proposition 1.2].

El resultado de Dang era extendido por J. M. Isidro, W. Kaup
y A. Rodŕıguez al caso de isometŕıas lineales sobreyectivas entre
JB∗-triples reales [37]. El hecho de que los elementos algebraicos
son densos en JB∗-triples reales, el Teorema 3.1.3 y la misma ar-
gumentación dada en el Teorema 3.2.1 permiten obtener una de-
mostración alternativa al resultado de Isidro, Kaup y Rodŕıguez.
La siguiente Proposición recoge éste y otros resultados incluidos
en [37] y nos será de utilidad en lo que sigue.

Proposición 3.2.2 Sea Φ : E → F una isometŕıa lineal sobre-
yectiva entre dos JB*-triples reales. Las siguientes afirmaciones
se satisfacen:

1. Φ(x) ⊥ Φ(y) si y solo si x ⊥ y.

2. Φ conserva cubos, o equivalentente, conserva los productos
triples simetrizados

< x, y, z >=
1

3
({x, y, z}+ {z, x, y}+ {y, z, x}).

3. Para cada tripotente e ∈ E, Φ aplica los espacios E1(e),
E0(e), y E−1(e) ⊕ E1(e) en los correspondientes espacios
con respecto a Φ(e).

En vista de que las isometŕıas R-lineales sobreyectivas en-
tre JB∗-triples reales o complejos no tienen por qué conservar el
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producto triple, se plantea el problema de determinar aquellos
JB∗-triples reales o complejos donde dichas isometŕıas son iso-
morfismos R-lineales. Como es natural la atención se dirige en
primer lugar a la consideración de factores de Cartan.

Un primer trabajo se debe a T. Dang, donde se afirma que
las isometŕıas R-lineales y sobreyectivas entre factores de Cartan
(complejos) de rango mayor que uno conservan el producto triple
[14, Proposition 2.6]. Como consecuencia se obtiene el principal
resultado de [14] que afirma que las isometŕıas R-lineales y sobre-
yectivas entre dos JB∗-triples complejos E y F tales que el bidual
de E no contiene factores de Cartan de rango uno, conservan el
producto triple [14, Theorem 3.1].

Dang prueba que las isometŕıas R-lineales sobreyectivas entre
factores de Cartan de rango mayor que uno conservan cuadrángu-
los y trángulos conteniendo dos tripotentes minimales ortogona-
les y además son débil-∗ continuas. Por consiguiente, teniendo
en cuenta que todos los factores de Cartan de rango mayor que
uno salvo el factor IIIn son la expansión lineal débil-∗ cerrada
de una parrilla formada por trángulos y cuadrángulos contenien-
do tripotentes minimales ortogonales (ver Sección 2.2), se pue-
de asegurar que las isometŕıas R-lineales sobreyectivas conser-
van tales parrillas y, ya que el producto triple es separadamente
débil-∗ continuo (ver [9] o [53]), también conservan el producto
triple. Nuestro próximo resultado demuestra en particular que
toda isometŕıa R-lineal sobreyectiva de IIIn en si mismo es un
isomorfismo R-lineal.

Proposición 3.2.3 Sea Φ : E → F una isometŕıa R-lineal so-
breyectiva entre dos factores de Cartan complejos. Supóngase que
E contiene un elemento unitario u. Entonces Φ es un isomorfis-
mo real de triples. Aqúı el factor E puede ser uno de los siguien-
tes: In,n, II2k, IIIn, IVn y VI.
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Demostración.- Podemos suponer que r(E) > 1 ya que en
otro caso E = C y el resultado es trivial. Por otra parte es
conocido [44, Proposition 5.7] que Φ(E2(u)) = F2(Φ(u)). Por
consiguiente se tiene que F = Φ(E) = Φ(E2(u)) = F2(Φ(u)), lo
que prueba que v = Φ(u) es un tripotente unitario en F . Como
ya conocemos E y F pueden ser estructurados como álgebras de
Jordan con involución mediante productos e involuciones dadas
por

x ◦ y := {x, u, y} , x∗ := {u, x, u} ,

x ◦ y := {x, v, y} , x∗ := {v, x, v} ,

respectivamente. Por otra parte el apartado (2) de la Proposición
3.2.2 nos asegura que Φ conserva el producto triple simetrizado.
Podemos concluir pues que

1

3
Φ(x∗+2x) = Φ < u, x, u >=< v, Φ(x), v >=

1

3
(Φ(x)∗+2Φ(x))

y por tanto Φ conserva las involuciones y en consecuencia los
elementos simétricos y antisimétricos. Éste hecho unido a que
< x, u, y >= 1

3
(x◦y+x∗ ◦y+x◦y∗), nos permite asegurar que Φ

conserva los productos Jordan de cualquier par de elementos de
E . Finalmente, ya que el producto triple puede ser recuperado
del producto Jordan via la identidad

{x, y, z} = (x ◦ y∗) ◦ z + (z ◦ y∗) ◦ x− (x ◦ z) ◦ y∗,

podemos asegurar que Φ conserva el producto triple. La última
afirmación es consecuencia de la Proposición 1.4.1 y el hecho de
que el factor VI es una JB∗-álgebra. 2

Los comentarios previos a la proposición anterior junto a di-
cha proposición, dan plena validez a la Proposición 2.6 y al Teo-
rema 3.1 en [14]. Por consiguiente podemos enunciar la siguiente
otra que será utilizada a lo largo de este trabajo.
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Proposición 3.2.4 Sea Φ : E → F una isometŕıa R-lineal so-
breyectiva entre dos factores de Cartan complejos de rango ma-
yor que uno. Entonces Φ es un isomorfismo real de triples. 2

Nuestra atención se dirige ahora a la consideración de isome-
tŕıas lineales sobreyectivas entre factores de Cartan reales. En
1997, W. Kaup prueba que las isometŕıas R-lineales y sobreyec-
tivas, cuyo dominio es un factor de Cartan real no excepcional
de rango mayor que uno y cuya imagen es un JB∗-triple real,
son isomorfismos [44, Theorem 5.18]. Este resultado tiene como
precedentes el trabajo de C. H. Chu, T. Dang, B. Russo y B. Ven-
tura, que asegura que las isometŕıas lineales sobreyectivas entre
C∗-álgebras reales conservan el producto triple, y un resultado
análogo, debido a J. M. Isidro y A. Rodŕıguez, para isometŕıas
lineales sobreyectivas entre JB-álgebras (ver [13, Theorem 6.4] y
[38, Theorem 1.9 (i)⇒(v)] respectivamente).

Realmente el resultado de Kaup es aplicable a todo factor
de Cartan real de rango mayor que uno salvo a los factores VO0

y VIO0 . Precisamente en [44, pag 217] Kaup plantea como pro-
blema si dicho teorema se verifica también en los mencionados
factores. Nuestro principal objetivo en esta sección es dar una
respuesta afirmativa a dicho problema. La novedad de nuestras
técnicas reside en el análisis de las isometŕıas lineales sobreyec-
tivas entre JBW∗-triples reales reducidos.

El siguiente lema se puede derivar de la clasificación de los
JB∗-triples de rango finito (véase [41, Theorem 4.10]). Nosotros
presentamos aqúı una prueba basada en la descripción de los
factores de Cartan dada en el Caṕıtulo 2 y siguiendo ideas con-
tenidas en [15].

Lema 3.2.5 Sea E un JBW∗-triple y sean u1, ũ1 dos tripotentes
minimales ortogonales en E. Entonces E2(u1 + ũ1) es C⊕∞ C o
bien un factor spin.
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Demostración.- Utilizando la descomposición de Peirce es fácil
comprobar que E2(u1 + ũ1) = E2(u1)⊕ E2(ũ1)⊕ E1(u1) ∩ E1(ũ1).
Por consiguiente si E1(u1)∩E1(ũ1) = {0}, la Proposición 3.1.1 (a)
asegura que E2(u1 + ũ1) es isométricamente isomorfo a C⊕∞ C.

Supongamos pues que E1(u1)∩E1(ũ1) 6= {0}. Nos proponemos
construir en E2(u1 + ũ1) una parrilla spin que lo genera.

El conjunto de las familias de tripotentes minimales mutua-
mente colineales está parcialmente ordenada por la relación de
inclusión y tiene la propiedad de que cada subconjunto no vaćıo
totalmente ordenado posee una cota superior, por tanto el Le-
ma de Zorn nos permite afirmar que existe en E2(u1 + ũ1) una
familia maximal, u1 ∪ {ui}i∈ I , de tripotentes minimales mutua-
mente colineales, donde I es algún conjunto de ı́ndices. Para todo
i ∈ I, definimos ũi = −2 {u1, ui, ũ1} = −Q(u1 + ũ1)ui. Ya que
Q(u1+ ũ1) es un automorfismo, conjugado lineal, de triples sobre
E2(u1+ũ1), se tiene que ũi es un tripotente minimal en E2(u1+ũ1)
y por tanto minimal en E . Además ũi ∈ E1(u1) ∩ E1(ũ1) y es or-
togonal a ui. Por consiguiente podemos afirmar que para todo
i ∈ I, la cuádrupla (u1, ui, ũ1,−ũi) forma un cuadrángulo. El Le-
ma 2.2.15 nos asegura que (ui, uj, ũi,−ũj) forma un cuadrángulo
para cada par de ı́ndices distintos i, j ∈ I.

Sea J la unión disjunta de I y {1}, notemos por V al JBW∗-
triple

V =
⋂
i∈J

E1(ui) ∩ E1(ũi).

Si V 6= {0} existirá algún tripotente v ∈ V . Teniendo en cuen-
ta la maximalidad de la familia u1 ∪ {ui}i∈I , el Teorema 2.2.13
aplicado a uj y v (respectivamente ũj y v) en E2(u1 + ũ1), fuerza
que v es un tripotente minimal en V que gobierna a uj (respec-
tivamente ũj) para todo j ∈ J . Además, ya que para cada x ∈ V
se tiene {v, v, x} = 2 {v, v, {u1, u1, x}}, la identidad de Jordan y



78 Caṕıtulo 3. Aspectos Geométricos

la aritmética de Peirce nos permite asegurar que V = Cv y por
tanto E2(u1 + ũ1) = E2(v).

Dado que {v, u1, v} ∈ E0(u1)∩E2(v) es claro que existe u0, un
conveniente múltiplo escalar de v, tal que {u0, u1, u0} = ũ1. Ya
que (u1, ui, ũ1,−ũi) forma un cuadrángulo, de nuevo la identidad
de Jordan y la aritmética de Peirce nos permiten asegurar que
Q(u0)ui = ũi para todo i ∈ I. Hemos probado pues que la familia
{u1, ũ1}∪{ui, ũi}i∈I , junto con u0 si ha lugar, es una parrilla spin
(Definición 2.2.5) que genera E2(u1 + ũ1) y por la Proposición
2.2.6 es un factor spin. 2

Corolario 3.2.6 Sea E un JBW∗-triple real reducido y sean v,
ṽ dos tripotentes minimales ortogonales en E. Entonces E2(v+ṽ)
es R⊕∞ R o bien un factor spin real.

Demostración.- El mismo argumento dado en el lema anterior
permite afirmar que E2(v + ṽ) = Rv ⊕ Rṽ ⊕ E1(v) ∩ E1(ṽ),
aśı pues si E1(v) ∩ E1(ṽ) = {0}, entonces E2(v + ṽ) puede ser
identificado con R⊕∞ R. En otro caso, ya que E es reducido se
tiene que v, ṽ son dos tripotentes minimales ortogonales en Ê
y en virtud del lema anterior, podemos concluir que Ê2(v + ṽ)

un factor spin. Por consiguiente E2(v + ṽ) = Ê2(v + ṽ)τ es una
forma real de un factor spin y en consecuencia es un factor spin
real. 2

Nos proponemos refinar la información dada en el Lema 3.2.5
y en el Corolario 3.2.6 en el caso de factores de Cartan complejos
y reales reducidos. A tal efecto introducimos las siguientes no-
ciones. Una proyección p en una JBW*-álgebra M se dice que es
una proyección abeliana si M2(p) es una JBW*-álgebra aso-
ciativa. El centro de un álgebra de Jordan J es el subconjunto
de J formado por todos aquellos elementos que asocian con todos
los elementos de J .
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Lema 3.2.7 Sea E un factor de Cartan complejo (respectiva-
mente, un factor de Cartan real reducido), y sean v y ṽ dos
tripotentes minimales ortogonales en E. Entonces se verifican
las siguientes afirmaciones:

(a) E2(v + ṽ) es un spin complejo (respectivamente, real).

(b) Existe u ∈ E2(v + ṽ) tal que (v, u, ṽ) es un trángulo (res-
pectivamente, (v, u, ṽ) o bien (v, u,−ṽ) es un trángulo).
Además, en ambos casos, si (a, b, c) representa a un tal
trángulo se tiene que ε(a + b + c) es un tripotente minimal
si y solo si |ε| = 1

2
, y ε(a + b− c) es un tripotente si y solo

si |ε| = 1√
2
.

Demostración.- (a) Sean v y ṽ dos tripotentes minimales or-
togonales en un factor de Cartan complejo E. Por [34, Lemma
3.12 (2)] sabemos que existe un tripotente completo e ∈ E tal
que v, ṽ ∈ E2(e) y ambos tripotentes son proyecciones ortogona-
les en E2(e). Como E es un factor de Cartan complejo, el Lemma
4.6 en [34] asegura que E2(e) es una JBW∗-álgebra factor, es de-
cir, su centro coincide con Ce. Por otra parte, el Lema 3.2.5 nos
asegura que E2(v + ṽ) coincide con C⊕∞C o con un factor spin.
En el caso de que E2(v + ṽ) = C v ⊕∞ C ṽ, entonces v + ṽ es
una proyección abeliana en E2(e). Como además v ≤ v + ṽ en
E2(e), el Lemma 5.3.2 en [31] asegura que v = c(v) ◦ (v + ṽ),
donde c(v) es la menor proyección en el centro de E2(e) que ma-
yoriza a v. Por tanto, dado que el centro de E2(e) es Ce, se tiene
que v = e ◦ (v + ṽ) = (v + ṽ), lo cual es una contradicción. Por
consiguiente podemos afirmar que E2(v + ṽ) es un factor spin.

Por otro lado si E es un factor de Cartan real reducido se
tiene que v y ṽ son tripotentes minimales ortogonales en la com-
plexificación de E. Ya que Ê2(v + ṽ) es un factor spin se tiene
que E2(v + ṽ) es un factor spin real.
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El apartado (b) se sigue de los comentarios finales de los apar-
tados 2.1.5 y 2.1.4. 2

El próximo resultado es clave para la obtención de un Teore-
ma de tipo Banach-Stone para factores de Cartan reales reduci-
dos.

Teorema 3.2.8 Sea Φ : E → F una isometŕıa sobreyectiva
entre dos JBW∗-triples reales reducidos. Entonces Φ conserva
cuadrángulos formados por tripotentes minimales. Además, si
(v, u, ṽ) es un trángulo en E con v, ṽ minimales, entonces
(Φ(v), Φ(u), Φ(ṽ)) es un trángulo en F .

Demostración.- Por la Proposición 3.2.2, Φ conserva tripoten-
tes y las relaciones de minimalidad y ortogonalidad entre ellos.
Además, ya que E y F son JBW∗-triples reducidos, Φ también
conserva el espacio de Peirce E1(v) para todo tripotente mini-
mal v y en consecuencia Φ conserva la relación de colinealidad
entre tripotentes minimales. Aśı pues, si (u1, u2, u3, u4) es un
cuadrángulo de tripotentes minimales en E, entonces la triple-
ta (Φ(u1), Φ(u2), Φ(u3)) forma un pre-cuadrángulo. Para probar
que (Φ(u1), Φ(u2), Φ(u3), Φ(u4)) es un cuadrángulo bastará pro-
bar que Φ(u4) = 2 {Φ(u1), Φ(u2), Φ(u3)}. A tal efecto, notaremos
por vi = Φ(ui) para i = 1, 2, 3, 4. Por el Corolario 3.2.6 y la Pro-
posición 2.1.3 se tiene que F2(v1 + v3) es un factor spin real de
rango 2 conteniendo a v2 y a v4. Además, como Q(v1 + v3) es
un automorfismo sobre F2(v1 + v3), tenemos que 2 {v1, v2, v3} =
Q(v1 + v3)(v2) es un tripotente minimal en F2(v1 + v3) el cual es
ortogonal a v2. Por tanto ya que en todo factor spin real de rango
dos, el espacio ortogonal relativo a un tripotente minimal tiene
dimensión 1 (véase el apartado 2.1.4), y dicho espacio contiene
a los tripotentes 2 {v1, v2, v3} y v4, se tiene necesariamente que
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2 {v1, v2, v3} = ±v4. Supongamos que 2 {v1, v2, v3} = −v4, es de-
cir la cuadrupla (v1, v2, v3,−v4) forma un cuadrángulo. El Lema
1.1.4 aplicado a los cuadrángulos (u1, u2, u3, u4) y (v1, v2, v3,−v4)
asegura que e = 1√

2
(u1 + u2 + u3 − u4) es un tripotente, mien-

tras que Φ(e) = 1√
2
(v1 + v2 + v3 − v4) no lo es, lo que contra-

dice el hecho de que Φ conserva tripotentes. En consecuencia
2 {v1, v2, v3} = v4.

Sea ahora (v, u, ṽ) un trángulo en E con v, ṽ tripotentes mi-
nimales. Dado que Φ(E1(v)) = F1(Φ(v)), Φ(E1(ṽ)) = F1(Φ(ṽ)),
de nuevo el Corolario 3.2.6 y la Proposición 2.1.3 nos permiten
asegurar que

Φ|E2(v+ṽ) : E2(v + ṽ) → F2(Φ(v) + Φ(ṽ))

es una isometŕıa lineal sobreyectiva entre dos factores spin rea-
les de rango 2. Ya que u es un tripotente en E1(v) ∩ E1(ṽ) se
tiene que Φ(u) ∈ F1(Φ(v)) ∩ F1(Φ(ṽ)). Como Φ(u) no es mi-
nimal en F2(Φ(v) + Φ(ṽ)), el Teorema 2.2.13 nos asegura que
Φ(u) ` Φ(v) y Φ(u) ` Φ(ṽ). En consecuencia, para poder afir-
mar que la tripleta (Φ(v), Φ(u), Φ(ṽ)) forma un trángulo, bas-
ta probar que Q(Φ(u))(Φ(v)) = Φ(ṽ). En efecto, utilizando la
aritmética de Peirce, el hecho, anteriormente comentado, de que
el espacio ortogonal relativo a un tripotente minimal en un fac-
tor spin real de rango dos tiene dimensión 1, y que Q(Φ(u)) es
un automorfismo sobre F2(Φ(u)), podemos deducir que el tripo-
tente Q(Φ(u))(Φ(v)) ∈ F0(Φ(v)) ∩ F2(Φ(v) + Φ(ṽ)) = RΦ(ṽ), y
en consecuencia

Q(Φ(u))(Φ(v)) = ±Φ(ṽ).

Si Q(Φ(u))(Φ(v)) = −Φ(ṽ), entonces (Φ(v), Φ(u),−Φ(ṽ)) es un
trángulo. Ahora el Lema 3.2.7 (b) nos asegura que 1

2
(v + u + ṽ)

es un tripotente en E, mientras que

1

2
(Φ(v) + Φ(u) + Φ(ṽ)) = Φ(

1

2
(v + u + ṽ))
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no es un tripotente, lo que es una contradicción. En consecuencia
Q(Φ(u))(Φ(v)) = Φ(ṽ). 2

En 1992 T. Dang ([14, Lemma 2.5]) probaba que toda iso-
metŕıa R-lineal entre dos factores de Cartan complejos de rango
mayor o igual que uno es débil-∗ continua. Más tarde, A. Peralta
y J. Mart́ınez establećıan que toda isometŕıa lineal sobreyectiva
de un JBW∗-triple real en śı mismo, es automáticamente débil-∗

continua (ver [53, Proposition 2.3]). Este resultado se puede ex-
tender al caso de isometŕıas lineales sobreyectivas entre JBW*-
triples reales arbitrarios, como prueba la siguiente proposición.

Proposición 3.2.9 Toda isometŕıa lineal sobreyectiva entre
JBW*-triples reales es automáticamente débil-∗ continua.

Demostración.- Sea Φ : E → F una isometŕıa lineal sobre-
yectiva entre dos JBW∗-triples reales y sean E∗ y F∗ los pre-
duales de E y F , respectivamente. Es fácil ver que el JB∗-triple
E⊕∞F es un espacio de Banach dual cuyo predual coincide con la
`1-suma de E∗ y F∗. En consecuencia E⊕∞F es un JBW∗-triple.

Sea ahora Ψ la aplicación de E⊕∞F en śı mismo definida por
Ψ(e, f) = (Φ−1(f), Φ(e)). Claramente Ψ es una biyección lineal
isométrica sobre E⊕∞F , por lo que, en virtud de [53, Proposition
2.3], Ψ es débil-∗ continua. Ahora la continuidad débil-∗ de Φ se
deduce sin más que observar que Φ(e) = Ψ(e, 0). 2

Nuestro próximo objetivo será probar que las isometŕıas li-
neales sobreyectivas entre factores de Cartan reales reducidos
son isomorfismos de triples. En particular obtendremos una res-
puesta afirmativa al problema planteado por W. Kaup en [44,
pag. 217].
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Proposición 3.2.10 Sea Φ : E → F una isometŕıa lineal sobre-
yectiva entre dos factores de Cartan reales reducidos. Entonces
Φ es un isomorfismo de triples.

Demostración.- La Proposición 3.2.2 asegura que las isome-
tŕıas lineales sobreyectivas conservan la ortogonalidad de elemen-
tos y por tanto E y F tienen el mismo rango.

Supongamos primero que E es uno de los factores siguientes
IR
n,m, IIR

n , IVr,s
n , VIO0 , VO0 , donde r, s, n−1 ≥ 1. En este primer

caso E coincide con el cierre débil-∗ de la envolvente lineal de una
cierta parrilla construida a base de cuadrángulos de tripotentes
minimales y de trángulos (v, u, ṽ), donde v, ṽ son minimales (ver
Caṕıtulo 2, §2). El Teorema 3.2.8 no permite afirmar que una tal
parrilla es transformada por Φ en otra parrilla del mismo tipo en
F . Ahora la Proposición 3.2.9 unida al hecho de que el producto
triple es separadamente débil-∗ continuo, nos permite asegurar
que Φ es un isomorfismo de triples.

Los restantes factores de Cartan reales reducidos de rango
mayor que uno son IC

n, IIH
2p, IIIR

n y VIO (ver Proposition 2.1.7).

Como ya conocemos VIO = H3(O) es una JB-álgebra y la Pro-
posición 1.4.2 nos asegura que todos los factores anteriores son
JB-álgebras. La tesis de nuestro resultado se sigue en este caso
de [37, Proposition 4.11].

Por último si el rango de E y F es uno, entonces
E = IR

1,m = F y el resultado es trivial, ya que IR
1,m se puede

identificar con un espacio de Hilbert real con producto triple
dado por {x, y, z} = 1

2
(〈x , y 〉z + 〈 z , y 〉x). 2

Lema 3.2.11 Sean {Ci, i ∈ I} y {Cj, j ∈ J} dos familias de
factores de Cartan reales o realificaciones de factores de Cartan
complejos. Sea Φ : ⊕∞i∈ICi → ⊕∞j∈JCj una isometŕıa lineal sobre-
yectiva. Entonces para cada i ∈ I existe un único j ∈ J tal que
Φ| Ci

: Ci → Cj es una isometŕıa lineal sobreyectiva.
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Demostración.- En primer lugar hacemos notar que tanto
⊕∞i∈ICi como ⊕∞j∈JCj son JBW∗-triples con preduales ⊕`1

i∈I(Ci)∗ y

⊕`1
j∈J(Cj)∗, respectivamente y en virtud de la Proposición 3.2.9,

podemos afirmar que Φ es débil-∗ continua. Por otra parte la
Proposición 2.0.1 nos dice que cada factor de Cartan real o rea-
lificación de un factor de Cartan complejo coincide con el cierre,
en la topoloǵıa débil-∗, de la envolvente lineal de sus tripoten-
tes minimales. Por consiguiente, ya que Φ−1 es también lineal,
sobreyectiva e isométrica, bastará probar que para cada i ∈ I
existe un único j ∈ J tal que Φ(MinTrip(Ci)) ⊆ Cj. En efecto:

Ya que los tripotentes minimales no pueden expresarse como
suma de dos tripotentes ortogonales, es claro que todo tripotente
minimal en ⊕∞j∈JCj pertenece a un único factor de Cartan y que
dos tripotentes minimales no ortogonales están contenidos en el
mismo factor de Cartan. Por otra parte, la Proposición 3.2.2
asegura que Φ conserva tripotentes minimales y la relación de
ortogonalidad.

Sea v un tripotente minimal en Ci. Entonces Φ(v) pertenece
a un único factor de Cartan real o complejo Cj y la imagen por Φ
de todo tripotente minimal en Ci no ortogonal a v está contenida
en Cj. Supongamos ahora que existe en Ci un tripotente minimal,
ṽ, ortogonal a v. En este caso Ci tiene rango mayor que uno, por
lo que las proposiciones 2.1.7, 2.1.1 y 2.1.6 y el Lema 3.2.7(b) nos
aseguran que es posible encontrar un tercer tripotente minimal
en Ci que no es ortogonal a v ni a ṽ. En consecuencia Φ(ṽ) ∈ Cj,
lo que acaba la demostración. 2

Estamos ahora en condiciones de establecer el Teorema 5.18
en [44] sin restricciones sobre la excepcionalidad, siguiendo argu-
mentos similares a los empleados en la prueba de dicho teorema.
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Teorema 3.2.12 Toda isometŕıa R-lineal sobreyectiva con do-
minio un factor de Cartan real o complejo de rango mayor que
uno e imagen un JBW∗-triple real es un isomorfismo de triples.

Demostración.- Sean E, F y Φ : E → F en las condiciones
del teorema. Los teoremas de descomposición atómica aseguran
que F = A ⊕∞ N , donde A es la `∞-suma de factores de Car-
tan reales o realificaciones de factores de Cartan complejos y N
es un ideal débil-∗ cerrado que carece de tripotentes minimales
(ver la introducción del Capitulo 2). Por otra parte, dado que Φ
es débil-∗ continua, conserva tripotentes minimales y la relación
de ortogonalidad, se tiene que F = Φ(E) = A. Además el Le-
ma 3.2.11 nos dice que F ha de ser un factor de Cartan real o
complejo. Ahora, ya que Φ conserva ortogonalidad y por tanto
el parámetro z en la Tabla 1 [44, página 210], en virtud de [44,
Lemma 5.6] se ha de verificar que E y F son simultáneamente
reducidos o bien complejos o E = F = IH

2p,2q o E = F = IIIH
2p.

Finalmente, las proposiciones 3.2.10, 3.2.4 y los lemas 5.14, 5.17
en [44], permiten asegurar que Φ es un isomorfismo de triples. 2

Como resultado principal de esta sección establecemos el si-
guiente teorema que puede ser considerado como una extensión
de [14, Theorem 3.1].

Teorema 3.2.13 Sea Φ : E → F una isometŕıa lineal sobre-
yectiva entre dos JB∗-triples reales y supongamos que E∗∗ no
contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno.
Entonces Φ es un isomorfismo de triples.

Demostración.- Como ya conocemos el bidual de un JB∗-
triple real es un JBW∗-triple real, por tanto la aplicación bi-
traspuesta de Φ, Φ∗∗ : E∗∗ → F ∗∗ es una isometŕıa R-lineal sobre-
yectiva débil-∗ continua entre JBW∗-triples reales. Argumentan-
do como en el Teorema anterior, Φ∗∗ aplica la parte atómica de
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E∗∗, AE∗∗ = ⊕`∞Ci, en la parte atómica de F ∗∗, AF ∗∗ = ⊕`∞Cj.
Por consiguiente,

Ψ := Φ∗∗|AE∗∗ : ⊕`∞Ci → ⊕`∞Cj

es una isometŕıa R-lineal sobreyectiva. Ahora, el Lema 3.2.11 ase-
gura que para cada i, Ψ|Ci

: Ci → Cj es una isometŕıa R-lineal
sobreyectiva entre dos factores de Cartan reales o complejos.
Dado que Ci tiene rango mayor que uno, el Teorema 3.2.12 nos
permite afirmar que Ψ|Ci

es un isomorfismo de triples y en con-
secuencia Ψ también lo es. Para finalizar, sean πE : E∗∗ → AE∗∗

y πF : F ∗∗ → AF ∗∗ las proyecciones canónicas de E∗∗ y F ∗∗ sobre
sus partes atómicas y jE y jF las inclusiones canónicas de E y F
en sus biduales. Es claro que πE◦jE y πF ◦jF son homomorfismos
de triples. Además son isométricos. En efecto:

Sea x ∈ E de norma uno. El teorema de Krein-Milman nos
da que D(E, x) tiene puntos extremos y por tanto podemos en-
contrar un ϕ en la bola unidad de E∗, tal que ϕ(x) = 1. En
virtud de [64, Corollary 2.1 y Lemma 2.7], existe un tripotente
minimal u ∈ E∗∗ tal que ϕ = ϕ ◦ P 1(u). Por consiguiente ϕ se
anula en la parte no atómica de E∗∗ de aqúı que ϕ = ϕ◦πE. Las
desigualdades

1 = ‖x‖ = ‖jE(x)‖ ≥ ‖πE(jE(x))‖ ≥ ϕ(πE(jE(x))) = ϕ(x) = 1,

prueban que πE◦j es una isometŕıa lineal. Un argumento análogo
prueba que πF ◦ jF .

Finalmente, de la igualdad (πF ◦ jF ) ◦ Φ = Ψ ◦ (πE ◦ jE), se
deduce que Φ es un isomorfismo de triples. 2

Nota 3.2.14 La tesis del Teorema 3.2.13 puede no cumplirse
cuando el bidual de E contiene factores de Cartan de rango uno.
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Por ejemplo si consideramos E = IR
1,n, F = IVn,0

n , entonces la
aplicación identidad de E en F , vistos ambos como espacios de
Hilbert n-dimensionales, es una isometŕıa lineal sobreyectiva que
no conserva el triple producto.

La equivalencia entre isometŕıas lineales sobreyectivas e iso-
morfismos de JB∗-triples complejos ha sido mencionada varias
veces en este caṕıtulo. El hecho de que todo isomorfismo de triples
sea automáticamente isométrico es un resultado bien conocido,
incluso en el ambiente de los JB∗-triples reales, que puede ser
fácilmente deducido del axioma de Gelfand-Naimark. El lector
interesado en la prueba puede consultar [37, Theorem 4.8] para
el caso de JB∗-triples reales y [42, Proposition 5.5] para el caso
complejo (comparar con [34, 2.4]).

Concluimos esta sección presentando algunas aplicaciones de
nuestro principal resultado. A tal efecto recordemos que el bi-
dual de una JB-álgebra es una JBW-álgebra con unidad (ver
[31, Theorem 4.4.3 y Lemma 4.1.7] o [76]).

Corolario 3.2.15 Sea Φ : A → B una isometŕıa lineal so-
breyectiva entre dos J*B-álgebras (respectivamente, dos JB-álge-
bras). Entonces Φ es un isomorfismo de triples. En caso de que
Φ sea unital (respectivamente, A y B unitales y Φ unital) se tiene
que es un ∗-isomorfismo (respectivamente, isomorfismo).

Demostración.- Si la parte atómica del JBW∗-triple real A∗∗

no contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno,
la afirmación se sigue del Teorema 3.2.13.

Supongamos pues que la parte atómica del JBW∗-triple real
A∗∗ contiene factores de Cartan reales o complejos de rango uno.
Por otra parte, ya que en cualquier caso el JBW∗-triple real A∗∗

(respectivamente B∗∗) tienen un elemento unitario, se tiene que
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todo factor de Cartan real o complejo en la parte atómica de
A∗∗ (respectivamente B∗∗) contiene un elemento unitario. Aho-
ra, en virtud de la Proposición 2.1.7, se deduce que los factores
de Cartan reales o complejos de rango uno tanto en A∗∗ como en
B∗∗ coinciden con R, C o IVn,0

n . Sea C cualesquiera de estos tres
factores. El Lema 3.2.11 junto al hecho de que Φ∗∗ conserva la
dimensión nos permiten afirmar que Φ∗∗|C aplica C en śı mismo.
Por consiguiente, ya que C puede ser visto como un espacio de
Hilbert real, Φ∗∗|C es un isomorfismo de triples. En conclusión
Φ∗∗ restringido a los factores de Cartan reales o complejos de
rango uno de A∗∗ es un isomorfismo sobre su imagen. El argu-
mento final de la prueba del Teorema 3.2.13 permite concluir que
Φ es un isomorfismo de triples.

La segunda afirmación se sigue fácilmente sin más que tener
en cuenta que en presencia de unidad, el producto binario y la
involución se recuperan a partir del producto triple (ver Caṕıtulo
1). 2

Un razonamiento análogo al empleado en el corolario anterior
permite obtener el siguiente otro (comparar con [14, Corollary
3.3]).

Corolario 3.2.16 Toda isometŕıa R-lineal sobreyectiva entre dos
JB∗-álgebras conserva el producto triple. En particular, si dichas
álgebras son unitales y la isometŕıa conserva la unidad, entonces
dicha isometŕıa es un ∗-isomorfismo. 2

Una consecuencia trivial de los dos corolarios anteriores es
que las isometŕıas R-lineales sobreyectivas entre dos C∗-álgebras
o bien dos C∗-álgebras reales conservan el producto triple (com-
parar con [14, Corollary 3.3] y [13, Theorem 6.4]).



Capı́tulo 4
Teorema de Saitô-Tomita-Lusin
para JB∗-triples

El bien conocido criterio de Lebesgue para funciones Rie-
mann integrables afirma que una función real y acotada definida
en un intervalo cerrado y acotado de Rn es Riemann integrable si
y solo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida
nula. En el primer tercio del siglo pasado, N. Lusin extend́ıa este
resultado al caso de funciones medibles Lebesgue [75]. El resulta-
do que hoy d́ıa se conoce en la literatura como Teorema de Lusin
(ver [70, 2.6.1]) puede formularse en los siguientes términos:

Sean Ω un espacio localmente compacto Hausdorff y µ una
medida de Radon positiva sobre Ω. Dada una función medible
f : Ω → C verificando que existe un conjunto de Borel A ⊆ Ω
con µ(A) < ∞ y f(x) = 0, ∀x /∈ A, entonces para cada ε > 0
existen un conjunto de Borel E ⊆ Ω con µ(Ω\E) < ε y una
función g ∈ C0(Ω) tal que f y g coinciden en E. Además se
puede conseguir que

sup
x∈Ω

{|g(x)|} ≤ sup
x∈Ω

{|f(x)|}.

89
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Supongamos que Ω es un espacio localmente compacto Haus-
dorff y µ es una medida de Radon positiva y finita (µ(Ω) < ∞)
sobre Ω. Notemos por L∞(Ω, µ) al espacio de las clases de funcio-
nes complejo valuadas, medibles y esencialmente acotadas sobre
Ω. Es bien conocido que L∞(Ω, µ) es una C∗-álgebra. Gracias al
Teorema de Radon-Nikodym podemos asegurar que L∞(Ω, µ) es
una W∗-álgebra cuyo predual coincide con L1(Ω, µ), el espacio
de Banach de las clases de funciones µ-integrables sobre Ω. Toda
función f ∈ L∞(Ω, µ) cumple las hipótesis del Teorema de Lusin,
y en consecuencia C0(Ω) es una C∗-subálgebra débil-∗ densa de
la W∗-álgebra conmutativa L∞(Ω, µ).

En 1959, M. Tomita obtuvo una extensión no conmutativa
del Teorema de Lusin para el caso de C∗-álgebras arbitrarias, que
más tarde fue reelaborada y ampliada por K. Saitô [73, Theorem
2], utilizando para tal fin una versión no conmutativa del Teore-
ma de Egoroff. La versión no conmutativa del Teorema de Lusin
puede ser enunciada en los siguientes términos:

Sean N una C∗-álgebra con unidad 1 actuando sobre un
espacio de Hilbert, M la clausura débil de N , a un elemento
cualquiera de M y e una proyección en M . Entonces para cada
funcional ϕ positivo no cero en el predual de M y cada par de
números positivos ε y δ menores que uno existen una proyección
f ∈ M , con f ≤ e, y b ∈ N tales que ϕ(e − f) < ε, af = bf y
‖b‖ ≤ (1 + δ)‖af‖.

El anterior Teorema permitió un gran desarrollo de la teoŕıa
de C∗-álgebras y sigue siendo hoy en d́ıa una herramienta muy
útil (ver por ejemplo [61, 80]).

El objetivo de este caṕıtulo es extender el Teorema de Lusin
al ambiente no ordenado de los JB∗-triples.
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4.1. Requisitos geométricos

La ausencia de un buen orden en el conjunto de los elementos
tripotentes de un JB∗-triple es el principal obstáculo a salvar a
la hora de extender el Teorema de Lusin desde el ambiente de las
C∗-álgebras a los JB∗-triples. Para solventar esta carencia vamos
a profundizar en alguno de los aspectos geométricos estudiados
en los caṕıtulos anteriores. A ello dedicamos esta primera sección.
Más concretamente, en la Proposición 4.1.4 establecemos una
desigualdad geométrica que será la herramienta clave para la
obtención de una versión no ordenada del Teorema de Lusin
para JB∗-triples.

Comenzamos obteniendo algunos lemas técnicos necesarios
para la demostración.

Sean J un álgebra de Jordan, x ∈ J y Ux la aplicación lineal
de J en J dada por Ux(z) = 2(x ◦ z) ◦ x − x2 ◦ z (z ∈ J). Es
bien sabido que para cada x ∈ J se verifica que Ux2 = U2

x [31,
Lemma 2.4.21].

Lema 4.1.1 Sea J una JB-álgebra con unidad 1 y sea p ∈ J tal
que p2 = p. Entonces para cada x en J1(p) se verifica la siguiente
igualdad:

‖x‖2 = ‖x2‖ = ‖ {x, x, p} ‖ = ‖ {x, x, 1− p} ‖.

Demostración.- Como x ∈ J1(p) (es decir, {p, p, x} = 1
2
x) se

tiene p ◦ x = (1− p) ◦ x = 1
2
x. Por consiguiente se verifica que

x2 ◦ (1− p) = {x, p, x}

y también que

x2 ◦ p = {x, 1− p, x} .
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Además

x2 = x2 ◦ p + x2 ◦ (1− p).

Por la aritmética de Peirce podemos asegurar que x2 ◦ p ∈ J2(p)
y que x2 ◦ (1 − p) ∈ J0(p). Por consiguiente, el apartado (a) de
la Proposición 3.1.1 nos asegura que

‖x‖2 = ‖x2‖ = máx{‖x2 ◦ p‖, ‖x2 ◦ (1− p)‖}.

Podemos asumir que ‖x‖ = 1 = ‖x2 ◦p‖. Afirmamos que, en este
caso, también se verifica que ‖x2◦(1−p)‖ = 1. Supongamos, por
el contrario, que ‖x2 ◦ (1 − p)‖ = ‖ {x, p, x} ‖ < 1. Nuevamente
la aritmética de Peirce nos permite comprobar que

x4 = (x2 ◦ p)2 + (x2 ◦ (1− p))2,

(x2 ◦ p)2 =
{
x2, p, x2

}
y (x2 ◦ (1− p))2 =

{
x2, 1− p, x2

}
.

Ahora, la desigualdad

‖x2 ◦ p‖2 = ‖(x2 ◦ p)2‖ = ‖
{
x2, p, x2

}
‖ = ‖Ux2(p)‖

= ‖U 2
x (p)‖ ≤ ‖x‖2‖Ux(p)‖ = ‖ {x, p, x} ‖ < 1

contradice el hecho de que 1 = ‖x2 ◦ p‖, lo que a su vez concluye
la demostración. 2

El lema anterior permite formular el siguiente corolario.

Corolario 4.1.2 Sean J una JB*-álgebra unital y p una
proyección en J . Entonces para cada x ∈ J1(p)∪ J2(p) , se veri-
fica la siguiente desigualdad

‖ {x, x, p} ‖ ≥ 1

4
‖x‖2.
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Demostración.- Supongamos que x ∈ J1(p) y sean h, k ∈
J1(p) tales que h∗ = h, k∗ = k y x = h + ik. Gracias al Lemma
1.5 en [27] podemos concluir que {x, x, p} es un elemento positivo
en J 2(p) y por tanto simétrico en J. En consecuencia {x, x, p} =
p◦(x◦x∗) = p◦(h2+k2). Teniendo en cuenta que {k, k, p} = p◦k2

y {h, h, p} = p ◦ h2 son elementos positivos en J, se deduce que

‖ {x, x, p} ‖ ≥ máx{‖ {h, h, p} ‖, ‖ {k, k, p} ‖}.

Ahora, ya que h, k ∈ J1(p), el Lema 4.1.1 nos asegura que

‖ {x, x, p} ‖ ≥ máx{‖h‖2, ‖k‖2} ≥ 1

4
(‖h‖+ ‖k‖)2 ≥ 1

4
‖x‖2.

Para terminar, si x ∈ J2(p), entonces

‖ {x, x, p} ‖ = ‖x◦x∗‖ = ‖h2 +k2‖ ≥ máx{‖h‖2, ‖k‖2} ≥ 1

4
‖x‖2.

2

El siguiente resultado establece una relación entre las isome-
tŕıas parciales y las proyecciones de BL(H).

Lema 4.1.3 Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea e una
isometŕıa parcial en BL(H). Entonces existen una proyección
p en BL(H) y un homomorfismo de triples isométrico
T : BL(H) → BL(H) tales que T (e) = p.

Demostración.- Dado que BL(H) es un JBW∗-triple, [34,
Lemma 3.12] asegura la existencia de un tripotente completo
u ∈ BL(H) satisfaciendo e ≤ u. Por consiguiente uu∗ y u∗u
son proyecciones en BL(H) siendo alguna de ellas la identidad.
Supongamos que uu∗ es la identidad en BL(H) y notemos res-
pectivamente q y K a la proyección u∗u y al subespacio u∗u(H).
Afirmamos que la aplicación lineal T : BL(H) → BL(H) dada
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por T (x) = u∗x satisface la tesis del lema. En efecto, teniendo
en cuenta que u∗ : H → K es una isometŕıa lineal sobreyectiva,
es fácil comprobar que T : BL(H) → BL(H, K) es un isometŕıa
lineal sobreyectiva entre dos JB∗-triples y por tanto un isomorfis-
mo de triples (Teorema 3.2.1). Por tanto T (e) ≤ Tu = u∗u = q,
lo que implica que T (e) es una proyección en BL(H). 2

Sea C un factor de Cartan finito dimensional y sean u, v dos
tripotentes en C. Por [50, Corollary 5.12] sabemos que existe
una isometŕıa lineal sobreyectiva T de C en C tal que Tu = v
si y solo si C2(u) y C2(v) tienen el mismo rango. En particu-
lar, ya que el rango de H3(OC) es tres y en virtud del Teorema
3.2.1, podemos afirmar que, dado un tripotente e en H3(OC)
existen una proyección p ∈ H3(OC) y un isomorfismo de triples
T : H3(OC) → H3(OC) que aplica e en p.

Sea E un JB*-triple. Por el Teorema de Gelfand-Naimark pa-
ra JB*-triples (Teorema 1.4.3) sabemos que E es isométricamente
isomorfo a un subtriple de una `∞-suma de factores de Cartan.
Como los factores de Cartan de tipo 1 a 4 pueden embeberse
isométricamente en algún BL(H) y el factor de Cartan de tipo
V es un subtriple de H3(OC), entonces E puede ser visto como
un subtriple de

BL(H)
`∞⊕(

`∞⊕
i∈I

H3(OC)

)
.

Estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente pro-
posición.

Proposición 4.1.4 Sean E un JB*-triple y e un tripotente en
E. Entonces para cada x ∈ E1(e) ∪ E2(e) tenemos

‖ {x, x, e} ‖ ≥ 1

4
‖x‖2.



4.1. Requisitos geométricos 95

Demostración.- En efecto, por los comentarios anteriores E
puede ser visto como un subtriple de una `∞-suma de un
BL(H) y una colección de JB∗-álgebras idénticas a H3(OC).
Nuevamente, los comentarios anteriores y el Lema 4.1.3 nos
permiten asegurar que existe un homomorfismo de triples
isométrico sobre dicha `∞-suma que aplica al tripotente e en
una proyección. Estamos, por tanto, en condiciones de aplicar el
Corolario 4.1.2, lo que concluye la prueba. 2

La siguiente nota pone de manifiesto cómo la proposición
anterior puede ser aplicada para obtener un conocimiento más
profundo del subtriple E1(e).

Nota 4.1.5 Uno de los ingredientes necesarios para la demos-
tración de la Proposición 4.1.4 es el Lemma 1.5 en [27]. Dicho
resultado establece que para cada tripotente e en un JB*-triple,
E, la aplicación sesquilineal definida por

F1 : E1(e)× E1(e) → E2(e)

F1(x, y) := {x, y, e}
es hermitiana, es decir F1(x, y)∗ = F1(y, x) para cada
x, y ∈ E1(e), positiva (léase F1(x, x) ≥ 0) y además satisface
que F1(x, x) = 0 si y solo si x = 0. Por consiguiente, la ley

x 7→ ‖x‖e := ‖F1(x, x)‖ 1
2 , define una norma sobre E1(e) veri-

ficando que ‖x‖e ≤ ‖x‖ para todo x ∈ E1(e). Sin embargo no
era conocido que la norma ‖.‖e fuera equivalente a la natural
en E1(e). Ahora, la Proposición 4.1.4 asegura que ambas normas
son de hecho equivalentes. Más concretamente:

‖x‖e ≤ ‖x‖ ≤ 2‖x‖e.

Lo que nos dice que podemos controlar la norma de los elementos
de E1(e) a partir de la estructura algebraica de E2(e).
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En particular, cuando e es un tripotente minimal, la apli-
cación 〈x , y 〉 := F1(x, y) es un producto escalar sobre E1(e) y
(E1(e), 〈 , 〉) es un espacio de Hilbert isomorfo, como espacio de
Banach, a E1(e).

Lema 4.1.6 Sean E un JB∗-triple y e ∈ E un tripotente. Sea
x ∈ E y para cada j = 1, 2 denotemos por xj = Pj(e)x. Entonces
P2(e) {x, x, e} es un elemento positivo en la JB∗-álgebra E2(e) y
para cada j = 1, 2, se verifica la siguiente desigualdad:

‖ {xj, xj, e} ‖ ≤ ‖P2(e) {x, x, e} ‖.

Demostración.- Dado que x2 es un elemento de la JB∗-álge-
bra E2(e) y {x2, x2, e} = x2 ◦ x∗2, tenemos que {x2, x2, e} es un
elemento positivo en E2(e). Los comentarios de la Nota 4.1.5 per-
miten concluir que {x1, x1, e} es también un elemento positivo
en E2(e). Por último, la aritmética de Peirce implica que

P2(e) {x, x, e} = {x2, x2, e}+ {x1, x1, e} .

La demostración concluye observando que la norma en una JB∗-
álgebra conserva el orden en el conjunto de los elementos positi-
vos. 2

4.2. Teoremas de Egoroff y Lusin

Los resultados geométricos obtenidos en la sección anterior
nos van a permitir la demostración del Teorema de Lusin en el
ambiente de los JB∗-triples. Nuestra estrategia, al igual que la
de K. Saitô en el caso de las C∗-álgebras, pasa por la obtención
de un teorema de tipo Egoroff para JB∗-triples.

Sean W un JBW∗-triple y ϕ un elemento de norma uno en
W∗. Sea z un elemento de norma uno en W tal que ϕ(z) = 1.
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En [8, Proposition 1.2], T. Barton y Y. Friedman prueban que la
aplicación (x, y) 7→ ϕ {x, y, z} define una forma sesquilineal posi-
tiva sobreW que no depende del elemento z, es decir, si z1 es otro
elemento de norma uno en W verificando que ϕ(z1) = 1 entonces
ϕ {x, y, z} = ϕ {x, y, z1}. En consecuencia, la ley x 7→ ‖x‖ϕ :=

(ϕ {x, x, z})
1
2 (x ∈ W) define una seminorma prehilbertiana

sobre W . Si E es un JB*-triple y ϕ es un elemento de norma
uno en E∗ entonces ‖.‖ϕ es una seminorma prehilbertiana sobre
E∗∗ y por tanto sobre E . La topoloǵıa fuerte-∗ de W , introducida
por Barton y Friedman en [7], es la topoloǵıa sobre W generada
por la familia de seminormas {‖.‖ϕ : ϕ ∈ W∗, ‖ϕ‖ = 1}. Usare-
mos la simboloǵıa S∗(W ,W∗) para denotar la topoloǵıa fuerte-∗

de W . Si A es una JBW*-álgebra vista como JB*-triple, en-
tonces S∗(A,A∗) coincide con la topoloǵıa en A generada por
todas las seminormas de la forma x 7→

√
φ(x ◦ x∗), donde φ es

cualquier estado normal sobre A. Consecuentemente, cuando un
álgebra de von Neumann M es vista como JBW∗-triple, enton-
ces S∗(M, M∗) coincide con la usual topoloǵıa fuerte-∗ sobre M
(ver [72, Definition 1.8.7]).

Desde su introducción por T. Barton y Y. Friedman, la topo-
loǵıa fuerte-∗ ha sido desarrollada en trabajos de A. Rodŕıguez
[67] y A. Peralta y A. Rodŕıguez [65]. Esta topoloǵıa ha tenido un
papel importante en el desarrollo de la teoŕıa de los JB∗-triples
(ver por ejemplo [8, 65]). La topoloǵıa fuerte-∗ es compatible con
la dualidad (M, M∗) y además la topoloǵıa fuerte-∗ es estricta-
mente más fuerte que la topoloǵıa débil-∗ (ver [8, 67]). La virtud
más destacada de la topoloǵıa fuerte-∗ es quizás la propiedad
de hacer al producto triple juntamente continuo en conjuntos
acotados [67].

A continuación establecemos un teorema de tipo Egoroff para
JB∗-triples.
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Teorema 4.2.1 Sean E un JB*-triple, N un subconjunto de la
bola unidad de E∗∗ y a ∈ E∗∗ un elemento en la adherencia
fuerte-∗ del conjunto N . Sean e ∈ E∗∗ un tripotente, ε > 0 y ϕ ∈
E∗. Entonces existen una sucesión (an) ⊆ N y e0 un tripotente
en E∗∗ verificando: e0 ≤ e, |ϕ(e− e0)| < ε, y

ĺım
n→+∞

‖P2(e0)(an − a)‖ = ĺım
n→+∞

‖P1(e0)(an − a)‖ = 0.

Demostración.- Fijemos ε > 0 y ϕ ∈ E∗. Como a pertenece a
la adherencia del conjunto N en la topoloǵıa fuerte-∗, entonces
existe una red (aλ) ⊂ N que converge a a en la topoloǵıa fuerte-∗

de E∗∗. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que a = 0 y
que ‖ϕ‖ = 1.

Para cada λ, denotemos por bλ al elemento P2(e) {aλ, aλ, e}.
La continuidad conjunta del producto triple en conjuntos acota-
dos para la topoloǵıa fuerte-∗ nos permite asegurar que bλ → 0
en dicha topoloǵıa. Por el Lema 4.1.6, podemos concluir que bλ

es un elemento positivo en la bola unidad de la JBW∗-álgebra
E∗∗2 (e).

Denotemos a su vez por Cλ al JBW∗-subtriple de E∗∗ ge-
nerado por e y bλ. Por [42], Cλ es isométricamente isomorfo a
C(K) para algún espacio compacto Hausdorff K ⊂ [0, 1]. Sea χ
la función caracteŕıstica del intervalo (−2−4, 2−4) y eλ = χ(bλ).
Claramente, eλ es una proyección en E∗∗2 (e) verificando que

24bλ ≥ e− eλ ≥ 0.

Como bλ → 0 en la topoloǵıa fuerte-∗ y esta topoloǵıa es más
fuerte que la topoloǵıa débil-∗ de E∗∗2 (e), concluimos que bλ y por
tanto e− eλ tiende a cero en la topoloǵıa débil-∗ de E∗∗2 (e) (y en
consecuencia en la topoloǵıa σ(E∗∗, E∗)).

Tomemos λ1 verificando que |ϕ(e− eλ1)| < ε 2−1. Denotemos
e1 = eλ1 , a1 = aλ1 y b1 = bλ1 . Ahora, la Proposición 4.1.4 y
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el Lema 4.1.6 aplicados en la segunda y en la tercera de las
siguientes desigualdades, respectivamente, nos permiten concluir
que

‖P2(e1)a1 + P1(e1)a1‖2 ≤ 2
(
‖P2(e1)a1‖2 + ‖P1(e1)a1‖2

)
≤ 23 (‖ {P2(e1)a1, P2(e1)a1, e1} ‖+ ‖ {P1(e1)a1, P1(e1)a1, e1} ‖)

≤ 24‖P2(e1) {a1, a1, e} ‖ ≤ 1.

Consideremos ahora la subred (aλ)λ≥λ1 . Es claro que la an-
terior subred sigue convergiendo a cero en la topoloǵıa fuerte-∗

de E∗∗. Definamos ahora b̃λ = P2(e1) {aλ, aλ, e1} . Argumentando
como en el párrafo anterior, pero reemplazando χ por la función
caracteŕıstica del intervalo (−2−6, 2−6), obtenemos un tripoten-
te, e2, en E∗∗ y un elemento, aλ2 = a2 (λ2 ≥ λ1), tales que
|ϕ(e1 − e2)| < ε 2−2 y ‖P2(e2)(a2) + P1(e2)(a2)‖2 ≤ 2−1.

Argumentando mediante inducción matemática obtenemos
que existen sucesiones (en) ⊂ E∗∗2 (e) y (an) ⊂ N verificando que
e ≥ e1, (en) es una sucesión decreciente de tripotentes en E∗∗2 (e),

|ϕ(e− e1)| < 2−1ε, |ϕ(en−1 − en)| < 2−nε, (∀n ≥ 2),

y
‖P2(en)(an) + P1(en)(an)‖2 ≤ n−1, (∀n ∈ N).

Sea e0 el ĺımite en E∗∗ bajo la topoloǵıa débil-∗ de la sucesión
(en). Por [34, Corollary 3.13] concluimos que e0 es un tripotente
en E∗∗ y e0 ≤ en para todo n ∈ N. Como ϕ ∈ E∗ tenemos que

|ϕ(e− e0)| = |ϕ(e)− ĺım
n→+∞

ϕ(en)|

= |ϕ(e− e1) +
+∞∑
n≥2

ϕ(en−1 − en)| <
+∞∑
n=1

ε

2n
= ε.
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Finalmente, como para cada natural n se tiene que e0 ≤ en

(y por consiguiente E∗∗0 (en) ⊆ E∗∗0 (e0)), se sigue que

‖P2(e0)(an)‖ = ‖P2(e0)(P2(en)(an) + P1(en)(an))‖ ≤ 1

n
,

y

‖P1(e0)(an)‖ = ‖P1(e0)(P2(en)(an) + P1(en)(an))‖ ≤ 1

n
,

desigualdades que permiten concluir la demostración. 2

El Teorema de Egoroff para JB∗-triples permite demostrar
el siguiente corolario cuyo enunciado nos proporciona la última
herramienta necesaria para la obtención del Teorema de Lusin
para JB∗-triples.

Corolario 4.2.2 Sean E un JB*-triple, ϕ un funcional en E∗ y
α un elemento en E∗∗. Entonces para cada tripotente e ∈ E∗∗,
ε > 0 y δ > 0, existen un tripotente e1 en E∗∗ con e1 ≤ e y un
elemento a1 ∈ E verificando:

‖P2(e1)(α− a1)‖ < δ, ‖P1(e1)(α− a1)‖ < δ,

‖a1‖ ≤ ‖(P2(e) + P1(e))α‖ y |ϕ(e− e1)| < ε.

Demostración.- El Corolario 3.3 en [8] asegura que la bola
unidad cerrada de E es fuerte-∗ densa en la bola unidad cerra-
da de E∗∗. En consecuencia, la afirmación del corolario se sigue
cuando aplicamos el Teorema 4.2.1 a a = (P2(e) + P1(e))α y
N = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ ‖(P2(e) + P1(e))α‖}. 2

Estamos ahora en disposición de obtener un Teorema de
Saitô-Tomita-Lusin para JB∗-triples.
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Teorema 4.2.3 Sean E un JB*-triple, ϕ un funcional en E∗, y
α un elemento en E∗∗. Entonces para cada tripotente e ∈ E∗∗,
ε > 0 y δ > 0, existen un tripotente e0 en E∗∗ con e0 ≤ e y
a0 ∈ E verificando:

P2(e0)(α− a0) = P1(e0)(α− a0) = 0,

‖a0‖ ≤ (1 + δ)‖(P2(e) + P1(e))α‖ y |ϕ(e− e0)| < ε.

Demostración.- No es restrictivo asumir que (P2(e)+P1(e))α
tiene norma uno. El Corolario 4.2.2 garantiza la existencia de un
elemento a1 ∈ E y un tripotente e1 en E∗∗ verificando que e1 ≤ e,

‖a1‖ ≤ ‖(P2(e) + P1(e))α‖ = 1, ‖P2(e1)(α− a1)‖ < 2−2 δ,

‖P1(e1)(α− a1)‖ < 2−2 δ y |ϕ(e− e1)| < 2−1 ε.

Una nueva aplicación del Corolario 4.2.2 reemplazando e por
e1 y α por (P2(e1) + P1(e1))(α − a1) nos permite asegurar la
existencia de a2 ∈ E y un tripotente e2 ≤ e1 en E∗∗, verificando
las siguientes desigualdades:

‖a2‖ ≤ ‖(P2(e1) + P1(e1))(α− a1)‖ < 2−1 δ,

‖P2(e2)((P2(e1) + P1(e1))(α− a1)− a2)‖
= ‖P2(e2)(α− a1 − a2)‖ < 2−3 δ,

‖P1(e2)((P2(e1) + P1(e1))(α− a1)− a2)‖
= ‖P1(e2)(α− a1 − a2)‖ < 2−3 δ,

y |ϕ(e1 − e2)| < 2−2 ε.

Procediendo mediante inducción obtenemos una sucesión (an)
en E y una sucesión decreciente de tripotentes (en) ∈ E∗∗ con
e1 ≤ e satisfaciendo las siguientes desigualdades

‖P2(en)(α−
n∑

k=1

ak)‖ < 2−(n+1) δ, ‖P1(en)(α−
n∑

k=1

ak)‖ < 2−(n+1) δ,



102
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‖an+1‖ ≤ ‖(P2(en) + P1(en))(α−
n∑

k=1

ak)‖ y ‖a1‖ ≤ 1

|ϕ(en−1 − en)| < 2−n ε y |ϕ(e− e1)| < 2−1 ε.

Las desigualdades anteriores nos permiten concluir que

+∞∑
n=1

‖an‖ ≤
+∞∑
n=2

‖(P2(en−1) + P1(en−1))(α−
n−1∑
k=1

ak)‖+ ‖a1‖

≤ 1 +
+∞∑
n=2

δ

2n+1
≤ 1 + δ.

Por consiguiente a0 =
∑+∞

n=1 an es un elemento en E verificando
además que ‖a0‖ ≤ 1 + δ.

Notemos por e0 al ĺımite en la topoloǵıa débil-∗ de la sucesión
(en). Tal y como hemos visto en la demostración del Teorema
4.2.1, e0 es un tripotente en E∗∗ y |ϕ(e− e0)| < ε.

Finalmente, para i = 1, 2, la desigualdad

‖Pi(e0)(α−
n∑

k=1

ak)‖ = ‖Pi(e0)(P2(en)+P1(en))(α−
n∑

k=1

ak)‖ ≤ 2−n δ,

muestra que Pi(e0)(α− a0) = 0. 2

Terminamos esta memoria con un Teorema de Lusin para
JB*-triples reales.

Sea E un JB∗-triple real, Ê la complexificación de E y τ la
conjugación canónica en Ê que verifica que Êτ = E. Para cada
φ ∈ Ê∗ definimos τ̂(φ) ∈ Ê∗ mediante τ̂(φ)(x) := φ(τ(x)). Es
conocido que la ley φ 7→ τ̂(φ) define una nueva conjugación en

Ê∗. Es también conocido que la aplicación
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(Ê∗)τ̂ → E∗

φ → φ|E
es una isometŕıa lineal sobreyectiva (ver [37, Lemma 4.2]). Rea-
lizando una vez más esta misma construcción obtenemos una
conjugación ̂̂τ en Ê∗∗ verificando que E∗∗ = (Ê∗∗)

̂̂τ . Para simpli-
ficar la notación seguiremos notando mediante τ a la conjugación̂̂τ .

Al igual que en el caso complejo, dados un JBW∗-triple real
W, ϕ un elemento en la esfera unidad de W∗ y un elemen-
to de norma uno, z, en W tales que ϕ(z) = 1, la aplicación
(x, y) 7→ ϕ {x, y, z} define una forma bilineal positiva sobre W
que no depende del elemento z [63, Lemma 2.4]. En consecuen-

cia, la ley x 7→ ‖x‖ϕ := (ϕ {x, x, z})
1
2 (x ∈ W) define una

seminorma prehilbertiana sobre W . La topoloǵıa fuerte-∗ de W ,
S∗(W, W∗), es la topoloǵıa sobre W generada por la familia de
seminormas {‖.‖ϕ : ϕ ∈ W∗, ‖ϕ‖ = 1}. En [67, Corollary 3] y
[65, pag. 621] se prueba que las aplicaciones lineales entre JBW∗-
triples reales o complejos son fuerte-∗ continuas si, y solo si, son
débil-∗ continuas.

Si E es un JB∗-triple real y τ es la conjugación canónica en

su complexificación, entonces ̂̂τ es fuerte-∗ continua. En realidad,
la Proposición 3.2.9 nos permite asegurar que cualquier isome-
tŕıa lineal y sobreyectiva entre JBW∗-triples reales es automáti-
camente fuerte-∗ continua. Como ya hemos comentado la bola
unidad cerrada de Ê es fuerte-∗ densa en la bola unidad cerrada
de Ê∗∗, lo que unido a la continuidad fuerte-∗ de la conjugación ̂̂τ
nos permite afirmar que la bola unidad cerrada de E es fuerte-∗

densa en la bola unidad cerrada de E∗∗.

Las desigualdades geométricas obtenidas en la Proposición
4.1.4 y el Lema 4.1.6 continúan siendo ciertas para JB∗-triples
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reales sin más que pasar por su complexificación. En consecuen-
cia, los comentarios anteriores permiten adaptar de manera lite-
ral las demostraciones del Teorema 4.2.1 y el Corolario 4.2.2 para
obtener el siguiente Teorema de Lusin para JB∗-triples reales.

Teorema 4.2.4 Sean E un JB*-triple real, ϕ un funcional en
E∗ y α un elemento en E∗∗. Entonces para cada tripotente e ∈
E∗∗, ε > 0 y δ > 0, existen un tripotente e0 en E∗∗ con e0 ≤ e y
a0 ∈ E satisfaciendo

P2(e0)(α− a0) = P1(e0)(α− a0) = 0,

‖a0‖ ≤ (1 + δ)‖(P2(e) + P1(e))α‖ y |ϕ(e− e0)| < ε.

2

Nota 4.2.5 Supongamos que E es un JB∗-triple real o complejo.
Es necesario destacar que los resultados obtenidos en los Teore-
mas 4.2.3 y 4.2.4 continúan siendo ciertos cuando reemplazamos
E∗∗ por cualquier JBW∗-triple real o complejo W verificando que
E es débil-∗ denso en W.
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[23] Edwards, C. M. and Rüttimann, G. T.: The facial and inner
ideal structures of a real JBW*-triple, Math. Nachrichten
222, 1, 159-184 (2001).

[24] Fernández-Polo, F. J., Mart́ınez J. and Peralta A. M.: Sur-
jective isometries between real JB∗-triples, Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 137, 703–723 (2004).

[25] Fernández-Polo, F. J., Mart́ınez J. and Peralta A. M.: Geo-
metric characterization of tripotents in real and complex
JB∗-triples, J. Math. Anal. Appl. 295, 435–443 (2004).

[26] Friedman, Y. and Russo, B.: Contractive projections on ope-
rator triple systems, Math. Scand. 52, 279-311 (1983).



108 Bibliograf́ıa

[27] Friedman, Y. and Russo, B.: Structure of the predual of a
JBW*-triple, J. Reine u. Angew. Math. 356, 67-89 (1985).

[28] Friedman, Y. and Russo, B.: Solution of the contractive pro-
jection problem, J. Funct. Anal. 60, 56-79 (1985).

[29] Friedman, Y. and Russo, B.: The Gelfand-Naimark Theo-
rem for JB*-triples, Duke Math. J. 53, 139-148 (1986).

[30] Goodearl, K. R.: Notes on real and complex C*-algebras,
Shiva Publ., Nantwich, Cheshire, England 1982.

[31] Hanche-Olsen, H. and Størmer, E.: Jordan operator alge-
bras, Monographs and Studies in Mathematics 21, Pitman,
London-Boston-Melbourne, 1984.

[32] Harris, L. A.: Bounded Symmetric Homogeneous Domains
in infinite dimensional spaces, In: Proceedings on infinite di-
mensional Holomorphy (Kentucky 1973), pp. 13-40, Lecture
Notes in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 1974.

[33] Ho, T., Mart́ınez, J., Peralta, A. M. and Russo, B.: Deri-
vations on real and complex JB*-triples, J. London Math.
Soc. (2) 65, 85-102 (2002).

[34] Horn, G.: Characterization of the predual and ideal struc-
ture of a JBW∗-triple, Math. Scand. 61, 117-133 (1987).

[35] Horn, G.: Classification of JBW*-triples of type I, Math. Z.
196, 271-291 (1987).

[36] Ingelstam, L.: Real Banach algebras, Arkiv. för Mat. 5, 239-
270 (1964).

[37] Isidro, J. M., Kaup, W. and Rodŕıguez, A.: On real forms
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