1. dolgozatban kérdezhet6 elmélet

1.1 Tétel: (DeMorgan-azonossagok) Legyen Aq, Ao, ... azonos eseménytéren definialt eseményeknek
véges vagy végtelen sorozata. Ekkor

ATUAU...=A1NAsN... és AiNA,N...=AUAU. ...

1.2 Tétel: (A val6sziniiség fontosabb tulajdonsagai) Legyenek A, B, A;, Ay, -+ € A tetsz6leges
események, ekkor

e 0<P(A) <1

e Lehetetlen esemény valoszintsége: P (@) = 0.

e Ha B C A, akkor P(A\ B) = P(A) — P(B).

e Monotonitas: Ha B C A, akkor P(B) < P(A).

e Komplementer esemény val6szintisége: P (A) =1 — P(A).

e Véges additivitds: Paronként kizérd A,, ..., A, események esetén
P(AjU---UA,)=P(A1)+ -+ P(4,) .

e Szubadditivitas: Tetszoleges A4, ..., A, események esetén
P(AjU---UA,) < P(A1)+---+ P(Ay) .

1.3 Definicié: Az Aj, A,, ... események (véges vagy megszamlalhatoan végtelen sok) teljes eseményrend-
szert alkotnak, ha egymast paronként kizarjak, azaz A;NA; = () minden i # j esetén, és AjUAxU--- = Q.
1.4 Tétel: Ha az A, Ao, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor

P(A1)+P(A2)+ =1.

1.5 Tétel: (Poincaré- vagy szita-formula)

n

P(AjU--UA,) =) (=)' > P4, n-n4,)=

k=1 1<ii<--<ig<n
=P(A)+---+P(A,) —P(AiNAy) —P(AiNA3)—---—P(A,_1 N A+
+P(A1NANA3) 4+ +P(A, 2NA, 1NA) =+ (=) 'P(AN---NA,)

1.6 Definicié: Azt mondjuk, hogy egy kisérletet leird (€2, A, P) mez6 klasszikus valészinliségi mezd,
ha

e a kisérletnek véges sok kimenetele van,
e minden w elemi esemény egyben esemény is,

e minden elemi eseménynek ugyanakkora a valészintisége.

1.7 Tétel: Klasszikus valosziniiségi mezd esetén barmely A esemény valoszintisége meghatarozhato a

P(A) = |A] _ kedvez§ esetek szdma

Q] Osszes eset szama

formula segitségével.

1.8 Tétel: Egy n elemid halmaz permutaciéinak nevezziik a halmaz elemeinek sorbarendezéseit (a
halmaz minden eleme kiilonboz6). Egy n elemt halmaz permutécidinak szama: n!.

1.9 Tétel: Ismétléses variacio: egy n elemi halmazboél sorban valasztunk elemeket k-szor. Egy elemet

tobbszor is valaszthatunk, és szamit a kivalasztott elemek sorrendje. Az ismétléses variaciok szama: nk.



1.10 Tétel: Ismétlés nélkiili kombinacid: egy n elemi halmazbol egyszerre kivalasztunk k elemet.
Egy elemet legfeljebb egyszer vilaszthatunk, és a kivalasztott elemek sorrendje nem szamit. Az ismétlés
nélkiili kombinaciok szama: (f) = gty
1.11 Definicié: Azt mondjuk, hogy egy (€2; .A; P) valoszintiségi mez6 geometriai valosziniiségi mezd,
ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

o Az eseménytér az R? d-dimenziés tér mérhets részhalmaza valamilyen d pozitiv egész értékre, és
mértéke 0 < p(92) < oo.

e Egyenletességi hipotézis: Az események valoszintisége egyenesen aranyos az események mértékével,
azaz annak a valoszintisége, hogy a kisérlet kimentele az A C ) tartomanyba esik, csak a tartomany
meértékétdl fiigg, az elhelyezkedésétdl nem.

1.12 Tétel: Geometriai valdszintiségi mezd esetén az A esemény valoszintisége:

pu(A)  kedvezd hossziisag /teriilet /térfogat
() Osszes hossziisag/teriilet /térfogat

P(A) =
1.13 Definicié: Legyenek A és B események, és tegyiik fel, hogy P(B) > 0. Ekkor az A eseménynek a
B eseményre vett feltételes valosziniisége
P(ANB
P(A|B) = w

1.14 Tétel: (A feltételes valosziniiség fontosabb tulajdonsagai) Legyenek A, A1, As, ... tetszGleges
események, és B olyan esemény, amire P(B) > 0. Ekkor

e 0<P(A4|B) <1,

e P(QUB)=1

e Ha A;, Ay, ... paronként kizar6 események, akkor P(A; U A3 U...|B) = P(A1|B)+ P(A2|B) +...

e P(B|B)=1

1.15 Tétel: (Bayes-formula) Ha P(A) > 0 és P(B) > 0, akkor

P(A|B) - P(B)

P(BIA) = == 55

1.16 Tétel: (Teljes valoszintiség tétele) Legyen By, ..., B, teljes eseményrendszer, amire P(B;) > 0
minden i esetén. Ekkor tetszéleges A esemény esetén

P(A) = P(A|B)P(By) + -+ + P(A|B,)P(By).

1.17 Tétel: (Bayes-tétel) Legyen By, ..., B, teljes eseményrendszer, amire P(B;) > 0 minden i esetén.
Ha A olyan esemény, amire P(A) > 0, akkor

P(A|B;) - P(B;)
(A[B)P(By) + -+ P(AB,)P(B,)

P(B;|4) = 5

1.18 Definicié: Az A és B események fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A)P(B).
1.19 Tétel: Az () és Q események minden eseménytdl fiiggetlenek.
1.20 Definicié: Az Ay, ..., A, események paronként fiiggetlenek, ha minden i # j esetén A; és A;

fiiggetlen.
Az Aq, ..., A, események teljesen fiiggetlenek, ha minden 1 <i; < --- < i < n esetén

P(Ai, NN A;) = P(A;)... P(As,).



2. dolgozatban kérdezhetd elmélet

2.1 Definicié: Egy ¢ valészintiségi valtozo egy olyan & : Q@ — R leképezés, melyre A, = {w €
Q|¢(w) < 2} esemény minden z € R esetén.

2.2 Definicié: A ¢ valdszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye: I : R — [0, 1], amire

Fe(x) = P(€ < ) minden z € R esetén.

2.3 Tétel: TetszGleges & valoszintségi valtozo és a < b valos szdmok esetén teljesiilnek az alabbiak:

o P(>a)=1-F¢a)

e Pla<€<b) = F(b) - Fe(a)

o P(§=a) =limg, Fe(z) — Fe(a)
2.4 Tétel: (Eloszlasfiiggvények karakterizacioja) Egy F' : R — R fiiggvény pontosan akkor elosz-
lasfiiggvény, ha teljesiti a kovetkezd tulajdonsigokat:

e F monoton névekvs, tehat tetszbleges = < y esetén F(z) < F(y).

o A fiiggvény mindenhol balrdl folytonos, tehat barmely y € R esetén limg4y F'(z) = F'(y).

e A fiiggvény hatéarértékei a végtelenben: lim,_, o, F(z) =0 és lim,_, o, F(z) = 1.

2.5 Definicié: A £ valdszintiségi véltozo diszkrét eloszlasi, ha értékei véges vagy végtelen sorozatba
rendezhetdk.

2.6 Tétel: Legyen & diszkrét valosziniségi valtozo, azaz az értékkészlete legyen Ry = {z1,22,...}. A
& diszkrét valészintiségi valtozo eloszlasa: p,, = P(§ = z;). Ekkor minden z; € R¢ esetén p,, > 0 és

Zi Pz = 1.

2.7 Definicié: A ¢ valoszintségi valtozo folytonos eloszlasi, ha az F(x) eloszlasfiiggvény abszolat
folytonos, azaz létezik olyan f fliggvény, amire

x
F(x) = / f(t)dt, —oco < x < 0.
—oo
Az f fiiggvényt a £ valosziniiségi valtozo siirtiségfiiggvényének nevezziik.

2.8 Tétel: Folytonos valoszintiségi valtozok esetén a siirtiségfiiggvény és a valosziniiség legfontosabb
tulajdonsagai:

e P€=a)=0

o Pla<€<b)=Fe(b) ~ Fela) = [ fe(t)dt
2.9 Tétel: (Striségfiiggvények karakterizacioja) Egy f : R — R fliggvény pontosan akkor stiri-
ségfiiggvény, ha

e nemnegativ: f(z) > 0 minden z € R esetén, és

o [T f(x)dx =1.
2.10 Definicié: A £ diszkrét valoszintiségi valtozo varhaté értéke:

T; €R¢

feltéve, hogy ez a sor abszolut konvergens, azaz Y |z;|p., < oo.
Ha ¢ folytonos valészintiségi valtozo f strtségfliggvénnyel, akkor a varhaté értéke:

E) = /OO z fe(x)dz,

feltéve, hogy [ |z|fe(z)dz < oc.



2.11 Tétel: (Valosziniiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke) Legyen g : R — R fiiggvény.
Ha ¢ diszkrét valoszintségi valtozo, akkor

E(9(€) = Y g9(@i)ps,

a:,iERg

feltéve, hogy 3, c g, 19(%:)|pe, < co. Speciélisan E(&*) = > wicRe 22py, .
Ha ¢ folytonos valészintiségi valtozo, akkor

EG(©) = [ gle)fe(a)da.
feltéve, hogy [ |g(z)|fe(z)dz < co. Specidlisan E(£2) = [*_ a2 fe(x)dx.
2.12 Tétel: (Kolmogorov-féle nagy szamok erds térvénye) Legyenek &1, &, ... teljesen fiiggetlen,

azonos eloszlasa valoszintiségi valtozok, amiknek létezik a varhaté értékiik. Jelolje S, := & + -+ + &,.
Ekkor n — oo esetén g

= B(&) 1 valoszintséggel.
n

2.13 Tétel: (Nagy szamok Borel-féle erds torvénye) Végezziink fliggetlen megfigyeléseket egy A
eseményre. Legyen K, az A bekdvetkezéseinek szama az elsé n megfigyelésbél. Ekkor n — oo esetén

K,
— — P(4) 1 valészintséggel,
n

azaz egy esemény bekovetkezésének relativ gyakorisdga tart az esemény valdszintiségéhez.
2.14 Definicié: A &, ..., &, valoszintségi valtozok teljesen fiiggetlenek, ha tetszéleges 1, ..., x, valds

szamokra
P& <mp...,&n <xpn)=P& <x1) - P& < ).

2.15 Tétel: (A varhaté érték tulajdonsagai) Tegyiik fel, hogy a £, &1, &, ... valoszintdségi valtozok-
nak létezik varhat6 értékiik, és legyenek a, b valos szamok. Ekkor

e konstans varhat6 értéke: Ha valamilyen a szamra P(§ = a) = 1, akkor E(&) = a.

e monotonitas: Ha P(§ < &) = 1, akkor E(&1) < E(&2).

e korlatos valtozé varhat6 értéke: Ha P(a < £ < b) =1, akkor a < E(§) <b.

e linearitas: af; + béy-nek létezik varhato értéke és E(al + bu) = aE(€) + bE(u).

e Haa&y,..., &, valosziniiségi valtozok teljesen fiiggetlenek, akkor &; - - - £,-nek létezik varhato értéke

es B &) = E(&) - E(Gn)-

2.16 Definicié: Ha a £2 valoszintiségi valtozonak létezik varhato értéke, akkor £-nek létezik varianciaja
(szorasnégyzete):

Var(§) = D*(€) = E((§ - B(€))%),
és szordsa: D(€) = /Var(€) = \/D2(§).

A szoras azt fejezi ki, hogy a valoszintiségi valtozo atlagosan mennyire tér el a varhato értékétdl.

2.17 Tétel: Ha a & valoszintiségi valtozonak létezik variancidja, akkor kiszamolhat6 az aldbbi képlettel
is:

Var(€) = D*(€) = E(€*) — (E(€))*.
2.18 Tétel: Legyenek ¢ és n olyan valoszintiségi valtozok, aminek létezik szérasa. Ekkor
e D(§) > 0. D(§) = 0 pontosan akkor, ha & konstans, azaz valamilyen o szdmra P(§ = a) = 1.
o Tetszoleges a, b valos szamok esetén D(a& 4 b) = |a|D(€).
e Ha ¢ és 7 fliggetlenek, akkor Var(§ +n) = Var(€) + Var(n).



3. dolgozatban kérdezhetd elmélet

3.1 Definicié: Azt mondjuk, hogy a ¢ valoszintiségi valtozé normalis eloszlast kévet p és 02 paraméter-
rel, ahol p € R és o > 0 (jeldlése: N(u,0?)), ha folytonos eloszldst, és a stiriségfiiggvénye

2
fg(x):\/;?exp(—(ngg)), z eR.
2

Az eloszlas varhato értéke: E(€) = pu, variancidja (szérdsnégyzete): D?(€) = o2.
A 0 varhato értékd, 1 varianciaju normalis eloszlast standard normalis eloszlasnak nevezziik. A
standard normaélis eloszlés siirtiségfiiggvénye:

—_
M)

i

o(x) = e 7, z eR.

Az eloszlasfiiggvénye:

O(x) = / p(t)dt, r eR.

A O fiiggvény értékét tablazatbol olvashatjuk ki. A normalis eloszlassal kapcsolatos valdszintiségek
kiszamitasahoz az alabbi tétel nyujt segitséget:

3.2 Tétel: A standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényére igaz az aldbbi Gsszefiiggés:

O(—x) =1-— d(x).

Legyen & olyan valoszintiségi valtozo, melynek létezik és nem 0 a szérasa. A € valoszintségi valtozo
standardizaltja: n = 552()5). Az n standardizélt valtozé varhato értéke 0, szordsa 1.

Ha ¢ normalis eloszlast, akkor a standardizaltja standard normalis eloszlast.

3.3 Tétel: (Moivre-Laplace-tétel) Legyen ¢ binomilis eloszlast véltozd rogzitett p paraméterrel,
tovabbé legyenek a < b tetsz6leges valds értékek. Ekkor, ha az n paraméter megy a végtelenbe, akkor

P(agg_ngE)<b>:P<a§ftp_(lnfm<b>—>¢’(b)—¢(a).

Azaz nagy n paraméter esetén a binomidlis eloszlas standardizéltja kozelithet6 standard normaélis elosz-
lassal.

3.4 Tétel: (Centralis hatareloszlas-tétel (CHT)) Legyenek &1,&o,. .. fiiggetlen és azonos eloszlasa
valosziniségi valtozok véges szorassal. Ekkor tetszéleges a < b valés szdmok esetén

1+ + & —nE(&)
r (ag VvnD(&1)

Azaz nagy elemszam esetén véges szorasu, fiiggetlen, azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok Osszegének
standardizaltja kozelitheté standard normalis eloszléssal.

< b) — ®(b) — ®(a), ha n — oco.

3.5 Definicié: Legyenek &1, ..., &, a £ valoszintiségi valtozo fliggetlen megfigyelései. Ekkor &1, ..., & -et
n elemi statisztikai mintanak nevezziik.

3.6 Definici6: Legyen &1,...,&, valamilyen ismeretlen eloszlasi valészintiségi véaltozd n-szeri megfi-
gyelésébdl kapott minta. Az eloszlas valamilyen ¢ paraméterének az n elemt minta alapjan szamolt
0,, becslését pontbecslésnek nevezziik.

3.7 Definici6: Legyen 6 egy ismeretlen paramétere az eloszlasfiiggvénynek. Legyen 0, a paraméter
becslése n elemi mintabol.

Azt mondjuk, hogy 0,, torzitatlan becslés, ha E(én) = # minden n > 1 esetén.

Azt mondjuk, hogy 0,, erssen konzisztens becslés, ha 6, —61 valészintiséggel, azaz

PO, —0)=1



3.8 Tétel: Egy esemény valoszintiségének becslése a relativ gyakorisag: P,(A) = K’;EA), ahol K, (A)
az A esemény gyakorisaga (bekovetkezéseinek szama) az n elemd mintaban.
A relativ gyakorisag torzitatlan és erGsen konzisztens becslése egy esemény valdsziniiségének.

3.9 Tétel: A véarhato értéket az empirikus varhato értékkel becsiiljiik: B, (&) = SEten

Az E, (€) torzitatlan becslése E(€)-nek, és a nagy szamok erds torvénye miatt 1 valoszintséggel E,,(€) —

E(¢), tehat E,,(£) er6sen konzisztens becslése E(€)-nek.

3.10 Tétel: A variancia (szorasnégyzet) egyik lehetséges becslése az empirikus variancia:

(&= En(§)? + - + (&0 — En(§))? :§%+---+62_(

n n

2

En(€))".

Vn(f) =

A szoras egyik becslése az empirikus szoras: D, (€) = 1/ V,(€).

Becsiilhetjiik tovabba a korrigalt empirikus varianciaval (szérasnégyzettel): V() = 25V, (&),
illetve a korrigalt empirikus szoérassal: D} (&) = \/V,*(§). Ezekre a becslésekre teljesiilnek az alabbiak:
AV, (&) és a V*(€) erdsen konzisztens becslései a variancianak, de csak a V,*(§) becslés torzitatlan.

A D, (&) és a D} (&) erGsen konzisztens becslései a szorasnak, de nem torzitatlanok.

3.11 Definicié: Empirikus kovariancia:

(&1 = En(§)m — En(n)) + -+ (§n — En(§)) (7 — En(n)) )

Cn(&,m) = -
Empirikus korrelacié6:
_ Ca&m)
& = B Dm)

3.12 Definicié: Egy valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének becslése az empirikus eloszlasfiigg-
vény:

ahol k, , az z-nél kisebb mintaelemek szama.

3.13 Tétel: (A matematikai statisztika alaptétele) 1 valoszintséggel

sup | Fy,(z) — F(z)| — 0, ha n — oo,

z€R
azaz az empirikus eloszlasfiiggvény egyenletesen tart a valddi eloszlasfiiggvényhez. Ezért mondhatjuk,
hogy F,, jo becslése F-nek.

Maximume-likelihood becslés:
Legyen ¢ valoszintiségi véltozé valamilyen paraméteres eloszlascsaladbol, melynek paramétere 6 € ©.
Legyen &, ...,&, statisztikai minta, amit & n-szeri fiiggetlen megfigyelésével kapunk. Olyan becslést
szeretnénk adni #-ra, amely mellett a megfigyelt minta értékei a legvaldsziniibbek. Ehhez diszkrét esetben
az eloszlast, folytonos esetben a striségfiiggvényt vizsgaljuk. A likelihood-fiiggvény:

L) = Py =&) - Pp(€=¢&,) diszkrét esetben, illetve
(0) := fo(&1) -+ fo(&n) folytonos esetben.

A log-likelihood-fiiggvény a likelihood-fiiggvény logaritmusa: [(f) = In L(6). A paraméter maximum-
likelihood becslése a likelihood-, illetve a log-likelihood-fiiggvény maximumbhelye, azaz az a 6, amelyre
L(0) = max L().

3.14 Definicié: Legyenek S,, és T,, az n elemt mintabol szamolt olyan statisztikdk, amelyekre teljesiil,
hogy S, < T,. Az [S,,T,] intervallum egy 1 — o meghizhatoségi szinti konfidencia intervallum a 6
parameéterre, ha P(S, <6 <T,)=1-«.
3.15 Tétel: Legyen &1, ..., &, egy normalis (N (u,0?)) eloszlasbol szérmaz6 minta. Ismert szoras esetén
1 — a megbizhatosédgi konfidencia-intervallum a varhaté értékre:
o o
En - aiaEn a” — |

(Bn(6) = 07 Bnl) + 20 =)

ahol o, = @71 (1 - ).



Ismeretlen szoras esetén 1 — o megbizhatosagu konfidencia-intervallum a varhaté értékre:
Vi Vi
(En@) |2 0 + xa\/”(@> ,
n n
ahol z, = @' (1 —2).

Ismeretlen varhato érték esetén 1 — o megbizhatésagi konfidencia-intervallum a szérasra:

(\/RVZ(O’ \/nVZ@)) |

ahol a = B,y () 650 = Bl (1- ).

Hipotézisvizsgalat menete:

1.) A minta alapjan kiszamoljuk a megfelel§ s,, probastatisztika értékét.
2.) meghatarozzuk a c, kritikus értéket.

3.) pontosan akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha |s,| < cq.

3.16 Definicié: Hipotézisvizsgalat esetén elséfaji hibat vétiink, ha elvetjiik a nullhipotézist, pedig az
teljestil. Az els6faja hiba valoszintiségét a-val jeloljiik.

Hipotézisvizsgélat esetén masodfaja hibat vétiink, ha elfogadjuk a nullhipotézist, pedig az nem teljesiil.
A maésodfaju hiba valoszintiségét S-val jeloljiik.

A proba ereje 1 — 3, azaz annak a valdsziniisége, hogy a nullhipotézis nem teljesiilése esetén helyesen
dontiink. A prébat konzisztensnek nevezziik, ha n — oo esetén az erd 1-hez tart, azaz az elemszam
novelésével a masodfaju hiba valdszintisége 0-hoz tart.



