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1. Kombinatorikai alapok

1.
2.

10.

11.
12.

13.

Hanyféleképpen allhatnak sorba egy 10 f6s csoport tagjai? Es korbe?
Hanyféleképpen allhat sorba 10 né és 16 férfi, ha a nék eldl allnak?

Hanyféleképpen allhat sorba 10 ember tugy, hogy a két legmagasabb egyméas
mellé keriiljon?

Hanyféle sorrendbe irhatok a PARALELOGRAMMA sz6 betti?

Egy pénzérmét 10-szer feldobunk. Hanyféle olyan sorrend van, amelyben 6 fej
és 4 iras fordul elg?

Szilveszter éjfélkor egy héttagu barati tarsasagban mindenki mindenkivel koc-
cint. Hany koccintés ez 0sszesen?

Otoslotton hany kiilonbozé szelvényt kell kitolteni, hogy biztosan legyen 6tos
talalat?

Hanyféleképpen lehet harmas talalatunk a lotton?

A kisfiunkat elvissziik fagyizni. Hanyféleképpen kérhet 3 gomboc fagyit egy ke-
helybe, ha 12-féle fagyi koziil valaszthat? Es tolcsérbe?

Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek k6zott nem
tesziink kiilonbséget, és egy rekeszbe a) legfeljebb egy levelet tesziink, b) tobb
levelet is tehetiink?

A feladat ugyanaz, mint az el6z6, csak megkiilonboztetjiik a leveleket.

Vivoedzésen 15 vivobol 6 par viv egyidejiileg. Hanyféleképpen valaszthatok ki
a parok?

Kilenc ember csonakazni késziil. Van egy négy-, egy harom- és egy kétiiléses
csonak. Hanyféleképpen foglalhatjak el a csénakokat?



2. Eseményalgebra, valoszintiség

1.

Milyen kapcsolatban vannak A és B események, ha

a) ANB=A, c) AUB=ANB,
b) AUB = A, d) AU(ANB)=B?

Bizonyitsuk be, hogy

a) (AUB)N(AUB))U((AUB)N(AUB)) =

b) AN(AUB)N(AUBUC)N(AUBUCUD ) ANBNCND,
¢) (ANB)UC)—((ANC)UB)=C — (AUB),

d) (AUBUCUD)\(AuBUC)=D\(AuBUC(C)

e) A=(ANB)U(ANB)!
Allapitsuk meg, milyen esetben allhatnak fenn a kovetkezs egyenlGségek!

a) AUB=A b) ANB=A

Tiz pénzérmét kell megvizsgalnunk, hogy szabalyosak-e vagy ferdék. Legyen A;
az az esemény, hogy a i-edik pénzérme szabélyos (i = 1,...,10). Mit jelentenek
az alabbi események?

a) ALU...UAp f) Ain...NAp
by AiN...NAp g) ALUAyU A3
c) AjU...UAp h) AgU AgN Ay
d) Ain...NnAp i) AU (Ag N Ay)
o) AU UAn j) AN (A A Arp)
Legyenek Ay, ..., A, tetsz6leges események. Szoéban megfogalmazva mit jelent
Cy esemény bekovetkezése (kK =1,...,n), ha
a) Cp= U (A, N...NA,;,),
1<ii<...<ip<n
b) Cy = N (A, N N A;)?

1<iy <...<ip<n

Egy kockat 6tszor egymas utan feldobunk. Jeloljiik Bj-vel azt az eseményt, hogy
a j-edik dobas 6G-os. Fejezziik ki a Bj-kkel a kdvetkezd eseményeket:

a) az 6todik dobaskor kapunk el6szor 6-ost;



10.
11.

12.

13.
14.

15.
16.

b) legalabb egyszer 6-ost dobunk;
¢) pontosan négyszer dobunk 6-ost;

d) az els6 és a negyedik dobéas 6-os, a tobbi kozil az egyik biztosan nem 6-os!

Két dobokockaval dobunk. Milyen kapcsolatban vannak A és B események?
Adjuk meg A N B-t!

a) A: paratlan az 0sszeg, B: dupla 6-ost dobunk
b) A: paros az Osszeg, B: dupla 6-ost dobunk
c) A: paratlan az Osszeg, B: legalabb egy hatost dobunk

Egy osztaly létszama 40 f6. Matematikibo az év végi atlaguk 3,7. Vizsgéljuk
meg az alabbi események kapcsolatat!

A: van 6t0s az osztalyban

B: pontosan 6t tanul6 bukott meg
Igazoljuk, hogy P(A) = 1 — P(A).
Igazoljuk, hogy P(0) = 0.

Probagyartas utan kideriil, hogy annak a valdszintisége, hogy a vizsgélt gyart-
many anyaghibés, 0,15, annak pedig, hogy mérethibas, 0,3. A két esemény
egyszerre 0, 08 valoszintiséggel kévetkezik be. Mennyi a valoszintisége, hogy egy
termék hibatlan?

A és B tetsz6leges események, P(A) = 0,3 és P(B) = 0,8. Mekkora lehet
P(AUB) és P(AN B)?

Bizonyitsuk be, hogy ha P(A) > 0,8 és P(B) > 0,8, akkor P(ANB) > 0,6 !

Biz. be, hogy tetsz6leges A, B eseményekre fennall:

a) P(A)=P(ANB)+P(ANB),
b) P(AUB)=P(A)+P(ANB),
¢) P(ANB)U(ANB))=P(A)+P(B) —2P(AN B),
d) P(ANnB)—-P(A)P(B)<1/4!

Vezessiik le harom eseményre a Poincaré-formulat! (P(AU BUC) =7)

Egy tarsasag tagjait nyelvtudasuk szerint csoportositjuk. Legyen A az az ese-
mény, hogy egy véletleniil kivalasztott személy tud angolul, B az, hogy oroszul
tud és C', hogy franciaul. A koévetkezdket tudjuk:

P(A) =0,35; P(B)=0,4; P(C)=0,3;
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17.

18.

19.

P(AnB)=0,15; P(AnB)=0,2; P(BNC)=0,2,P(ANBNC)=0,1.
Mennyi a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott személy legalabb az
egyik nyelven tud a harom koziil?

Bizonyitsd be, hogy tetszéleges A, B, C események esetén

a) P(AAC) <P(AA B)+P(BAC) (teljesiil a haromszog-egyenlStlenség)!
b) Ha P(B A C) =0, akkor P(B) = P(C) !
c) [P(ANB)—PANC)| <P(BAC)

(AA C az A és B esemény szimmetrikus kiilonbségét jelenti.)

Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges Ai, A, ..., A, események esetén teljesiil a
P(Ain...NA,) >P(A1) +...+P(A,) — (n — 1) egyenl6tlenség!

Egy orszagban az A, B, C és D varosok kozott uthalozat van kiépitve az abra
szerint. Minden egyes tutszakaszon egy adott téli napon p valoszintiséggel hoaka-
daly van, a tobbi utszakasz allapotatol fiiggetleniil (ez azt jelenti, hogy annak
a valoszintisége, hogy két adott titon egyszerre hoakadaly van, p?). Mennyi a
valészintisége, hogy egy adott napon el lehet jutni A-bol D-be?



3. Klasszikus valosziniiségi mez6 (kombinatorikus ki-
szamitasi mod)

1. Egy kocka cstcsai koziil hdrmat kivalasztva mi annak a valoszintisége, hogy a
kivalasztott cstcsok kozott nincsenek élszomszédosak?

2. Ha a SZEGED sz6 betiit 0sszekeverjiik, és véletlenszertien sorbarakjuk, mennyi
a valoszintisége, hogy megint a SZEGED sz6t kapjuk?

3. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy taldlomra vélasztott 6-jegyii telefon-
szam jegyei mind kiilénboznek?

4. Egy vendégls egyik asztalanal 9 vendég iil, mindenki rendel egy italt, dsszesen
3 sort, 4 voros és 2 ferér bort. A pincér taldlomra osztja ki az italokat. Mennyi
a valoszintisége, hogy mindenki azt kapja, amit kért?

s,

den permutaci6 egyforman valoszini)! Mennyi a valoszintsége, hogy

a) az 1 és 2 szamok egymas mellé keriilnek?
b) az 1, 2 és 3 szamok egyméas mellé keriilnek?

c) az els§ k szam kozotti legkisebb szam éppen i-vel egyenls (k < n, 1 <
n—k+1)7

6. Két testvér ugyanabba a 27-es létszamu osztalyba jar. Egy gyors sorakozonal
mindenki talalomra all be.

a) Mi a valészintsége, hogy a két testvér kozott pontosan 10-en allnak?

b) Hogy valtozik az eredmény, ha korbe allnak?

7. Kettétoriink n darab palcat. A darabokat véletlenszertien parba rendezziik.
Mennyi a valoszintisége, hogy az Osszetartozo darabok alkotjak a parokat?

8. Létezik a kovetkezS babona: egy lany 6 fiiszalat fog a markaba tgy, hogy a
fliszalak vége mindkét oldalon kidll. Egy mésik lany mindkét oldalon véletlen-
szertien paronként Osszecsomoézza Gket. Ha a fiiszalakbol zéart lanc keletkezik,
akkor a babona szerint a lany a koévetkezd évben férjhez megy. Mi a valoszint-
sége, hogy zart lanc keletkezik? Altalanositsuk a feladatot 2n-re!

9. Egy teniszversenyen 8 versenyzd indul. A versenyzdk egy kalapbol hiiznak egy
rajtszamot és az abra szerint jatszanak (a kovetkezo forduloba mindig a gy6ztesek
jutnak tovabb). Mennyi a valoszintisége, hogy a két legjobb versenyzd csak a
dontében (utols6 forduloban) talalkozik? (A legjobb mindenkit legy6z, a mé-
sodik legjobb pedig a legjobb jatékoson kiviil mindenkit.)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Bz > donté
piie=_ =
;_ > kizépdonid
8 -"'"-;-Jelud ol
Az 1,...,10 szamok koziil kivalasztunk véletlenszertien 6 kiilonb6z6t. Mennyi a

valdszintisége, hogy a kivalasztott szamok koziil a mésodik legkisebb a 37

Toscana hercege szerette a szerencsejatékot. Eszrevette, hogy ha két kockaval
dobott, akkor a 9 gyakrabban jott ki, mint a 10, ezért irt Galileinek, hogy fejtse
meg a rejtélyt. Mit valaszolhatott Galilei?

Chevaler de Méré lovag a kovetkezs kérdéseket tette fel Pascalnak:

a) Egy szabélyos kockaval négyszer dobva mekkora valoszintiséggel kapunk
legalabb egy hatost?

b) Két kockaval 24-szer dobva mekkora valoszintiséggel kapunk legalabb egy-
szer dupla hatost?

A lovag megoldasa szerint mindkét esetben 1/2 a kérdéses valoszintiség. Egyet-
értiink-e vele?

Egy kocka minden egyes lapjat harom szin valamelyikére festjiik. Barmely szin
valasztasa bamely lap esetén egyformén valoszind. Mi a valoszintisége, hogy
lesznek azonos szind szemkdzti lapok?

A fiuk és a lanyok sziiletési valoszintiségeit 1/2-nek tekintve mennyi a valoszi-
niisége, hogy egy hatgyermekes csaladban harom fia és hdrom lany van?

100 alma koziil 10 férges; kivesziink koziiliik valogatas nélkiil 5-6t. Mennyi a
valoszintisége, hogy lesz koztiik férges?

10 péar cip6bdl kivalasztunk véletlenszertien 4 cip6t. Mennyi annak a valoszint-
sége, hogy lesz legalabb egy par?

N golyot elhelyeziink n urnaba tetszélegesen. Mennyi a valoszintisége, hogy egy
kijelolt urnaba pontosan k goly6 keriil?

Egy 2n fiabol és 2n lanybol allo tarsasag elhatarozza, hogy moziba megy. Két
filmet vetitenek, mindenki eldonti, hogy melyiket nézi meg (véletlenszertien,
azonos valoszintséggel). Mennyi a valoszintisége, hogy egy filmet ugyanannyi
fit néz meg, mint amennyi lany?



19.

20.

21.

22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Egy urnaban 3 piros, 3 fehér és 3 zold goly6 van. Ezek koziil 6-ot véletlenszertien
kivalasztva mennyi a valészintisége, hogy van koztiik mindharom szinibél?

Egy urnaban ugyanannyi piros golyé van, mint fehér. Ha visszatevés nélkiil
hiazunk kettst, akkor annak valoszintisége, hogy mindkettd piros, 8/33. Héany
goly6 van az urnaban?

Egy dobozban 11 goly6 van megszamozva 1-t6l 11-ig. Visszatevés nélkiil ki-
hiizunk hatot. Mennyi a valdszintisége, hogy a kihtzott szamok Gsszege parat-
lan?

A Monte-Belloi kaszinéba belépsknek elGszor egy jatékban kell kiprobalniuk sze-
rencséjiiket: egy dobozban 2 nyeré és 3 vesztS golyo van, ebbdl lehet visszatevés
nélkiil hizni. Nyers huizasra a kasziné 10 pénzt fizet, veszt§ esetén a jatékos
fizet ennyit. A jatékosnak joga van minden huzas el6tt abbahagyni a jatékot.
Kinek kedvez a jaték? Hogy érdemes jatszani?

Egy villanykortét gyarto cég termékei kozott 8% selejtes. Mekkora annak valo-
szintisége, hogy 10 véletlenszerten kivalasztott korte kozott a) legalabb 2 selejtes
b) pontosan 4 selejtes lesz?

Egy parkoloban 8 hely van. Odaérkezve egy autd véletlenszertien beall az iires
helyek valamelyikére. 4 aut6 all mar bent, amikor egy busz érkezik. Akkor tud
beéllni, ha van 4 egymas melletti szabad hely. Mennyi a valoszintisége, hogy ezt
meg tudja tenni?

Egy kalapban 3 lap van, egyikre 1, masikra 2, harmadikra 3 van irva. Négyszer
hizunk visszatevéssel. Mennyi a valoszintisége, hogy a kihtuzott szdmok Osszege
péros?

A biivos hatos jaték a kovetkezd: két szabalyos dobokockaval dobva akkor nye-
riink, ha van hatos a dobott szamok kozott vagy ha a dobott szdmok Gsszege 6.
Mennyi a nyerés valoszintisége?

Egy kockaval kétszer dobunk egymas utan. Mennyi a valoszintisége, hogy az els6
dobés eredménye nagyobb, mint a masodiké?

Egy kockaval hatszor dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy van olyan szém,
amit legalabb kétszer dobtunk?

Egy kockaval 11-szer dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy az egymast kdvets
1,2,3,4,5,6 nem fordul el az eredményben?

Négyszer dobunk egy szabalyos kockaval. Mennyi a valoszintisége, hogy lesz
legalabb két egymés uténi hatos?



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Kockéaval n-szer dobunk. Mi a val6szintisége, hogy nem dobjuk kétszer egymas
utdn ugyanazt a szamot?

Egy szabalyos kockéat ismételten feldobva mennyi a valdszintisége, hogy

a) elébb kapunk egyest, mint hatost?
b) a dobott szamok Gsszege legalabb 107

Két pok egy 6N x 6N x 6N méreti racskocka két atellenes pontjarol egyszer-
re indulva minden mésodperchben &atlépnek egy szomszédos racspontra, még-
pedig tgy, hogy mindharom lehetséges irdnyban csak eldrefelé léphetnek (az
atellenes cstcs felé), azonos valoszintiséggel. Mennyi a valoszintisége, hogy a két
pok talalkozik?

Egy pok sétal egy racson a kovetkezd modon: mindig északi, keleti vagy nyugati
irdnyba maéaszik egységnyit, minden egységnyi it megtétele utan azonos valo-
szintliséggel véalaszt a harom irany koziil. Ha n egységnyit méaszkalt, mennyi a
valoszintisége, hogy sosem lépett olyan pontra, ahol korabban mér jart?

Mennyi a valoszintisége, hogy a bridzskartyat szétosztva

a) legfeljebb egy jatékos kezében legyen 2 asz?

b) a négy asz kozil mind a négy jatékosnak egyet-egyet osztanak?

Andrés és Béla kartyazik, 12-12 lap van a keziikben, a 32 lapos csomag tobbi
lapja az asztalon hever, kett§ kinyitva. Mire érdemesebb Aladarnak fogadni:
hogy egy, vagy hogy kettd, altala nem latott lap Bélanal van?

Egy 52 lapos francia kartyabol Aladér addig huz, mig ki nem htzza az elsd
fekete aszt. Ezutan Balazs hiz addig, mig ki nem hizza a méasodikat. Az nyer,
akinél tobb lap van. Kinek kedvez a jaték?

Mennyi annak a valoszintisége, hogy a) 12 ember, b) k ember (k < 12) sziiletés-
napja kiilénb6z6 honapban van (a honapok valoszintiségét azonosnak véve)?

Legalabb hany ember esetén nagyobb 1/2-nél annak a valészintisége, hogy leg-
alabb 2-nek azonos honapra essék a sziiletésnapja (minden honapot azonos va-
l6szintiséggel véve)?

Mennyi annak a valészintisége, hogy 2 ember sziiletésnapja azonos napra esik?
(Februart 28 nappal vegyiik szamitasba, a sziiletésnapok 1/365 valoszintiséggel
esnek az egyes napokra.)

Mennyi a valoszintisége, hogy a legkisebb kihtizott lottészam a 147



42.

43.

44.

45.%

46.

477

48.

49.

50.

o1l.

92.

Mennyi a valoszintisége, hogy az 6toslotton legalabb egy olyan szamot is kihiz-
nak, ami a mult heti nyertes szdmok kozt is szerepelt?

Mi a valoszintsége, hogy a) 6tosiink, b) legalabb 2-esiink lesz a lotton egy
szelvénnyel?

Mennyi a valoszintisége, hogy az 6t lottoszamot névekvs sorrendben hizzak ki?

Mennyi a valoszintisége, hogy a lotton kihiizott szamok kozoétt nincsenek szom-
szédosak?

Mennyi a valoszintisége, hogy megtorténik, ami az 1969. februar 28-ai lottohiza-
son tortént, vagyis hogy nagysag szerint rendezve a kihtuzott szamokat az elsé
ketts Osszege megegyezik a harmadikkal?

Bizonyitsuk be valoszintiségszamitasi meggondolassal a kovetkezs azonossagot:

()G GO G)
(Vi) e (32

ahol M, N, k, [, p adott természetes szamok, k < M, < Nésk+l <p < M+N.

Az (1 + z)% polinomot kifejtve egyiitthatoi koziil véletlenszertien kivalasztunk
kettst. Mennyi a valoszintisége, hogy 6sszegiik kisebb, mint 257

Véletlenszertien sorbarakunk 3 piros, 4 z6ld és 5 fehér golyot. Mennyi a valoszi-
niisége, hogy nem keriil egymés mellé két zold golyo?

Ot levelet megirunk 6t ismerésiinknek, majd a boritékok megcimzése utan —
szorakozottsagbhol — Ossze-vissza tessziik bele Gket. Mi a valoszintisége, hogy
a) legalabb 3, b) leglabb 2 ismerdsiink a neki szolot kapja meg?

Egy 9 tagi tarsasag felszall egy harom kocsibol all6 HEV szerelvényre, de a nagy
tolongasban a tarsasag tagjai nem figyelik egymast, csak azt, hogy feljussanak
valamelyik kocsira.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb az egyik kocsiba senki nem szall fel
a tarsasaghol?
b) Mennyi a valészintisége, hogy legalabb az egyik kocsiba legfeljebb egy em-

ber szall fel a tarsasaghol?

Két szabalyos kockat r-szer feldobunk. Mennyi a valoszintsége, hogy az (1, 1),
(2, 2), (3,3), (4, 4), (5, 5), (6, 6) parok koziil nem fordul el mindegyik?



53.

54.

95.

56.

o7.

o8.

99.

60.

61.

62.

63.

n hallgato leteszi az indexét leforditva az asztalra. Azutan talalomra felvesz min-
denki egyet, és elviszi. Mennyi a valoszintisége, hogy senki sem a sajat indexével
tavozik?

n hazaspar balba megy. A cereméniamester véletlenszertien parba rendezi Gket.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy egyik férj sem tancol a sajat feleségével?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy pontosan k férj tancol a feleségével?

n, sorban elhelyezett dobozba taldlomra N golyot helyeziink el tgy, hogy a
golyoknak mind az n” lehetséges elhelyezését egyenlSen valoszintinek tételezziik
fel. Mennyi annak a valdszintisége, hogy

a) az els6 k doboz egyike sem {ires?

b)* pontosan k doboz marad tiresen?

Irjuk fel annak a valoszintségét, hogy az 52 lapos francia kartyat 4 jatékos kozott
szétosztva egy adott jatékos

a) kezébdl egyik szin sem hiadnyzik!

b) kezében legfeljebb harom szin van!

Mennyi a valészintisége, hogy legaldabb n-szer kell feldobni a doboékockat ahhoz,
hogy mind a 6 szam eléforduljon?

A szabélyos kockat addig dobjuk, amig mind a hat szdm el6 nem fordul. Je-
16ljiik p,-nel annak a valoszintiségét, hogy ez az n-edik dobasnal kévetkezik be.
Hatarozzuk meg p,,-t!

A craps jaték a kovetkezd: két jatékos jatszik. Feldobnak két kockat, ha az 6sszeg
7 vagy 11, akkor az Els6 nyer, ha pedig 2, 3 vagy 12, akkor a Mésodik. Mas
Osszeg esetén tjra dobnak addig, mig valaki nem nyer. Kinek kedvez a jaték?

Aladar és Béla felvaltva dob egy szabalyos dobdkockaval és az nyer, aki elGszor
dob hatost. Kinek kedvez a jaték?

Két jatékos felvaltva dobal egy érmét. Az nyer, aki elGszor dob irds utan fejet.
Kinek kedvez a jaték?

Anna és Balazs dob egy szabéalyos érmével felvaltva addig, mig az utolso 3 dobas
f, f, f vagy f,i, f nem lesz. Els esetben Anna nyer, a mésodikban Balazs. Kinek
kedvez a jaték?

Egy részeg tengerész a kocsma és a tenger kozott diilongél (a tengertdl ¢, a kocs-
méatol k lépésre), 1/2—1/2 valoszintiséggel 1ép jobbra vagy balra. Ha a tengerhez
ér, beleesik, ha a kocsmahoz, akkor bemegy oda. Mennyi a valoszintisége, hogy
eléri a kocsmat miel6tt a tengerbe zuhanna?
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4. Geometriai val6szintiségi mezd

1.

Egy R sugaru korre véletlenszertien radobunk egy r sugart korlapot (r < R).
Feltessziik, hogy annak a valdszintisége, hogy a radobott korlap kézéppontja az
R sugara korlap valamely tartoméanyaba esik, ardnyos e tartomény teriiletével
(egyenlentes eloszlast kovet). Mennyi a valoszintisége, hogy az R sugara kor
teljes egészében tartalmazza az r sugara kort?

Egy még létezd, vasartereken jatszott régi angol jaték a pennyguritas: adott egy
2 egység oldalhosszusagi négyzethdld és egy 1 egység atmérdjd penny. A cél
az, hogy az elguritott penny ne essen vonalra. Hogyan szamitjuk ki a nyerési
esélyeket?

Egy focilabdat taldlomra nekirtgnak egy haznak, amely fala 10 m hosszu és 5
m magas (egyenletes eloszlast feltételeziink). A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak
van. Mennyi a valoszintisége, hogy ablakot talél el a labda?

Egy r sugart korben adott irannyal parhuzamos hurt vesziink fel. Mi a valo-
szintisége annak, hogy a har hossza kisebb, mint r, ha a hart ugy valasztjuk,

hogy

a) meghtzzuk az adott irdnyra merdleges atmérdt, és ezen vesziink fel (egyen-
letes eloszléas szerint) véletlenszertien egy pontot a hur felez6pontjaként

b) a kor keriiletén vessziik fel (egyenletes eloszlas szerint) véletlenszerten a
hur egyik végpontjat?

Miért kiilonbozik a két valasz? (Ez a Bertrand-paradozon)

Egy r sugart kor keriiletén megjeloliink egy pontot. Ezutén a kérlapon talalomra
valasztunk egy maésik pontot (egyenletes eloszlas szerint). Mennyi a valoszini-
sége, hogy a két pont tavolsaga kisebb, mint /27

A (0,1) intervallumot egy (egyenletes eloszlas szerint) talalomra valasztott pont
segitségével két részre osztjuk. Mennyi a valoszintisége, hogy a keletkez§ szaka-
szok koziil a kisebbik nagyobb, mint 1/37

Vélasztunk a (0,1) intervallumon taldlomra egy pontot (egyenletes eloszlés
szerint). Jeloljiik e pontnak a 0-t6l valo tavolsagat £-vel. Mennyi annak a valo-
szintisége, hogy a &, 1 — & és az 1/2 hosszisagu szakaszokbol haromszoget lehet
alkotni?

A (0,1) intervallumon taldlomra valasztunk két szamot (egymastol fiiggetleniil
és egyenletes eloszlas szerint). Mennyi a valoszintisége, hogy az igy kapott harom
szakaszbol

a) haromszog szerkeszthets?
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9.x

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

b)* hegyesszogl haromszog szerkeszthets?

A (0, 1) intervallumra egymastol fiiggetlentil 3 pontot dobunk egyenletes eloszlas
szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy ezeknek a 0-tol vett tavolsagaival mint
szakaszokkal haromszoget lehet alkotni?

A (0,1) intervallumon taldlomra valasztunk két szamot (egymastol fiiggetleniil
és egyenletes eloszlas szerint). Mennyi a valoszintisége, hogy kiilonbségiik a) 1/4
és 1/2 kozé esik, b) kisebb lesz, mint a kisebbik szam?

A (0,1) intervallumot felosztjuk két (egyenletes eloszlas szerint) véletleniil ra-
dobott pont segitségével hdrom részre. Mennyi a valoszintisége, hogy mindhérom
szakasz hossza

a) kisebb, mint 1/2,
b) mnagyobb, mint 1/47

A (0, 1) intervallumon két pontot valasztunk véletlenszertien egymastol fiiggetle-
niil, egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy a két pont kozelebb
van egyméshoz, mint barmelyik koziiliik a végpontokhoz?

Véalasztunk egy szamot 0 és 2 kozott, és egy méasikat 1 és 2 kozott egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi a valészintisége, hogy 0sszegiik kisebb, mint 27

A gazvezetékek meghibasodésa barhol bekovetkezhet és a hiba egy szakaszba
vald esésének valoszintisége a szakasz hosszaval ardnyos. Egy 50 méter hosszi
gazvezetékbdl két helyen szivarog a gaz. A két hiba egymastol fiiggetleniil kelet-
kezett. Ha a hibak kozelebb vannak egyméshoz 2 méternél, akkor az aszfaltot
csak egy helyen kell bontani. Mi a valoszintisége annak, hogy nem sziikséges két
bontas?

Andras és Betti megbeszélik, hogy munka utén taldkoznak. Mindkettejiiknek
egymastol fliggetleniil véletlenszeriien, egyenletes eloszlas szerint ér véget a
munkaideje 4 ora és fél 6 kozott.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy az elbb jovének nem kell 10 percnél tobbet
varnia a masikra?

b) Ha Andréas fél 6rat hajlando varni, Betti, aki tiirelmetlenebb, csak negyed
orat, mennyi a valoszintisége, hogy talalkoznak?

Egy szegedi aruhazhoz két druszallito érkezik egyenletes eloszlas szerinti véletlen
idépontokban: a Sopronbdl érkezé 8 és 10 6ra kézott, a Debrecenbdl érkezé pedig
9 és 10 ora kozott. Mennyi a valészintisége, hogy a debreceni teherauté érkezik
meg el6bb?
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17.

18.%

19.*

20.*

Anna munkaideje 3/4 5 és 5 kozott véletlenszertien, egyenletes eloszlas szerint
ér véget. Béla fél 5 és negyed 6 kozott szokott odaérni, hogy hazavigye, szin-
tén véletlenszertien, egyenletes eloszlas szerint. Mennyi a valdszintsége, hogy
Béla hamarabb odaér, mint hogy Anna végez? Mennyi a valosziniisége, hogy
egyikiiknek sem kell 10 percnél tovabb varakoznia?

Tekintsiink egy egységnyi keriilet kort, és valasszuk ki ennek egy rogzitett
pontjat. Valasszunk tovabbi 2 pontot a kor keriiletén véletlenszertien (egyméastol
fiiggetleniil és egyenletes eloszlas szerint). Hat. meg annak a valészintiségét, hogy
a harom pont altal meghatarozott haromszog fedje a kor kozéppontjat!

Valasszuk a & és n pontokat egymastol fiiggetleniil a (—N, N)-ben egyenletes
eloszlas szerint. Tekintsiik a kovetkezé masodfokt egyenletet: 22 + £z +n = 0.
Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a gyokok valosak!

(Buffon-féle tiprobléma) Vizszintes tablara d tavolsagu parhuzamos egyeneseket
rajzoljunk. Egy [ (< d) hosszisagu tiit dobalunk a tablara megporgetve azt.
Mennyi a valoszintisége, hogy a tii metszi valamelyik egyenest?
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5. Filiggetlenség, feltételes valoszintiség

1.

10.

11.

12.

13.

Haromszor dobunk fel egy szabalyos pénzdarabot. Jelentse A azt az eseményt,
hogy a dobésok kozott fej és iréds is elsfordul, B pedig azt az eseményt, hogy
legfeljebb egy iras fordul els. Allapitsuk meg, fiiggetlen-e A és B!

Feldobunk egy kockat. A kovetkezs események koziil melyek fiiggetlenek? A:
parosat, B: paratlant, C': primszamot, D: legaldbb 2-t dobtunk.

Igazoljuk, hogy ha A és B események fiiggetlenek egyméastol, akkor A és B is!
Ha A fiiggetlen B-t6l és B fliggetlen C-t6l, kovetkezik-e, hogy A fiiggetlen C-t617
Ha A, B és C paronként fiiggetlenek, kovetkezik-e, hogy teljesen fliggetlenek?

A és B eseményekre teljesiil, hogy kizarjak egymast és egyuttal fiiggetlenek is.
Mit tudunk mondani a valészintségiikrsl?

Ha A és B kizarjak egymast, ¢s P(B) > 0, akkor mit mondhatunk P(A|B)-r6l?

Legyen P(A|B) = 0,7, P(A|B) = 0,3 és P(B|A) = 0,6. Hatarozzuk meg P(A)
értékeét!

Legyen P(B) > 0. Mi a feltétele, hogy P(A|B) 4+ P(A) = 1 fennéljon?

4 golyot helyeziink el egy kalapban: 1 fehéret, 1 kéket és 2 pirosat. A kalapot
megrazzuk, majd valaki kihtiz belSle két golyot. Megnézi Sket, és fennhangon
kijelenti, hogy legalabb az egyik piros. Mennyi a valészintisége, hogy a mésik
kihuzott goly6 is piros?

Tegyiik fel, hogy 1/2 — 1/2 valoszintiséggel sziiletik fin illetve lany.
a) Egy csaladban az els gyerek fin, és éppen a méasodik gyereket varjak.
Mennyi a valoszintisége, hogy lany lesz?
b) Vendégségbe megytlink egy kétgyerekes csaladhoz. Egy fia otthon van, a

masik gyerek edzésen. Mennyi a valdszintisége, hogy 6 lany?

Ezen a héten az 1, 3, 5, 7, 11 szamokat jatszottam a lotton. A villamoson
hallottam, hogy a legnagyobb és legkisebb kihtuzott szam kiilénbsége 10. Mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb négyesem van?

Egy dobozban 3 goly6 van. Visszatevéssel hiizunk egyet-egyet haromszor. Mind-
harom esetben feketét huzunk. Mennyi a valoszintisége, hogy mindharom goly6
fekete?
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14. n dobozba elhelyeziink N golyét tgy, hogy mind az n”¥ elhelyezkedés egyenlGen
valoszind. Feltéve, hogy egy adott dobozba esik golyd, mennyi a valészintisége,
hogy K goly6 esik bele? (K > 1)

15. Két érmét feldobva feltéve, hogy dobtunk legalabb egy fejet mennyi a valoszi-
ntisége, hogy irast is dobtunk?

16. Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamok kozott nincs két egy-
forma, mennyi a valdszintisége, hogy legalabb az egyiken 6-os van?

17. Van 4 szamkéartyank, amelyekre a 0, 1, 3, 5 szamok vannak irva. Osszekeverjiik
Gket, majd kihtizunk koziiliik kett6t. Mennyi a valdszintisége, hogy a két szam
szorzata paros lesz, feltéve, hogy az Osszegiik paros?

18. Egy 5 piros és 5 fehér golyot tartalmazd urnabodl egymés utan (visszatevés
nélkiil) kihuzunk 3 golyot. Feltéve, hogy az els6 2 huzas eredménye ugyanaz,
mennyi a valoszintisége, hogy a 3. huzas piros?

19. A baratunk 2/3 valoszintséggel tartozkodik kocsméban. Ha kocsmaban van,
akkor 5 kocsma barmelyikében egyenls valoszintséggel. Négyben mar meg-
néztiik, de nem taladltuk. Mennyi a valdsziniisége, hogy az 6todikben meg-
talaljuk?

20. Egy urnaban 3 goly6 van, egy piros, egy fehér és egy fekete. Otszor huzunk egy-
egy golyot visszatevéssel. Feltéve, hogy feketét is és fehéret is legalabb kétszer
hiztunk, mennyi a valészintisége, hogy nem haztunk pirosat?

21. Egy villamos 10 percenként jar. Feltéve, hogy az el6z6 méar legaldbb 3 perce
elment, mennyi a valoszintisége, hogy a kdvetkezs 5 percen beliil jonni fog?

22. Anna 4 és 5 kozott végez munkahelyén, Béla 4 és fél 5 kozott, mindketten
véletlenszertien, egyenletes eloszlas szerint. Megbeszélik, hogy Béla hazaviszi
Annat. Béla ma el6bb végez. Mennyi a valoszintisége, hogy legkésébb negyed
5-kor el tudnak indulni?

23.* Egy kockaval addig dobunk, amig el6szor nem kapunk 6-ost. Feltéve, hogy a
sziikséges dobéasok szdma paros, mennyi a valoszintisége, hogy pontosan kétszer
kellett dobni?

24. Van két erszény, egyikben 1, masikban r, darab egyforintos. Mindkett&be tesziink
még t — t darab Otforintost. Melyik esetben nagyobb az Gtforintos hiizasanak
valoszintisége:

a) el6szor taldlomra véalasztok egy erszényt, majd abbol huzok, vagy

b) elGszor 6sszedntom az erszények tartalmat, majd ezutan huzok egy érmét?

15



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Harom személy koziil egyet szeretnénk igazsagosan kisorsolni, ezért harom gyu-
faszal koziil kettének letortiik a fejét. Egyik személy kezébe veszi a gyufaszéalakat
ép végilikkel kifelé, majd a mésik ketté huz egyet-egyet. Aki az épet huzza, az
nyer, ha nem huzza senki, akkor az nyer, akinek a kezében voltak a szalak.
[gazségos-e a jaték (azaz szamit-e kinek a kezében van a gyufa és ki huz els-
sz0r)?

Van N urnank, a k-adikban k piros és N fehér golyo van (k = 1,2,...). Mennyi
a valoszintisége, hogy a talalomra vélasztott urnabol kihtizott mindkét golyo
piros, ha a huzésokat a) visszatevéssel b) visszatevés nélkiil végezzik?

Két jatékos, A és B azt jatszak, hogy A dob egy kockéaval, azutan két érmét
annyiszor dob fel, ahdnyat a kockaval dobott. Ha legalabb egyszer két fejet
dobott e dobésok soran, akkor B fizet A-nak 1 forintot, ellenkez§ esetben A
B-nek. Melyikiiknek elényos a jaték (kinek nagyobb a nyerési esélye)?

Egy dobozban N goly6 van. Egyet huzunk. Mennyi a val6szintisége, hogy az
fehér?

Irjuk fel annak a valoszintségét, hogy egy csaladban van legalabb egy lany, ha
pn annak a valoszintsége, hogy a csaladban n gyerek van (n =0,1,...)! A fitk
és a lanyok sziiletési valoszintiségét 1/2-nek tételezziik fel.

Aladéar minden reggel az otthonahoz kozeli két csemege egyikében veszi meg a
péksiiteményeket. Mindkét csemege egyenletes eloszlas szerinti véletlen idGpont-
ban, egymastol fiiggetleniil nyit ki hétkoznap 7% és 710 kozott, hétvégén pedig
7% ¢s TX kozott. Mennyi a valoszintisége, hogy egy tetszéleges napon 7% perckor
meg tudja venni a siitiket?

Egy kavézoban a felszolgaldo megfigyelése szerint a kolumbiai kavét valasztok
50%-a ad borravalot, a bécsi kavékeveréket valasztok 20%-a, mig a guatemalai
kavét valasztok 30%-a. Mennyi a valdszintisége, hogy egy borravalot ado vendég
kolumbiai kavét ivott, ha az eladott kavék 20%-a kolumbiai, 70%-a bécsi és a
maradék guatemalai?

Egy tizemben 3 gép van, az els6 adja a termelés 40%-at, a méasik ketts 30-30%-
at. Az elsé és a masodik gép 0,05 valoszintiséggel termel selejtet a harmadik 0,1
valoszintiséggel. Mennyi a valdszintisége, hogy

a) az lzem termékei koziil egyet kivalasztva az selejtes lesz?

b) ha talalunk egy selejtes terméket, azt az els6 gép gyartotta?

Egy varosban ugyanannyi férfi van, mint né. Minden 100 férfi koziil 5 és minden
1000 n& koziil 25 szinvak.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

a) Mennyi a valészintisége, hogy az utcan elGszor szembejovs ember szinvak?

b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy szinvakokrol vezetett nyilvantartasban
egy taladlomra valasztott karton egy férfi adatait tartalmazza?

Egy vizsgan minden vizsgakérdéshez harom lehetséges vélasz van megadva, egy
helyes koziiliik. A vizsgazo p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt, ha nem
tudja, 1/3 valoszintiséggel jeloli meg a harom valasz valamelyikét. Az egyik
valaszt megnézve latjuk, hogy helyes. Mennyi a valoszintisége, hogy valéban
tudta is a valaszt?

A 0,1,..., N szamokkal megjelolt urnak koziil a k-adikban k piros és N — k
fehér golyé van (kK = 0,1,..., N). Taldlomra valasztunk egy urnat, és onnan
visszatevéssel hiizunk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy az n-edik huzasra piros
golyot hizunk. P(As|A; N Ay) =7 Ha mindkét htzas piros, mi a valoszintsége,
hogy a negyedik urnéabol hiztunk?

Sportoloknal azt vizsgaljak, hasznalnak-e doppingszert. Az erre haszlalt teszt
99%-ban vezet pozitiv eredményre, ha valaki hasznalja a szert. Tudjuk, hogy
a sportolok 1%-a hasznaljam a szert és azt is tudjuk, hogy 1%-ban akkor is
pozitiv lesz a teszt, ha nem doppingol a sportol6. Mennyi a valoszintisége, hogy
tényleg doppingol a sportold, ha pozitiv lett a tesztje?

Amennyiben baréatnénk kozvetleniil a randeviank el6tt megy fodraszhoz, akkor
90%, hogy elkésik a randevurol. Tizszer olyan gyakran fordul els, hogy elkésik
a randevarol, mint az, hogy randevu el6tt fodrasznal volt. Ha elkésik, mennyi
a valoszintsége, hogy fodrasznal volt?

Egy kalapban 5 fehér, 5 piros és 5 zold golyé van. Harom golyot kivesziink
talalomra visszatevés nélkiil. Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé goly6 piros,
a masodik fehér és a harmadik ismét piros lesz?

Van hérom testvér. A legnagyobb szeret rosszalkodni, ezért ha egyediil hagyjak,
0,7 valoszintiséggel rossz far tesz a tiizre. A kozépsé ha latja, hogy batyja
rosszalkodik, 0, 5 valoszintiséggel csatlakozik hozzé. A legkisebb szereti utanozni
testvéreit, tehat ha mindketten rosszalkodnak, 0,8 valoszintséggel utanozza
Gket. Egy délutan magukban jatszanak az udvaron. Mennyi a valdszintsége,
hogy mindharman rosszalkodni fognak, amikor sziileik kimennek utanuk?
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6. Val6szintiségi valtozok

1.

9.

Andras és Balazs egy-egy dobokockéaval dob. Aki kisebbet dob, kifizeti a dobott
szamok Osszegének Otszorosét a masiknak, dontetlen esetén senki sem fizet.
Legyen & Andras nyereménye. Milyen értékeket vehet fel €7 Hogyan fejezhetjiik
ki &-vel Balézs nyereményét?

Anna és Bea egy két méter hosszu cérna két végét huzzak. A cérna egyszer csak
elszakad. Legyen £ a cérna Annénal maradt részének hossza. Milyen értékeket
vehet fel €7 Fejezziik ki & segitségével a Beanal maradt rész hosszat!

Milyen val6szintiségi valtozo lehet fiiggetlen nmagatol?

Eloszlasfiiggvények-e a kovetkez§ fiiggvények?

3 1
a) F(m):z—i-%arctgx [Oj haz <0
¢) Flz)= % ha 0 <z <2
{ 0, ha x <0, 1, ha2<uzx
12 ha0 <z d) F(z)=e"

Az alabbi szamsorozatok koziil melyek alkotnak valoszintségi eloszlast?

a) p*(1—p)?, aholO<p<1,k=12,...

1
b) ———, k=1,2,...
) k(k+1) T
c) p*, 3p*(1—p), 3p(1—p)?2 (1—-p)3 ahol0<p<l, k=1,2,...
k+1
d) flz)de, ahol/ flo —1.2, ..
k

Egy 22 {6s osztalyban 8-an nem késziiltek. A tanar 4 {6t feleltet. Adjuk meg a
késziletlen felelsk szamanak eloszlasat!

Irjuk fel az 1. feladatban szerepld eloszlasokat!

Valamikor egy takarékpénztarnal 25 és 50 ezer forintos nyereménybetétkonyveket
lehetett vasarolni, amelyekre oroklakasokat sorsoltak ki, mégpedig az egyenls be-
fektetés, egyenld varhato nyereség elve alapjan. Ha valakinek volt 50 ezer forint-
ja, mit volt érdemesebb vaséarolni: egy 50 ezres vagy két 25 ezres betétkonyvet?

10 ember utazik egy vonaton, egymastol fiiggetleniil szallnak be Gsszesen 4
vagonba. Mi a legvaldszintibb elhelyezkedése a 4 vagonban a 10 utasnak? Var-
hatoan hany utas keriil egy vagonba?
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10.*

11.*

12.*

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.%

Szabalyos dobokockaval addig dobunk, mig a dobott szamok S Osszege at nem
1épi a 100-at. Mi S legvalésziniibb értéke?

Egy dobozban 101 goly6 van, amelybdl pontosan 3 piros. A dobozbol egyesével,
visszatevés nélkiil hizunk. Hanyadik helyen a legvaldsziniibb a mésodik piros
huzasa?

Hogyan lehet cinkelt érmével igazsdgosan ,sorsot htzni”?

Adjuk meg a lottotalalatok szamanak eloszlasat, eloszlasfiiggvényét és varhato
értékét!

Mi az 1. feladatban szerepld valoszintségi valtozok varhato értéke és szorasa?

Dobjunk fel 16 szabélyos érmét. A dobott fejek szamabol vonjunk le 8-at, a
kiilonbséget osszuk el 4-gyel. A bank akkor nyer, ha az eredmény 0, 1 vagy
—1, egyébként a jatékos. Kinek kedvez a jaték? Mi a jatékos nyereményének
eloszlasa és varhato értéke?

Két szabalyos érme egyik oldalara 0, a mésikra 1 van irva. Feldobjuk az érméket.
Hatarozzuk meg a dobott szdmok 6sszegének eloszlasfiiggvényét, varhato értékét
és szorasat!

Két dobokockaval dobunk. Legyen & a dobott szamok kiilonbsége (a nagyob-
bikbol vonjuk ki a kisebbet). Hatarozzuk meg £ eloszlasfiiggvényét és varhato
értéket!

Két kockaval dobva mennyi a dobott szdmok @) maximuménak, b) minimuma-
nak, c) Osszegének eloszlasa, varhato értéke és szorasa? Rajzoljuk fel az elosz-
lasfiiggvényeket!

k kockaval dobva mi a legvaldszinitibb 6sszeg? Mennyi a dobott szamok 6sszegének
varhato értéke és szorasa?

Egy kalapba n darab kiilonb6z6 szamot (ky, ..., k,) dobunk be, majd kihtzunk
kettst. Mennyi a htzott szamok minimumanak és dsszegének varhato értéke és
szorésa’l

Egy sorsjatékon 1 darab 50000 forintos, 10 darab 5000 forintos és 50 darab
1000 forintos nyeremény van. 10000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi lenne a
sorsjegy igazsagos ara?

Ermével dobunk addig, amig elGszor fordul els, hogy két egymas utani dobas
azonos. Mennyi a sziikséges dobésok szaméanak varhato értéke és szorasa?
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26.

27.

28.

29.

30.

Héarom személy feldob egy-egy dobdkockat, aki a legnagyobbat dobja, az nyer.
Ha mind azonos, megismétlik, ha ketten dobjak a legnagyobbat, csak 6k dobnak
addig, mig egyikiik nagyobbat nem dob (6 nyer). Igazsagos-e a sorsolas? Egy
mésik javaslat szerint ha az els6é dobas nem hoz eredményt, akkor megismétlik
a dobast. Ez igazsdgos? Melyik valtozat tart varhatéan hosszabb ideig?

A pétervdri jaték s kovetkezs: egy jatékos részvételi dijat fizet a banknak, majd
az elso fejig dobal egy szabalyos érmével. Ha a k-adik dobasra jon ki az elsé fej,
akkor a jatékos 2F forintot kap a banktol. Mennyi az igazsagos részvételi dij?

Egy n tagu tarsasaghban mindenki megajandékozza egy tarsat tigy, hogy neviiket
cédulara irjak, kalapba teszik és hiznak visszatevés nélkiil. Ha valaki a sajat
nevét huzza, az egész sorsolast megismétlik.

a) Véarhatoan hanyan huzzak a sajat neviiket elsére?

b) Varhatéan hanyszor kell megismételni a sorsolast?

Egy ¢ valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

a
f(l-) _ E, ha 2 < Z,
0 kilonben

Hatérozzuk meg ¢ eloszlasfiiggvényét! Szamitsuk ki, milyen x értéken adodik
¢ > x valoszintségére 1/2 !

Strtségfiiggvények-e a kovetkezd fiiggvények?

sinx 1
, hat<az <1, —, hal<uz,
a) flz) =4 2 c) flx) =9 2
0 egyébként 0 kiilonben
1 1 1
b = — — — —|J?‘
) @) = 1) f@) = e

Irjuk fel a 2. feladatban szerepld eloszlasok strtségfiiggvényét és varhato értékeét!

—, hal<z
Létezik-e az f(x) = ¢ a3’ " stiriségfiiggvényt valoszintiségi valtozo-

0 kulonben

nak szorésa?

Véalasszunk egy egységnégyzetben véletlenszertien egy pontot egyenletes elosz-
las szerint. Jelolje & a pontnak a négyzet legkdzelebbi oldalatol vett tavolsagat.
Hatarozzuk meg & eloszlasfiiggvényét, striiségfiiggvényét, varhato értékét és
szorasat!
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31.

32.

Egy szabalyos haromszoghdl valasztunk egy pontot az egyenletességi hipotézis
szerint. Legyen & a kivalasztott pont és a hozza legkozelebb es6 oldal tavolsaga.
Adjuk meg ¢ strtiségfiiggvényét!

Egy /2 atfogoju egyenls szart derékszogi haromszog belsejében valasztunk
egy pontot az egyenletességi hipotézis szerint. Legyen & a valasztott pont és az
atfogd tavolsaga. Adjuk meg £ eloszlas- és strtségfiiggvényét!
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7. Nevezetes eloszlasok

1.

10.

11.

Vezessiik le és szamoljuk ki a p = 0, 2 paramétert Bernoulli eloszlast valoszintisé-
gi valtozo szorasat!

Egy kockaval n-szer dobunk. Adjuk meg a dobott hatosok szdménak eloszla-
sat, varhato értékét és szorasat! Mennyi a valdszintisége, hogy legalabb 2, de
legfeljebb 4 hatost dobtunk?

Két kockaval n-szer dobunk. Adjuk meg a dobott hatosok szaméanak eloszlasat,
varhato értékét és szorasat!

Egy adott ilizemben gyartott harisnydk kozott minden ezredik hibas. A haris-
nyakat kétszédzasaval csomagoljak dobozokba. 1000 doboz koziil atlag hany olyan
lesz, amely csak hibatlan harisnyakat tartalmaz?

Egy kockat 10-szer feldobunk. Mennyi a valészintisége, hogy két-két 1-es, kettes,
harmas, egy négyes és harom 6-os lesz a dobott szamok kozott?

Andras és Béla a kovetkezs jatékot jatsza: feldobnak 3 érmét és azt figyelik,
hogy 3 fej vagy 3 iras van-e. Ha ez elGszor péaros sokadik dobésra kdvetkezik
be, Andrés nyer, ha pératlanadikra, Béla. Véget ér-e a jaték? Kinek kedvez?
Varhatoan hanyadik dobasra kovetkezik be a figyelt esemény? Nem mond ez
ellent az el6z6 kérdésre adott valasznak? Magyarazzuk meg!

Egy halastoban 1000 db hal van. Egyik nap kihalasznak koziiliik 100-at. Ezeket
valamilyen médon megjelolik, majd visszadobjak 6ket. Méasnap megint kihalasz-
nak 100 halat, de most visszatevéssel. Hatarozzuk meg a mésodik nap kifogott
megjelolt halak szdmanak varhato értékét és szorasat!

Az 52 lapos bridzskartyat négy jatékos kozott egyenlGen osztjak szét. Mennyi az
elsé jatékoshoz keriil6 aszok szamanak varhato értéke? Mennyi a valdszintisége,
hogy emberiinkoz legalabb 2 ész kertl?

Héany dobokocka esetén lesz a legnagyobb a valdszintisége annak, hogy pontosan
egy hatos van a dobott szamok kozott?

Ha az A esemény valoszintisége k/n, akkor mennyi a valoszintsége, hogy az A
esemény n kisérlet koziil pontosan k-ban kovetkezik be?

Egy tesztben 300 kérdést tesznek fel, amelyekre harom-harom lehetséges véilasz
van, ezek koziil egy jo. A helyes valaszok hény szazalékit kell ismernie egy
palyazonak, hogy annak valoszintisége, hogy a teszten 50%-os eredményt ér el,
legalabb 0,9 legyen?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Egy villamoson p = 0, 04 valoszintiséggel jelennek meg ellenérok, és a bliccelket
3000 forintra megbirsédgoljak. Mennyi a valoszintisége, hogy a birsag fedezi egy
bliccels altal a lebukasig okozott kart, ha a jegy ara 150 forint?

Egy kockaval addig dobunk ismételten, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi a valo-
szintisége, hogy legalabb 5-szor kell dobni, hogy az elsé 6-os kijojjon? Melyik az
a k szam, amelyre teljesiil, hogy annak a valdszintisége, hogy legalabb k dobas
kellett az els6 6-osig éppen 0,57

Egy kockéval az els6 hatosig dobunk. Nyereményiink a dobasok szaménak ot-
szorose. Adjuk meg a nyeremény eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

Egy kockaval addig dobunk ismételten, mig 3 darab 6-ost nem dobunk. Mennyi
a valoszintisége, hogy legalabb 6tszor kellett dobni? Mennyi a sziikséges dobasok
szamanak varhato értéke?

Egy urnédban 10 piros, 10 fehér és 2 zold golyé van. Ebbdl egy jatékos addig
hiizhat, amig az elsé zoldet kihtzza. Ekkor a masik jatékos annyi pénzt fizet
neki, amennyi golyét kihtizott, majd ¢ huz zoldig. Ekkor az els6 jatékos fizet a
masodiknak annyit, amennyi golyot huzott. Igazsagos-e ez a jaték?

Egy izz6 a minden egyes bekapcsolaskor 0, 005 valoszintiséggel kiég. Legyen az X
véletlen valtozo értéke a kiégésig véghemend bekapcsolésok szama. Szamoljuk ki
a varhato értékét és szorasat! Mennyi a valoszintisége, hogy a varhato értékénél
tovabb tudjuk hasznalni?

Egy dobozban 4 db fekete és 6 db fehér goly6 van, taldlomra valasztuk egy golyot
amig fehéret nem hizunk. A kihiizott golyot azonnal visszatessziik. Hatéarozzuk
meg a kihuzott golyok szamanak eloszlasat, varhatod értékét és szorasat!

Egy dobozban 5 piros és 8 fehér foly6 van. Kihiizunk a dobozbél 7 goly6t. Mennyi
a valoszintisége, hogy paros szamu piros lesz a kihtzottak koézott? Varhatoan
héany pirosat hazunk?

Mi lesz két fiiggetlen, p paraméterd geometriai eloszlast valoszintiségi valtozo
Osszegének eloszlasa?

Igazoljuk, hogy ha &; hipergeometrikus eloszlasu valdszintiségi véltozo, akkor
égzn—fl is az!

Almafank egyes gyiimélcseit megtamadé férgek szama 1,5 paramétert Poisson-
eloszlast kovet. 10 almat leszediink. Mi a benniik 1év6 férgek szamanak varhato
értéke? Mennyi a valoszintisége, hogy egy almaban legalabb két féreg lesz?
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Nagy szamu lovést adtunk le egy kor alaka célpontra 1 percen keresztiil. A
nagy tavolsdg miatt azonban az egyes taldlatok valoszintisége kicsiny, vagyis
Poisson eloszlast kévet. Atlagosan 15 talalatot értiink el percenként. Mennyi a
valoszintisége , hogy 15-nél tobb talalatuk lesz a kovetkezs egy percben, amikor
djrakezdjik?

Egy évben bekovetkezs repiil6gép-szerencsétlenségek széma Poisson-eloszlast
kovet. Annak a valdszintsége, hogy egy évben egyetlen repiil6 sem zuhan le,
0,1. Mire tippel, varhatéan hany repiil6 fog lezuhanni a kovetkezs évben?

Egy biztositotarsasag felmérte, hogy 0, 0002 valoszintiséggel keletkezik egy csala-
di hazban ttizkar. Mennyi a valoszintisége, hogy 15000 hazbol kevesebb, mint
4-ben fog elsfordulni tiizkar? (Kozelitsiink Poisson-eloszlassal)

A pénztarcamban 1év6 kiillonbo6zé cimleti bankjegyek szama egymastol fiiggetlen,
Poisson-eloszlasu véletlen valtozo. A 200-as, 500-as és 1000-es bankjegyek szama-
nak varhato értéke fajtanként 2, a 2000-es és 5000-es cimleteké 1, a 10000-
eké 0,5. Hatarozzuk meg a pénztarcimban 16v6 pénzosszeg varhato értékét és
szorésat!

Legyen & Poisson eloszlasu A paraméterrel. Hatarozzuk meg n = 26+1 eloszlasat,
varhato értékét és szorasat!

Egy tizletbe naponta érkezd vasarlok szama fliggetlen Poisson eloszlasi véletlen
valtozok A paraméterrel. Irjuk fel a két nap alatt érkezs vasarlok szamanak az
eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

Egy szovet 100 méterében atlagosan 5 hiba van. 300 méternyi szévetet 3 méteres
darabokra vagnak: varhatéan hany hibatlan lesz koztiik?

Egy forgalmas postahivatalban egy év alatt 1017 cimzetlen levelet adtak fel.
Varhatoan hany olyan napja lesz az évnek, amikor 2-nél tobb cimzetlen levelet
adtak fel?

Egy egyetemi oktatd 300 oldalas jegyzetet irt, amelyben oldalanként atlagosan
2 nyomdahiba van. Minden lektor 0,75 val6szintiséggel vesz észre egy-egy hibat.
A lektor altal észrevett hibakat az oktato kijavitja, majd tovabbkiildi egy masik
lektornak. Legaldabb hény lektorra van sziikség, hogy legalabb 0,5 valoszintiség-
gel hibatlan legyen a jegyzet?

Egy egyenletes eloszlést valoszintiségi valtozo varhato értéke 3, szorasa 2. Adjuk
meg az eloszlas- és sirtségfiiggvényt! Mennyi a valoszintisége, hogy a valtozo
értéke nagyobb, mint 57
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

A [0, 1] intervallumon egymaéstol fiiggetleniil két szamot valasztunk talalomra
(egyenletes eloszlas szerint). Irjuk fel két szam Osszegének eloszlasfiiggvényét!
Irjuk fel az Gsszeg varhato értékét és szorasat! Mennyi a 2 szam szorzatanak
varhato értéke?

Egy & véletlen valtozo, mely egy A esemény bekovetkezésének idGpontjat je-
lenti, egyenletes eloszlastu a (0,b) intervallumon, ahol b > 1, de pontos értéke
ismeretlen. Ismeretes, azonban annak valészintisége, hogy az A esemény a (0, 1)
intervallumon beliil bekovetkezik, mégpedig P(0 < € < 1) = 3/4. Irjuk fel az ¢
eloszlas- és stirtiségfiiggvényét! Szamoljuk ki a varhato értékét és szorasat!

Egy egység hosszusagi palca kettétorik, a toréspont egyenletes eloszlést kovet.
Hatérozzuk meg a révidebb darab hosszanak varhato értékét!

Egységnyi hossztsagn szakaszon egymastol fiiggetleniil két pontot valasztunk
taldlomra (egyenletes eloszlas szerint). Irjuk fel két pont tavolsdganak eloszlas-
és strtségfiiggvényét! Hatarozzuk meg annak a valoszintségét, hogy az tavolsag
legalabb 3/4 ! Irjuk fel tavolsag varhato értékét és szorasat!

Anna és Balazs altalaban délutan 4 és fél 5 kozott talalkoznak. Erkezésiik
egymastol fiiggetlen, véletlenszert és egyenles eloszlast kovet. Adjuk meg az
el6bb érkezd varakozasi idejének eloszlafiiggvényét és varhato értékét!

Andras, Béla és Csaba reggel 720 és 8% kozott egymastol fiiggetleniil, egyen-
letes eloszlés szerint érkeznek iskolaba. A kapuban megvarjak egymast és egyiitt
mennek be a terembe. Adjuk meg a terembe érkezésiik idépontjanak eloszlas-
fiiggvényét és varhato értékét!

¢ valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlastu. Milyen elosz-

lasain =1— &7

Az x tengely (0,1) intervalluman vélasztunk egy pontot egyenletes eloszlas
szerint. Adjuk meg a kivalasztott és a (0,1) pont tavolsaganak eloszlasfiig-
gvényét és varhato értékeét!

A (—3/4,1/4) intervallumbol talalomra kivalasztunk egy ¢ pontot. Hatarozzuk
meg |¢| eloszlasfliggvényét, varhato értékét és szorasat!

A [0, 1] intervallumon vélasztunk egy ¢ szamot egyenletes eloszlas szerint. Irjuk
fel £2 eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!

Valasszunk egy 2 sugaru korben véletlenszertien egy pontot egyenletes eloszléas
szerint. Jelolje £ a pontnak a kor koézéppontjatol vett tavolsagat. Hatarozzuk
meg & eloszlasfiiggvényét, strtségfiiggvényét, varhatod értékét és szorasat!
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1l.

Legyen ¢ egyenletes eloszlastu az [a,b] (0 < a < b) intervallumon. Adjuk meg
n = 1/¢ eloszlasfiiggvényét!

Legyen £ egyenletes eloszlast a (—1, 1) intervallumon. Adjuk meg
a) |¢+2 b) & c) &

eloszlasfiiggvényét!

Legyen ¢ egyenletes eloszlasu a (0,47) intervallumon. Adjuk meg n = sin&
eloszlasfiiggvényét!

Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlast. Atlagosan 2 évig miikodik.
Mennyi a valoszintsége, hogy legalabb egy évig fog miikodni egy 1j villanykorte?
Es egy fél éve miikods? Mekkora életkort ér nem ér meg a villanykorték 10%-a?

Egy miszer élettartama exponenciélis eloszlast. Annak a valoszintsége, hogy
legalabb 2 évig mikodik: 0,9. Mennyi a valosziniisége, hogy legfeljebb 3 évig
lesz miikodGképes?

Legyen £ egy A paramétert exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozo. Adjuk
meg 1 = 2§ + 3 eloszlasfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!

Adjuk meg két fiiggetlen exponencialis eloszlasu (egyik A1, mésik Ay paramétert)
valoszintiségi valtozo Osszegének eloszlasat, varhatod értékét és szorasat!

Egy telefonfiilkénél ketten vannak el&ttiink, egy férfi és egy né. Tudjuk, hogy
a beszélgetési id§ exponencialis eloszlasi, a férfiaknal 3 perc, a néknél 10 perc
varhato értékkel. Adjuk meg a varakozasi id6 eloszlaséat (strtségfiiggvényét)!
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8.

10.

Normalis eloszlas, Moivre-Laplace tétel, centralis
hatareloszlas-tétel

Egy mérés hibaja normalis eloszlastu, varhato értéke 2, szorasa 4. Mennyi a
valoszintisége, hogy a hiba -2 és 2 kozé esik? Adjuk meg azt az x értéket, amelyre
igaz, hogy 1/2 valoszintiséggel legalabb x a hibal

A skot bakak mellkasanak kormérete N(88,10). A skot bakdak mekkora hanyada
fér bele egy 84-es zubbonyba?

Majmok ébredését figyelték meg. Azt tapasztaltuk, hogy 10%-uk 430 el6tt méas-
zott le a farol, 20%-uk 9% utan. Feltételezve, hogy az ébredési idejiik normalis
eloszlast kovet, mennyi a valoszintisége, hogy reggel 7-ig felkel a kedvenc maj-
munk?

A hazimacskak testsulya jo kozelitéssel normalis eloszlast kovet: a macskak 10%-
a konnyebb, mint 1,5 kg és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mekkora a 6 kg-nél
nehezebb hazimacskak ardnya?

A programozé hallgatok valoszintiségszamités gyakorlaton szerzett pontszama
kozelit6leg normalis eloszlasta. 8%-uk szerzett kevesebb, mint 50 pontot és 12%-
uk szerzett tobb, mint 86 pontot. Mekkora hanyaduk szerzett 51 és 61, illetve
62 és 73 kozotti pontszamot?

A 200 gramm névleges tomegi Tibi csokoladé tényleges tomege 200 gramm
varhato értékd, normaélis eloszlast v.v.: a csokoladék 80%-anak a tomege 195 és
205 gramm kozé esik. Mekkora hanyaduk konnyebb, mint 190 gramm?

Szegednél a Tisza vizszintjének ingadozasa normalis eloszlast kovet. Ha a 402
m-es vizszintnek a varhato értéktsl valo eltérése a szorasnégyzet haromszorosa,
és ennél alacsonyabb vizszint az esetek 67%-aban mérhetd, mekkora p és o?

Egy iizemben egy folyékony termék toltését két automata végzi. Az iivegekbe
t0ltott mennyiség atlagosan 2 dl és normalis eloszlast mindkét gép esetében. A
betoltott mennyiség szorasa az els6 gépnél 0, 14 dl, a masodiknal pedig 0, 08 dl.
Az tivegek 60%-at az elsé gép tolti, a tobbit a méasodik. Mi a valoszintisége, hogy
egy iiveget véletlenszertien kivéve a napi készletbél, abban a betoltott folyadék
mennyisége a varhaté értéktsl 0, 1 dl-nél kevesebbel tér el?

Legyen £ egy N(0,1) eloszlasu valoszintségi valtozd. Hatarozzuk meg n = [,
illetve ¢ = 1/¢ eloszlasfiiggvényét!

Egy szabalyos dobodkockat 600-szor feldobunk: irjuk fel annak a pontos valo-
szintliségét, hogy a dobott 6-osok szama 100 és 105 kozé esik, és kozelitsiik ezt
a valoszintiséget a de Moivre-Laplace tétel segitségével! Adjuk meg azt az x
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

értéket, amelyre igaz, hogy 1/4 valoszintiséggel legalabb x lesz a dobott 6-osok
szamal

Szazszor feldobunk egy ferde forintos érmét. Mennyi a valészintisége annak, hogy

az irast eredményezd dobasok széma 40 és 60 kozé esik, ha az iras valoszintisége
1/37

Péter és Pal egy szabalyos pénzérmét dobalnak. Ha fej, akkor Péter nyer Paltol 1
Ft-ot, ha iras, Pal nyer Pétert6l ugyanennyit. Adjuk meg annak a valoszintiségét,
hogy 1000 jaték lejatszasa utan Pal nyereménye legaldbb 32 Ft!

Egy célpontra 200 16vést adnak le. A talalatok valdszintisége minden 16vésnél
0, 4. Adjon meg olyan felss korlatot, amelyet a talalatok szama 90% eséllyel nem
halad meg!

Egy pakli magyar kartyat jol osszekeveriink, majd kihtzunk egy kartyat. Ezt
150-szer megismételjk. Mennyi a valoszintisége, hogy a kihtizott kiralyok szama
35 és 62 kozé esik?

Ketten jatszanak egy jatékot. Andréas 37/72 valoszintiséggel, Béla 35 /72 valoszi-
ntiséggel nyer meg egy jatékot. A jaték 200 jatszmabol all, minden jatszménal 10
dollar a tét, vagyis ha Andrés nyer, Béla ad neki 10 dollart és forditva. Mennyi
a valoszintisége, hogy Andras nyereménye 50 és 100 dollar kozott lesz?

1000 esetbdl kb. 300-szor fordul els, hogy egy doboz maéalna nettd sulya tobb,
mint 35 dkg. Becsiiljiik meg normalis eloszlas tablazat segitségével, hogy hany
szem malna van egy dobozban, ha az egyes malnaszemek siilya 2 g koril in-
gadozik, 0,25 g szorassal!

Egy atvonalon két légitarsasag indit jaratokat. Feltehets, hogy az utasok teljesen
véletlenszertien és azonos valoszintiséggel dontenek egyik vagy masik légitarsasag
mellett. Az adott viszonylatban 200-an akarnak utazni. Hany férGhelyes gépekre
van szilksége a légitarsasagoknak, ha azt akarjak, hogy legfeljebb 1% legyen
annak a valoszintisége, hogy egy utast amiatt kelljen elutasitaniuk, mert mar
nincs szabad hely a gépen?

Budapesten a dohédnyzok aranyét akarjuk megtudni. Legalabb hény lakost kell
megkérdezniink, ha azt akarjuk, hogy a dohanyosoknak a kapott valaszok alapjan
szamolt ardnya (tehat a relativ gyakorisdg) a dohanyosok tényleges aranyatol
legalabb 99% valosziniiséggel legfeljebb 1%-kal térjen el?

Egy kisérlet lehetséges kimenetelei a 0, 2, 4, és 8 szamok, rendre 0,125, 0,5, 0,25,
és 0,125 valoszintiséggel. Mi annak a valoszintisége, hogy a kisérletet 1000-szer
elvégezve a kimenetelek (szamtani) atlaga 2,98 és 3,04 kozé esik?
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20.

21.

22.

Xi, ..., X000 fliggetlen, kiilon-kiilon [0, 1]-en egyenletes eloszlasu véletlen val-

tozok. A normalis eloszlas tablazata segitségével hatarozzuk meg kozelitéleg a
1000

P(Z X? > 350) valoszintiséget!
i=1

Egy adott repiil6gép esetén a két meghibasodas kozott eltelt idGtartam expo-
nencialis eloszlast kovet, 30 nap varhato értékkel. A repiil6t 100 meghibasodas
utan kivonjak a forgalombol. Mennyi a valészintisége, hogy 3600 napnal tovabb
iizemelhet?

Véletlenorszaghan egy bank pénztaranal az egyik napon elérelathatéan 60 tigyfél
vesz ki pénzt. A pénztarnél az atlagos kifizetés iigyfelenként 50 tallér, 20 tallér
szorassal. Mennyi pénzt tartson a kasszajaban a pénztaros, ha 0,95 val6szini-
séggel, minden fennakadés nélkiil tudja teljesiteni a kifizetéseket?
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9. Statisztikai becslések és probak

1.

Egy varosban a gépkocsik rendszamai szamok, 1-t6l kezd6d&en. Adjunk maxi-
mum-likelihood becslést a varosban taldlhatd gépkocsik szémara n megfigyelés
alapjan (jelolje pl. z1, ..., x, a megfigyelt n rendszamot). Adjuk meg a konkrét
becslést, ha az 5, 8100, 76, 77073 és a 125916 rendszamokat figyeltiik meg.

A gyartot és a keresked6t egyarant érdekli, hogy egy adott drukészletben hény
darab selejtes van. Tegyiik fel, hogy az arukészlet N darabbdl all. Valasszunk
ebbdl véletlenszertien egy n-elemii (1 < n < N) mintat. Megszamoljuk, hany
selejtes van a mintdban. Legyen m a mintabeli selejtes darabok szama. Ad-
junk maximum-likelihood becslést a teljes készletben 1évG selejtesek szamara!
Konkrét példaként tekintsiik azt az esetet, amikor a készlet 2000 darabbdl all
és 20-elemd mintat vesziink.

A kékbalnaallomény becslésére a kovetkez6 modszert alkalmaztak: néhéany napon
at kb. 30 cm hosszu fémhengereket 16ttek be a balnék zsirparnajaba, kozvetlentl
a bor ala. Feljegyezték, hogy hany béalnat jeloltek meg (M). Ezutén felszolitottak
a balnahalaszhajokat, hogy adjak meg, hany balnat fogtak (n), s azok kozt hany
volt megjeldlve (k). Adjunk maximum-likelihood becslést a balndk N szaméra!

Egy toban a halakat betegség tamadta meg, mely az egyes egyedeket ismert
p (0 < p < 1) valoszintiséggel pusztitja el. A kifogott haltetemek k szamabol
adjunk maximum-likelihood becslést a betegség el6tt a toban €16 halak szamara!
Adjuk meg a konkrét becslést, ha k = 100 és p = 0, 05.

A szinvaksag gyakorisaga egy populacioban genetikai tényezék miatt p a férfi-
aknél és p? a néknél. Adjuk meg a p maximum-likelihood becslését az alapjan,
hogy M férfibol m és N nébsl n volt szinvak.

Egy céllovs egy széamara ismeretlen puskaval elGszor ny 16vést ad le egy célra,
minden egyes 16vésének talalati valoszintisége p. Ezutan djra 16, ezuttal ny 16vést
ad le és ap a 16vések talalati valoszintsége. Jeloljiik a talalatok szamat az egyes
sorozatokban xi-el illetve xo-vel.

a) A p paramétert ismertnek feltételezve adjunk max-likelihood becslést a-ral
b) Tegyiik fel, hogy p is ismeretlen és becsiiljiik mindkét paramétert!
¢) Adjuk meg a konkrét becsléseket az a) illetve b) esetekben, ha n; = 15,

n2:10,x1:9,:1:2:8.

Tegyiik fel, hogy egy alméskertben a fakat egy fertézés tamadja meg. A fert&zott
fak szama Poisson eloszlast kovet. Tiz egyforma nagy, egyenként harom sorbol
allo iiltetvényben rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2 beteg fat talaltak. Adjunk
maximum-likelihood becslést az egy sorban talalhato fertézott fak szaméanak
varhato értékére.

30



10.

11.

12.

13.

14.

Egy céllovs p valoszintiséggel talél el egy célpontot egy 16vésbél. Adjunk maximum-
likelihood becslést p-re, ha az elsé talalat k-adikra kévetkezett be!

Egy valoszintiségi kisérletet addig végziink, mig egy esemény kétszer be nem
kovetkezik, és lejegyezziik a probalkozasok szamét. Ezt n-szer megismételjiik,
igy kapjuk az zq,...,r, mintat. A minta alapjan adjunk maximum-likelihood
becslést az esemény valdszintiségére! Milyen eloszlast kapnank, ha csak azon
kisérletek szaméat irnéank le, amikor nem kovetkezett be az esemény?

Hatarozzuk meg egy ismeretlen helyzetd 1 hosszusigi intervallum felez&pont-
janak maximum-likelihood becslését! Adjunk konkrét becslést, ha a kdvetkezs
minta all rendelkezésiinkre: 1,1; 1,9; 1,3; 1,5; 1,7; 1,99.

[gazoljuk, hogy a (0,0) intervallumon egyenletes eloszlas © paraméterének
maximum-likelihood becslése erésen konzisztens!

Egy alkatrészekbdl allo sokaség 6 mintapéldanyanak kovetkezs volt a teljes élet-
tartama: 39, 45, 67, 50, 50, 60 (honap). Tegyiik fel, hogy az élettartam expo-
nencialis eloszlast egy ismeretlen A paraméterrel. Szamoljuk ki a A paraméter
maximume-likelihood becslését!

Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlasu n/t, ha ¢t hémérsékleten m-
kodtetjiik.

a) Hogyan fiigg a varhato élettartam a ¢ hémérséklettsl?

b) Tegyiik fel, hogy n megfigyelést kiillonbozs ¢4, to, . . ., t,, hémérsékleten vé-
geztink és x1, o, ..., x, élettartamot figyeltiink meg. Adjunk maximum-
likelihood becslést n-ral

¢) Adjunk meg konkrét becslést 7-ra, ha a kovetkezé megfigyelések adodtak:

1. 2. 3. 4. D. 6. 7.
élettartam (év) | 2,3 9,8 08 102 81 7,7 1.2
homerseklet (C) | 20 25 17 26 23 22,5 19

1. tablazat.

Egy laborban a mérést altalaban az (ismert) o szorasu miiszeren végzik. n ilyen
meérés elvégzése utan (a fiiggetlen, azonos N(u, o) eloszlasa adatok: x1, ..., z,)
elromlott a késziilék és csak a régi, ko (szintén ismert) szorasi miiszert lehetett
hasznalni. Ezzel a miszerrel az yy, . .., y,, adatokhoz jutottunk (u valtozatlan).
Adjunk maximum-likelihood becslést p-re. Adjuk meg a konkrét becslést, ha a
kovetkezd minta all rendelkezésiinkre: 1,1; 1,9; 1,3; 1,5; 1,7; 1,99 és 1,1; 0,9; 1,3;
1,5; 1,7; 1,99; 2,1; 1,9; 2,3 a régi mtiszerrel mért minta (o = 0,2, k = 1,2).
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15.

16.

17.

18.

19.

Egy varos energiafogyasztédsa normaélis eloszlasi ismeretlen p varhato értékkel
és a korabbi tapasztalatok alapjan ismert o szoérassal. n napon at végeztiink
méréseket x4, ..., z, eredménnyel, majd n + 1. naptoél m napon at csak a varos
egyik keriiletébdl érkeztek adatok, ahol a fogyasztéds varhato értéke az egész
varosénak a fele: yq, ...,y a kapott adatsor (tételezziik fel, hogy a szoras itt is
o). Adjunk maximum-likelihood becslést p-re.

Legyen X1, X5, ..., X, mintank az

3z? <1<

> a —N>=Tr>n,
flx) =19 27

0 kiilonben

(n > 0) strtségfiiggvényt eloszlasbol. Adjunk maximum-likelihood becslést az
ismeretlen n parameterre.

Legyen X1, X5,..., X, az

20 z(1—2?)*7!, ha0<z <1,
flz) = o
0 kiilonben
strtiségfiiggvényt eloszlasbol vett minta. Adjunk maximum-likelihood becslést
az ismeretlen o > 0 paraméterre.

Tekintsiik egy 0 varhato értékd, 1 szorasu valoszintségi valtozokbol statisztikai
mintat. Hany mintaelem sziikséges ahhoz, hogy ha az elemszamot n-nel jeloljiik,
a mintaatlag abszolutértéke legalabb 0,99 valoszintiséggel kisebb legyen, mint
n~1/4? Adjunk becslést a Csebisev-egyenlétlenség és a centrélis hatéareloszlasté-
tel segitségével!

Didkok egy csoportjanak megmérték a testsulyat és magassagat. Hatarozzuk
meg a jellemzdk empirikus eloszlasfiiggvényét, empirikus varhato értékét és em-
pirikus szorasat!

1. 2. 3. 4 5. 6. 7. 8 9. 10. 11. 12.

testsuly (kg) | 90 45 70 45 40 54 60 53 53 58 56 T8
magassag (cm) | 175 160 180 160 157 165 168 161 157 175 158 187

20.

2. tablazat.

Jellemezziik a 2. tablazatbeli mutatok kapcsolatanak szorossidgat! Adjunk becs-
lést a linearis regresszios egyenes paramétereire!
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21.* Annak a valoszintisége, hogy egy ember tilsulyos p (akkor tulsilyos valaki, ha

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

a testtovegindex = testtomeg(kg)/magassag(m)? > 25). Becsiiljiik meg a 2.
tablazatbeli adatok alapjan p-t, illetve adjunk olyan konfidencia-intervallumot,
amely 0,95 valoszintiséggel tartalmazza azt.

Tudjuk, hogy a testmagassag és a testsuly (kozelit6leg) normaélis eloszlast kivet.
Adjunk meg egy olyan intervallumot, amely a 2. tablazatbeli magassagok varhato
értékeét 0.95 valoszintiséggel tartalmazza! Hogy véltozna a becslés, ha ismernénk
a szorast? Adjunk egy ilyen intervallumot a szérédsra is! Ugyanez a feladat a
testsulyral

A 2. tablazatbeli adatok szérasa legyen a becsiilt szoras. Teszteljiik azt a null-
hipotézist 5%-os szignifikancia-szinten, mely szerint a magassag varhato értéke
170 cm! Teszteljik azt a nullhipotézist is, hogy a testsily varhato értéke 45 kg!
Adjunk becslést gy is, ha nem ismerjiik a szoérast!

Hogy valtoznanak az el6z6 feladatbeli tesztek, ha nem tudnank, hogy a testma-
gassag és a testsuly normalis eloszlast kovet?

Egy, a 2. tablazatbelitdl kiillonb6z6 csoportban a didkok magassaga rendre 166,
165, 155, 177, 155, 165, 164, 164, 166, 158, 163, 155, 161, 170 cm. 5%-os
szignifikancia-szinten teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a két csoport ma-
gassaganak szorasa megegyezik!

Tegyiik fel, hogy a 2. tablazatbeli és a 25. feladatbeli csoportokban megegyezik
a magassag szorasa. Teszteljiik azt a nullhipotézist 5%-os szignifikancia-szinten,
amely szerint a két csoportban a magassag varhato értéke megegyezik!

TekinthetG-e a 2. tablazatban a testsuly normalis eloszlastinak 0,95 biztonsagi
szinten?

TekinthetGek-e a 10. feladatban megadott értékek a (0, 1) intervallumon egyen-
letes eloszlastnak 0,95 biztonséagi szinten?

TekinthetGek-e a 7. feladatban megadott értékek Poisson eloszlastinak a becsiilt
paraméterrel 0,95 biztonsagi szinten?

TekinthetGek-e a 12. feladatban megadott értékek exponencialis eloszlasinak
0,95 biztonsagi szinten?

Egy dobokockaval 9-szer dobtunk. A dobott szamok kézott egy 1-es, harom 2-es,
egy 3-as, két 4-es és két 5-0s volt. Teszteljiik azt a nullhipotézist, hogy a kocka
szabalyos (mind a hat érték valoszintisége egyenls)!
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32. Legyen A egy esemény ismeretlen p = P(A) valoszintiséggel. A Moivre-Laplace
tétel felhasznélasaval konstrualjunk tesztet a kvetkezd nullhipotézis ellenérzésére:
Hy : p = po. (1d. a centralis hatareloszlas tételen alapuld probakat!) Végez-
ziik el a tesztet 1%-os szignifikancia-szint mellett annak ellenérzésére, hogy egy
pénzérme szabalyos, ha azt figyeltiik meg, hogy 100-bo6l 61 esetben dobtunk
fejet. Teszteljiik az el6z6 feladatbeli értékekre azt a nullhipotézist, hogy a 6-os
dobés valoszintisége 1/6.
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