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bvaltozds modszerek

Ezek a mddszerek tobb véltozd egyiittes vizsgalatara vonatkoznak.

Alapvet6 tipusaik:

» tobbdimenzids eloszlasokra vonatkozd hipotézisvizsgalatok
(4ltaldban tobbdimenziés normilis eloszlas paramétereire
vonatkoznak),

» varianciaanalizisek,
> klasszifikdciés médszerek (diszkriminalé illetve klaszterezd
eljarasok),

» dimenzidcsokkentés,
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Egyszempontos varianciaanalizis (ANOVA)

Tekintsiik a & j ~ N(uj,02), i=1,....r, j=1,...,n
fuggetlen mintdkat.

A vérhaté értékek felirhatok a kovetkezd formaban: p; = p + aj,
ahol p a varhaté értékek n; értékekkel silyozott atlaga, a; pedig az
i-edik csoporthatas.

Ho:p1 = ... = pr,

azaz minden csoporthatas 0.

Legyen n = n1 + ...+ n,. Képezziik a kovetkezo statisztikdkat:

n; n

Iy
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r n;

SST =) > (&~ &7

i=1 j=1 '
SSB=> n(Gi—¢°  SSW=> > (& - &)
Aliess =
SST = SSB + SSW.
Bizonyitas -
SST = Z Z((fi,j &)+ (& - 9)?
i=1 j=1
= SSW+SSB+2) > (&ij—&)(& —9)
i=1 j=1
= SSW+S5B+2Y (-8 (& - &).
i=1 j=1

0
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Visszatérve Hy vizsgélatara:

> a probastatisztika SSB n—r

TSSWor—1’
ami Hy mellett F(r — 1,n — r) eloszlasy.
> Tehat a kritikus érték a-hoz F, = F | (1 - a).
» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogadjuk, kiilonben elvetjiik.

Megjegyzések
> ANOVA a kétmintds t-préba altalanositasa: konnyen lathatd,
hogy ha r =2 és Ay = 0, akkor F = t?, és F, = té.

> Itt is feltétel a szérasok egyezése, ami az altaldnositott
F-prébaval tesztelhet6. Ha a szérdsok nem egyenloek, akkor
ANOVA helyett a tobbmintds Welch-préobat alkalmazzik.

> Az ANOVA-t diszkrét és normilis eloszlasi valtozd
fuggetlenségének tesztelésére is hasznaljak.

» Van tobbszempontos varianciaanalizis is.
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Linearis regresszid

Tekintstik a (£,n) véletlen vektort. Keressiik 7-t legjobban kozelité
linedris fiiggvényt, azaz a-t és b-t, amelyre E((1 — (a + b))?)
négyzetes eltérés minimalis. Ennek megoldasa

_ Cov(&m) _ o D)
“ o by
b=E(n) + gy EC)

Definicié
A fenti paraméterekkel felirt y = ax + b egyenes a regresszios
egyenes, a, b paraméterek a linearis regresszios egylitthatok.

Megjegyzés
Ha &, fuggetlenek, akkor a = r(fﬂ?)% -0
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Regresszids egyenes paramétereinek becslése

Cél Q(a,b) = >, (yi — ax; — b)? minimalizdlasa, ez a (legkisebb
négyzetek modszere). Q(a, b) minimumat az aldbbi helyen veszi

fel:
Dy (n) h— 27:1 Yi 527:1 Xi
Dn(&)’ n n

Definicié

Az 3, b értékeket becsiilt linedris regresszios egylitthatoknak, az
Yy =ax + b egyenest becslilt linedris regresszids egyenesnek
nevezziik.

Megjegyzések

» Q(a,b) az (x1,y1),---,(xn, ¥n) pontok egyiittes négyzetes
tdvolsdga az y = ax + b egyenestdl.

> A becsiilt linedris regresszids egyenest 1,11 érték becslésére
hasznaljuk, ha x,y1 adott csak.
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Varianciaanalizis linearis modellben

Tekintsiik a 7 = ax + b+, &~ N(0,02) regressziés modellt és
az 7, ...,"Ns Mintat.
HO a=0.

Vegylik a regressziés egyenes paramétereinek 3, b becsléseit és

legyen 77, = 3x; + b. Képezziik a kdvetkezd negyzetosszegeket
n

SST = Z(n, m?  SSR=) (fi—-m)? SSE= Z(n, i)

i=1

SSR

<ol
ami Hyp mellett F(1, n — 2) eloszlast.

» Tehat a kritikus érték a-hoz F, = F; 1 ,(1 — ).

» Dontés: ha F < F,, akkor Hp-t elfogédjuk, kiilonben elvetjiik.

> a prdbastatisztika F= n—2),

Nagy-Gyorgy Judit Statisztika



Allitas

SST = SSR + SSE.

Bizonyitas

SST = > " ((mi—)+(Hi—7))? = SSR+SSE+2 > (n; — ) (i — 1),
. i=1

Allitas

SSR = SST - r(x,1)-

Bizonyitas
n

2 (i = ax = b’ Z —X—rxn)&g;v()

i=1 Py

Kovetkezmény

2
SSE = SST(1 — I’,?(X./ 7)) és SSR  ri(x,n)

SSE ~ 1-r3(x.m)
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Tobbvaltozds regresszid
A modell n = aixy +...+a,x, +b+e, e~ N(O,d?).

Hy:a1=...=a,=0.
> Vessziik ay, ..., a,, b legkisebb négyzetes becsléseit,
Ni = a1xj1 + ... + arx;, + b és képezziik SST, SSR és SSE
négyzetosszegeket.
SSR n—r—1

» A prébastatisztika most F =

SSF , ami Hp mellett

F(r,n—r —1) eloszlasa.
Megjegyzések
» Az x;-k a teljes variancia r2(x,n)-részét magyardzzak.
» Ha (&,n) kétdimenzids normdlis eloszlasi és &, n fliggetlenek,

akkor v/n — 2M aszimptotikusan t(n — 2) eloszlasu.
V130 P (n=2)

» Az 3ltalanos regressziés modell n = (&) + . Altaldban a
nemlinedris regressziét a linedrisra vezetik vissza.
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Fokomponensanalizis

Legyen X egy d-dimenzids véletlen vektor m varhaté érték
vektorral és pozitiv definit C kovarianciamatrixszal. Cél a valtozdk
szamanak csokkentése minél kevesebb informacié vesztésével.

C szimmetrikus, spektralfelbontasa
C=VAV',
» ahol A = diag(A1,...,A\g) aCmétrix \y > ... > Ay >0
sajatértékeinek diagondlis matrixa,

> V oszlopvektorai pedig a hozza tartozd ortonormilt
sajatvektorrendszer a megfeleld sorrendben.

Definicié
AY =V1{(X —-m)=VT(X~-m) az X f6komponensvektora, Y
k-adik komponense (Y} ) a k-adik fékomponens.
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Allitas
Y kovarianciamdatrixa .
Bizonyitas
E(Y) =E(V'(X—m)) =V (E(X) —m) =0,

E(YY'T) = E(V(X-m)(X-m)"V)
VIE(X—-m)(X—m)")V=V'CV=A
Tétel

X1,...,Xq ortonormalt vektorrendszer. Ekkor
k

k
doxlCx <Y N, k=1,....d.
i=1 i=1

Ha x; =v;,i=1,...,d, akkor egyenléség teljesiil.
Kovetkezmény

Y sz6rdsa maximalis az z' (X — m) alakd vv-k kozétt, amelyre
l[x|]| = 1 és 2T (X — m) korreldlatlan Y;-vel minden i < k-ra.
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Tétel
A k(< d)-dimenzics P projekcick kozil E(||X — PX||) kifejezést a
Vi,...,Vy altal feszitett altérre vetité projekcid minimalizalja.

(Tehat X négyzetes kozépben vett legjobb k-dimenzids becslésének
elsé k koordinatdja a sajatvektorok bazisaban az els6 k
fékomponens, a tobbi pedig 0.)
k megvalasztasa

)\1 4+ ...+ )\k

)\1 + ...+ Ad

hanyados azt mutatja, hogy az els6 k fokomponens a teljes
variancia hdnyadrészét magyardzza.

Megjegyzés
A gyakorlatban egy minta empirikus kovarianciamatrixabdl

indulunk, ennek sajatértékei és sajatvektorai lesznek \; és v;
(i=1,...,d) becslései.
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Faktoranalizis

Definicié
Legyen X egy d-dimenzids véletlen vektor m vdrhatd érték
vektorral és C kovarianciamatrixszal. A k-faktor modell a
kovetkezé:
X=AY +W 4+ m,
» ahol A atviteli matrix vagy faktorstulymatrix d x k-as,

> azY kozos faktor k-dimenzids véletlen vektor, amelyre
E(Y) =0 é E(YY") = Iy, valamint

> W egyedi faktor egy d-dimenziés véletlen vektor, amelyre
E(W) =0, E(WW") =D diagondlis matrix, valamint
E(YWT) =0.

A modell paraméterei A és D, feltevése, hogy a faktorkomponensek
korreldlatlanok, tovdbbd a kozos faktorok szérasnégyzete 1.
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Allitas
C = AA'" | D. (Ezt nevezziik a modell matrixalakjanak.)
Bizonyfta’s

ZJ 1 a,J i+ Wi+ m; (1 <i<d)szérdsnégyzete

Cii = ij 1 ,J + d; ;, mivel a faktorkomponensek korrelalatlanok.
(ij 1 ,J az X; valtozé kommunalitdsa, d;; az egyedi variancia.)
Tétel

Adott k < d esetén a k-faktor modellnek pontosan akkor van
megolddsa, ha van olyan d x d-s D nemnegativ elem(i diagonalis
matrix, hogy C — D egy legfeljebb k-adrangt, pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas
Ha van megoldés, akkor C — D = AAT rangja legfeljebb k, mivel

A egy d x k-as matrix. Forditva, ha C — D szimmetrikus, rangja
r(< k), akkor felirhaté AAT alakban, ahol A d x r-es.
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Megjegyzések
» Ha C — D-nek van AAT alaki felbontésa, akkor mivel ez nem
egyértelmii: ha U egy ortogonalis matrix, akkor B = AU -ra
AAT = BB, sokszor tovabbi feltételeket is tesznek A-ra.

» Kozelité megolddsokat szoktak adni (ML; legkisebb négyzetek
mddszere; fékomponensanalizis médositott véltozata;. . .).

A faktorsilyok értelmezése és a faktorok rotacidja
Cov(X;, V) = B((Xi — m))Y)) = B((X 2y a1 Yj + W) Y)) = a1,
a faktorsulyok korreldlatlansaga miatt.
» X; az Y; faktorral akkor all szoros kapcsolatban, ha |a; j| nagy.
> A faktorok értelmezése szempontjabdl az a j6, ha minden j-re
kevés (esetleg egy) |a; ;| nagy, a tobbi kicsi.
> A rotacid célja olyan U k x k-s ortogondlis matrix keresése,

amelyre az
X=X=A"Y"+W+m

modell, ahol A* = AU és Y* = U'Y, teljesiti a fentieket.
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Diszkriminanciaanalizis

Legyen X véltozé N(my, C) vagy N(my, C) eloszlasi. Ezt az
osztalybatartozast szeretnénk eldonteni a tér egy X7 U Ab
particionalasdval. Legyen f; az i-edik osztalyhoz tartozé
siirliségfiiggvény. (Altaléban m;-t és C-t a mintdbdl becsiiljiik.)
Két megkozelitést tekintiink.

. Az

/Xl fa(x) dx—l—/X2 f1(x) dx

veszteségfuggvényt minimalizalé particionalast keresiink.
Belathatd, hogy az atlagos veszteség akkor minimalis, ha x
osztdlya j, amire ijC*1x — %ijC*Imj nagyobb. Ez alapjan

L(x) = (m; —my) Clx+c

alakd Fisher-féle diszkriminancia-fliggvényt hasznéljuk: x pontosan
akkor tartozik az elsé osztalyba, ha L(x) > 0.
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[I. Legyen A = (m; — my)(m; — mz)T. Tekintsuk a
Rayleigh-hanyadost:

-
v' Av
R(v) = ——
viCv
Heurisztika: R maximumhelyének irdnydban jél tudunk szeparalni.
Legyenek C1A sajatértékei A\; > ... > Ay és vq,...,vg hozzajuk

tartoz6 sajatvektorok a kanonikus féiranyok.

» Belathatd, hogy R maximumbhelye v;.
» Egy L(x) = V1TX + b

alakd diszkriminanciafiiggvény segitségével dontiink: x akkor
esik az elsd osztalyba, ha L(x) > 0.

Megjegyzések
> A két diszkriminanciafiiggvény pozitiv konstans faktorban tér
el, ugyanazt az osztilyozast eredményezik.
> A szeparalds jésagat a Wilks-féle A = (1 + A;) ! statisztikaval
jellemezzik. Ha az osztdlyok jél szepardlhatdk, akkor A kicsi.
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Logisztikus regresszid

Legyen 7 ismeretlen p paraméter(i Bernoulli-valtozd és x egy
d-dimenziés vektor. Tegylik fel, hogy p = p(x), ezt a fiiggést a
kovetkezé logisztikus regressziés modell (logitmodell) irja le:

In =a'x+b.

1-p

> Tekintsiik egy n elem{ mintat. Meghatdrozzuk a,b ML
becsléseket (kihaszndlva, hogy az x; vektorhoz tartozé n;
mintaelem Gsszege binomidlis eloszlasi n; és p(x;)
paraméterekkel). Ebbd| kapjuk p becslését:

1

P e

> 7 értékei szerinti osztdlybatartozas eldrejelzése ennek
segitségével gy torténik, hogy rogzitiink egy 0 < pg < 1
értéket, és N =1, ha p > pp.
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Klaszteranalizis

Kiilonbozo eloszlasbdl vett mintdk esetén nem tudjuk, melyik
mintaelem melyik osztdlyba (klaszterbe) tartozik, esetleg az
osztalyok szama is ismeretlen. Célunk az osztdlyok meghatdrozasa.

Tekintstik az x1, ..., X, realizaciét. Tegylik fel, hogy van k klaszter:
C1,...,Ck. Legyen X¢ = ﬁ ijec x; a C klaszterkézéppontja.

Legyen SST = 307, [[x; —X|[2, SSW = 3711, 37, e, 1% — %2,
SSB ="K | |Ci| - |[Xe, — X||?. Most is SST = SSW + SSB.

A klasztereket gy szeretnénk meghatdarozni, hogy a

SSW  SSW
SSB ~ SST — SSW

kifejezést minimalizéljak, ami egyenértékii SSW minimalizaldsaval.
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SSW minimumanak meghatdrozdsa mar két klaszter esetén is
271 _ 1 eset vizsgalatat jelenti az n elemii mintdn, ezért
heurisztikakat alkalmaznak.

A klaszterezé eljarasoknak két alapvet6 fajtdja van aszerint, hogy a
klaszterek szama ismert-e.

k-kozép maddszer

Vesziink k kezdeti klaszterkozéppontot, minden mintaelemet ahhoz
a klaszterhez soroljuk, amelyik kozéppontjdhoz kozelebb van, majd
a kozéppontokat Ujraszamitjuk. Fligg a kezdeti kozéppontoktdl.

Hierarchikus médszerek

Vannak a klaszterszamot csokkent6 (agglomerativ vagy dsszevond)
és noveld (diviziv vagy felosztd) médszerek. Pl. el6bbi esetében
kezdetben minden pont kulon klaszterbe tartozik, minden Iépésben
a két legkozelebbi klasztert vonjuk ossze, mig egy klaszter nem
lesz. Fligg a klaszterek tavolsaganak definiciéjatdl.
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Klaszterek tavolsaga (d(C;,C;))
> Legkozelebbi szomszéd (nearest neighbor vagy single linkage):

min x —vyl|.
xec,-,'yec,-” yll

> Legtavolabbi szomszéd (furthest neighbor vagy complete

linkage):
max_[lx—yll
x€C;,yeC;
> Atlagos tavolsag (between-groups linkage vagy average
linkage): 1
BT [Ix —yl[.
ICil - 1G] 2

x€C;,yeC;
» Unié pontjainak atlagos tdvolsdga (within-groups linkage):

1
W Z [x =yl

2 ) X,yEC,'UCj

> Klaszterkozéppontok tévolsdga (centroid): [[xc, — X¢;|-
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> Median tévolsdg: [[xc, — X¢,|,
ahol x¢ a C klaszter silyozott kdzepe, amit rekurzivan
szadmolunk a kovetkezé médon: ha C klaszter C' U C” unidként
jott létre, akkor x¢ = %(icx + Xxenr).
» Ward tavolsag:
Z HX _YC,‘UCJ'HZ - Z Z HX _iC£H2
x€C;UC; 2e{ij} xeCy
Cil - 1G] o2
————||Xc, — Xc;||*.
i+ gl e~

(Tehat a Ward mdédszer azt a két klasztert vonja Ossze,
amelyek osszevondsaval SSW legkevésbé né.)
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